2. série
Realné polynomy

Nez zacnete fesit: Redlnym polynomem (déle jen polynomem) rozumime realnou funkci
realné proménné p, kterou lze uvést na tvar

Jj=0

kde a,, # 0. Cislo n se nazyva stuperi polynomu p. Graf polynomu p je mnozina {[x,y] :
y = p(x)}. Cislo a € R se nazyva koren polynomu p, jestlize p(a) = 0. Derivace polynomu
p ve vySe uvedeném tvaru je polynom p’, definovany predpisem

n

p’(m) = Zjajxj_l.

Jj=1

Rekneme, Ze polynom p je neklesajici na intervalu I, jestlize pro vSechna z,y € I plati
implikace * <y = p(z) < p(y). Rekneme, Ze polynom p je konvexn{ na intervalu I,
jestlize pro vSechna z,y € I a ¢ € (0,1) je

plex + (1 —c)y) < ep(z) + (1 - c)p(y).

Pokud onim intervalem I je celd redlnéd osa R, potom fikdme pouze ,konvexni“, ,nekle-
sajici“ (bez vyslovného udani kde).

Bez dilkazu pfijméme tato tvrzeni:

Jestlize a je kofen polynomu p, potom existuje polynom ¢ stupné o jednu mensiho tak,
ze pro vSechna x € R plati p(z) = (x — a)g(x).

Jestlize polynom p nabyva v né€kterém bodé intervalu I kladné hodnoty a v jiném bodé
zaporné hodnoty, potom mé p v I koren.

Jestlize p’(x) > 0 ve vSech bodech z intervalu I, potom p je neklesajici na I.

Jestlize p’(z) je neklesajici na intervalu I, potom p je konvexni na I.

Rekneme, Ze body A, B,C,D € R x R tvoii vrcholy obdélnika, jestlize tyto body jsou
navzajem ruzné a pro jejich soufadnice plati : By — A1 = Cy — Dy, By — Ay = Cy — Do,
(Bl — Al)(Dl — Al) + (Bg — AQ)(DQ - AQ) =0.

Znéni loh:

1. ULOHA

Dokazte, ze neklesajici konvexni polynom ma stupen nejvyse jedna.

2. ULOHA
Rozhodnéte, zda kazdy polynom je rozdilem konvexnich polynomt.



3. ULOHA
Necht p je polynom. Jestlize pro vSechna z,y € R plati (p(z) —p(y))® < (z —y)8, potom
p mé stupen nejvyse 2.

4. ULOHA
Nechf polynom p nabyva v pfirozenych éislech pouze celych hodnot. Potom p nabyva
v celych ¢islech pouze celych hodnot. Dokazte.

5. ULOHA
Najdéte vSechna pfirozend ¢isla n > 1 a redlna ¢isla r, pro nez graf polynomu p(x) =
x™ 4+ rx obsahuje vSechny vrcholy nékterého obdélnika.



Reseni 2. série

1. ULOHA

Jelikoz p je neklesajici a konvexni, musi byt p’ a p”’ nezdporné. Je-li n > 2, potom jeden
z polynomi p’, p” je nezédporny polynom lichého stupné. Necht g(x) = Z?:o a;x’ je
polynom lichého stupné, necht napf. a, > 0. Potom q(z) = 2" (a, + “=2 + ... 5 +

20) <0 pro x tak malé, ze x < —laz < —

%:1)‘ pro viechna j =0,...,n — 1.

2. ULOHA

Necht ¢(z) = Z;n:o ajz’ je polynom sudého stupné, a,, > 1. Bud K maximum abso-
lutnich hodnot ¢isel a;(j = 0,...,m). Podobné jako v pfikladu 1 méme ¢(z) > 0 pro
|| > (m+ 1)K a q(z) > ,Z;”ZO la;j| K7 (m + 1)7 pro |z| < K(m + 1). Existuje tedy
konstanta ¢ takova, Ze q(z) > ¢ pro vSechna redlna ¢éisla . Mé&me polynom p stupné n,
sudé ¢éislo m > n a necht ¢ je druhé derivace polynomu 2™ + p(z). Najdéme ¢ > 0 tak,
ze q(x) > —c pro viechna reélné x. Potom [p(z) 4+ 2™ + $a?] — [2™ + $a?] je zépis p
jako rozdilu dvou konvexnich polynomil o ¢emz se presvédéime dvojim derivovanim.

3. ULOHA

Bud p(z) = Z?:o ajz?,n > 3. Podobné jako v prvnim piikladu, pokud |z| > K + 1, kde
K =2(n+ 1)max}_, |Z—J|7 potom p(z) — p(0) > %a,z". Najdéme |z| > K + 1 tak, Ze
2a3z > 1. Potom, (p(z) — p(0))*® > (z — 0)8, coZ je spor.

4. ULOHA

Dokézeme indukci podle stupné polynomu p. Pro polynomy stupné 0 tvrzeni plati. Necht
tvrzeni plati pro vSechny polynomy stupné nejvyse n — 1 a uvazme polynom p stupné n,
spliiujici pfedpoklady. Podle indukéniho pfedpokladu polynom ¢(x) = p(x + 1) — p(z),
ktery je stupné < n — 1, nabyva ve vSech celych cislech celych hodnot. Nyni snadno
dokézeme indukei podle k, Ze p(2 — k) je celé ¢islo pro v8echna pfirozend ¢isla k, nebot
p(2-k)=p2—-k+1)—q(2-k).

5. ULOHA

Polynom f(z) = 22+p?(z) udava étverec vzdalenosti bodu grafu funkce o prvé souradnici
x od pocatku. Lze ukéazat, ze graf funkce p mize obsahovat vSechny vrcholy nékterého
obdélnika jen tehdy, je-li n liché a stred takového obdélnika musi lezet v pocatku. Pokud
n je liché, nutnou a postacujici podminkou k existenci takového obdélnika s vrcholy na

grafu p je, aby funkce f nebyla v oboru & > 0 prosta. To nastane pravé kdyz n > 3 a
2/n

r< .
n—1



