5. série
Diskrétni Glohy

1. ULOHA
Nechf m, n jsou celd ¢isla, n > 0. Délka periody desetinného rozvoje ¢isla ™ je nejvyse
n — 14. Dokazte.

2. ULOHA

V obdélnikovém hostinci je lichy pocet pistolniki, jejichz vzdalenosti jsou po dvou rizné.
V urcitém okamziku kazdy vystieli na nejblizsiho souseda. Dokazte, ze i kdyby se vSichni
trefili, alespon jeden ztstane nazivu.

3. ULOHA

V rovin€ je dano 5 pfimek. Dokazte, Ze se mezi nimi najdou dvé takové, které sviraji
Ghel ne vétsi nez 36°.

V nasledujici dvou tlohach znaci D,, mnozinu vSech usporadanych n-tic nul a jednicek.

4. ULOHA

Libovolna podmnozina Dy, jejiz dva prvky se lisi alesporti na tfech mistech, mé nejvyse
nQ—H prvka. Dokazte. Dale najdéte pro n = 1,2,...,6 nejvétsi pfirozené ¢islo k(n), pro
které existuje k(n)-prvkovd mnozina {yi,...,Yxn)} C Dn, jejiz libovolné dva prvky se

lisi alespon na tfech mistech.

5. ULOHA
Urcete nejmensi ptirozené ¢islo m, pro které existuje m-prvkova mnozina Z C Ds takova,
ze pro kazdé x € Ds existuje y € Z, které se od z lisi nejvyse na jednom misté.



Reseni 5. série

1. ULOHA

Je-li desetinny rozvoj ¢isla ™ konec¢ny, je tvrzeni ziejmé (perioda 0 délky 1). Neni-li
kone¢ny, pfi postupném déleni, kdy ,sepisujeme“ uz jen nuly, mizeme dostat nejvyse
n — 1 raznych zbytka pri déleni ¢islem n, a tedy nejvyse n — 1 ,Castecnych délenci®.
Tedy perioda mize mit délku nejvyse n — 1.

2. ULOHA

Tvrzeni dokdzeme indukci podle n. Pro jednoho pistolnika je tvrzeni zfejmé. Necht
jen > 3 a pro n — 2 pistolnikd tvrzeni plati. Pak vybereme dva pistolniky, jejichz
vzajemna vzdalenost je nejmensi. Ti urcité vystreli na sebe navzajem. Pokud vypustime
je a predpokladame, ze vSichni, ktefi stfileli na nékoho z nich se netrefili, dostaneme
pripustnou situaci pro n — 2 pistolniki. Nyni uzijeme indukéni predpoklad.

3. ULOHA
Zvolme bod v roviné a pifmky do néj (rovnobézné) posuiime. Uhel dvou piimek se tim
samoziejmé nezméni. Potom 5 thlt mezi pfimkami ma soucet 180°, a tedy alespor jeden
je nejvys 36°.
4. ULOHA
K libovolnému prvku oné mnoziny sestrojime dalsich n prvki tak, ze se od néj lisi prave
na jednom misté. Dostaneme tak (n + 1)-prvkové po dvou disjunktni skupiny vektori.
Mnozina D, ma 2" prvkd, tedy podle Dirichletova principu muze byt téchto mnozin
nejvyse T—Zl

Pron = 1,2,...,6 vychézl k(n) po fadé 1,1,2,2,4,8. Pro n = 1,2,3 je to zfejmé.
Pro n = 4: kdyby existovaly tfi ¢tverice, musely by se prvni a tfeti a taky druha a treti
shodovat nejvyse na jednom misté, tedy existuji alespon dvé mista, kde se odlisuji prvni
a treti ¢tverice i druhé a treti ¢tverice. Na téchto dvou mistech se pak shoduji prvni
a druha ctverice. Dvé ¢tvefice existuji: 0000 a 1111. Pro n = 5: kdyby existovaly vice
nez Ctyfi pétice, nejméné tii by zacinaly stejnou cifrou. Pokud u téchto pétic smazeme
prvni cifru, dostaneme tfi ¢tverice, z nichz kazdé dveé se lisi alespon na tifech mistech,
coz, jak vime, neni mozné. Cty¥i pétice existuji: 00000, 11100, 00111, 11011. Pro n = 6:
osm Sestic existuje: 000000, 011100, 000111, 011011, 110001, 101101, 110110, 101010.
Existenci devitiprvkové mnoziny pozadovanych vlastnosti dovedeme ke sporu stejnou
metodou, jako v pfipadé n = 5.

5. ULOHA

Ke kazdému y € Z existuje praveé Sest takovych z, které se od néj lisi nejvyse na jednom
misté. Musi tedy byt 6m > 2° odtud m > 6 (m je celé). Sedmiprvkova mnozina Z
existuje: 00000, 00111, 11100, 10011, 11110, 01011, 11101. Déle ukazeme, Ze Sestiprvkova
mnozina Z neexistuje, ¢imz bude dokazano, ze m = 7. Definujme vzdalenost prvki =,y €



Ds : v(z,y) = pocet mist, ve kterych se lisi x od . Rekneme, 7e x a y sousedi, pokud
v(z,y) < 1. Rekneme, Ze z sousedi s mnozinou L C Djs, pokud x sousedi s n&jakym
y € L. Déle ozna¢me D} = {z;2 € D5,z m4 na prvnim misté jednicku}, obdodné D?
a polozme Zy = Z N DY, Z; = Z N D}. Necht tedy mnozina Z méa Sest prvki. Lehce
se ukéze, ze Zy 1 Z; jsou t¥iprvkové (sporem: necht napf. Z; ma pouze dva prvky, pak
nejvyse 14 prvkl ze Sestndctiprvkové mnoziny Z3 sousedi se Z). Necht L a M jsou
podmnoziny Ds, L = {ly,...,l.}, M = {m1,...,m,} a necht Vi,j;1 < i,i < r plati
v(li,l;) = v(m;,m;). Pak s L sousedi stejny pocet prvki jako s M (dokazte si to).
Vzhledem k tomu, Ze plati v(z,y) +v(y, 2) = v(z,2) mod 2 a v(z,y)+v(y,z) > v(x, 2),
lze ukédzat, Ze pro a,b,c € Z; (obdobné Z;) mohou nastat pouze tyto moznosti: (lze
predpokladat, Ze v(a,b) > v(b,c) > v(a,c))



I II III IV V VI
v(ab) 2 3 4 3 4 2
obe) 1 2 3 3 2 2
v(a,e) 1 1 1 2 2 2

MnoZina Z vyhovuje zadani, t¥i prvky z D} sousedi s mnozinou Zp, tedy nejméné 13
prvkil z D} musi sousedit se Z; (analogicky pro D?). Vzhledem k ttvaham vyse (o mno-
Zindch M a L) stadi zvolit jednu konkrétni mnozinu Z; a ur¢it pocet prvki, které s ni
sousedi. Vysetiime pfipad VI. Polozme Z; = {10000,10011,10101}. Pak v D} existuje
pouze 12 prvki, které sousedi se Z; (nesousedi: 11111, 11110, 11100, 11001). Tedy pfipad
VI nemtize nastat. Dale rozebereme pfipad III. Necht Z; = {10000,11111,10001}. Pak
prvky z D}, které nesousedi se Z; jsou 11100, 10110, 11010. Tyto prvky nutné sousedi se
Zy a tedy Zy = {01100,00110,01010}. Vzdalenosti prvki v Z, vSak odpovidaji pfipadu
VI, ktery, jak vime, nemtze nastat. P¥ipady I, II, V se vylouci analogicky jako pripad
VI. Pripad IV se prevede na pripad L.



