6. série
Faktoridly a kombinacni Cisla

1. ULOHA
Najdéte vsechny dvojice prirozenych Cisel k, n, pro néz je splnéna nerovnost

E(14+214+3+---4n!) < (n+1)!.

2. ULOHA

Najdéte vSechny usporddané dvojice (n, k) pfirozenych éisel, pro které je kombinac¢ni

¢islo (}}) prvocislo.

3. ULOHA
Sectéte
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kde n je sudé ptirozené Cislo, z je kladné redlné ¢islo.

4. ULOHA

Bud n pfirozené ¢islo vétsi nez 2. Necht vSechna kombinacni ¢isla (
jsou délitelna ¢islem n. Potom n je prvocislo. Dokazte.

2 3

5. ULOHA

.01

- (5

Bud ¢ reédlné ¢islo z intervalu (1,2). Potom existuji pfirozend ¢isla n, k tak, Ze ¢™ je

mensi nez (Z) Dokazte.



Reseni 6. série

1. ULOHA

DokaZzme nejprve tuto pomocnou vétu: Pro kazdé prirozené ¢islo n plati 1!4-2!4- - -+n! <
(n + 1)! Dtikaz: matematickou indukci 1) n = 1, potom 1! < 2. 2) n > 1, potom:
420+ +(n—-+nl)+ (n+1)! <2(n+ 1)! < (n+2)! (prvni nerovnost plyne
z indukéniho pfedpokladu, druhd z toho, Ze n je pfirozené ¢islo). Pro n = 1 nebo n =2
vyhovuje zadani jen k = 1. Necht n > 2, pak a) je-li & > n, potom (k,n) nevyhovuje:
EAUI 4214+ +nl) >n!+ 21+ - +nl) > n((n - 1)! +n') (n+1)!'b) je-li k <mn,
potom (k,n) vyhovuje: k(1!+2!+---+nl) < (n—1)(11+21+---+nl) =n(11+21+-- -+
nl)— (U424 +n) =n(ll4+2!1+- -+ (n=2))+nn—1)!+nn! — (11 +2!4+---+nl) <
n(n—1)!+nl+nn!—n! = (n+1)! Tedy FeSenim je dvojice (1,1) a vSechny dvojice (k,n),
kde k < n.

2. ULOHA

Ozna¢me si P mnozinu vSech prvoéisel. (P = 2,3,5,7,...). Ze zapisu (}) = ﬁ'k)‘ je
vidét, ze je-li p € P, p déli ( ) pak p déli nékteré z ¢isel mensich nebo rovnych n a tedy
p < n. Jeli (k) € P, potom, protoze ( ) deéli ( ) ( )Sn Je-li ( ) < n, pak ( ) 1
nebo (}) = n. Z toho plyne, Ze feseni jsou vSechny dvojice (n,1) a (n,n—1) kde n € P.
3. ULOHA

PouZijeme binomickou vétu na (1 + /z)™:

(1) (11\/2)7L=11(?>\/2+(Z)zi--~+(n)(\/2)".

Dosadme (1) do £[(1 + 2)" + (1 — V2)"] a ziském 11
A0+ v+ G+ + (V) + 01— (T)vz 32
_l’_

2(;)(\/5) +- () % Tedy soucet je 5[14'\[)
4. ULOHA

Necht n je slozené ¢islo. Oznac¢me si nejmensi prvocislo délici n jako a. Zfejmé 2 < a <
/1. Necht k je takové pfirozené &islo, ze a® déli n a a**! nedéli n. Cisla a a k vidy
existuji a jsou jednoznacné urcena. a je prvocislo a tudiz z a po sobé jdoucich prirozenych
¢isel déli prave jedno: a déli a!, a® nedéli a!, a® déli (n+1)n(n—1)...(n—a+2) a a**!
nedéli (n + 1)n(n —1)...(n — a + 2) Z toho plyne, ze a*~1 déli (4 1)n(n 1) (n— a+2)

a af nedsli (":1)

G
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Tim jsme dokazali, ze pro kazdé slozené ¢islo n existuje c1slo [,2<
I < /n<n-—1 takové, ze n nedéli ("T ) Jeslize nyni n déli vSechna kombinaéni ¢isla

(n'{l), (n';l), R (Zf}), pak n nemtiZe byt sloZené ¢islo, a tudiz je prvodislo.

5. ULOHA
Cisla k, n budeme hledat ve tvaru n = 2k. Dokazeme tedy, Ze pro kazdé ¢ € (0,1)
existuje piirozené &islo k takové, ze ¢?* < (Qkk). Poznaéme si aj, = ¢?*, by = (Qkk). Pak



a’;:l = ¢?, b’;):l = ¢k, kde ¢, = 4(1 — ﬁ) Ziejmé najdeme p € N tak, Ze pro viechna
k> pjecy > ¢° Ziejmé existuje t > 0 tak, Ze ap < tby,. Indukei dokdzeme, Ze pro
vSechna k£ € N plati nerovnosti apir < thpir, c’;bp < bp4x- Nyni najdeme r € N tak, Ze

(%5)" > t. Dostavéme a4, = ¢* a, < t¢* by < cpby < bpyr.

Zavér: Hledané n je 2p + 2r, kde k je p + 7.



