4. série
Funkcionalni rovnice

1. ULOHA
Najdéte vsechna spojita feSeni funkcionalni rovnice

f <x;ry> _ f(r);rf(y) 7

fR=R, z,yecR.

2. ULOHA
Reste funkcionalni rovnici

flx+y)—2f(xy) —3f(x) + (22% = 1) f(y) =2zx(xy—1) -5, f:R—-R, z,ycR.

3. ULOHA

Najdéte vsechny realné polynomy takové, ze pro kazdé redlné x plati:
z-Plx)=(x—15)- P(x+3).

4. ULOHA
Najdéte vSechna feseni funkcionalni rovnice f(z +y) — f(z) = y? + 22y — 2y+/f(0)
v oboru R takovd, ze pro kazdé redlné z plati nerovnost f(x) > 2z — 1.

5. ULOHA
Reste funkcionélni rovnici:

(1 —sinz) (f(z +7) + flx — ) — f(z + xsinz)) + 2(sin z) f (x)—

—(SIHQZ)f(J?)—Ff(y)—f(.’L‘—Fy)207 fZRHR,J),y,ZER.



Reseni 4. série

1. ULOHA

Ozna¢me f(0) = a. Pro y = 0 dostavame f (%) = w, klademe-li = + y misto =z,
mame f (‘;y) = %, takze podle zadané rovnice po vynasobeni dvojkou vyjde
f(z)+ f(y) = f(x+y)+a. Odtud po substituci g(x) = f(z) —a dostaneme g(z)+g(y) =
g(x + y), coz je Cauchyova rovnice, vyfeSend v tivodu k zadani 2. série jedendctého
rofniku. Substituce zachovala spojitost (f je spojitd, pravé kdyz je g spojita), takze
v8echna FeSeni jsou tvaru g(x) = cz, ¢ € R, nebo-li f(x) = cx + a, a,c € R. Dosazenim
se presvédc¢ime, ze kazda funkce tohoto tvaru vyhovuje zadani.

2. ULOHA

Dosazenim = = y = 0 dostaneme f(0) = 1. Nyni polozime y = 0 a dostaneme f(x) —
2£(0) — 3f(z) + (222 — 1)f(0) = —2z — 5, tedy f(z) = 2? + = + 1. Dosazenim se
presvédcime, Ze tato funkce vyhovuje zadéani.

3. ULOHA
Necht je P(x) feSenim. Vime, Ze ho lze zapsat ve tvaru

P(z)=a(z —b1)(x —ba)...(x —by),
kde a € R, by,bs,...,b, € C. Dosazenim dostaneme:
alx —0)(x—b1)...(x —=by) =alx—15)(x+3—-01)...(x+3 —by).
Odtud pro a # 0:
(x=0)(xz—=b1)...(x—=by)=(x—15)(x+3—-01)...(x+3—0y).

Aby byly tyto dva polynomy totozné, musi se ¢iselné posloupnosti 0,b1,bs,...,b, a
15,61 —3,b2—3,...,b, —3 az na poradi shodovat. Porovnanim souctii obou posloupnosti
dostaneme 0 = 15 — 3n, tedy n = 5. Posloupnosti pak vypadaji takto: 0,b,¢,d,e, f,
15,6—3,¢c—3,d—3,e—3, f — 3. Nula, kterd je v prvni posloupnosti, musi byt i v druhé,
takze bez (jmy na obecnosti je b = 3. Podobné postupujeme dale a dostdvame ¢ = 6,d =
9,e =12, f = 15.

Pro a = 0 je situace jasné, takze se snadno presvédcime, Ze jsou fesenim pravé vSechny
polynomy tvaru P(x) = a(z — 3)(z — 6)(x — 9)(xz — 12)(z — 15), a € R.

4. ULOHA

Oznaéme a = —+/f(0). Pro = 0 dostaneme f(y) = y? + 2ay + a?. Ziejmé a < 0.
Dosazenim do zadané rovnice zjistime, Ze ji skutecné splituje kazda funkce tvaru f(z) =
22 4+ 2ax + a2, kde @ < 0. Tato funkce pak bude fesenim tlohy, pravé kdy# bude pro



kazdé x € R platit 22 + 2ax + a® > 2x — 1, nebo-li 2 + (2a — 2)z + (a® + 1) > 0, coz
ziejmé nastane, pravé kdyz nebude kladny diskriminant (2a — 2)? — 4(a? + 1), tj. kdyz

bude a > 0. Proto je jedinym fesenim tlohy funkce f(x) = z2.

5. ULOHA

Dosazenim z = 7 pfejde rovnice na tvar f(z +y) = f(z) + f(y), = € R, hleddme vSak
vSechna feSeni Cauchyovy rovnice, nikoliv jen spojitd, jak tomu bylo v tivodnim textu
k 2. sérii jedenactého ro¢niku. Neni tedy mozné piejit od raciondlnich cisel k redlnym
tak jednoduse. Ulohu Fesime nésledovné:

Pro funkci f plati (viz. studijni text) f(0) =0 a f(—z) = —f(x). S pouzitim téchto
dvou vztaht upravime ptvodni rovnici na tvar (1 — sinz)(f(z)sinz — f(zsinz)) = 0,
tedy pro sinz # 1 mame f(z)sinz = f(xsin z). Dale vime, Ze pro f plati: existuje c € R
tak, Ze pro racionalni x plati f(z) = cx. Déle plati, ze kazdé redlné ¢islo lze vyjadrit
jako soudin raciondlniho ¢isla y a redlného éisla # € (—1,1). Cislo = vyjadiime jako
sinus né&jakého &isla u. (Tuto Gvahu si dokazte.) Pak plati f(z) = f(zy) = f(ysinu) =
fly)sinu =z f(y) = xcy = cz.

Tedy aby f fesila rovnici, musi byt tvaru f(z) = cx, ¢ € R. Zkouskou si ovéfite, Ze
takova funkce vyhovuje zadéani.

Je také mozno nejdiiv avahou dokazat, ze dana rovnice nemutize mit nespojité feseni a
pak uz postupovat znamym zptusobem. Takovy postup vSak neni o nic leh¢i nez postup
uvedeny vyse.



