Povidani k druhé jarni sérii

Mily ptiteli,

vitej u tvodniho textu na téma kamarddi. A¢ to tak nezni, je to pojem z geometrie. Budeme
zkoumat, kdy jsou dva body vicéi pevnému trojuhelniku takzvani kamaradi. Nejprve si definujeme
pojem, ktery zni mozna désivéji, ale je to vlastné kamaradéni se pfimek vzhledem k néjakému uhlu.
Definice. Piimky AP, AQ nazveme izogondalami v thlu X AY | pokud se na sebe zobrazi v osové

soumeérnosti podle osy thlu X AY'.

Obvykle se izogonaly definuji pomoci thlt: Pokud P a @ lezi uvnitf dhlu XAY, jsou AP,
AQ izogondlami v tthlu X AY, pravé kdyz |[<PAX| = |[<QAY|. Definice vyse ale postihuje i dalsi
piripady polohy bodu P a Q. Nyni uz si kone¢né miuzeme fict, co jsou to ti kamaradi.

Definice. Méjme trojuhelnik ABC a bod P, ktery se neshoduje s zaddnym z jeho vrcholi. Bod @
nazveme kamarddem bodu P vzhledem k trojuhelniku ABC, pokud jsou AP, AQ izogonaly v thlu
BAC, BP, BQ jsou izogonaly v thlu ABC a CP, CQ jsou izogonaly v thlu BC A.
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Naprtiklad takovy stied kruznice vepsané lezi na osach uhli, takze je kamarddem sam se sebou.
Kdyz P lezi na kruznici opsané ABC, prislusné izogonaly, jejichz protnutim bychom ziskali ka-
marada P, jsou rovnobézky. Tudiz body na kruznici opsané kamarada nemaji. Neni vlastné vibec
jasné, jestli néjaky bod kromé stfedu kruznice vepsané kamarada méa — ony tfi izogonaly se nemusi
protinat. Ukazeme si, Ze je tomu pravé naopak a kromé bodt na kruznici opsané maji kamarada

vSechny body v roviné. Nejprve si ale ukdZzeme jednu znamou dvojici kamaradu.

Tvrzeni. (OH jsou kamaradi) Je ddn trojuhelnik ABC. Stred jeho kruznice opsané a prusecik
vysek jsou kamaradi.

Diikaz. Oznacme stied kruznice opsané ABC' jako O a prusecik vysek ABC jako H. Dokézeme
tvrzeni pro ostrouhly trojahelnik, pro tupouhly je to obdobné, jen je tieba si rozmyslet, kde O
a H lezi. V ostrothlém trojuhelniku lezi O a H uvnitf, takze nam ze symetrie staci ukazat, ze
AH a AO jsou izogondly v thlu BAC. Ozna¢me |<ABC| jako (. Protoze AH je kolmice na
BC, |[<BAH| = 90° — 3. Z v&ty o obvodovém a stfedovém uhlu vime, ze |[<AOC| = 28. Protoze
trojuhelnik AOC je rovnoramenny se zakladnou AC, dopocitame, ze |[<CAO| = 90° - = |[<BAH|,
pfesné jak chceme.

Tvrzeni. Méjme trojuhelnik ABC. Kazdy bod nelezici na jeho kruznici opsané ma vzhledem
k ABC kamarada.

Toto tvrzeni se d& lehce dokazat pomoci takzvané goniometrické Cevovy véty nebo plyne z na-
sledujiciho tvrzeni. Jakkoli jsou totiz kamaradi tizce spojeni s izogonalami, daji se definovat zcela
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bez nich. V této alternativni konstrukci uz neni pochyb, Ze by néco bylo definovano nejednoznacné.
Vyuzijeme toho, ze o osach stran trojuhelniku vime, ze se protinaji v jednom bodé¢, a to stfedu
kruznice opsané.

Tvrzeni. (alternativni konstrukce kamarada) Je dédn trojihelnik ABC a bod P nelezici na jeho
kruznici opsané. Ozna¢me postupné P,, Py, P. obrazy bodu P v osové soumérnosti podle pfimek
BC, CA, AB. Potom je stied kruznice opsané P, P, P. kamarad bodu P vzhledem k ABC.

Dikaz. Ze symetrie staci ukazat, ze osa P, P, je izogonala AP v tthlu BAC. Potom je jesté tfeba
ukazat, ze Py, Py, P: nelezi na pfimce. Takova véc se stane pravé tehdy, kdyz P lezi na kruznici
opsané ABC. Je potfeba trocha pocitani uhld, které ponechavame jako cviceni.

Nyni si rozmyslime, Zze osa Py, P. prochézi bodem A. Bod A je stifed kruznice opsané PP, P,
nebot lezi na osach stran PP,, PP.. Tudiz lezi i na ose tfet{ strany, jak chceme. Oznaéme osu P, P,
jako p.

Protoze piimka p je kolmice na P,P. a AC je kolmice na PPy, je (orientovany)! tihel mezi
pfimkami p a AC stejny jako (orientovany) tthel mezi pfimkami P,P. a PP,, ozna¢me ho ¢.
Z véty o obvodovém a stfedovém thlu pouzité na kruznici opsanou PP, P, se stfedem A vime, ze
orientovany uhel mezi AP, a AP je 2¢. Dale vyuzijeme toho, ze osa strany PP. je AB, coz je tim
padem i osa thlu P, AP. Tudiz orientovany uthel mezi AB a AP je ¢. Tim jsme ziskali pozadovanou
rovnost uhld.

Jak jiz bylo fec¢eno, toto tvrzeni je uziteéné tieba k tomu, abychom ukézali, Ze kamarad témér
libovolného bodu opravdu existuje. Je znadmo, ze zvolime-li P jako prusecik vysek ABC, budou
P,, Py, P. lezet na kruznici opsané ABC. Tim ziskavame dalsi ditkaz ,,OH jsou kamaradi“. Tim
ale uzite¢nost tvrzeni nekonéi, lze ho vyuzit i v dikazu nésledujici véty. Pokud jsi uz slysel(a)
o Feuerbachové kruznici, bude Ti tato véta véetné diikazu mozna lehce povédoma.

Véta. (Six feet theorem) Je dan trojihelnik ABC a bod P nelezici na jeho kruZnici opsané.
Kamarada P vzhledem k ABC oznacime Q. Potom paty kolmic z P na strany trojihelniku ABC
lezi na jedné kruznici s patami kolmic z Q na strany trojuhelniku ABC'.

Duikaz. Ozna¢me P,, P, P. jako v pfedchozim tvrzeni, obdobné oznac¢me Qq, Qp a Q..

Uvazme stejnolehlost s koeficientem % a stfedem P. Body P,, P, a P, se zobrazi na paty kolmic
z P na strany trojihelniku ABC'. Protoze stfed kruznice opsané P, P, P. byl Q, lezi stfed kruznice
opsané patdm z P ve stfedu usecky P(Q. Kamaradéni je symetrické, takze stfed kruznice opsané
patam z Q také lezi ve stifedu PQ. Staci tedy ukazat, ze tyto dvé kruznice maji stejny polomér.

Ozna¢me paty z P a Q na BC postupné P’ a Q’. Potom je PP’'Q’Q pravouhly lichobéznik,
tedy jeho stiedni p¥icka je i osou P’'Q’. Tudiz stied PQ je stejné daleko od P’ a Q' a vyse zminéné
kruznice maji vskutku stejny polomér, je to tedy ta samé kruznice.

Priejeme Ti mnoho Stésti pii feseni uloh,

Tvoji organizatori

IPokud neznas orientované tihly, ptedstavuj si P uvniti trojuhelniku a pak si zkus rozebrat dalsi
mozné konfigurace.



