Cifry

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENI
Uloha 1.
Necht S(k) znaéi ciferny soudet ¢isla k. Naleznéte ¢islo n takové, zel (S(n) + 2017) | n.

(Tonda Le)
RESENE:

Pii feSeni vyuzijeme faktu, Ze vynasobenim libovolného pfirozeného ¢isla deseti se nezméni jeho
ciferny soucet. Pokud tedy nalezneme &islo n’, pro které je k = S(n') + 2017 mocninou deseti, bude
k délit libovolné ¢islo koncici dostateénym poctem nul. Pro dostatecné velké m bude tedy fesenim
n = 10™ - n’. Mdzeme naptiklad hledat n’ s cifernym souc¢tem S(n') = 10000 — 2017 = 7983.

Ziskat takové m/ je moZné, a to mnoha zplisoby — mlize jim byt napiiklad ¢islo slozené z 7983
jednicek ¢i 887 devitek. Po pripsani ¢tyf nul tak dostavame pozadované reseni.

POZNAMKY:
Uloha byla velmi snadné, poslali jste nam dohromady 13 rtiznych spravnych é&isel, priéemz vice nez
polovina z vas nalezla ¢islo 4066. Ovsem pfislo i par kuriéznich feSeni — napfiklad ¢isla 126 976 ¢i
142 102 030.

Pro nalezeni 4066 si je bohuzel tfeba ,tipnout“, Ze rovnice 2 (S(n) + 2017) = n ma feseni a poté
ho teprve spocitat. Proto jsem se rozhodl ve vzorovém feSeni nalézt sice mnohem vétsi ¢islo, zato
vSak takové, pfi jehoz hledani neni tfeba hadat.

(Tomés Novotny)

Uloha 2.
Existuje prirozené cislo, které ma pravée deset prirozenych délitelu, pricemz tito délitelé maji na-
vzdjem ruzné posledni cifry?

(Honza Krejéi)

RESENT:

Predpokladejme, ze hledané ¢islo s presné deseti déliteli konc¢icimi na ruzné cifry existuje. Pak
musi mit délitele, ktery konci nulou. Tento délitel je nasobkem deseti, tedy i desitka je délitelem
hledaného ¢isla. Jako nasobek deseti musi hledané ¢islo koncit nulou. Vzhledem k tomu, ze kazdé
éislo je svym vlastnim délitelem, mame nutné dalsiho délitele konéiciho nulou (krom desitky).
Protoze ale délitel koncici nulou méa byt jen jeden, znamena to, ze hledané ¢islo samotné by muselo
byt rovno deseti. Cislo deset ovsem deset rtiznych déliteltt nema (nato# s réiznymi ciframi). Zadné
¢islo odpovidajici zadani tedy neexistuje.

1O celych éislech a a b fekneme, 7e a déli b, piseme a | b, pokud existuje celé &islo [ takové, Ze
b=al.



POZNAMKY:
Prestoze uloha byla dukazova, témér vsichni resitelé si s ni poradili. Ke spravnému zavéru vétsinou
vedl jeden ze dvou postupti — bud pifimo ten vzorovy vyuzivajici dva délitele koné&ici nulou, nebo
podobny pro posledni cifru pét. Druhy postup vyuzival rozkladu hledaného ¢isla na prvocinitele a
délitelt dvojky a pétky, které cislo délitelné deseti urcité ma.

(Karolina Kuchytiova)

Uloha 3.
Necht S(k) stale jesté znadi ciferny soucet ¢isla k. Najdéte ¢islo n, pro které jsou S(n) i S(n + 1)
délitelna sedmi.

(David Hruska)

RESEN(:

Pokud n je vyhovujici ¢islo, pak rozdil cifernych souctu ¢isel n a n + 1 je nasobek sedmi. Ziejmé
n musi konéit devitkou, nebot jinak by se ciferné soucty lisily jen o jedna. Rozdil cifernych souctt
pfitom zalezi na poétu devitek na konci &isla n. Necht m je délka nejvétsiho souvislého tseku
devitek koncici na misté jednotek. Po pfic¢teni jednicky se pak ciferny soucet zmensi o 9m — 1,
protoze ze vSech téchto devitek se stanou nuly a cifra bezprostfedné pred zminénym tsekem se
zvy$i o jedna. Chceme, aby sedm délilo 9m — 1, jeden mozny kandidat na m je napf. ¢tyika. Nyni
uz snadno dohleddme néjaké vyhovujici éislo n, tfeba 69999 (kde jsme prvni cifru zvolili tak, aby
sedm délilo S(n)).

POZNAMKY:
Uloha byla jednoduché, a proto si s ni vétsina fesitelti hravé poradila. Nejoblibengjsi vysledek byl
pravé 69999 uvedeny ve vzorovém feSeni. Jeden bod jsem udélil fesenim, ktera uvedla, ze hledané
¢islo musi koncit na devitku, ale ke konecnému vysledku uz to nedotahla.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha 4.
Dokarzite, %e pro kazdé ¢islo n nesoudélné? s deseti existuje ¢islo slozené ze samych jednicek, které
je délitelné n.

(Martin Cech)

RESEN(:
Pro k € Ny ozna¢me ay, &islo tvorené k jednickami. Cislo ay, lze zapsat pomoci nasledujici sumy:
ap = Z?;ol 10* = 1094101 +. .. 10*~1. Nyni uvazme n-prvkovou posloupnost a1, as, ..., an. Pokud

se v této posloupnosti vyskytuje ¢islo délitelné n, tak mame vyhrano.

Pokud ne, predpoklddejme pro spor, ze zadny z prvku ai,az,...,an neni délitelny n. Mame
n-prvkovou posloupnost, jejiz prvky nabyvaji pouze n — 1 riznych zbytkd modulo n. Zbytek 0
se v posloupnosti nevyskytuje. Z Dirichletova principu tedy musi existovat x,y € Np takova, ze
1<z <y<naieas =ay (mod n). To znamena, ze n | ay — az.

y—1 ) x—1 ) y—1 ) y—x—1 )
ay —az = »_ 10— > "10°=> 10" =10" > 10° =10"ay .
=0 =0 i=x =0

Tedy n | 10%ay_,. Jelikoz n je nesoudélné s deseti, tak uz nutné n | ay_5. To je vSak spor
s predpokladem, ze se v posloupnosti a1, a2, ..., an nevyskytuje zadny nasobek n.

20 k, n fekneme, Ze jsou nesoudélnd, pokud jejich nejvétsi spoleény délitel je jedna.
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POZNAMKY:
K tloze se dalo pristupovat vicero zpusoby. Nejobliben€jsi byl postup jako ve vzorovém reSeni.
Mnoho fesitelli vyuzilo Eulerovu vétu a ukazali, Ze n | a,(9n). Nektefi pak hledali periody ve
zbytcich mocnin deseti modulo n a v jinych podobnych posloupnostech. Ne kazdému se vSak povedlo
dovést posledni zminénou metodu az do zdarného konce.

(Martin Hora)

Uloha 5.

Matéj s Barou ¢ekali na pirednasku a oba se nudili. Matéj napsal na tabuli pfirozené ¢islo. Potom

kazdych pét minut Bara z ¢isla na tabuli vybrala nenulovou cifru, ¢islo smazala a misto néj napsala

soucet tohoto ¢isla se zvolenou cifrou. Dokazte, Ze se ¢asem na tabuli muselo objevit sudé ¢islo.
(Matéj Konecny)

RESEN(:
Zadefinujme si cifroc¢okolddovou posloupnost p1,p2,..., kde p; (¢ > 1) vznikne se¢tenim p;_1
s jednou jeho nenulovou cifrou. Protoze jsme p; dostali z p; 1 pfictenim jednoho z ¢isel 1,2,...,9,

plati nasledujici nerovnost: p;—1 < p; < p;—1 + 10.

Predpokladejme nyni, ze mame dano pfirozené &islo n. Zjevné n < 10F pro néjaké dostateéns
velké k. Potom pro kazdou cifroc¢okoldadovou posloupnost s p1 = m musi existovat takové d, ze
10 < pg < 10F + 9, protoze kazda cifrookoladova posloupnost je ostie rostouci a z kazdych
deseti po sobé jdoucich ¢isel vétsich nez n se musi alespon do jednoho trefit. Pokud je pg sudé, tak
jsme vyhréli. Pokud bylo ¢islo p,4 liché, potom pgy1 musi byt sudé, nebot &islo pg obsahuje pouze
jednic¢ky a nuly a posledni cifra je licha. A tedy pgy1 je nutné souctem dvou lichych ¢isel.

Sudé cislo se tedy opravdu objevit muselo.

POZNAMKY:

Skoro vSechna dosla feSeni byla spravné. Nejcastéji jste postupovali podobné jako ve vzorovém

feSeni, jenom jste vétsinou odtrhli posledni cifru a divali se na ¢islo, které rostlo jenom o jednicku.
(Kuba Svoboda)

Uloha 6.

Na sto hiebicich jsou popoiadé zavésend ,,dvojcifernd® &isla 00,01,02,...,10,...,99. Ada je mezi

sebou preskladala tak, aby se sousedni ¢isla lisila pravé v jedné ciffe, a to o jednicku (tj. vedle 19

muze byt 09, 29 a 18, ale napiiklad 10 ne). Kolik nejvice ¢isel mohlo zistat na svém misté?
(Matéj Konecny)

RESENT:

V posloupnosti, kterou Ada dostane po pieskladani, se ciferné soucty dvou po sobé jdoucich ¢lenti
vzdy lisi o jedna. Proto v této posloupnosti pro vSechny ¢leny bud plati, ze parita jejich ciferného
souctu je vidy stejna jako parita jejich poradi v preskladané posloupnosti®, nebo je naopak parita
ciferného souctu kazdého prvku vzdy rozdilna od parity jeho poradi.

Na zacatku platilo, Ze se parita ciferného souc¢tu padesati ¢isel, kterd za¢inala sudou é&islici (00
az 09, 20 az 29, ... , 80 az 89), vzdy shodovala s paritou jejich pofadi, zatimco pro zbylych padesat
¢&isel byla rozdilna. To znamend, ze af uz preskladani Adiny posloupnosti dopadlo jakkoli, alespoi
padesat Cisel muselo zménit svij hiebik prosté proto, ze po presklddani na jejich hiebiku muselo
skondit ¢islo s jinou paritou ciferného souctu.

Nyni zbyva najit mozné preskladani zachovavajici pozici néjakych padesati ¢isel. Predchozi
tvaha nam napovidd, ze jsou jen dvé moznosti, jak takova stabilni padesatka miize vypadat. Bud
se bude jednat o ¢isla, jez zacinaji na sudou cifru, nebo o ta zacinajici na cifru lichou. V prvnim

3Cislujeme od nuly.



pfipadé (ten druhy by dopadl podobné) uz snadno dostavame FeSeni tim, Ze oto¢ime kazdou desetici
Cisel zacinajicich na lichou cifru:

00,...,09,19,...,10,20,...,29, ... ,99,...,90.

PozNAMKY:

Vétsina doslych feseni se dala rozdélit do dvou skatulek. Zatimco néktefi z vas s tlohou neméli
problém, mnozi pouze nasli optimalni feSeni zachovavajici padesat ¢isel a nasledné se obvykle snazili
argumentovat pomoci riznych heuristickych tvah. Mezi takové tivahy patii kuptikladu napad, ze
se vyplati, aby ¢isla za¢inajici na stejnou cifru, byla v optimalnim feSeni pohromadé. Jakkoli jsou
myslenky tohoto typu uzitecné pifi hledani spravného feseni, jen stézi se z nich da zhotovit korektni
dikaz. Proto byla takova feSeni ocenéna pouhym bodem za nalezeni spravného feseni.

(Vasek Rozhorl)

Uloha 7.
Prirozené cislo nazveme k-kruté, pokud kazdy souvisly usek jeho ciferného zapisu v soustavé o za-
kladu k je prvoéislo (zapsané v téze soustavé). Dokazte, ze pro kazdé k > 2 existuje jen konecné
mnoho k-krutych cisel.

(Jakub Lowit)

RESENT (PODLE PAVLA HUDCE):

Vezméme si libovolné prvocislo p nesoudélné s k a oznacme jako m pocet cifer, které ma zapis p
v soustavé o zékladu k. Dokézeme, #e vSechna k-kruta &isla jsou mensi nez N = k(P+1(m+1)—-1
coz znamenad, ze jich je kone¢né mnoho.

Pro spor predpokladejme, ze pro néjaké £k mame k-kruté cislo K takové, ze I > N. VSimnéme si,
ze zapis K v soustavé o zékladu k neobsahuje zddné nuly (protoze nula neni prvodcislo). Nerovnost
K > N znamend, ze K mé v soustavé o zakladu k alespoii (p + 1)(m + 1) &islic. Ozna¢me jako
s(KC, 1) ¢islo dané poslednimi 4 ¢islicemi K v soustavé o zékladu k, tj. napfiklad pro K = (1234)
je s(K,3) = (234)). Podivejme se nyni na tseky s(KC,(m + 1):) proi € {1,... ,p+1}. Tojep+1
koncovych useku ¢isla K. Z Dirichletova principu plyne, Ze pro néjaka dvé rtizna cCisla ¢ < j €
{1,...,p+ 1} plati

s(K,(m+1)i) = s(K,(m+1)7) (mod p).

To ale znamena, ze p | s(K, (m+1)j)—s(K, (m+1)7). A jak vypada s(KC, (m+1)j)—s(K, (m+1)i)?
To je poslednich (m + 1)j éislic K, pfi¢emz misto poslednich (m + 1) z nich jsou nuly. TakZe je to
hodnota tGseku mezi (m + 1)j-tou cifrou a ((m + 1)i + 1)-tou cifrou (potadi cifer bereme od konce),
vynésobena néjakou mocninou k, konkrétné k(m+1)¢ kters v soustavé o zédkladu k ,pfida® nuly na
konec). Ale protoze p nedéli k, tak nedéli ani k(m+1)i coz znamend, ze musi délit hodnotu tseku
mezi (m + 1)j-tou cifrou a ((m + 1)i + 1)-tou cifrou. Tento tsek je ale dlouhy alespon m + 1 cifer,
zatimco p ma m cifer; neni tedy roven p, a proto jde o slozené ¢islo. To je ve sporu s k-krutosti.

PozNAMKY:
Vétsina spravnych feseni méla podobnou myslenku, ale misto prvocisla p nesoudélného s k se snazila
najit tsek délitelny k — 1 (tim padem soustava o zékladu 2 musela byt oSetfena zvlast). Reseni se
pak lisilo v detailech, ale hlavni myslenka (podivat se na koncové useky a z Dirichleta najit dva se
stejnym zbytkem modulo néco) byla pokazdé stejna.

(Matéj Konecény)



Uloha 8.
Pepa se Stépanem vymysleli cisté matematické kouzlo. Pepa pozads divaka, aby husim brkem
napsal na kus pergamenu jakykoliv Fetézec N arabskych ¢islic. Potom Pepa zakryje nékterou dvojici
sousednich cifer dal$im kusem pergamenu. Teprve nyni pFichdzi na scénu Stépan, podivé se na
neschované éislice a oznami, které dvé cifry Pepa zakryl (véetné jejich poradi). Pro jaké nejmensi
N je takovy trik mozné provést?

(Jakub Lowit)

RESEN(:

Ozna¢me A mnozinu vSech N-cifernych fetézcii a B mnozinu vSech fetézcl, které vznikly z N-
ciferného fetézce zakrytim dvou po sobé jdoucich éislic. Pro kazdé ¢islo z A musi mit Pepa ¢islo
z B, které z néj vytvoti zakrytim dvou sousednich cifer, pficemz na zadné ¢islo z B nesmi ptripadat
vice nez jedno ¢islo z A. Proto musi platit |A| < |B|. Protoze |A| = 10V a |B| = (N — 1)10V—2
(dvojice zakrytych cifer ma N — 1 moznych pozic), tak N > 101.

Nyni ukazeme, ze 101 cislic stac¢i. Oznacme s soucet cifer na sudych pozicich a ¢ soucet cifer
na lichych pozicich. Pepa spocita s a £ a zakryje poli¢ko na pozici (s mod 10) - 10 + (¢ mod 10)
a poli¢ko bezprostiedné za nim (poli¢ka budeme &islovat od nuly). Stépan tedy z pozice zakrytjch
policek zjisti hodnoty s mod 10 a £ mod 10 v ptivodnim Fetézci. Protoze s a £ mohou byt nejvyse
0 9 vétsi nez jsou soucty cifer na sudych a lichych pozicich ve zbylém N — 2 ciferném fetézci, ktery
Stépan vidi, dokaze Stépan uréit hodnotu zakrytého policka na sudé a na liché pozici.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feSeni byla spravné a vice ¢i méné vyuzivala myslenku rozdéleni cifer na liché a
sudé. Jedina problematicka ¢ast feseni bylo zdtivodnéni dolniho odhadu na pocet cifer, kde nestaci
zdtvodnit dolni mez pro jeden konkrétni algoritmus, ktery je pak pouzit v druhé ¢asti, ale je potieba
dolni mez ukézat bez zavislosti na strategii Pepy a Stépana. (Martin Tépfer)



