Matice ze vSech stran

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje nejzékladnéjsi pojmy spojené s maticemi — maticové
operace, determinant, vlastni ¢isla a vektory — a propojuje je do jednoho celku.

O maticich toho bylo napsino mnoho a mnoho toho jesté napsano bude. Tento
piispévek ani prednaska nemaji za cil poustét se do pokrocilé prace s maticemi,
ale zavést nejzakladnéjsi pojmy a co nejelementarnéji, ale presto presné, odhalit
jejich souvislosti. Rekneme si také, k demu matice jsou, pro¢ se s nimi po¢ita, proé¢
nékteré zdanlivé krasné postupy v redlném vypoctu témér nikdo nepouziva a jak se
ve zjednodusené praxi opravdu postupuje.

Definice. Reélnou (resp. komplexni) matici A typu m x n rozumime tabulku o m
fadcich a n sloupcich, jejiz policka obsahuji redlna (resp. komplexni) éisla. Témto
policktim fikdme prvky matice A a prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci znacime a;;.

Matice muzeme scitat a nasobit podle nasledujicich pravidel:

Definice. (S¢itani matic) Méjme matice A a B typu m X n nad stejnym télesem.
Pak jejich souctem je matice C typu m x n nad stejnym télesem, pro kterou plati
Cij = Qjj + b”

nujeme par zakladnich pojmu o tzv. vektorech.

Definice. Méjme vektory (tak fikdme maticim typu 1 X n, resp. n x 1) u =
(u1,u2, ... up), v = (v1,v2,...,v,). Pak &slo u-v =Y | u;v; nazyvame skaldrni
soucin vektorid u a v.

Cviceni. Dokazte, ze vektory u,v € R? jsou kolmé, pravé kdyz u - v = 0.

Definice. Mgjme vektory vy, vs,...,v,. Pak fekneme, Ze vektor u je linedrni kom-
binaci téchto vektoru s koeficienty ai,as,...,a,, kdyz u = E?:l a;v; pro néjaka

realna Cisla a;.
Nyni se miZeme pustit do definice nasobeni matic.
Definice. (Nésobeni matic) Méjme matici A typu m x n nad télesem T a matici
B typu n x [ nad stejnym télesem. Pak sou¢inem matic AB rozumime matici C typu
m X l, kde Cij = Ezzl aikbkj.
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Prvek sou¢inu matic na pozici i, j je tedy skalarni soucin i-tého fadku prvni matice
a j-tého sloupce druhé matice.

Na néasobeni matic existuji dalsi dva ekvivalentni pohledy. Jednak i-ty sloupec
sou¢inu dvou matic je linearni kombinaci sloupcti prvni matice s koeficienty z i-tého
sloupce druhé matice. Podobné je j-ty fadek soucinu linedrni kombinaci fadkt druhé
matice s koeficienty v j-tém rfadku matice prvni.

Jaka definice je pro ,nejvyhodnéjsi“ pritom zalezi na problému, ktery feSime.
Za pomoci prvni (tzv. prvkové) definice lze pomérné snadno dokézat, Ze séitdni i
nasobeni matic jsou asociativni (tzn. (AB)C' = A(BC)). Naproti tomu nasobeni
matic neni komutativni (tzn. zélezi na potradi éinitela).

Cviceni. Najdéte dvé redlné matice fadu 2 x 2, které spolu nekomutuji. Najdéte
naopak matici, kterd komutuje se vSemi maticemi stejného radu.

A k ¢emu to je?

Definovali jsme si podivné tabulky s Cisly, ale zatim jsme si vibec nefekli, k ¢emu
mohou byt dobré. Tak to tedy zkusme napravit. Méjme néjakou soustavu linearnich
algebraickych rovnic. Tu typicky fesime tak, ze rovnice nasobime vhodnymi ¢isly a
navzajem sc¢itame a odc¢itdme. Nékdy je ale pomérné slozité vyznat se ve vSech téch
vyrazech, které mohou byt dlouhé a slozité. Lze se tedy dohodnout na nésleduji-
cim zjednoduSeni notace: ze soustavy vypustime ndzvy neznadmgych (tj. nebudeme
psat z,vy, z, ... ). Misto toho se domluvime, Ze koeficienty naleZejici jedné proménné
budeme psat vzdy pod sebe do jednoho sloupecku. Déale nebudeme psat ,+“ mezi
vyrazy, bude sta¢it mezera, a misto rovnitek nakreslime svislou ¢aru. Celé schéma
pak uzavorkujeme, ¢imz ziskdme matici, kterd reprezentuje danou soustavu rovnic.

Priklad. Soustava
4+ 2y + 32 =4,

20 +y=-1,
-+ 22 =0,
lze reprezentovat matici
1 2 3| 4
2 1 0| -1
-1 0 2 0

S touto matici mtzeme délat stejné upravy jako se soustavou rovnic — prohazovat
fadky, nasobit fadky ¢islem a s¢itat/odéitat fadky od sebe.!

Cviceni. Zamyslete se, Ze z elementarnich fadkovych tprav lze slozit algoritmus,
ktery soustavu vytesi.

ITémto Gpravam Fikdme elementarni fadkové tpravy.
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Pripomenme, zZe n-slozkovy vektor mtzeme povazovat za matici typu m x 1, tedy
se muzeme na matici typu n x m divat jako na zobrazeni z R™ do R", které vektoru
v prifadi vektor Av, kde nasobeni chdpeme maticové. Piiklad vysSe pak lze pieformu-
lovat jako hledani FeSeni rovnice Av = b, kde A je matice koeficient levych stran,

x
vektor b je vektor pravych stran a v = | y | je vektor neznamych.
z

Jak fesit tyto rovnice je sice zndmo, ale pfesny vypocet je pomérné slozity a kvuli
(napiiklad) zaokrouhlovacim chybam (viz dalsi cvifeni) je pro vétsi pocet rovnic a
proménnych na pocitaci témeétr nerealizovatelny. Zptisoby jak tento problém obejit
se zabyva numerickd matematika.

Cviceni. Reste maticovou soustavu Av = b, kde

0,1 5
A= (—0,2 —11>

a b= (2,2). Nésledné feste obdobnou rovnici s levou stranou

A= 0,1 5
-0,3 —-11 /"
Porovnejte ziskana feSeni. Lze usuzovat, ze malé zmény v zadani, resp. malé zao-
krouhlovaci chyby v prubéhu vypoctu garantuji presné reseni?

Ukézali jsme si, jak matice reprezentuje né&jaké linedrni zobrazeni (tzn. spliiujic
flu+v) = f(u)+ f(v) a f(tu) = tf(u) pro ¢islo t a vektory u a v). Funguje to ale
i naopak — ke kazdému linedrnimu zobrazeni f : R™ — R™ nalezi matice A typu
n X m, ze pro véechny v € R™ plati f(v) = Av. Matice ndm tedy davaji do ruky
nastroj umoznujici zachazet s geometrickymi objekty pomoci ¢isel, coz je naptiklad
pro pocita¢ vyrazné stravitelnéjsi.

Cviceni. Naleznéte matice téchto linearnich zobrazeni: identické zobrazeni, osova
soumeérnost, strfedovd soumérnost, stejnolehlost. Na co se pfi nich zobrazi ¢tverec

Cviceni. Naleznéte geometricky vyznam linedrniho zobrazeni uréeného matici

(COS(@) — sin(y) > _

sin(¢)  cos(yp)

Cviceni. (Zaludné na pochopeni maticového nésobeni) Méjme vyraz

1\ /1
(1 2 3)2](2] 2 3).
3) \3
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Kdyz uzavorkujeme druhou a tfeti matici jako prvni k vynasobeni, pak soucin nelze
provést. KdyZ ale uzdvorkujeme prvni dvé a druhé dvé matice zvlast, tak z prvni
zévorky vznikne c¢islo, z druhé matice typu 3 x 3, a ty vynasobit 1ze. Tim jsme dostali
spor s asociativitou maticového nasobeni. V ¢em je zakopany pes?

Determinanty

Dale se zaméfime jen na Ctvercové matice fadu N, tedy matice s N fadky i sloupci.
Pro tyto matice se definuje tzv. determinant. Na opravdu poradné zadefinovani neni
v pfednasce prostor, my si ale vystacime se stale celkem pofadnym:

Definice. Determinant ¢tvercové matice A (zna¢ime det(A)) je ¢islo definované
nasledujicim rekurzivnim zpusobem:

(1) Determinantem matice fadu 1 je jeji jediny prvek.

(2) Pro matici A ¥ddu N, kde N > 2 definujeme

N
det(A) = > (=1)"a; det(A™),

i=1
kde A% je matice vznikla z A vynechanim i-tého sloupce a j-tého Fadku.

Priklad. Spoctéte determinant matic fadu dva a t¥i.

Poznamka. Determinant mé navzdory své slozité definici nékteré velmi praktické
vlastnosti a dokonce i geometrickou interpretaci. M&jme v R? (resp. v R?) dva (resp.
tfi) vektory. Pak pro matici A fadu fadu dva (resp. tii) dava | det(A)| podil obsahi
(resp. objemil) rovnobéznikl (resp. rovnobéznosténil) uréenych danymi vektory po
a pred provedenim zobrazeni uréeného matici A.

Priklad. Spoctéte determinant matice, kterd ma mimo hlavni diagonalu samé
nuly, resp. obecnéji té, kterda ma nuly pod hlavni diagonalou.?

1 20 00
21 000
Priklad. Spoctéte determinant matice A= |0 0 2 0 2
00 3 17
0 0 4 1 3

Cviceni. Rozmyslete si, jaky vliv maji elementarni fadkové tpravy na determi-
nant.

Cviceni. Co umite fct o determinantu matice A, pro kterou existuje nenulové
feseni rovnice Av = 07?7

2Takovym maticim ¥ikame diagonalni, resp. horni trojuhelnikova.
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Vlastni Cisla a vektory

Divame-li se na matici jako na piislu$né linearni zobrazeni, které néjak deformuje
ptvodni prostor, jsou zajimavé a vyznacné ty smeéry, které nase zobrazeni zachovava,
tedy vektor takového sméru se zobrazi na svilj nasobek a neotoc¢i se nékam pryc.

Definice. Cislo A nazveme vlastnim c¢islem matice A, pokud existuje nenulovy
vektor v takovy, ze Av = Av. Kazdému takovému vektoru fekneme vlastni vektor
matice A piislusny vlastnimu ¢islu A.

Oznacime-li I jednotkovou matici, tedy matici diagonéalni s jedni¢kami na hlavni
diagonéle, pak muZzeme podminku rovnou z definice determinantu pfepsat jako

Av = Ao,
Av = A,
(A= XDv=0.

Hleddme tedy nenulové feseni maticové rovnice s nulovou pravou stranou. Jak jsme
si rozmysleli v poslednim cviceni, to je ekvivalentni rovnosti det(A — A\I) = 0.

Cviéeni. Rozmyslete si, Ze hleddni vlastniho éisla je vliastné hled4ni kofend poly-
nomu stupné N, kde N je fad matice A.

Cviceni. Ukazte, Ze redlnd matice fadu 3 x 3 m4 alespon jedno vlastni ¢islo.

Piiklad. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic (3 g), <_11 711 )

Hledani takovych kofeni je ale obtizné a pro N > 5 dokonce v obecném piipadé
nemozné, protoze pro nékteré rovnice patého a vyssiho stupné nelze presné najit
jejich feseni.

Pokud tedy hleddme vlastni ¢isla ¢i vektory (a spokojime-li se s ne iplné pfesnym
vysledkem), je vhodné pouzit jiny postup.

Pro jednoduchost predpoklddejme, Ze existuji (jednotkové) vlastni vektory
U1, V2, ..., vy Dpiisludejici po fadé vlastnim éislam |[A1|, [A2], ..., |An], kde A1 je v ab-
solutni hodnoté ostfe nejvétsi. Navic predpokladejme, Ze kazdy vektor v € RN lze
jednoznacné zapsat jako v = byvy + bove + - - - +byvy. Pak lze ukazat, ze se posloup-
nost

Awv A™y
Upg = vV, U1 —Tl,...,un— W’
blizi (neboli konverguje k) k vektoru byvy pro kazdy vektor v, pro ktery v; # 0. Navic
posloupnost
(%) ~Au0,u1 -Aul,...,un -Aun,...,
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kde tecka zna¢i skalarni soucin, konverguje k b2 \;.

Tento postup ma dva hacky. Zaprvé sice vime, ze posloupnosti konverguji k vlast-
nimu ¢islu a vektoru, ale nevime jak rychle. Jinak feceno, nevime, kolik krokid po-
sloupnosti musime udélat, abychom se rozumné priblizili hledanym hodnotam. Po-
kud se ale vlastni ¢isla 1isi vyrazné, kroki neni tfeba moc.

Zadruhé ma tento postup pomeérné silné predpoklady. Asi nejtajemnéjsi z nich je
ten posledni, ktery fika, ze vlastni vektory tvoii tzv. bdzi. Pro symetrické matice to
ale je splnéno a tieba ve fyzikalnich tlohach ¢asto figuruji symetrické matice, takze
tento predpoklad neni az tak moc omezujici.
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