Slavné matematické problémy

starovéku
| Radek Erban

Uvod

Uz od 5. stoleti pf.n.l. zacaly feckou matematikou hybat tyto tfi slavné problémy:

(1) Zdvojeni krychle, tj. nalezeni hrany krychle, jejiz objem je dvojnisobkem zadané
krychle.

(2) Trisekce libovolného thlu, tj. rozdéleni daného Ghlu na tfi stejné ¢asti.

(3) Kvadratura kruhu, tj. nalezeni ¢tverce o obsahu rovném obsahu daného kruhu.
U kazdého z téchto problémt se jednalo o konstrukci jednoho geometrického

objektu z jiného pomoci pravitka a kruzitka. Otazka tedy znéla, zda-li je mozné v ko-
ne¢ném poctu krokt vyuzivajicich pouze pravitko (bez stupnice) a kruzitko provést
pozadované konstrukce. Poznamenejme, ze to byly Cisté teoretické problémy, v praxi
neni divod se omezovat jen na pravitko a kruzitko a vsechny pozadované konstrukce
lze provést s dostatecnou presnosti. Tyto starovéké problémy ovSem velice pomohly
v rozvoji matematiky. Vedly k objeveni kuzelosecek a dalsich kfivek, k rozvoji moderni
teorie rovnic a téles. Ackoliv jsou to problémy geometrické, k jejich feSeni budeme
vyuzivat moderni algebru. UkadZeme, Ze ani jednu z konstrukci neni mozné provést
pomoci kruzitka a pravitka.
Nejprve si problémy preformulujme do feci ¢isel:

(1) Budeme-li brat hranu zadané krychle jako jednotku délky, mtizeme problém zdvo-
jeni krychle preformulovat takto: ,Je dana usecka délky 1. Zkonstruuj tsecku
délky z, kde z° = 2.¢

(2) K tomu, abychom ukéazali, Ze libovolny uhel nelze rozdélit na tii ¢asti pomoci
pravitka a kruZitka, stadi ukézat, %e nelze roztfetit thel 60°. Snadno ovéiime,
ze uhel o muze byt zkonstruovan pravé tehdy, kdyz je zkonstruovatelné tsecka
délky cos o z dané tsecky délky 1. Vyuzijeme-li snadno ovéfitelnou identitu

cosa = 4 cos’ (%) — 3cos (%)
pro a = 60°, dostaneme

82° —6x —1=0, kdez = cos20°.
Problém trisekce tthlu 60° lze proto pieformulovat takto: , Je ddna tisecka délky
1. Zkonstruuj usecku délky x, kde 822 — 6z —1=0.¢

(3) Budeme-li brat polomér zadaného kruhu jako jednotku délky, miizeme problém
kvadratury kruhu pfeformulovat takto: ,Je ddna tsecka délky 1. Zkonstruuj
tisecku délky z, kde 2% = .«
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Tim se nam podarilo preformulovat vSechny tfi fecké ulohy. Nyni predpokla-
dejme, ze mame danu tsecku délky 1. Pomoci kruzitka a pravitka mizeme nejprve
zkonstruovat dvé kolmé ptrimky. Na kazdou z nich si vyneseme vzdalenost délky 1
a dostaneme souradné osy v roviné, které ndm umozni prifadit soufadnice kazdému
bodu roviny. Ozna¢me si tyto osy  a y :

P\

QT1

Y

-

Nyni miZeme zavést néasledujici prirozené definice:

Definice 1. Body O, P a Q nazveme zkonstruovatelné body. Zkonstruovatelnymi
body budeme dale nazyvat vSechny body, které miizeme zkonstruovat pomoci konec-
ného poctu pouziti pravitka a kruzitka, vyjdeme-li z bodi O, P a Q.

Definice 2. Zkonstruovatelnd primka je piimka prochazejici dvéma zkonstruovatel-
nymi body.

Definice 3. Zkonstruovatelnd kruznice je kruznice se stiedem ve zkonstruovatelném
bodé a polomérem rovnym vzdalenosti mezi dvéma zkonstruovatelnymi body.

Shrnutim ptredchazejich definic vidime, Ze bod rtzny od O, P, @ je zkonstru-
ovatelny pravé tehdy, je-li prisecikem dvou zkonstruovatelnych prfimek, nebo dvou
zkonstruovatelnych kruznic, nebo zkonstruovatelné primky a zkonstruovatelné kruz-
nice.

Definice 4. Zkonstruovatelné cislo je kazdé realné cislo, jehoz absolutni hodnota je
rovna vzdalenosti mezi néjakymi dvéma zkonstruovatelnymi body.

Snadno nahlédneme, Ze bod je zkonstruovatelny pravé tehdy, kdyz kazda z jeho
soufadnic je zkonstruovatelnym ¢islem. Abychom nyni mohli zkoumat zkonstruova-
telnd cisla, podivame se do moderni algebry.
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Exkurze do moderni algebry

Definice 5. Necht' T je podmnozina reslnych cisel takova, Ze pro libovolng dvé ¢isla
aeTabeTplatia+beT,a—beT,a-beTa v piipads, ze b # 0, také a/b € T.
Pak mnozinu T nazveme telesem.

Poznamenejme, ze pod pojmem ,téleso se v moderni algebie skryvaji mnohdy
obecnéjsi matematické objekty nez jen podmnoziny realnych ¢isel. Nam vsak bude
stacit chdpat télesa pouze ve smyslu definice 5 (neplést si s pojmem télesa zndmym
z geometrie, to je jen shoda nazvi). Piikladem télesa je mnozina vSech racionalnich
Cisel Q.

Definice 6. Necht T je téleso a a € R. Symbolem T(a) ozna¢ime nejmensi téleso,
které obsahuje vSechny prvky z T i ¢islo a.

Napiiklad Q(v/2) obsahuje viechna reélna &isla ¢ + dv/2, kde c € Q a d € Q.

Zkonstruovatelna cisla

Abychom vyfesili slavné starovéké problémy, budeme nejprve zkoumat mnozinu vsech
zkonstruovatelnych ¢isel. Ozna¢me ji pismenem K. V dalSich ¢astech tohoto textu
uvadim uz jen bez dikazi a bez hlubsi motivace seznam dilezitych vét a lemmat, se
kterymi se na prednasce setkdme. Podrobné dikazy, komentare, vysvétleni a motivaci
se dozvi$ na prednésce.

Vta 1. Mmnozina K vSech zkonstruovatelnych ¢isel je téleso.

Lemma 1. Necht' T je téleso.
(a) Pokud pfimka obsahuje dva body, jejichZ soufadnice jsou v télese T, pak m4 tato
pfimka rovnici ax +by+c=0,kdeac T,be T aceT.
(b) Pokud mé kruznice polomér v T a stied v bodé se soufadnicemi v T, pak m4
tato kruznice rovnici z% + y2 +dr+ey+ f=0,kdedeT,ecTafeT.

Nyni muzeme prejit k zakladni charakterizaci zkonstruovatelnych ¢isel:

Vta 2. Redlné cislo r je zkonstruovatelné pravé tehdy, kdyz existuje konecna po-
sloupnost téles
Q=TogCTy CTeC---CTyg

takovych, zer € T, aT; = T;_4 ( /aj_l) , kde a;_1 je kladné cislo z télesa T;_1,
1<j<k.
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Polynomy, télesa a slavné problémy starovéku

Starovéké ulohy jsme preformulovali do feéi polynomu. Klicovou tlohu v jejich feSeni
bude hrat tato véta:

Vta 3. Pokud kubicka rovnice s racionalnimi koeficienty nema zadny racionalni ko-
fen, nema také zadny zkonstruovatelny koren.

K dtkazu véty 3 se nam budou hodit dvé pomocné lemmata:

Lemma 2. M4-Ii rovnice az®+bx%+cxr+d =0 kofeny x1, x9 a x3, plati x1+xo+x3 =
—b/a.

Lemma 3. Necht T je téleso a necht kubickd rovnice az®+bz?+cx+d =0, a,b,c,d €
T mé kofen p + q+/r, kde p,q,r € T, r > 0 a /7 € T. Pak p — q\/7 je také kofenem
rovnice az® + bxz? + cx +d = 0.

S ohledem na vétu 3 je dobré najit néjakou nutnou podminku pro existenci
racionalniho kofene polynomu s celo¢iselnymi koeficienty:

Vta 4. Necht f(z) = ag + a1z + agz® + --- + anz™ je polynom s celociselnymi
koeficienty. Pokud r/s je raciondlni kofen f(x) a (r,s) = 1, pak r|ag a s|an.

S vyuzitim véty 3 a véty 4 jiz snadno vyfesime problém trisekce thlu a zdvojeni
krychle. Problém kvadratury kruhu souvisi s vlastnostmi ¢isla 7 a vyfeSime ho na
zakladé véty 2.

(Text byl pro ucely sborni¢ku zkracen. Zajemci mohou kompletnéjsi text ziskat
na prednésce.)

10



