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Nerovnosti s podminkou

MICHAEL ,,MAJKL® BiLY

ABSTRAKT. Mnoho nerovnosti ma u sebe jesté takzvanou omezujici podminku. P¥i-
spévek se zabyva metodami feSeni pravé takovych nerovnosti od téch zakladnich az
po nékteré pokrocilé.

Teorie

K feseni jednoduchych i téch velmi slozitych nerovnosti budeme potfebovat nékteré
zbrane€.

Definice. (Homogenita) Vyraz V(a,b,c) nazveme homogenni stupné «, pokud
existuje a € R takové, ze pro kazdé ¢ > 0 plati

V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c).
Definice. (Symetrie) Vyraz V(a,b,c) nazveme symetricky, pokud
V(a,b,c) = V(a,e,b) =V (b,a,c) =V(b,c,a) =V(c,a,b) =V(c,b,a).

Definice. (Cykli¢nost) Vyraz V(a,b,c) nazveme cyklicky, pokud se nezméni pfi
provedeni libovolné cyklické zamény, tj.

V(a,b,c) =V(b,c,a) =V(c,a,b).

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro libovolnd kladnd ¢&isla x4, ... ,2,,n € N, plati
x _|_ - _|_ x
# Z "xl...xn_
n
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz 1 = 29 = -+ = x,.
Tvrzeni. (Cauchyho nerovnost) Necht n € N. Dale budte uj,us,... ,u, € R,

v1,Va,...,0, € R. Pak plati

(u? +ud 4+ Fud) (Wl F o+ 02) > (ugvr + ugve + - F uny)?
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MICHAEL ,MAJKL¢ BILY
Rovnost v Cauchyho nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz existuje \ takové, ze
U = AV, Uz = AVs, ... , Uy = AUp,.

Ted, kdyZ uz méme vSechny zbranég, se pustime do boje.

Piklady

Priklad 1. Reélna ¢isla a, b, ¢, d spliuji

ab+cd =1, A+ +E+d2 =4
Dokazte, ze nékterd dvé z téchto ¢isel se lisi nejvyse o 1 a nékterd dveé se 1isi nejméné
ol. (MO 61-C-S-3)

Priklad 2. Redlna cisla a, b, ¢, d spliiuji ab + bc + ¢d + da = 16. Dokazte, ze
nékterd dvé z nich maji soucet nejvyse 4. Jakou nejmensi hodnotu mize mit soucet
a? + b2+ + d?? (MO 61-C-1-4)

Priklad 3. Predpoklddejme, Ze pro kladné redlna ¢isla a, b, ¢, d plati
ab+cd=ac+bd=4 a ad+bc=>5.

Najdéte nejmensi moznou hodnotu souctu a + b + ¢ + d a zjistéte, které ctvefice a,

b, ¢, d ji dosahuji. (MO 61-A-11-4)

Priklad 4. Reéalna ¢isla a, b, ¢, d, e spliuji

a+b+tct+d+e=S8, a? +0? + 2+ d? + e = 16.

Jaké nejvétsi hodnoty miize nabyvat e? (Bilovec)

Priklad 5. Realna ¢isla z, y, z spliuji
r+y+z=12, 22 +y? + 2% =54

Dokazte, ze
(i) kazdé z ¢isel zy, yz, zx je alesponl 9 a nejvyse 25,
(ii) nékteré z ¢isel x, y, z je nejvyse 3 a jiné alespon 5.
(MO 60-A-II1-3)
Priiklad 6. Najdéte nejmensi kladné realné ¢islo t s nasledujici vlastnosti: kdykoliv
realna ¢&isla a, b, ¢, d splivnji a + b+ c+d =6 a a® + b% + 2 + d? = 10, Ize z téchto
Cisel vybrat dvé, jejichz rozdil je v absolutni hodnoté nejvyse t. (iKS, A1)
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NEROVNOSTI S PODMINKOU

Piiklad 7. Necht a, b, ¢, d jsou redlna &isla splitujici a +b+c+d =6 a a® +b% +
c? + d? = 12. Dokazte
36<4(a®+0*++d°) — (a* + b +c* +d*) <48
(IMO shortlist 2010, A2)

Priklad 8. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte

b
il iSxatbte
b ¢ a

(MO 52-A-1II 6)
Piiklad 9. Budte a,b,c € R takova, ze abc = 1. Dokazte

a2+ 4+ a?+bP+ct a? b2+
+ + <3.
a5+b2+62 a2+b5+62 a2+b2+05

(IMO 2005)
Priklad 10. Pro kladné éisla a, b, ¢, d plati abed = 1. DokaZte nerovnost

1 1 1 1
> 1.
(+a? 0102  A+o? Tz~

(Cinska MO 2004)
Priklad 11. Reéalna ¢isla z,y, z > 1 spliuji % + % + % = 2. Dokazte

\/x—l—I—\/y—l—i-\/z—lS\/x—f—y—&—z.

(Iranska MO 1998)

Substituce

Substituci poznate podle nékolika voditek:

(1) Nékteré proménné se ve vyrazu chovaji jako néjaky goniometricky vzorec.

(2) Proménné jsou stranami trojihelnika nebo jsou svdziny néjakou jinou zna-
mou podminkou.

(3) Substituce vam piimo pomuzZe pfeformulovat do hezéiho tvaru dokazovanou
nerovnost, nebo aspon jeji podminku (obéas vis mize podminky zbavit).
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MICHAEL ,MAJKL¢ BILY

Jednotlivé substituce si ukdZeme na prednasce. Jakmile na néjakou ,vyhodnou*
substituci prijdete, pravdépodobné jste uz na tlohu vyzrali a staci ji pak umlatit
néjakou béznou metodou.

Priklad 12. Pro kladné a, b, ¢ spliujici abc = 1 dokazte

Z#>§
atb+c) — 2

cyc
(IMO 1995)
Priklad 13. Pro kladné éisla a, b, ¢ spliiujici abe = 1 dokazte
1 1 1
(o) (o) (e DY
b c a
(IMO 2000)
Priklad 14. Necht a, b, ¢ jsou strany trojuhelnika. Dokazte
(1) Yeye @*(b+ ¢ —a) < 3abe, (IMO 1964)
(ii) chc a’b(a — b) > 0. (IMO 1983)

Priklad 15. Necht x, y, z jsou kladna ¢&isla spliiujici x + y + 2 = xyz. Dokazte

(i) z+y+2z>3V3,
(ii) zyz > 3V/3,
(iii) zy + yz + zx > 9.
Priklad 16. Pro kladné x, y, z spliujici z + y + z = zyz dokazte
S =)

(Korea 1998)
Priklad 17. Necht z, y, z jsou kladn4 ¢isla spliujici x +y + z + 2 = zyz. Dokazte

(i) z+y+2z>6,
(i) zyz > 8,
(iii) zy + yz + za > 12.

Priklad 18. Pro kladné x, y, z spliiujici zy + yz + zx + zyz = 4 dokazte
TH+y+z2>xy+yz+ 2.

(Indie 1998)
Priklad 19. Pro kladné z, y, z spliiujici z + y + z + 2 = axyz dokaZte

VT+u+vVz< V2@ +y+z2+3).
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Priklad 20.

Priklad 21.

Priklad 22.

Priklad 23.

NEROVNOSTI S PODMINKOU
Necht kladna z, y, z splituji 22 + y? + 22 + xyz = 4. Dokaizte
2—z 2—y 2—z
> V3.
\/2+a: +\/2+y +\/2+z =3
Kladna ¢isla a, b, ¢ splnuji ab + bc 4+ ca = 1. Dokazte nerovnost

1 1
> A= +6b< —.
a abe

cyc

(IMO shortlist 2004)

Pro nezaporna ¢isla z, y, z plati 22 + y? + 22 = 3. Dokazte

Zx?/y T+ 2z < 3V2.

cyc

Kladné éisla a, b, ¢ splituji min(a, b, ¢)

Y

max(a, b, ¢). Dokazte

1 9 1 (a —b)>
(ab+bc+ca)<z(a+b)2>>4+16 (a—!—b)?'

cyc

Literatura a zdroje

[1] Archiv Matematického Korespondenéniho Seminéfe — serial o nerovnostech
[2] Stranky ceské Matematické Olympiddy http://www.math.muni.cz/~rvmo/
[3] Seminér ¢KS http://kms.sk/iks.php



Diofantické rovnice

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. V tuvodu pfednésky si dokdzeme Velkou Fermatovu vétu a poté se po-
divame na zoubek nékolika otevienym problémim ... No, mozna se do toho pustime
spiSe trochu opatrnéji a naucime se nejprve zakladni metody pouzivané k feseni dio-
fantickych rovnic.

Umluva. Ve vSech tilohdch budeme uvazovat a,b,c,d € N, z,y,z € Z a budeme
hledat vSechna feseni danych rovnic.

Pocitani modulo

Prvni metoda feseni diofantickych rovnic, kterou si ukazeme, je uzite¢na predevsim
tehdy, kdyz tusime, Ze zadana rovnice nemé feseni. Potom je vhodné se na ni po-
divat modulo néjaké ¢islo, po kterém nékteré ¢leny déavaji jenom nékteré zbytky.
Pokud vSechno dobfe dopadne, zjistime, Ze po dé€leni timto ¢islem davaji strany rov-
nice rizné zbytky, takze rovnice urcité zadné feseni nema. Volba vhodnych moduli
vyzaduje cvik, takze si vyfesime nékolik priklad.

Priklad 1. 722 +5y+14=0

Reseni. Leva strana rovnice dava po déleni péti stejny zbytek jako 222 + 4, ale
jelikoz x2 dévéa pouze zbytky 0, 1 a 4, tak nikdy nemtiZe vyjit nula a zadané rovnice
proto nemé zadné feseni.

Priklad 2. 2 =11+4Ty

Priklad 3. af +b* + ¢® = 1234567 (PraSe 1987)

Piiklad 4. 20 =1+3°

RozlozZ to!

Zadana rovnice se d4& mnohdy pékné upravit na soucin. Pokud je navic na jedné
strané prvocislo nebo néjaké konkrétni ¢islo, pak rovnou zname vsSechny jeho roz-
klady. Rozklad se miize hodit i jindy, pokud o ¢initelich vime, Ze jsou nesoud€lné.
Opét si zkusime tuto teorii aplikovat v praxi.
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DIOFANTICKE ROVNICE

Piiklad 5. p+ 400 = a?, kde p je prvoéislo (PraSe 2012)

Reseni. Rovnici upravime do tvaru p = (a — 20)(a + 20). ProtoZe p je prvoéislo,
tak musi nutné platit a — 20 = 1 a také a + 20 = p. Z toho plyne a = 21 a p = 41,
coz je skutecné jedinym resenim této rovnice.

Piiklad 6. 22+ 3z =y® —2
Priklad 7. zy+yzt+ze=xyz+r+y+=z
Piiklad 8. a?b+ ab? = 2(a® + b%) (PraSe 2002)

Po sobé jdouci mocniny

Tvrzeni. Neexistuji z, y, a takovd, ze x* < y® < (x + 1)*.

Toto zdanlivé jednoduché tvrzeni ma prekvapivé mnoho uplatnéni. Pokud ma byt
napiiklad néjaky vyraz roven ¢tverci, pokusime se najit dva po sobé jdouci ¢tverce,
které ho semknou mezi sebe, a to ndm zaruci neexistenci feSeni. Vtip potom spociva
v tomto semknuti. Jak si ukdzeme, n€kdy to nemusi byt viibec jednoduché.

Piiklad 9. 22 =y(y +2)

Reseni. Pokud je y kladné, tak plati y? < y(y +2) < (y + 1)? a rovnice tedy
podle uvedeného tvrzeni nema zadné feseni. Podobné pro y < —2 snadno ukazeme
(y+2)2 <y(y+2) < (y+1)? a zbyvaji tedy pouze tii moznosti pro y. Po dosazeni
do zadané rovnice zjistime, ze feSenim jsou dvé dvojice x1 = 0, y1 = 0 a x93 = 0,
Y2 = —2.

Priklad 10. (a+3)% —a® =0?

Priklad 11. a?>=9"+7

Piiklad 12. 4% +4a® +4 =10 (MO 59-A-III-1)

Nekonecny sestup
Posledni metoda se opird o pomérné jednoduché tvrzeni:
Tvrzeni. Neexistuje nekonec¢na klesajici posloupnost prirozenych cisel.

Kdyz chceme ukézat, ze dané rovnice nemé netrividlni feSeni, uvazujeme néjaké
hypotetické TeSeni a vyrobime z néj (obvykle pomoci nékteré z piedeslych technik)
feSeni mensi. Z uvedené véty pak plyne, Ze FeSeni nemuze existovat. K lepsimu po-
chopeni si to zkusime na posledni varce prikladu.

Piiklad 13. a2 4 2b% + 4¢® = 2abe

Reseni. Piedpokladejme, #e prirozena &isla a, b, ¢ fesi danou rovnici. Kdyby a bylo
liché, tak bychom méli na levé strané liché ¢islo, ale na pravé strné je ¢islo sudé.
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FILIP HLASEK

Proto a = 2a; a rovnici miizeme upravit do tvaru 4a3 + b +2¢® = 2a;be. Analogicky
zjistime b = 2b; a tedy 2a$ + 4b3 + ¢ = 2a,b;c. Nakonec ze stejného diivodu musi
byt ¢ = 2¢1, a proto a + 2b3 + 4¢} = 2a,b1c;. Nasli jsme tedy mensi feSeni rovnice,
kterym je ay, b1, ¢1. Stejnymi kroky bychom mohli neustédle zmensovat feSeni, ale
to podle uvedeného tvrzeni neni mozné délat do nekonecna a ptvodni feseni a, b, ¢
tedy nemiize existovat. Rovnice nemé v pfirozenych ¢islech zadné feseni.

Ptiklad 14. 22+ xy +y? = 2%y?
Piiklad 15. a* + 4b* = 2(c* 4 4d*) (PraSe 1992)

Literatura a zdroje

[1] Seridl — Teorie ¢isel: http://mks.mff.cuni.cz/archive/28/9.pdf
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Vanocni pravdépodobnost

ANCGA CHEJNOVSKA

ABSTRAKT. Na prednasce se budeme zabyvat pocitianim tloh z pravdépodobnosti
ruzné obtiznosti.
Priklad 1. (Kosticky) Jilji dostal pod stromeéek hraci kostky po babi¢ce — maji
tvar Gtyfsténu a jsou na nich ¢isla od 1 do 4 (kazdé pravé jednou). Jiljiho by velmi
zajimalo, jaka je pravdépodobnost, ze
(i) pfi hodu ¢tyifmi kostkami padnou vesmés ruzné ¢isla,
(if) soucet ¢isel hozenych na dvou kostkach bude sudy (lichy).

Priklad 2. (Kulicky) Josefka pro zménu dostala pytlik sklenének. Celkem jich je
100, z toho 30 zelenych a ostatni modré. Pokud Josefa ndhodné vytahne 5 kulicek,
jaka je pravdépodobnost, Ze nejvyse dvé budou zelené? A jaka, ze pravé dvé budou
zelené?

Piiklad 3. (Narozeniny) VsSech dvacet pét organizitori Prasitka se seslo na va-
noc¢ni besidce. Rozhodli se, ze si darky budou rozdélovat podle toho, kdy maji na-
rozeniny. Pfi té prilezitosti zjistili, Ze Hel¢a s Romanem maji narozeniny ve stejny
den. S jakou pravdépodobnosti se mélo néco takového stat?

Priklad 4. (Jizda za komerci) Amaélie stopuje, protoze se potfebuje dostat do ob-
chodniho centra. Pravdépodobnost, ze v nejblizsich 20 minutach stopne auto, je %.
Pokud je Sance na stopnuti auta v kazdém okamziku stejna, jakéd je pravdépodob-
nost, ze Amalii zastavi auto do péti minut? (Néboj 2012)

Piiklad 5. (Kosticky) Maridn a Marie dostali pod stromeéek hraci kostky. Maridn
dostal jednu 20-sténnou a Marie tii 6-sténné. Jaka je pravdépodobnost, ze hodi-li si
oba svymi kostkami, padne na té Marianové vétsi hodnota nez na vsech Mariinych
dohromady? (Néboj 2012)

Piiklad 6. (Nebeskd doprava) Andéli¢ek jezdi z préce nebeskou mrakovou MHD.
Pracovni dobu nema stalou, takze na zastavku prichazi pokazdé ve zcela ndhodny
¢as. Jednim smérem bydli jeho maminka, druhym smérem Andélka. Andélic¢ek vzdy
nasedne na ten oblacek, ktery prijede dfiv, a poveceri bud s maminkou, nebo s An-
délkou. Po pul roce zjistil, ze s Andélkou vecerel ¢tyfikrat ¢astéji nez s maminkou.
Jak je to mozné? Intervaly oblackt jsou samoziejmé v obou smérech stejné.
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ANCA CHEJNOVSKA

Priklad 7. (Cisilka) Maéme tii ¢isla @, y, 2, kazdé z nich zvolime ndhodné z inter-
valu (0,1). Jaké je pravdépodobnost, Ze bude platit
(i) z4+y+2z>1,
.. 1
(ii) zyz < 3,
(iii) oboji soucasné?

Piiklad 8. (Hrozinky) Noemi uz nebavilo péct cukrovi, a tak vymyslela hru, ktera
spociva v hazeni hrozinek na stil se ¢tvereckovanym ubrusem. Vzdy se snazi hrozinku
hodit tak, aby celd zistala lezet uvniti nékterého ¢tverecku. Jakou ma Noemi Sanci,
ze se trefi hned na prvni pokus? Strana jednoho ¢tverecku je jeden centimetr a
hrozinka ma v primeéru t¥i ¢tvrté centimetru.

Piiklad 9. (Andélsky turnaj) V andélském turnaji se soutézi o to, kdo zabali za
dany casovy tsek nejvice darkd. Takovy turnaj vypada podobné jako tenisovy — na
zacatku se vsichni rozlosuji do ,,pavouka® a do dalsiho kola postupuji vzdy vitézové
predchoziho. Pfedpokladejme, Ze nejsikovnéjsi andél, archandél Gabriel, vzdycky po-
razi vSechny ostatni a druhy nejSikovnéjsi, archandél Michael, zase vSechny zbyvajici.
Porazeny ve finale ziskava ¢tyfdenni dovolenou od andélskych povinnosti, vitéz ty-
denni. Jaka je pravdépodobnost, ze ¢tyfdenni volno ziska archandél Michael?

Pfiklad 10. (Ozdoby) Alice a Bob si hazeji vano¢nimi ozdobami. Kazdy z nich ma
néjakou pravdépodobnost, Ze vyhraje (neupusti ozdobu), kdyZ za¢ina. MuZzou hrat
podle dvou moznych schémat: a) Prvni za¢ind Alice a pak se v zadinani stiidaji.
b) Prvni zaéind Alice a pak vzdy ten, kdo vyhral predchozi pfehazovéni. DokaZ,
Ze Sance hrac¢d na celkovou vyhru (tzn. na vyhru n pfehazovani, kde n je pfedem
stanovené ¢islo) nezévisi na volbé schématu.

Literatura a zdroje

[1] S. Kowal: Matematika pro volné chuile
[2] F. Mostller: Fifty challenging problems in probability

Chtéla bych podékovat Alce Skalové, z jejihoz prispévku jsem cerpala.
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Kombinatorika na sachovnici

PETER ,,7TR“ KORCSOK

ABSTRAKT. Tato prednaska sa zameriava na rozne kombinatorické tlohy, ktoré su
so Sachovnicou viac alebo menej spojené. Na prikladoch réznych obtiaznosti si precvi-
¢ime zakladné metédy, ako modzeme takéto problémy zdolaft.

Pocas tejto prednasky sa spolu pozrieme na niekolko prikladov, kde Sachovnica vy-
stupuje priamo v zadani, alebo ndm aspoi moze vyrazne ulahcit rieSenie zadaného
problému. Ulohy st zoradené podla naroénosti, preto neztfaj, ak sa Ti hned prvé
z nich zdaju prili§ trividlne :).

Priklady na prebudenie

Priklad 1. Na klasickd Sachovnicu (8 x 8 poli¢ok) sa snazime umiestnit ¢o najviac
vezi tak, aby sa ziadne dve neohrozovali.

(a) Kolko maximaélne figrok tam moZzeme dat?
(b) Kolkymi sposobmi vieme tento pocet vezi rozmiestnit?

Priklad 2. Je moZné pokryt Sachovnicu 2n x 2n bez dvoch protilahlych vrcholov
kockami domina tak, aby sa Ziadne neprekryvali?

Priklad 3. Maximalne kolko figirok kona vieme rozostavit na Sachovnici 8 x 8,
aby sme nevytvorili ohrozujticu sa dvojicu?

Priklady na zlepSenie formy

Priklad 4. Uréte maximalny pocet strelcov, ktory vieme rozmiestnit po Sachov-
nici 8 x 8, aby sa ziadna dvojica neohrozovala. Ukazte, ze pocet vSetkych takych
umiestneni je druhd mocnina nejakého prirodzeného disla.

Priklad 5. Rozhodnite, aspon kolko vystrelov musime vystrelit do Stvorca 7 x 7,
aby sme s istotou zasiahli lod pokryvajicu 4 x 1 poli¢ok.

Priklad 6. Je mozné pokryt Stvorec 10 x 10 tetraminami tvaru , T“ tak, aby sa
ziadne neprekryvali?
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PETER ,#TR¢ KORCSOK

Priklad 7. Sachovnicu m xn méame pokryt pomocou kociek 2 x 2 a 4 x 1. Ukézte,
7e ked Tubovolny dielik 2x 2 zamenime za 4 x 1, nie je mozné opétovne celd Sachovnicu
zaplnit.

Priklad 8. Na zacdiatku vojenskej prehliadky sa 81 vojakov rozostavilo na Sachov-
nicu 9 x 9, na kazdé policko prave jeden. Po zazneni rozkazu kazdy z nich presiel
na niektoré susedné policko rovnakej farby. Minimélne kolko miest zostalo préazd-
nych?

Priklad 9. Dvaja hracdi hraju hru na ¢okoldde 6 x 4 a striedavo z nej ujedaju,
pricom ani jeden nechce zobraf Tavy dolny roh. Ten, kto je prave na tahu, si vzdy
zvoli Tubovoné policko, ktoré si vezme, a spolu s nim odoberie aj vSetky eSte nezje-
dené kusky vpravo a hore od vybraného miesta. Kolko réznych tvarov moézu tymto
postupom vytvorit? (AIME 1992)

Priklad 10. 18 dominovych kociek 2 x 1 sme ulozili do Stvorca 6 x 6. Dokézte,
7e tam vzdy vieme najst dva susedné riadky alebo stipce, ktoré st tplne oddelené,
teda nemaju spolo¢ni ziadnu kocku. (MKS 2008/2009, 8. séria)

Priklad 11. Dvaja hradi striedavo hraju na Sachovnici 10 x 10 nasledujicu hru.
Ten, kto je prave na tahu, si zvoli jeden z riadkov alebo stipcov, ktoré este neboli
vybrané, a na vietkych 10 policok v tiom si umiestni svoju figtirku'. N4jdite stratégiu
pre nezacinajiceho hraca, pri ktorej bude mat na konci aspon o 10 figtrok viac ako
super. (MKS 2009/2010, 1. jarn4 séria)

Priklad 12. Organizatori Sachového turnaja sa rozhodli vitaza odmenit Specialnou
Sachovnicou s 1234 x 1234 polickami, na ktorej by platilo:
(a) z kazdej dvojice stredovo stimernych? policok je prave jedno Gierne a prave
jedno biele,
(b) v kazdom riadku aj kazdom stipci je rovnako vela bielych a &ernych policok.

Je moZné takuto Sachovnicu vyrobit? (MKS 2002/2003, 4. séria)

Priklad 13. Rozhodnite, pre ktoré n > 2 je mozné prejst kazdé policko Sachovnice
n X n prave raz, pokial sa figirkou krala pohybujeme striedavo ,Sikmo“ a ,priamo*
a na zaciatoénom policku ndm nezalezi. Pri ceste ,Sikmo“ prejdeme na susedné

policko rovnakej farby, pri pohybe ,priamo*“ naopak farbu menime.
(MO 56-A-II1-1)

Priklady pre borcov

Priklad 14. Do Tavého dolného rohu Sachovnice 50 x 50 sme polozili hraciu kocku,
ktord pokryje prave jedno policko. Postupne budeme kocku preklapat vzdy na su-
sedné policko vpravo alebo hore a vzdy si poznacime ¢islo na vrchu kocky. Urcte

LAk na niektorom policku uz nejaka figtirka bola, nahradi ju svojou.
2Stred stimernosti je presne v strede $achovnice.
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najmensiu a najvicsiu hodnotu, ktorh moézeme dostat, ked tychto 99 &isel poséi-
tame.

Priklad 15. Rozhodnite, ¢i je mozné prejst kralom celt Sachovnicu 8 x 8, ak okrem
prvého kroku prechadza len na policka susediace s parnym poc¢tom uz navstivenych
miest. (Baltic Way 1999)

Priklad 16. Na Sachovnicu obsahujicu 100 x 100 poli¢ok chceme umiestnit 2500
kralov tak, aby boli splnené podmienky:

(a) ziadna dvojica krélov sa vzdjomne neohrozuje,

(b) v kazdom riadku aj kazdom stlpci sa nachidza prave 25 kralov.
Kolkymi roznymi spdsobmi to mdZeme urobit? Dve pozicie liSiace sa rotaciou pova-
Zujeme za rozli¢né. (IMO Shortlist 2010)

Priklad 17. Zlaté PraSiatko raz na povale objavilo velk Sachovnicu n X n, na kto-
rej bolo rozmiestnenych niekolko figirok. Z nudy sa rozhodlo, Ze vzdy, ked najde
prazdne policko, ktoré hranou susedi s asponi dvomi obsadenymi miestami, doplni
figrku aj na prazdne miesto. Po urcitom ¢ase prekvapene zistilo, ze takto zaplnilo
celt Sachovnicu. Kolko minimélne figtirok muselo byt na Sachovnici, ked ju PraSiatko
objavilo? (MKS 2003/2004, 4. séria)

Priklad 18. Figuarka princa sa po Sachovnici pohybuje vzdy len na policko suse-
diace hranou. Rozhodnite, ¢ je moZzné s princom prejst kazdé policko Sachovnice
8 x 8 prave raz, skonc¢it na mieste, kde sme zadali, a pri tom ist rovnako velakrat
zvislo aj vodorovne. (KMS 2008/2009, letn4 cast, 2. séria)

Literatira a zdroje

[1] Archiv MKS, http://mks.mff.cuni.cz/archive

[2] Internetové férum Mathlinks, http://www.mathlinks.ro

[3] Jifi Herman, Radan Kudcera, Jaromir Simsa: Metody reseni matematickych
tloh II. Masarykova univerzita, Brno, 2004.

[4] Titu Andreescu, Zuming Feng: 102 Combinatorial Problems: From the Trai-
ning of the USA IMO Team. Birkhiuser, Boston, 2003

[6] Archiv KMS, http://www.kms.sk/archiv
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Lifting The Exponent lemma

ANH DuNG , TONDA“ LE

ABSTRAKT. Piispévek se zabyva pouzitim ,Lifting The Exponent lemmatu“ (dale
jen LTE) pii feseni exponencialnich Diofantickych rovnic z olympiddni matematiky.
Obsahuje také priklady k procvicovani.

LTE je sice jednoduchy, ale mocny nastroj, ktery nam za urcitych podminek
umoziuje najit nejvétsi mocninu prvocisla, ktera déli soucet nebo rozdil dvou mocnin
se stejnym exponentem. Ve vétsiné pripadt nadm LTE usetii hodné prace a ¢asu. Diky
tomuto lemmatu mizeme odkryvat spoustu zajimavych, prekvapujicich a zdhadnych
aspektt olympiadni teorie Cisel.

Umluva. Vsechny proménné v dalsim textu jsou z oboru celych ¢isel, nebude-li
feceno jinak.

Tvrzeni. (Zasadni!) Pro délitelnost zavddime symbol a | b, ktery ¢teme ,,a déli b“.
Plati pro néj nasledujici tvrzeni.

(i) Pokud je p prvodislo, pak plati implikace p |ab=p|aV p|b.
(ii) Pokud d | a,d | b, pak d | ka + 1b.
(iii) Pokud a | b, pak |a| < |b| (¢asto dokonce 2|a| < |b| atd.).
Tvrzeni. Necht a, b jsou celd ¢isla. Jejich nejvétsi spolecny délitel d znacime (a, b)
a plati, ze d je nejmensi nezaporné cislo, které Ize zapsat ve tvaru ka + b, kde k a
l jsou celd ¢isla. Téz plati (a — b,b) = (a,b), diky ¢emuz lze (a,b) snadno vypocitat
(tento postup se nazyva Euklidiv algoritmus).

Definice. Skuteénost, Ze p | a — b budeme znacdit a« = b (mod p) a fikat a je
kongruentni s b modulo p.

Definice. Nejmensi spoleény nésobek pfirozenych éisel a, b budeme znaéit [a, b].
Definice. Cisla a, b nazveme nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.

Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Pak je pro kazdé prvocislo p jednoznacné urceny
exponent v prvociselném rozkladu éisla n. Tento exponent budeme oznacovat v,(n)

a fikat mu p-valuace ¢isla n. Pokud (p,n) = 1, je v,(n) = 0, a pokud n = 0, je
vp(n) = oco.
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Tvrzeni. Pro libovolna pfirozena cisla a, b plati

(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b)
vp(a +b) > minfu,(a), vy () }
Pokud vy (a) # vp(b), pak dokonce vy(a + b) = min{v,(a), v,(D)}.

:
iv) vp((a,b)) = minfo,(a), vp(b)}
() vylla.b)) = max{v,(a). v, (b))

Tvrzeni. Necht m, n jsou nesoudélng cisla. Pak plati m#(™ = 1 (mod n), kde
©(n) je Eulerova funkce, kterd znaci pocet nesoudélnych ¢isel s n a mensich nez n.

Tvrzeni. (LTE pro lichd prvoéisla) Necht p je liché prvocislo a n pfirozené ¢islo.
Pro cela cisla x, y, ktera nejsou délitelna prvocislem p, plati:

(i) vp(z" —y") = vp(x — y) + vp(n), pokud x = y (mod p),
(i) vp(2™ +y™) = vp(x + y) + vp(n), pokud n je liché a x = —y (mod p).

Tvrzeni. (LTE pro 2) Necht n je pfirozené ¢islo. Pro lichd celd ¢isla x,y plati:

(i) va(z" —y") = va(x —y) + va2(n) prod |z —y,
(i) ve(z™ — y™) = vo(x + y) + va(z — y) + v2(n) — 1 pro sudé n.

Dukaz LTE ukazeme na prednasce, ale muzete to zkusit sami. Pouzijte matema-
tickou indukci na vy (n).

Lemma. Hodnota n — v,(n) roste nade vSechny meze pro n — co.

Ptiklad 1. Dokazte, 7e pro piirozené n plati 373 | 19973 +1.

Piiklad 2. Najdéte v,((p — 2)2P=Y — (p + 4)P~1) pro prvoéislo p.

Priklad 3. Najdéte viggr (19901991 4 199219917, (IMO shortlist 1991)
Priklad 4. Najdéte v8echna pfirozené n, pro ktera plati: 2™ | 3™ — 1

Priklad 5. Necht a, b jsou racionalni ¢isla. Dokazte, Ze je-li hodnota a™ — b™ celd
pro nekoneéné mnoho pfirozenych n, pak jsou obé ¢isla a, b cela.

Priklad 6. Necht a,n > 2 takova, Ze existuje pfirozené ¢islo k > 2 takové, ze
n | (a — 1)¥. Dokazte, ze n déli a” ! + a2 + .. + 1. (Romania TST 2009)

Pi#iklad 7. Najdéte viechy dvojice ptirozenych &isel (a,b) takovych, ze b® | a® — 1.
Pifiklad 8. Najdéte vSechny dvojice prvocisel (p, q) takovych, Ze

pq | (5P — 2P)(57 — 29).

Ptiklad 9. Pro ktera pfirozena n plati, ze 2"+2(2" — 1) — 8 - 3" + 1 je ¢tverec?
(Vietnam T'ST 2011)
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Piiklad 10. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které spliiuji
m?+2-3" :m(2”+1 —1).

(IMO shortlist 2010)

Priklad 11. Najdéte vSechna piirozena ¢isla n spliujici n? | 2" + 1.
(IMO 1990)

Priklad 12. Najdéte vSechna piirozend ¢isla n takova, ze n | 2"~1 + 1.

Hinty k prikladiim

Primé dosazovani do vzorce.
Berte (p — 1) jako spoleény exponent.
Berte 19911990 jako spole¢ny exponent.

Pouzijte LTE na prvocislo 2 a pak ukaZte, ze n nemutze byt moc velké.

U‘!“?‘E"l“

Je-li t nejmensi &islo, pro které plati, ze a® — b* je celé &slo, pak dokaZte, Ze
kazdy exponent s touto vlastnosti je nasobek ¢isla ¢.

6. Pouzijte LTE na vyraz a™ — 1.
7. Dokazte, Ze je-li p nejmensi prvocéislo délici b, pak pla — 1.
8. Predpokladejte, ze p je mensi procislo a ukazte, ze p musi byt 3.

9. Piedpokladejte, Ze &iselny vyraz se rovné a?, a upravte rovnici tak, aby na jedné

strané stalo 8.3" a na druhé soucin dvou zavorek. Snazte se eliminovat a a pouzijte
lemma na prvocislo 3. Dale ukazte, zZe n nemtze byt moc velké.

10. Pfevedte na tlohu 9.
11. Zjistéte, jaké mtzou byt 2 nejmensi prvociselné délitele cisla n.

12. VysSetfujte nejvetsi mocniny 2, které délin — 1 a p — 1, kde p jsou prvociselné
délitele ¢isla n.

Literatura a zdroje

[1] Amir Hossein Parvardi: ¢lanek Lifting The Ezponent Lemma
[2] www.mathlinks.ro
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Kombinatoricka teorie Cisel

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje ulohy z kombinatorické teorie ¢isel. Na konci jsou
k nim uvedeny navody.

Uloha 1. Vybrali jsme n+1 &sel z mnoziny 1,2, ... , 2n. Dokazte, ze nékteré z nich
déli nékteré jiné. (Paul Erdos)
Uloha 2. Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo je mozné vyjadiit jako soudet piiroze-
nych &isel tvaru 223% tak, aby zadné z nich nedélilo jiné.

Uloha 3. Alespon dvouprvkovad mnozina M piirozenych ¢isel je kouzelnd, jestlize

pro kazda rtzna a,b € M také
a+b

(a,b)
Najdéte vsechny kone¢né kouzelné mnoZiny. (BAMO, 2009)

e M.

Uloha 4. Bud m pfirozené &islo a oznaéme
M={neN|m?<n<(m+1)>.

Dokazte, Ze vSechny souciny tvaru ab pro a,b € M jsou rizné pro rizné neusporadané
dvojice {a,b}. (Indie 1998)

Uloha 5. Bud A n-prvkovd mnozina zbytkét modulo n?. Dokaite, Ze existuje
n-prvkovad mnozina B zbytkt takova, Ze soucty A + B pokryvaji alespon polovinu
vsech zbytkd modulo n?. (IMO Shortlist 1999)

Uloha 6. Bud p prvoéislo. Dokazte, ze z tabulky p? xp? je mozné vybrat p> policek,
aby zadna ctverice vybranych poli¢ek netvorila vrcholy pravotuhelniku, jehoZz strany
jsou rovnobézné se stranami tabulky. (Cesko-Slovensko-Polské stietnuti 2010)

Uloha 7. Najdéte vSechna piirozena ¢&isla k& > 2, pro kterd pro libovolny par
riiznych prirozenych é&isel m, n nepievysujicich k neni &islo n™~! — m™~! délitelné

k. (MEMO 2009)
Uloha 8. Je dano prvoéislo p. Najdéte viechna k takové, ze mnozinu {1,2,...  k}
1ze rozdélit na p éasti se stejnym souctem prvkii. (IMO Long List 1985)
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Nebojme se nekonecna

Uloha 9. Mnozina viech piirozenych ¢isel je rozdélena na koneéné mnoho podmno-
zin. Ukazte, Zze néktera z nich (ozna¢me ji M) m4 nésledujici vlastnost: s kazdym
n € M lezi v M nekone¢né mnoho dalsich nasobki n.

(Berkeley Math Circle Monthly Contest 1999-2000)

Uloha 10. Rozhodnéte, zda existuje nekoneéné rostouci posloupnost aj,as, ...
takova, Ze pro kazdé k je pouze konecné mnoho z ¢isel ay + k,as + k,a3 + k, ...
prvocisly.

Uloha 11. Dokazte, Ze existuje libovolné velkd mnoZina piirozenjch &isel M ta-
kové, ze (a — b)? | ab pro libovolna rtiznd a,b € M. (USA 1998)

Uloha 12. Budte a, b pfirozena ¢&isla vétsi nez 2. Dokazte, Ze existuje konecna
posloupnost (n;)¥ takova, Ze ny = a, ny = b, a navic n; + niyq | NiNiy1.

(Rumunsko 1998)

Uloha 13. Pfirozené &islo n je rozloZitelné, pokud existuje 2012 piirozenych &isel
a; s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) n=a1+az +---+ azoz,
(i) 1< a1 <ag <--- < ase,
(iii) a; | a;41 proi=1,2,...,2011.
Dokazte, ze ptirozenych cisel, kterd nejsou rozlozitelna, je pouze kone¢né mnoho.
(1KS 2012)

Uloha 14. Obarvime-li viechna pfirozena ¢isla koneéné mnoha barvami, dokazte,
ze najdeme trojici a, b, ¢ riznych Cisel stejné barvy takovou, ze a + b = c.
(Schurova véta)

Uloha 15. Nechf a; < ay < --- je rostouci posloupnost takova, ze an11 — a, <
1000000 pro vSechna n. Dokazte, Ze pak existuji indexy i, j takové, Ze a; | a;.
(Reid Barton)

Navody

1. Rozdélte mnozinu ze zadani na n ¢asti, ze kdykoli vezmeme dvé cisla z jedné
Casti, tak jedno bude délit druhé.

2. Je-li ¢islo sudé, vydélte dvéma, je-li liché odecététe nejveétsi moznou mocninu
trojky.

3. Vezméte si jakozto a, b nejmensi ¢isla z M. Pak musi (a + b)/(a,b) = a, z toho
a | b a vyjadiime b = a? — a. Piipad, kdy v mnoziné je jesté tfeti nejmensi &islo
¢ dovedeme do sporu (opét a | ¢, vyjadiime ¢, ... ). Jediné kouzelné mnoziny jsou
tedy dvouprvkové {a,a® — a}
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4. Kdykoli a1b; = agbs, daji se tato Cisla vyjadrit a; = wv, by = zy, as = uz,
by = vy. Déle pokud v < z a v < y, tak |y/uv] < |/Ty]. Rozebranim moznosti
usporadani u, v, z,y dostavame vysledek.

5. Postupné vybirejte prvky B. V kazdém kroku muiizete pomoci Dirichletova prin-
cipu pokryt alesporti n/2 novych zbytka.

6. Rozsekejte na ¢tverce p X p a v kazdém vyberte jakozto p policek thlopticku
posunutou v zavislosti na soucinu souradnic ptislusného ctverce.

7. Pouze 2, 3. Pro sudé k > 4 pfimo najdete m, n. Pro licha k > 5 existuje alespon
(k+3)/2 riiznych n < k, pro které n"~! dava kvadraticky zbytek, ale téch mtize byt
nanejvys (k + 1)/2.

8. Musi nutné £k > p a p | @ A v takovych situacich je skuteéné mozné
rozd€leni najit. Jakmile mate rozdéleni pro k, najdete snadno rozdéleni pro k +
2p parovanim dvojic se stejnym prvkem. Takto oSetfite pfipad p = 2 a pro licha
prvocisla staci najit rozdéleni pro k rovno 2p, 2p—1, 3p a 3p— 1. Pfipad 2p je mozné
opét sparovat, pro 3p volte posloupnosti: a,, = 3n, by = 3p — 1, b, 41 je nejvétsi ¢islo
pod b, nedélitelné tfemi, a ¢, analogicky jako b, ovSem zaéinajici na (3p — 1)/2.

Pak funguje rozdéleni na trojice
{ana bn,Cn},’fL == 1, 2, cee s P

Jelikoz maji tato rozdé€leni pro 2p a 3p stejné pocetné Casti, je mozné je pouzit i na
2p —1 a 3p — 1, kdyz si do mnoziny pfimyslite nulu.

9. Sporem, predpokladejte ze kazda mnozina mé zastupce, jehoz pouze konecne
nasobki lezi v pfislusné mnoziné. Spor pak hledejte v nasobcich soucinu vsech za-
stupct.

10. Ano, volime ji tak, aby a; bylo slozené, dale as i as + 1 byla slozena, aby as,
az + 11 as + 2 byla slozeni, ... .

11. Mame-li takovou mnozinu, mizeme ji celou posouvat o jistou konstantu, tak,
7e vlastnost zustane zachovana. Soucasné, mame-li takovou mnozinu, mtizem do ni
,beztrestné* pridat nulu.

12. Uvédomime si, ze vztah ze zadani fikd, Ze sousedni ¢isla jsou tvaru zyz,
z(xz — y)z. Nejprve umime prevést éislo a na ¢islo a!, pak z néj mizeme postupné
odbourévat nejvyssi prvocisla, az dostanem mocninu dvojky. Nakonec stac¢i libovolné
dvé mocniny dvojky na sebe umét prevést.

13. Indukci podle poctu séitanci, na které to rozkladame. Chceme-li rozlozit ob-
rovské liché ¢islo I, pouzijeme indukéni pfepoklad na (n — 1)/2, ptislugné rozlozeni
vynasobime dvéma a pricteme jednicku. Stejné rozlozime i nasobky obrovskych li-
chych &isel, zbyva rozlozit obrovské mocniny dvojky 1 4+34+3-4+3-42 + ...

14. Podle Ramseyovy véty v grafu, jehoz vrcholy jsou celd ¢isla a hrany jsou obar-
veny podle barvy své délky, najdete nekonec¢nou kliku.

22



MIREK OLSAK

15. Nazvéme z,, posloupnost k-skoro aritmetckou, pokud existuje aritmeticka po-
sloupnost a,, takova, ze 0 < x, —a,, < k. Pokud existuje prvek a,,, ktery nedéli zadny
prvek z,,, miZzeme z posloupnosti x,, vybrat (k — 1)-skoro aritmetickou posloupnost.

Literatura a zdroje

[1] Gabriel Carroll: Combinatorial Number Theory (Teacher’s Edition)
[2] Peter Vandendriessche, Hojoo Lee: Problems in Elementary Number Theory
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Hypercisla

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Obcas je uziteéné pridat k ¢islim nekoneéno. Jenze kdyz pfidame jenom
jedno, budeme mit problém s vyrazy jako 14 co — co. V tomto pFispévku to vyfesime
tim, ze priddme nekonecen vic. Pf¥idame jich dokonce tolik, ze viibec nebude poznat,
ze jsme néjaka pridali. Na zavér se podivame na pouziti takovych cisel.

Pro zacatek trocha teorie

Vsechny podmnoziny mnoziny prirozenych ¢isel N si rozdélime do dvou skupin: na
dobré (zapiSeme °°) a Spatné (zapiSeme *2). NepopiSeme sice pfesné, které mnoziny
budou které, ale udélame to tak, aby pro libovolné mnoziny A, B C N a libovolné

¢islo n € N platilo:

AL & (N\A)2 neboli A’ = (N\ A
(A ANBDA)=DB (A2 ANBCA)=B**
(A2 AB2)=(ANnB)2 (A2 AB22)=(AuB)22

{n} =2

Pokud by ¢tenéfe zajimalo, pro¢ je mozné mnoziny takto rozdélit, doporucuji si
zjistit néco o takzvanych ultrafiltrech.

A jdeme na véc

Definice. Pfirozenym hypercislem rozumime libovolnou posloupnost pfirozenych
¢isel (@)% . Analogicky mizeme definovat redlnd hypercisla. Dvé hyperéisla a, b
povazujeme za stejnd, pokud se shoduji na dobré mnozing, ¢ili {i : a; = b;}2°.
Funkce (napfiklad séitani, ndsobeni) hypercisel definujeme po slozkach. Standardni
Cisla ztotoznujeme s konstantni posloupnosti daného ¢isla, ostatni hypercisla nazy-

vame nestandardni.
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Hypercisla se chovaji stejné jako standardni Cisla

K pochopeni tohoto neforméalniho tvrzeni je tfeba se seznamit s nékolika zakladnimi
pojmy z matematické logiky, které si intuitivné vysvétlime.

Definice. Formuli rozumime konecény syntakticky korektni zapis, ktery je mozné
brat jako logicky celek v tom smyslu, Ze jednotlivé formule je moZné spojovat lo-
gickymi spojkami. Tedy napfiklad 1 4+ 1 neni formule, ale 1 + 1 = 3 uz je formule.
Formule miize obsahovat
(i) funkéni symboly +, —, -, ...,

) rovnitka =,
(iii) logické spojky A,V,=,...,
(iv) kvantifikdtory V, 3,
) proménné a,b, zq,...,

(vi) konstanty 0,1,2,...
Ne vSechny proménné pfitom musi byt kvantifikovany.

Priklad. Formulemi tedy mohou byt naptiklad
x=4, a-a+b-b=c-¢c, Jx(y=z- x),

VaIbVeVd(c-d=a+b= (c=1Vd=1)).

Formule je jen jakysi formalni zapis, ktery sdm o sobé€ nic neznamenda. Smysl
dostane v okamziku, kdy zvolime takzvanou strukturu. To je mnozina, pfes kterou
chdpeme kvantifikace, a kterd ma navic definované vyznamy funkénich symbola.
Prikladem struktury jsou tfeba standardni pfirozena ¢isla N. Jinou strukturou jsou
pak naptiklad pfirozena hypercisla, ktera budeme znacit N*.

V okamziku, kdy navic pfifadime vSem nekvantifikovanym proménnym ve formuli
dany prvek struktury, mizeme hovofit o pravdivostni hodnoté. Skutecnost, ze for-
mule @ plati ve struktufe A pfi ohodnoceni nekvantifikovanych proménnych prvky

a',a?,...,a" € A, zapisujeme

AElat, ..., a".

Nyni mizeme formulovat kyzené tvrzeni mnohem presnéji.
Véta. Méjme hypercisla a',a?,...a* € N* a formuli ¢ o k nekvantifikovanych

proménnych. Pak
N* = glat,a?,... ,a"] <= {i:NEpla},d?,... ,af]} 22,

Specialné, ma-li ¢ vSechny proménné kvantifikované, ma v N i v N* stejnou pravdi-
vostni hodnotu.
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HYPERCISLA

PouZiti nekonecnych cisel

Nestandardni pfirozend hypercisla jsou vétsi nez jakékoli standardni pfirozené ¢islo.
To nam umoznuje neékteré nekonecné mnoziny povazovat za konecné.

Uloha. Pomoci dané koneéné sady kone¢né velkych dlazdicek umime pokryt li-
bovolné velky ¢tverec (dlazdicky se neprekryvaji, ale mizou vycuhovat ze ¢tverce).
Dokazte, ze pak umime pokryt celou rovinu.

Uloha. Z dané nekone¢né mnoziny mié¢ti umime kazdou koneénou podmnozinu
vtésnat do jednotkové krychle. Dokazte, ze pak je umime do jednotkové krychle
vtésnat vSechny.

Uloha. (Z nekoneéné Ramseyovy véty plyne koneéna.) Jsou déna piirozena ¢isla b,
k a nekone¢ny graf. Kazdému kone¢nému podgrafu umime obarvit hrany b barvami
tak, aby nevznikla zaddné jednobarevnd klika (iplny podgraf) velikosti k. Dokazte,
7e pak je mozné obarvit vsechny hrany b barvami bez kliky na k vrcholech.

Drobet nestandardni analyzy

Definice. Rikdme, Ze realné hyperéislo je nekonecné malé, pokud jeho absolutni
hodnota je mensi nez vSechna standardni kladné realna ¢isla. Je-li rozdil dvou redl-
nych hypercisel a — b nekonec¢né maly, fikame, Ze se tato dvé ¢isla priblizné rovnaji,
a znacime a = b.

Definice. Redlna ¢isla (na rozdil napiiklad od raciondlnich) jsou dplnd. To zna-
men4, ze ke kazdému redlnému hypercislu 2 € R*, které neni nekoneéné velké (tedy
dn € N: |z| < n), umime najit standardni redlné ¢islo st(x) € R takové, ze = = st(x).
Definice. Rikéme, 7e funkce f:R — R je spojita, pokud pro libovolné z € R a
y € R* takové, Ze y = z, plati i f(y) = f(x).

Definice. Rikame, Ze funkce f:R — R je stejnomérné spojita, pokud pro libovol-
nou dvojici redlnych hyperéisel z,y € R* plati z =y = f(z) = f(y).

Uloha. (Bolzanova véta) Spojita funkce f nékde nabyva zdporné hodnoty, nékde
jinde kladné. Dokazte, ze nékde nabyva nuly.

Uloha. (Weierstrassova véta) Dokazte, Ze spojita funkce na uzavieném intervalu
nabyva maximalni hodnoty.

Uloha. Jsou dény dvé funkce f, g: R? — R spliiujici pro libovolné reélné z z inter-
valu (0;1)
f(z,0) <0, g¢(0,z) <0, f(z,1)>0, g(1,2)>0.

Dokazte, ze pak existuji redlné ¢isla x, y takovd, ze f(z,y) = g(x,y) = 0.
Literatura
[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperreals
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Permutacni grupy

ToMAS ,,SAVLIK® PAVLiK

Permutace

Permutaci rozumime prosté zobrazeni m: M — M na koneéné mnoziné M. Per-
mutace mizeme sklddat stejné jako zobrazeni, tedy m o p(z) = 7 (p(z)). Déle si
zavedeme nékolik zédkladnich pojmt a budeme zjistovat, jaka je souvislost permutaci
s algebraickou strukturou nazyvanou grupa.

Definice 1. Pevngm bodem permutace m rozumime prvek x € M takovy, Ze
m(x) = x.

Definice 2. Identickou permutaci (také identitou) rozumime permutaci, ve které
jsou v8echny prvky pevné body. Znacime ji ¢d. Transpozici rozumime permutaci,
kde se dva prvky prohodi a ostatni jsou pevné body.

Definice 3. Permutaci nazveme lichou, pokud ji lze zapsat jako sloZeni lichého
poctu transpozic. Permutace je sudd, pokud neni licha.

Poznamka 4. Sudost nebo lichost mizeme zjistit také pomoci poc¢tu inverzi nebo
poctu sudych cykld v permutaci.

Definice 5. Rdd permutace 7 je nejmensi prirozené Cislo n takové, ze
mo---om =id.

—_———

n
Priklad 6. Najdéte vSechny permutace na 3 prvcich a rozhodnéte, které jsou sudé
a které liché.

Piiklad 7. Dokazte, ze pro kazdé n je stejné sudych a lichych permutaci na n
prvcich.

Grupy

Definice 8. Grupa je ¢&tvetice (G0, 1, e), kde G je mnozina prvkil grupy,
0:G x G — G je binarni operace, ~':G — G je unarni operace, ktera kazdému
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prvku piifadi prvek inverzni a e € G je neutrdlni prvek (téz jednotka). Navic musi
platit:

(i) ao(boc)=(aob)oc,
(i) aoe=eoa = aq,
(ili) aca ™t =a"loa=ce.

Priklady grup:

(a) Mnozina ¢isel {0,1,2,...,n — 1} s operaci s¢itani modulo n. Znacime Z,.
(b) Mnozina ¢isel {1,2,...,p—1} s operaci ndsobeni modulo p, kde p je prvodislo.
(c) VsSechny symetrie ¢tverce s operaci sklddani zobrazeni, znac¢ime Dsg.

Definice 9. Permutacni grupou nazveme grupu, kde G jsou nékteré permutace na
kone¢né mnoziné M, e je identickd permutace, (mo p)(z) := 7(p(z)) a 7! je opacni
permutace k 7.

Poznamka 10. Pozor, permutace v permuta¢ni grupé G musi byt uzaviené na
skladani. Pokud G obsahuje vSechny permutace na M, pak ji fikdme symetrickd a
znacime ji S, kde n = |M|. Pokud G obsahuje jen vSechny sudé permutace, pak ji
tikdme alternujici a znac¢ime ji A,.

Tvrzeni 11. Kazda grupa Ize zapsat jako permutac¢ni grupa.

Definice 12. Permutac¢ni grupa je k-tranzitivni, pokud pro kazdné dvé posloup-

nosti prvki {a;}F_, € M, {b;}F_, € M existuje 7 € G takové, Ze m(a;) = b; pro
vSechnai=1,2,... k.

Priklad 13. Pro kazdé n € N urcete, kolik ma grupa Sg prvka fadu n.

Priklad 14. Dokazte, Ze pokud mé grupa sudy pocet prvkil, pak mé alespon jeden
prvek fadu 2.

Priklad 15. Méjme 2-tranzitivni permutac¢ni grupu G, ktera obsahuje transpozici.
Dokazte, ze G je symetricka.

Priklad 16. Dokazte, Ze pokud je permutaéni grupa k-tranzitivni a obsahuje cyk-
lus délky k, pak je uz nutné symetrickd nebo alternujici.

Ndvod.
(i) G je k-tranzitivni a mé k-cyklus = G obsahuje vSechny k-cykly.
(ii) G obsahuje vSechny k-cykly = G obsahuje vSechny 3-cykly.
(iii) G obsahuje vSechny 3-cykly = G obsahuje vSechny sudé permutace.
(iv) G obsahuje vSechny sudé permutace a jednu lichou = G je symetricka.

Tvrzeni 17. Pokud je permutacni grupa n-tranzitivni, kde n > 5, pak je nutné
symetricka nebo alternujici.
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Literatura a zdroje

[1] Jakub Oprsal: Rubikova teorie grup (Sbornik MKS Domaslav 2010)
[2] Libor Barto: Hlavolamy a grupy (knihovna MKS, mks.mff.cuni.cz)
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Kdyby Eukleides zil v Japonsku

MONGA PoOSPISILOVA

P1i této prednasce budes mit za tikol sestrojit vSechno mozné jen pomoci ohybani
papiru, podobné jako pfi origami. OvSem protoZe je prednaska matematickd a ne
umélecka, radéji se dohodneme, jaké ohybani bude dovolené. Uréime si Sest axiomu
prehybaci geometrie, tedy Sest akci, které muzeme provadét.

(A1)

(A2)

(A3)
(A4)

(A5)

(A6)

Méame-li dany na papife body A a B, umime udélat piehyb, ktery jimi pro-
chézi (papir pfehneme v piimce prochézejici obéma body).

Maéame-li dany body A a B, umime udélat prehyb, aby bod A lezel na bodu
B (body déme prosté na sebe a pfehneme, vytvofime tak vlastné osu tsecky
AB).

Méme-li dany dvé primky p a ¢, umime udélat prehyb takovy, Ze p bude lezet
na q.

Maéame-li ddn bod A a pfimku p, umime udélat prehyb kolmy na p prochéazejici
A.

Méame-li ddny body A a B a pfimku p, umime udélat piehyb prochézejici B
takovy, Ze A bude lezet na p (to uz vyzaduje jistou davku Sikovnosti, pfesto
to proveditelné je).

Méame-li dany body A, B a pfimky p, ¢, umime udélat prehyb takovy, ze A
bude lezet na p a B na gq.

Pro nazornost jesté axiomy v obréazcich:
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Priklad 1. Na strandch obdélnikového papiru ABCD forméatu A4 jsou nakres-
lené body E, F', G, H, I, J jako na obrazku. Poskladejte stfed kruznice vepsané
trojuhelniku uréenému primkami EJ, FG a HI.

D H G C

i
JaN

A E F B

Priklad 2. Obarvéme jednu stranu papiru bile a druhou ¢erné. Poskladani papiru
nazveme vyvdZené, pokud pro kazdy bod pti pohledu shora vidime (i skrz) stejné
bilych i ¢ernych stran (piiklad: pfehneme-li obdélnik naptl, mame vyvazené poskla-
déni, pfehneme-li ho na tfetiny, pak nikoliv).

Ukazte, Zze mame-li obdélnik takovy, ze pomér délek jeho stran je racionélni ¢islo,

potom z tohoto obdélniku je mozné poskladat ctverec tak, Ze toto poskladani bude
vyvazené.
Priklad 3. Nechf vy > 2v;,. Dokazte, Ze existuje nekonvexni étyftuhelnik ABCD
takovy, ze thel u vrcholu B je vétsi nez 180°, vyska trojuhelniku ABC' z vrcholu
B je rovna vy, vyska trojuhelniku ADC' z vrcholu D je rovna vy a ze ¢tyfihelniku
ABCD lze poskladat ¢tyfstén (pozor, at neposkladate ,placku).

Priklad 4. Poskladejte rovnostranny trojuhelnik, mate-li dany dva jeho vrcholy.
Je-li vice moznosti, sta¢i ndm jedna z nich.

Priklad 5. Je ddn obdélnikovy list papiru, obdélnik tvofici papir ozna¢me R.
Napiehybejte pouze pomoci axiomu (A2) vrcholy obdélniku O takového, ze O
je podobny R a delsi strana O m4 stejnou délku jako kratsi strana R.

Priklad 6. Je dan ¢tvercovy list papiru s vrcholy ¢tverce A, B, C, D (v tomto
poradi). Na strané AB je ddn bod X;. Napfehybejte vSechny body X3 na strané BC
takové, aby X; = X5 pri nasledujicim postupu sklddani: Bod X3 je bod na strané
CD takovy, ze kdyz pielozime papir podél isecek X1 X5 a X5 X3, potom (pielozené)
piimky BX,; a CX5 splyvaji (bod X4 na strané DA a bod X5 na AB ziskdme
podobné).

Priiklad 7. Méjme na papife tii body, které tvori trojuhelnik. Posklddejte Ctverec
o stejném obsahu, jako ma trojihelnik.

Priklad 8. Rozdélte zadany tihel na tietiny.

Literatura

Prednaska je prevzata z 6. série 24. ro¢niku MKS:
http://mks.mff.cuni.cz/archive/24/6.pdf .
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Antirovnobéznost

MicHAL ,KENNY®“ ROLINEK

ABSTRAKT. Prispévek vysvétluje princip antirovnobéznosti na mnoha tlohach z c¢es-
kych i zahrani¢nich soutézi. Ukazuje i vyuziti antirovnobéznosti v moderni geometrii
trojahelnika.

0 co jde?

Definice. Je dan tthel XVY a jeho osa o. Pfimky p a ¢ nazveme antirovnobézné
v tthlu XVY, pokud pro osovy obraz p’ piimky p podle o plati p’ || ¢. Pokud navic
V epaV €gq,fikdme, Ze p a q jsou izogondini v ihlu XVY.

Uhlem v piechozi definici rozumime i dvojici rovnobéznych pifmek. Osou tihlu
pak v tomto pfipadé rozumime osu pasu mezi rovnobézkami.

Bez naroku na presnou formulaci a presny dikaz uvedeme klicové tvrzeni, které
propoji antirovnobéznost s tétivovymi ¢tyithelniky.

Tvrzeni. Piimky p a q jsou antirovnobézné v daném thlu, pravé kdyZ nastane
jedna ze situaci zachycenych na obrazcich nize.
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Tvrzeni. Pokud jsou p a q antirovnobézné vzhledem ke dvéma riznym uhlam,
pak maji tyto tihly kolmé ¢i rovnobézné osy.

Tvrzeni. Pokud jsou p a q antirovnobézné vzhledem ke dvéma riuznym thlim,
pak dvojice antirovnobéznych primek v téchto tihlech splyvaji.

Lehké priklady

Piiklad 1. Na kruznici k je dana tétiva AB. Ozna¢me S stied kratsiho oblouku
AB. Bodem S vedeme dvé ruzné piimky, které protnou AB a k ve Ctyfech dalSich
bodech. Ukazte, ze tyto body lezi na kruznici.

Priklad 2. Af ABCD je tétivovy. Bud P = ABNCD a Q = AD N BC. Ukaite,
7e osy uhli AQB and BPC jsou kolmé.

Priklad 3. Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me
K, L po radé dotykové body jejich spolecné te¢ny zvolené tak, ze bod B je vnitfnim
bodem trojiuhelniku AK L. Na kruZnicich k a [ zvolme po fadé body N a M tak,
aby bod A byl vnitfnim bodem tsecky M N. Dokazte, ze ¢tyfthelnik KLMN je
tétivovy, pravé kdyz pfimka M N je tecnou kruznice opsané trojuhelniku AK L.
(Doméci kolo MO 2010)

Piiklad 4. At ABC je trojahelnik. Kruznice prochézejici body B a C' protne
strany AB a AC podruhé postupné v C’ a B’. Ukazte, ze BB',CC’' a HH’, kde
H a H’ jsou postupné ortocentra trojuhelnikit ABC a AB’C’, prochazeji jednim
bodem. (IMO shortlist 1995)
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Kamaradi H a O

Tvrzeni 5. V AABC je H prisecik vysek a O stied kruznice opsané. Pak AH a
AO jsou izogonalni v tuhlu BAC.

Priklad 6. V trojuhelniku ABC plati, Ze vyska a téznice z vrcholu A rozdéli thel
BAC na tfetiny. Urcete vnitini thly v AABC.

Priklad 7. V trojuhelniku ABC plati, Ze vyska, téZnice a osa thlu z vrcholu A
rozdéli thel BAC na ¢tvrtiny. Urcete vnitini uhly v AABC.

Priklad 8. Uhlopiicky AC a BD tétivového étyFahelnika ABCD se protinaji v P.
Stiedy kruznic opsanych ABCD, ABP, BCP, CDP a DAP ozna¢me postupné O,
01, Oz, O3 a Oy4. Ukaite, ze OP, 0103 a O304 prochéazeji jednim bodem.

(Cina 1990)

Piiklad 9. Trojahelnik ABC je ostrothly. Budte D a F body na stranidch BC
a AC takové, ze A, B, D a FE lezi na kruZnici. Dale predpokladejme, ze kruznice
opsand D, E a C protne stranu AB ve dvou bodech X a Y. Ukaite, ze stifed XY je
zaroven patou vysky z C na AB. (Baltic Way 2010)

Priklad 10. V roviné se kruZnice k; a ko o stfedech po fadé I; a Iy protinaji ve
dvou bodech A a B. Necht je thel I;Al, tupy. Teéna ke k; v bodé A protina ko
jesté v bodé C a tefna ke ky v bodé A protind k; jesté v bodé D. Oznaéme ks
kruznici opsanou trojuhelniku BCD. Necht E je stfed toho oblouku C'D kruZnice
ks, ktery obsahuje bod B. Pfimky AC' a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K
a L. Dokazte, 7e pfimky AF a KL jsou navzajem kolmé. (MEMO 2011)

Symediany

Definice 11. Je dan trojuhelnik ABC'. P¥imku, ktera je izogondlni s téZnici z vr-
cholu A v tthlu BAC, nazveme A-symedidnou trojihelnika ABC.

Tvrzeni 12. Ke kruznici opsané NABC sestrojime te¢ny v bodech B a C' a jejich
prusecik oznacime S. Pak AS je symedidna v AABC.

Priklad 13. Af ABC je rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou AB. Déle necht
P je jeho vnitini bod takovy, ze |<PAB| = |<PBC|. Ozna¢me M stfed AB. Ukaite,
%e |<APM| + |<BPC| = 180°. (Polsko 2000)

Priklad 14. Jsou dany dvé kruZnice ki a ko, které se protinaji v bodech A a B.
Na kruznici ke zvolme bod C' tak, ze tisecka BC' protne kruznici k1 v bodé rizném
od B, ktery oznacime L. Pfimka AC protne kruznici k; v bodé ruzném od A, ktery
oznacime K. Dokazte, ze pfimka, na niz lezi teznice z vrcholu C' trojuhelniku K LC),
prochézi pevnym bodem nezavislym na poloze bodu C.

(zobecnéné domaéci kolo MO 2011)
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Tvrzeni 15. Symedidny se protinaji v jednom bodé. Nazveme ho Lemoinovym
bodem AABC.

Priklad 16. Bud ABC trojthelnik s Lemoinovym bodem L. Rovnobézka s AB
vedend bodem L protne strany CA a CB v bodech C7, C5. Podobné definujme
Ay, As, By, By. Ukazte, ze pak téchto Sest bodu lezi na kruznici. Kde je stied této
kruznice?

Priklad 17. Bud ABC trojthelnik s Lemoinovym bodem L. Antirovnobézka s AB
v thlu AC'B vedena bodem L protne strany CA a CB v bodech C7, C5. Podobné
definujme Aq, Ay, By, Bs. UkaZte, Ze pak téchto Sest bodu lezi na kruznici. Kde je
stred této kruznice?

Isogonal conjugates

Definice 18. Body P a P’ v trojihelniku ABC nazveme isogonal conjugates vici
AABC, pokud jsou AP a AP’ izogonéalni v thlu BAC a podobné dvojice pfimek
BP, BP' a CP, CP' jsou izogonalni postupné v tthlech ABC a BCA.

Tvrzeni 19. Ke kazdému bodu v roviné, ktery nelezi na kruznici opsané NABC,
existuje isogonal conjugate viici AABC.

Pfiklad 20. At P a P’ jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC. Pak projekce
bodt P a P’ na strany trojihelnika lezi na jedné kruznici.

Piiklad 21. Je dén trojuhelnik ABC, T je Gergonnetv bod a H7T stfed kladné
stejnolehlosti, kterd zobrazi kruznici vepsanou AABC na kruZnici opsanou. Pak T’
a H™T jsou isogonal conjugates.

Priklad 22. Je dan trojuhelnik ABC, N je Nageliv bod a H~ stfed zaporné
stejnolehlosti, kterd zobrazi kruznici vepsanou AABC' na kruznici opsanou. Pak N
a H™ jsou isogonal conjugates.

Priklad 23. Uvnitf étyfthelnika ABCD je dan bod P nelezici na BD tak, ze
|<PBC| = |<DBA| a |<PDC| = |<BDA]|. Ukazte, ze ABCD je tétivovy pravé
tehdy, kdyz |AP| = |PC|. (IMO 2004)

Priklad 24. Af P a P’ jsou isogonal conjugates viéi ANABC. Ukazte, ze P’ je
stfed kruznice opsané trojuhelniku tvofenému obrazy bodu P pies strany AABC.

Priklad 25. KruZnice k vytne na kazdé strané trojuhelnika ABC tsecku. Ukazte,
ze potencni stfed kruznic, jejichz priméry jsou tyto tsecky, je isogonal conjugate
stfedu kruznice k. (zobecnéné IMO 2008)
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Priklad 26. Uvniti trojuhelnika ABC je ddn bod P. Oznacéme A’, B’, C' paty
kolmic spusténych z bodu P na prislusné strany. Déle necht A" je priisecik kruznice
opsané trojuhelniku A’ B’C’ a strany BC rtizny od A’. Kone¢né naleznéme na tiseéce
A"B' bod X takovy, ze |[<XAC| = |<PAB|. UkaZte, ze |[<AX B| = 90°.

(iKS G3)

Tvrzeni 27. Je ddn ANABC a piimka ¢. MnoZina bodi X', které jsou isogonal
conjugate k néjakému bodu X € ¢, je kuzelosecka.

Piiklad 28. (General Feuerbach Theorem) Jedédn AABC avném X a X’ isogonal
conjugates. Pokud pifimka X X’ prochdzi stfedem O kruZznice opsané NAABC, pak
kruZnice opsand projekcim bodid X a X’ na strany AABC se dotyka kruznice deviti
bodd.

Piiklad 29. Je dan trojuhelnik ABC (JAB| # |AC|). Na jeho vysce AAg, kde
Ag lezi na BC, zvolime bod X. Oznacime B; resp. C; pruseéiky BX s AC, resp.
CX s AB. Pokud je BCC1B; tétivovy, ukazte, ze X je prisecik vysek trojihelnika
ABC. (Celostétni kolo MO 2007)

Literatura a zdroje

[1] Nathan Altshiller-Court: College Geometry, Dover Publication, New York,
2007
[2] http://www.mathlinks.ro
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Cauchy-Schwarzova nerovnost

ALCA SKALOVA

vvvvvv

nosti s 51rokym uplatnénim. TTi nejbéznéjsi zptsoby se naucime na nasledujicich
prikladech.

Véta. (Cauchy-Schwarzova nerovnost)
Pro kazdé dvé n-tice uy,us,...u, € R a vy,vs,...v, € R plati

(uf +ud+ - +up) (v +0v3 4+ 7)) > (w1 + ugvz + -+ + upvy)?,

pFicemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje A € R takové, ze u; = Avy,
Uz = AVg, ..., Uy = AUp.

Klasicky CS

Piiklad 1. Bud ABC trojihelnik o stranach a, b, c a K LM trojthelnik o strandch
k, I, m. Ukaz, ze
(@ + 6% + ) (K* + 1* + m?) = (ak + bl + cm)?,

praveé kdyz AABC ~ AKLM.
Priklad 2. Dokaz nasledujici nerovnosti pro kladna ¢isla a;, i =1...n € N:

(i) (a1 4az+--+ay) (i+£++i) > n?,

(i) n(af +a3+---+a2) > (a1 + a2+ +an)?
Piiklad 3. Pro z,y,z € R dokai 7e plati

0) 5 + 1y + 1= 2 s

(i) 14(z? + 9%+ 22) > (x + 2y + 32)°.
Piiklad 4. Dokaz nerovnost pro z,y,z € R*:

yafz * z?fx * yfx 2 x+?2J+Z'

1Tak fikdme nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimérem.

37



CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST

CS a zlomky

Tvrzeni. (CS zlomkobijec)
Necht n € N. Déle budte a1, as, . ..a, € RT, by, b, ...b, € RT. Pak plati

a1 as an (\/ch—i— \/672—1—---—1—\/&,1)2
S 2 ) > .
b be bn, by +by+ -+ by
Priklad 5. Budte a, b, ¢, d kladn4 ¢isla spliiujici a + b + ¢ + d = 1. Ukaz, Ze plati
a® b2 c? d? 1

> —,
atb btec c+d dta=2

(Irskda MO)
Piiklad 6. Pro a,b,c € RT dokaz nasledujici nerovnost:
a L b n c S §
b+c c+a a+b 2

(Nesbittova nerovnost)
Piiklad 7. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ dokaZz nerovnost

a n b n c S
b+2c c¢c+2a a-+2b—

1.

(Cesko-slovensko-polské stietnut{)

Priklad 8. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 éisla, jejichZ souéin je roven jedné. DokaZ, ze
plati

1 n 1 L 1 S 3
at(b+c) b(at+c) Ab+a) 2
(IMO 1995)
CS a odmocniny
Tvrzeni. Bud n pfirozené &islo a ay,as,...,a,, by,ba,...,b, Cisla kladna. Pak

plati
Varby +Vasbs + -+ Vanb, < Va1 +az + -+ an)(br + bz + - + by).
Priklad 9. Pro vSechna x € R, pro kterd ma leva strana smysl, dokaZ nerovnost
Vo +1++v2z—3++/50 -3z <12.
Piiklad 10. Dokaz néasledujici nerovnosti pro a,b,c € R*:
(i) Vad + Vb3 + Ve < \/(a+b+c)(a® + b2+ c2),
(it) Va® + Vb3 + V3 < \/3(a® + b3 + ¢3),
(iif) avd+by/c+cv/a < \/(a+b+c)(a? + b2 + c2).
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Priklad 11. Kladn4 ¢isla x,y, z > 1 spliiuji % + % + % = 2. Dokaz, ze

\/x—1—|—\/y—1—|-\/z—1§\/x—|—y+z.

(Iranska MO 1998)

Piiklad 12. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ dokaZ nerovnost

a b c
+ + > 1.
VaZ+8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab

(IMO 2001)

Literatura a zdroje

Prednaska Cerpéd ze seridlu Nerovnosti (29. ro¢nik, na strankdch mks.mff.cuni.cz
v sekci Archiv) napsaného Michalem ,Kennym® Rolinkem a Pavlem Salomem.
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Sinova véta

ALCA SKALOVA

Véta. (Sinova véta) Pro kazdy trojuhelnik ABC s vnitinimi Ghly «, 3, 7y, stranami
a, b, ¢ a polomérem kruznice opsané R plati

a b c

=2R.

sina  sinf  sinvy

Ulohy na zahiati

Priklad 1. Méjme trojuhelnik ABC, prisec¢ik osy thlu ACB se stranou AB

& 5. 3o APl _ |AC]
oznac¢me P. Dokaz, ze ‘5P = T8O

Reseni. PouZijeme sinovou vétu na ,sousedni® trojuhelniky APC a CBP:

|AP| _ |AC| . BRI |BC]
sinl  sin|<APC] sinl  sin|<CPB|’

Jelikoz ovSem |<APC| = 180° — |<<C'PB|, je sin |<APC| = sin |<<CPB| a dokonéeni
ulohy je jiz pouze otdzkou vyjadieni z predchozich rovnic.

P B

Priklad 2. Je dén trojuhelnik ABC, stied strany BC ozna¢me M. Necht na strané
AB lezi bod P. Ozna¢me @ priseé¢ik AM a PC. Dokaz, ze |CQ| = |AB| pravé tehdy,
kdyz |AP| = |PQ)|.
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Priklad 3. M¢éjme rovnostranny trojuhelnik ABC, jeho stfed oznaéme S. Na
strané AB lezi bod D takovy, ze |AS| = |AD|. Postupné ozna¢me E a F priise-
¢iky pfimky DS s AC a BC. Dokaz, ze |DE| = |EF)|.

Ulohy stedni az t&zké

Priklad 4. (netradiéni) V pevném tGhlu XVY | plave“ tétiva konstantni délky d
s konci A (na polopfimce VX) a B (na polopfimce VY'). Dokaz, ze kazda kruznice
opsand trojuhelniku ABV se dotyké jedné pevné kruznice.

Priklad 5. V rovnobé&zniku TUVW jsou na stranach TU a UV po fadé body X,
Y tak, ze |TX| = |VY| > 0. Pfimky TY a VX se protinaji v bodé P. Dokaz, ze P
lezi na ose thlu VWT.
Priklad 6. Mgjme tétivovy ¢tyiuhelnik ABC D s pruseéikem thlopficek P. Dokaz,
ze plati

|AP|-sina+ |CP|-siny =|BP|-sin 3+ |DP|-siné.
Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me M stied strany BC a T prusecik tecen

v bodech B a C' ke kruZznici opsané trojuhelniku ABC. Dokaz, Zze potom |<BAT| =
|<MAC|. Piimka AT je takzvand symedidna.

Priklad 8. Uvazujme konvexni ¢tyfthelnik ABCD, jehoZ strany AB, BC a CD
jsou stejné dlouhé a ktery neni lichob&znik.! Oznaéme S priiseéik jeho thlopficek.
Dokaz, ze |AS| = |SD|, pravé kdyz |<BAD| + |<ADC| = 120°.

(MKS, ro¢nik 28)
Priklad 9. Je dén trojihelnik ABC. Bud S stied strany AB a H ortocentrum
AABC. P¥imka p je kolmice na S H prochazejici bodem H. Jeji pruseciky s pfimkami
AC, BC ozna¢me P, Q. Dokaz, ze |HP| = |HQ)|.
Pfiklad 10. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC (o = f = 50°). Na strané
AB naleznéme bod K tak, ze |[<ACK| = 50°, dale sestrojme bod L na strané BC
tak, aby |<CAL| = 30°. Uréi |[<ALK].
Priklad 11. Mé&jme konvexni pétithelnik ABC DFE se vSemi stranami shodné délky
a. Prisecik uhlopficek AD a EC ozna¢me S. Vime, Ze |<ASE| = 60°. Dokaz, Ze
dvé strany ABC DFE jsou rovnobézné. (MEMO 2011, Miso Szabados)
Priklad 12. Je dan tétivovy étyftahelnik ABCD. Oznac¢me P, (), R paty kolmic
z bodu D postupné na BC, CA, AB. Dokaz, ze |PQ| = |QR| pravé tehdy, kdyz se
osy uhli <ABC a <ADC protnou na AC. (IMO 2003)

Literatura a zdroje
Prednagka &erpa prevazné ze starstho prispévku Tomase ,,Savlika® Pavlika.
INeboli z4dné dvé jeho strany nejsou rovnobé&zné.
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Banach-Tarského paradox

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

Uvod

Roku 1924 spatfil svétlo svéta krasny paradox z dilny Stefana Banacha a Alfreda
Tarského, ktery odhalil, Ze ackoliv se v trojrozmérném euklidovském prostoru (R3) da
bez potizi provozovat klasickd stereometrie, existuji zde 1 mnoziny, jejichz vlastnosti
odporuji jakékoliv geometrické intuici. Pfesné znéni je nasledujici:

Paradox. (Banach-Tarského, silnéjsi forma) Pro jakékoliv dvé omezené mnoZiny
A,B C R?, které maji neprézdny vnitiek (tj. obsahuji jako podmnozinu néja-
kou kouli), existuje n € N, disjunktni mnozZiny A,..., A, a disjunktni mnoZiny
By,...,B, takové, ze A= Ay U---UA,, B=B1U---UB, amnoziny A; a B; jsou
pifmo shodné! pro 1 <i < n (neformélné, A Ize ,rozfezat® a ,presklddat“ na B).

Popularni je vSak podstatné slabsi forma paradoxu, kterou si na prednasce doka-
Zeme a kterd pravi (jiz jen neformalné):

Paradox. (Banach-Tarského, populdrni forma) Kouli Ize ,rozfezat“ a , preskladat®
na dvé koule.

Dtisledek. V R3 neexistuje , univerzalni objem*, tedy funkce u, kterd by kazdé
mnoziné prifadila nezaporné realné cislo ¢i oo, jednotkové krychli by prifadila 1,
pii shodnych zobrazenich by neménila hodnotu a pro kazdé dvé disjunktni mnoziny
A, B C R3 by platilo (AU B) = u(A) + u(B).2

1Tedy lisi se jen posunutim a otocenim.

2Tento problém nastésti neni az tak paléivy, jak by se mohlo zdat — s uvedenymi patologickymi
pripady se v ,praxi“ témér nikdy nesetkdvame, takze pokud se smifime s jistymi nepftili§ striktnimi
omezenimi na mnoziny, u kterych chceme mé¥it objem (tzv. mé¥itelné mnoziny), mizeme takovouto
1 sestrojit.
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Plan diakazu

Dtikaz provedeme v néasledujicich krocich:

(1) Rozdélime na Gtyfi ¢asti (mnoziny) tzv. volnou grupu generovanou dvéma
prvky, pricemz z dvojic ,protéjsich“ ¢asti dokazeme sestavit dvé kopie pu-
vodni grupy.

(2) Analogicky rozklad (prvky grupy interpretujeme jako rotace koule) prove-
deme na kouli, ze které vyhodime nékteré body.

(3) Ukazeme, ze ndm vyhozeni boda v ¢asti (2) nevadi.

Cast (1) - volna grupa a jeji rozklad

Definice. Volnd grupa generovand dvéma proky je mnozina vSech (konecnych) slov
(posloupnosti, fetézci) skladajicich se z ,pismen® a, b, a~!, b1, pfidemz a a a™?,
resp. b a b~ ! se v téchto slovech nesmi vyskytovat za sebou; navic obsahuje prazdné
slovo e. Tuto grupu znacime Fs. Prvky F5 lze skladat tak, ze prislusna slova napiseme

za sebe? a piipadna zakizani podslova vyskrtneme?.

Nasledujici obrazek ilustruje vyse zminovany rozklad Fb:

[y
4+
b=l e b
a-1 %
4+
o

=+

Rozkladové mnoziny budeme nadéle znacit F,, F,-1 Fp, Fp-1.

Pozorovani. F5 je spodetna mnozina.

Cast (2) - rozklad koule

V dalsim textu budeme jako B oznacovat jednotkovou kouli se stfedem v pocatku a
S jeji povrch (tzv. sféru).

3Pokud je jednim z téchto slov e, jednoduSe misto né&j nic nenapiseme.
4Pokud po vyskrtnuti vzniknou nové zakdzani podslova, pokracujeme ve Skrtani. Pokud po
vyskrtani nic nezbyde, jde o prazdné slovo e.
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Prvkam F5 nyni pfifadime nasledujici symetrie B: a budeme intepretovat jako
otoceni o® ¥ = arccos% podle osy y, b jako otoceni o ¥ podle osy z, prislusné
» 1-prvky“ jako inverzni otodeni, delsi slova jako postupna ot4ceni® a prazdné slovo
jako identitu. V dalsim textu budeme prvky F5 ztotoznovat s prislusnymi rotacemi.

Definice. Pro s € S nazveme orbitou s mnozinu vSech prvkid S, na které lze s
zobrazit pii néjakém otoceni z Fy; znacime ji O.

Pozorovani. Orbity tvori rozklad sféry.

Nyni provedeme preskladani sféry. Nejprve z ni ale ,,vyhodime* orbity téch prvk,
které se zachovavaji (tj. lezi na ose) pfi néjakém otocéeni z F» — ty by mohly délat
problémy. Takto jsme vyhodili spoc¢etné mnoho (kazda rotace z Fy zachovava pravé
dva prvky a F» je spocetna) spoéetnych mnozin (kazda orbita je jen ,nakreslenim®
spocetné mnoziny F), jde tedy o spocetnou mnozinu. Tuto mnozinu ozna¢ime D.

Mnozinu S\ D jiz umime rozloZit na étyti ¢asti — z kazdé orbity vybereme” jeden
prvek, mnozinu téchto prvkid oznac¢ime A. Aplikujeme-li nyni na vSechny prvky A
rotace z mnozin F,, F,—1 F,, F,—1, dostaneme rozklad S\ D na ¢ty¥i mnoziny (kazda
obsahuje ,,étvrtinu® z kazdé orbity v .S\ D), pfi¢emz z odpovidajicich dvojic mizeme
otofenim dostat dvé kopie S\ D.

Cast (3) - dokonéeni a opravy

Pozorovani. Umime-li preskladat sféru, umime preskladat i kouli bez stiedu.
Lemma.

(i) Kruznici Ize pieskladat na kruznici bez jednoho bodu.
(ii) Kouli Ize presklddat na kouli bez stfedu.
(iii) Sféru lze presklddat na sféru bez spocetné mnoha bodii.

Ve svétle uvedeného Pozorovani a Lemmatu se problém preskladani koule redu-
kuje na preskladani mnoziny S \ D (tj. sféry bez spocetné mnoha bodit), coz jsme
jiz vyiesili vige.

Literatura a zdroje

[1] Patak, P.: Sbirka prikladi: Teorie mnoZin a patologické pripady,
http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/~papa/texty /sbirka-temno.pdf

[2] Clanek o Banach-Tarského paradoxu na Wikipedi,
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski_paradox

5Lze volit i mnohé jiné hodnoty 9, tato je ,tradiéni® a obvykle se v ditkazech pouziva.

STedy napt. abba~! reprezentuje otoceni, které vznikne takto: nejprve kouli otoéime o ¥ podle
y, potom dvakrat o ¥ podle z a nakonec o —¢ podle y.

7Stoji za zminku, ze v tuto chvili je nutné pouzit tzv. aziom vybéru. Bez néj by paradox nemusel
byt platny.
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Deka pani Perkinsovej

MICHAL SZABADOS

Nazov prednasky pochadza z tlohy v jednej z Dudeneyho knih — v anglickom origi-
néle je quilt vySivana deka na postel so $tvorcovym vzorom. Na prednaske sa budeme
pokusat vyriesit nasledujicu ulohu:

Na kolko najmenej Stvorcov s celociselnou stranou sa dd rozdelit Stvorec n x n?

Dudeney ju riesil pre n = 13. My si najprv rozmyslime, ako tilohu presne formu-
lovat, a ukdzeme si rozne stratégie pri jej rieseni, ktoré sa pouzivajui pri kombinato-
rickych tlohach. Okrem iného si poloZime aj tieto otazky:

e Musia matf malé $tvorce rovnobezné strany s velkym?

e Da sa Stvorec rozdelit tak, Ze niektoré dva Stvorce maji iraciondlny pomer
stran?

e Ako s tym stivisia Fibonacciho éisla a refazové zlomky?

e Sldvny problém: D& sa rozdelit Stvorec na Stvorce tak, Ze kazdy mé ina
velkost?

e Co st to Kirchhofove zakony?

e Ako suvisi nasledujice dlazdenie obdlznika a elektricky obvod vpravo?

+ pol

25
36

33 98
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Literatdra a zdroje

Ak nepridete na prednasku, o téme sa viac dozviete z tychto zdrojov:

[1]

)

B

A

Weisstein, Eric W.: Mrs. Perkins’s Quilt. From MathWorld—A Wolfram Web
Resource.

http://mathworld.wolfram.com/MrsPerkinssQuilt. html

Weisstein, Eric W.: Perfect Square Dissection. From MathWorld—A Wolfram
Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/PerfectSquareDissection. html
http://squaring.net

Conway, J. H.: Mrs. Perkins’s Quilt. Proc. Camb. Phil. Soc. (1964), 60, 363
Trustrum, G. B.: Mrs. Perkins’s Quilt. Proc. Camb. Phil. Soc. (1965), 61, 7
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Geometrické mnoziny bodu

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zdkladni geometrické mnoziny bodu a obsahuje fadu
prevazné snadnych tloh k nimz jsou na konci uvedeny stru¢né postupy a vysledky.

Tvrzeni. Mnozina bodu, které maji

(i) danou vzdélenost r od daného bodu S, je kruznice k(S,r).

) danou vzdélenost od dané piimky p, je dvojice pfimek rovnobéznych s p.
(iii) stejnou vzdalenost od dvou danych bodu A, B, je osa tsecky AB.
(iv) stejnou vzdalenost od dvou danych piimek p, g, je dvojice piimek, které jsou
osami uhli vytvofenymi primkami p, q.

/
b A

e

S

\/p
/\q

Véta. (Véta o obvodovém thlu) Mnozina bodu, z nichZ je dand tsecka AB vidét
pod danym tuhlem ¢, je dvojice kruznicovych obloukt symetrickych podle piimky
AB s krajnimi body A, B. Specialné pro ¢ = 90° je hledanou mnozinou kruznice
nad prumérem AB.

Lehounké dlozky

Priklad 1. Jsou dany rovnobézné piimky p, g. Najdéte mnozinu stfedi tsecek AB
takovych, Ze bod A lezi na p a bod B na q.

Piiklad 2. Je dan obdélnik ABCD. Uréete mnozinu bodt X, pro néz |XA| +
|XB|=|XC|+|XD|.

Priklad 3. Je déna kruznice k a bod O. Uréete mnozinu stfedi vSech tsecek OP,
kde P probiha kruznici k.
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Priklad 4. Jsou dany body A, B. Najdéte vSechny pfimky p, jejichz vzdalenost
od A je stejné jako od B.

Piiklad 5. Je déna tise¢ka AB. Uréete mnozinu obrazit A’ bodu A v osové sou-
meérnosti podle libovolné pfimky prochézejici bodem B.

Priklad 6. Uvniti kruZnice k se sttedem O je dén bod P. Urdete mnozinu st¥edil
vSech tétiv AB kruznice k, které prochazeji bodem P. Co kdyby bod P lezel vné
kruznice k7

Piiklad 7. Polem vede rovna cesta, po které se rozjel autobus.
(i) Kde musi ¢lovek stét, aby autobus dostihnul, pokud bézi stejnou rychlosti,
jakou autobus jede?
(ii) Co kdyby ¢lovék vyrazel o minutu diiv?
(iii) Co kdyby byl ¢lovek dvakrat pomalejsi?

Priklad 8. Poramenech VX, VY pravého tthlu XVY se pohybuji body A, B tak,
ze useCka AB mé konstantni délku d. Uréete mnozinu stfedtt M tsecek AB.

Priklad 9. Je ddna tsecka AB. Uvazme vSechny dvojice kruznic k, [, které se
dotykaji iseCky AB postupné v bodech A, B a navic maji samy vnéjsi dotyk v T
Urcéete mnozinu boda 7.

BéZné priklady

Priklad 10. Na usecce AC je dan bod B. Uréete mnozinu druhych priseciku X
shodnych kruznic, z nichz jedna prochézi body A, B a druha body B, C.

Priklad 11. Osa thlu ABC protne stranu AC' trojuhelniku ABC' v bodé D. Na-
jdeme bod E tak, aby |<<BCE| = |[<BAC| a |CE| = |AD|. Dokazte, Ze st¥ed usecky
DEFE lezi na BC.

Priklad 12. Urcete mnozinu stied vSech tiseCek AB, jejichZ krajni body lezi na
dané pulkruznici .
Priklad 13. Bod C probihd pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Urcete

~vey

mnozinu opsist, t6zist, ortocenter a vepsist vSech takovych trojuhelniki ABC.

Priklad 14. V roviné je dana kruZnice k se stfedem S a bod A # S. Urcete
mnozinu opsist trojuhelniki ABC, jejichz strana BC' je primérem kruZznice k.
(MO 56-A-1-5)

Priklad 15. Bod C probiha pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Ozna¢me
P patu kolmice vedené sttedem M strany BC na piimku AC'. Uréete mnozinu boda
P.

Piiklad 16. Uvnitt trojihelnika ABC je dn bod O tak, e |[<OBA| = |[<OAC|,
|<BAO| = |<OCB]| a |<BOC| = 90°. Uréete pomeér |AC| : |OC].
(Moskva 2011)
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Piiklad 17. V trojuhelniku ABC plati |[<ABC| = 120°. Ozna¢me D, E, F
pruse¢iky os vnitinich Ghli u vrchola A, B, C s protéjsimi stranami. Ukazte, Ze
|<DEF|=90°.

Navody

1. Nakreslete pfimky vodorovné. Jak vysoko lezi stfed? (Vyjde osa pasu uréeného
pfimkami p, q.)

2. Pro body osy usecky BC tvrzeni plati, pro body ,nad“ ni je | XB| > |XC| a
|XA| > |XD|, pro body ,pod*“ ni naopak.

3. Stejnolehlost. (Vyjde ,poloviéni“ kruznice vzhledem k bodu O.)

4. Konstuujte tecny ke stejné velkym kruznicim se stiedy v A a B. (Vyjdou rov-
nobézky s AB a piimky skrz stfed AB.)

5. Ukaite, 7e AABA' je rovnoramenny. (Vyjde kruznice se stiedem B a polomérem
|BA|.)

6. Té&tiva je kolméa na spojnici svého stifedu se stfedem kruznice. (Vyjde Thaletova
kruznice nad OP piipadné jeji oblouk.)

7. Mnozina bodi, ze kterych je ¢lovék schopen autobus dostihnout v jistém pev-
ném bodé X je kruh. Sjednofte tyto kruhy pfes vSechny pfipustné body X. (Vyjde
postupné polorovina, posunuté polorovina, thel o velikosti 60°.)

8. Vzdalenost stfedu pfepony od vrcholu s pravym thlem je rovna poloviné délky
prepony. (Vyjde ¢tvrtkruznice se stfedem V' a polomérem %d)

9. Af vnitini spoleénd teéna v T protne AB v M. Pak |[MA| = |MT| = |MB]
(stejné dlouhé teény). (Vyjde kruznice nad pramérem AB bez bodi A, B.)

10. Uhly <XAB a <BCX jsou obvodové k téze tétivé ze stejné velkych kruznic,
takze maji stejnou velikost. (Vyjde osa usecky AC'.)

11. Oznac¢me A’ obraz A podle osy <BAC. Pak A’D a CE jsou stejné dlouhé a
sviraji tyz thel s BC, tedy D je ,nad“ BC pfesné o tolik, o kolik je E ,pod“.

12. Vyjde vnitfek ptlkruhu bez pilkruhti nad primeéry uréenymi koncovymi body
t a jejim stfedem.

13. Vyjde po fadé bod, ,pfitietény* oblouk C ke stfedu strany AB, oblouk nad
AB odpovidajici thlu 180° — ~, oblouk odpovidajici thlu 90° + %’y (resp. oblouk
posunuty tak, aby prochizel A a B).

14. Mocnost S ke vSem takovym kruznicim je stejnd (|SB| - |SC|), takze druhy
prisecik k a AS je pevny a mnozina opsist je pfimka.

15. Ukazte, Ze vSechny takové primky prochéazeji stfedem X tétivy kolmé na AB
skrz B. Vyjde pak Thaletova kruznice nad AX.

16. Zac¢néte od ABOC, nakreslete obraz C’ bodu C pres OB a ukazte, ze A je
bod dotyku te¢ény z C ke kruznici opsané ABOC". Z mocnosti vyjaddfete hodnotu
poméru \/5
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17. Ukazte, ze D a F jsou pfipsi¢té trojuhelnikit AEB a ECB.

Literatura a zdroje

[1] Nathan Altschiller-Court: An Introduction to the Modern Geometry of the
Triangle and the Circle, Dover Publications, New York, 2007.

[2] V. V. Prasolov: Zadachi po planimetrii, MCCME, Moskva, 2006.

(3] http://www.problems.ru
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To nejlepsi ze stereometrie

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Stereometrie znama ze Skoly se zabyva prevazné uréovanim objemu a
povrchi téles a konstrukcemi fezi. Stereometrie je vSak mnohem sirsi téma. Prispévek
proto uvadi dvacet netradi¢nich trikovych tloh vsech obtiznosti. Obsahuje téz stru¢né
navody k fesenim.

Lehké alohy

Priklad 1. Rovina protind hrany AB, AC, CD ¢&tyfsténu ABCD. Které vSechny
hrany jesté protina?
Priklad 2. Lze meloun rozdélit na ¢tyfi ¢asti tak, aby po snézeni jeho vnitiku
zbylo 5 kusu slupky?

Priklad 3. Krychli 3 x 3 x 3 chceme rozkréajet na 27 jednotkovych kostidek, pti¢emz
po kazdém fezu mtzeme vSechny doposud vzniklé ¢asti libovolné preskladat. Kolik
fezll je na to minimalné potieba?

Priklad 4. Obdélnikovy stil ma nohy délek postupné 90 cm, 95 cm, 105 cm. Jak

dlouhou m4 ¢tvrtou nohu, vime-li, Ze se nevikl4? (PraSe 29-7-2)

Priklad 5. Jsou dany dvé brambory libovolného tvaru a velikosti. Dokazte, ze 1ze
vytvarovat drat tak, aby se dal tésné prilozit ke kterékoliv z nich.

Nesnadné dlohy

Priklad 6. Je dan kuzel s vrcholem V' a bodem A na kraji podstavy o poloméru 1
(|VA] = 3). Beruska leze nejkratsi moznou cestou z bodu A po povrchu kuzele opét
do bodu A tak, ze obleze cely kuzel. Urcete, v jaké vzdalenosti od V je beruska ve
chvili, kdy je k V nejblize. (PraSe 26-3-5)

Priklad 7. Je dan étyistén ABCD. Body B, C, D vedme postupné roviny kolmé
na AB, AC, AD a ozna¢me A’ jejich prisecik. Body B’, C’, D’ definujeme obdobné.
Ukazte, ze Gtyistény ABCD a A’B’C’D’ jsou shodné. (PraSe 26-3-8)
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Priklad 8. Vrcholy pravidelného ¢tyfsténu jsou obarveny zelenou barvou. Nejdfive
obarvime zelené vSechny body, které lezi na primce s nékterymi dvéma zelenymi,
nasledné provedeme tutéz operaci jesté jednou. Jsou ted vSechny body prostoru
zelené? (Prase 29-7-4)

Priklad 9. Lze prostor roziezat na jednotkové krychle tak, aby existovala krychle,
ktera zadnou svou sténu nesdili s nékterou jinou krychli? (Turnaj Mést)

Priklad 10. Lze do krychle vyvrtat takovou diru, aby skrz ni bylo mozno prostréit
druhou stejné velkou krychli?

Priklad 11. V prostoru je ddn bod. Jaké je nejmensi n takové, ze do prostoru lze
rozmistit n disjunktnich kouli tak, aby zcela zakryvaly vyhled z tohoto bodu (tj. aby
libovolné polopfimka z néj vychézejici protinala alespon jednu z kouli)?

Priklad 12. Existuji v prostoru krychle a rovina tak, Ze vzdalenosti vrcholt této
krychle od dané roviny jsou (v néjakém pofadi) ¢isla 1,2,...,87?

Priklad 13. Krychle 20x 20 x 20 je sloZena z 2000 kvadiikt tvaru 2 x 2 x 1. UkazZte,
7e ji 1ze propichnout jehlou, kterd bude prochézet protéjsimi sténami a nepropichne
zadny kvadiik. (Turnaj Mést 1988)

Priklad 14. V prostoru jsou dany dva rizné velké dvacetistény tak, Ze nékterych
6 z jejich vrcholt tvofi vrcholy pravidelného osmisténu. Urcete pomeér velikosti dva-
cetistént. (Sharygin 2010)

Obtizné alohy

Piiklad 15. Na letisti se za zavazadla (tvaru kvadru) plati Gmérné tomu, jaky
maji soucet délek svych tii rozmért. Lze usetfit tim, Ze své zavazadlo zabalime do
jiného? Tedy existuji kvadry K a L takové, ze K se vejde do L a pfitom ma K vétsi
soucet délek hran nez L?

Priklad 16. Existuje mnohostén P a bod O mimo néj tak, ze z bodu O neni vidét
zadny vrchol P?

Priklad 17. Ukazte, ze existuje 2012 konvexnich mnohostént, které 1ze umistit do
prostoru tak, aby se kazdé dva dotykaly a pfitom zadné tii nemély spolecny bod.
(PraSe 29-8-7b)

Priklad 18. Uvnitf jednotkové koule se stfedem O je dan konvexni n-stén P obsa-
hujici O. UkazZte, Ze soucet vzdéalenosti O od stén P je nejvyse n—2. (Rumunsko)

Priklad 19. Urcete nejmensi pocet prken o Sifce 10 c¢m, jimiz lze zakryt studnu
o pruméru 1 m. Prkna lze klast pres sebe.

Priklad 20. Lze mezi dvé rovnobézné roviny umistit nekone¢né mnoho shodnych
mnohostént tak, aby se zddny mnohostén nemohl pohnout bez toho, ze by se pohnuly
i n&jaké jiné? (Moskva 2000)
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Navody
1. Na kterych stranach od roviny lezi které body?

2. Ano. Uvazte valcovou diru skrz.

3. Na samotnou prostiedni krychlicku je potfeba 6 Tezil a 6 zfejmé staci. Lze téz
pozorovat velikost nejvétsiho dilu.

4. Polozte stil na desku. Jak vysokd by musela byt noha vedouci z prostiedku
stolu?

5. Myslenkoveé brambory protnéte.
6. Rozstiihnéte plast podle V A a rozbalte ho. Nejkratsi je tsecka.
7. Analogie ve 2D, Thaletova sféra a stfedovad soumérnost.

8. Rozmyslete si, které body zezelenaji kvili dvéma konkrétnim zelenym piimkam
podle toho, zda jsou tyto pfimky rtznobézné nebo mimobézné. Pomuze predstavit
si vrcholy ¢tyfsténu jako polovinu vrcholu krychle.

9. Ano. Vydlazdéte prostor standardné, vyberte si jednu krychli a ,,rozposurtite®
Sest prilehlych neprotinajicich se ,komind“.

10. Ano. Podivejte se podél télesové thlopiicky. Do pravidelného Sestitthelniku o
strané délky v/2/v/3 se vejde ¢tverec o strané délky 1.

11. Analogie ve 2D. Opiste bodu c¢tyfstén a vyhled pres kazdou sténu zakryjte
jednou kouli (o0 hodné rtznych polomérech). Uvédomte si, Ze t¥i koule nestadi.

12. Ano. Rovina x + 2y 4+ 4z = 0 se ,0dklani* od sméri os rychlostmi v poméru
1:2:4. Cisla 0 az 7 lze zapsat ve dvojkové soustavé. Rovinu lze o 1 vzdalit.

13. Je 3-192 moznych vpichii. Zadny nemtize byt narusen jen jednim kvadiikem
(parita). Zaroven kazdy kvadiik blokuje jediny vpich. Koneéné 3 - 192 - 2 = 2166 >
2000.

14. Zadné tii vrcholy dvacetisténu netvoii pravothly rovnoramenny trojihelnik,
takze ,,délba‘“ vrcholt osmisténu musi byt 3 : 3, a to na dva rovnostranné. Dvacetis-
tén obsahuje rovnostranné trojuhelniky jen dvou velikosti, pomér jejich velikosti je
jako thlopficka pravidelného pétithelnika ku strané, tedy %(\/5 +1).

15. Uvazte objemy e-okoli obou kvadrii (tj. jakychsi zaoblenych nadkvadri). Pro
kazdé € je objem e-okoli vnéjsiho kvadru vétsi (obsahuje e-okoli toho vnitiniho uvnit¥
sebe), takze (tvahou o obrovském ¢) musi mit vé&ts{ koeficient u vedouciho ¢lenu &2
(¢leny s €3 se odectou).

16. Ano. Ke kazdé sténe krychle ptilepte rovnobézné s jistymi jejimi hranami dlou-
hou tenkou desticku tak, aby se jeji konce pri pohledu ze stfedu krychle ,;schovaly“ za
destic¢ky prilepené k jinym sténdm. Odmyslete si krychli a 6 desticek spojte ,,mosty*,
které nebudou z jejiho stfed vidét.

17. Zkonstruujte nejdiiv 2012 konvexnich mnohothelniki, které budou vsechny
svislé, viiéi sobé mirné pootocené a kazdy dalsi se bude dotykat vSech predchozich
yzespodu“. Mnohothelniky poté doplite na velmi placaté jehlany.
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18. Vzpomente si, Ze povrch vrchliku jednotkové koule je 27-h, kde h je jeho vyska.
Vrchliky odfezané vSemi sténami zakryvaji (s piekryvem) povrch celé koule, takze
soucet jejich povrchu je vétsi nez 47 a soucet jejich vysek nez 2.

19. Uvazme polokouli nad studnou. Svisly primeét kazdého prkna urcuje kulovy
polopés o pevném povrchu (ten totiz zavisi jen na tloustce pasu, nikoliv na jeho pozici
— odeditdme kulové vrchliky). Je potfeba zakryt celou polokouli, tedy je potfeba
alesponi 10 prken. Tolik staci.

20. Ano. Skladejte pravidelné ¢tyfstény do jedné vrstvy do jakési miizky tak, aby
mély jednu hranu ,dole“ a jednu ,nahote* a byly do sebe ,zaklinéné“.

Literatura a zdroje

Cerpal jsem z archivu PraSatka a ze strdnek problems.ru.
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Mocnost bodu ke kruznici

MARTINA VAVACKOVA

Na pfednasce si fekneme, co je to mocnost bodu ke kruznici a pro¢ se hodi ji znat.
Naucime se, jak a kdy je vyhodné ji pouzit. Po seznameni se zakladnimi vlastnostmi
se pustime do TeSeni pirikladii.

Trocha teorie na Gvod

Definice. Je déan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|* — r2.

Poznamka. Pokud bod M lezi vné, resp. uvniti kruznice k, je éislo p(M, k) kladné,
resp. zaporné. Lezi-li bod M na kruznici k, je p(M, k) = 0.
Pozndmka. Necht M a N jsou dva rizné body. Pak p(M,k) = p(N, k), pravé
kdyz |[MO| = |NO|.
Tvrzeni. Necht pfimka p vedena bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak
plati
|MA|-|MB], lezi-li M vné k,
p(M, k) = Lo .
—|MA|-|MB|, lezi-li M uvnitf k.

Jestlize specialné M lezi vné k a oznacime T bod dotyku tecny ke kruznici k
vedené bodem M, pak p(M, k) = |[MT|>.

B/
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MOCNOST BODU KE KRUZNICI

Tvrzeni. Necht ABCD je étyftihelnik a M = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy,
pravé kdyz |MA|-|MD|=|MB|-|MC|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bodu X spliiujicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chorddlou kruznic k, I.

Tvrzeni. Chordéalou dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolmd na spojnici
Jjejich stredi.

Piiklady

Priklad 1. KruZnice k, [ se stiedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spolec¢nou tec¢nu kruznic k, [, ktera se jich dotyka v bodech T, U, v bodé P.
Pak |PT| = |PU|.

Priklad 2. Na prodlouzeni tétivy K L kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici & se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 3. Méjme pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici kp, kterd se dotykd AB v bodé A a
prochézi bodem D. Déle téz kruznici ks, ktera se dotyka AB v bodé B a téZ prochazi
bodem D. Oznacme E druhy prasecik kruznic k; a ko. DokazZte, ze ihly BAC a DEC
jsou shodné. (Hradisté 2007)

Priklad 4. Je déna kruznice k£ a bod A rtzny od jejiho stfedu. Ukazte, Ze stiedy
kruZnic opsanych vsem trojihelnikiim ABC), jejichZ strana BC je priumérem kruZnice
k, lezi na jedné pfimce. (MO 56-A-1-5)

Piiklad 5. Uvazujme ty paraboly uréené rovnici 22 + px 4+ ¢ = 0, p,q € R, které
protinaji osy x, y ve tfech rtiznych bodech. Ke kazdé trojici prisec¢ik uvazme kruz-
nici, ktera jimi prochéazi. Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochéazeji jednim
bodem. (Spanélsko 1997)

Priklad 6. KruZnice k a [ jsou soustfedné, pficemz k lezi uvniti [. Bodem A € [
vedeme tecnu AB ke k, kde B € k, a jejiz druhy prisecik s kruznici | oznac¢ime C.
Dale bud D stied AB. Pfimka prochazejici bodem A protne kruZnici & v bodech
E a F tak, ze osy useCek DE a CF se protinaji v bodé M na AB. Uréete pomér
|[AM|/|MC. (USA MO 1998)

Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me By, Cy paty prislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla te¢nou ke kruznici opsané APAC, a pfimka PC
te¢nou ke kruznici opsané APABj. Dokazte, ze AP je kolma na BC.

(MEMO 2011, MR&JT)

Priklad 8. Body P a @ lezi na stranich C'A a AB trojihelnika ABC'. Ozna¢me
K, L a M postupné stfedy usecek BP, CQ a PQ. Dale predpokladejme, ze pfimka
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PQ je tecnou ke kruznici opsané trojuhelniku K LM. Ukazte, Ze body P a @ jsou
stejné vzdalené od stfedu kruznice opsané AABC. (IMO 2009)

DalSi priklady

Priklad 9. Necht ABCD je ¢tyfuhelnik vepsany do kruZnice k takovy, Ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC vedené bodem Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla teénou kruznice
k. Dokazte, ze |MT| = |MQ). (PraSe 2005)
Priklad 10. Uhlopiicky nerovnoramenného lichobézniku ABC D se protinaji v bo-
dé P. Necht A; je druhy prusec¢ik kruznice opsané ABCD s piimkou AP, body Bi,
C1, D1 definujeme obdobné. Dokazte, ze A1 B1C1D; je také lichobéznik.

(Turnaj mést 2008)
Piiklad 11. V trojihelniku ABC je |BC| = 20. KruZznice vepsand déli téznici AD
na tii stejné ¢asti. Urcete obsah trojuhelniku ABC. (AIME 2005)
P¥iklad 12. Dokazte, Ze v libovolném trojthelniku plati OI? = R%2—2rR (kruznice

opsand se stfedem O mé polomér R, kruznice vepsand se stiedem I mé polomér r).
Hint: Tvrzeni vlastné hovofi o mocnosti bodu I ke kruznici opsané.

Zdroje

Mezi hlavni zdroje piikladd patii semindf Umeént vidét v matematice vedeny Mi-
chalem Rolinkem a Pepou Tkadlecem. Dale jsem Cerpala ze starSich prispévka Alci
Skalové a Pepy Tkadlece. VSem vySe jmenovanym dékuji.
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Zajimavé reprezentace rovinnych graft
JAN KraTocnviL (KAM MFF UK)

1. Grafy

Definice. Graf je dvojice G = (V, E), kde V je mnozina vrcholi a E je mnoZina
neusporadanych dvojic vrcholi. Takovym dvojicim fikame hrany grafu.

Naézvoslovi je zvoleno nazorné, grafy totiz radi graficky znazorniujeme neboli kres-
lime v roviné. Vrcholy jako body, hrany jako kfivky. Hrana u,v je nakreslena tak,
aby ji znazornujici kfivka zacinala v bodé odpovidajicim vrcholu u, koncila v bodé
odpovidajicim vrcholu v a Zddnym jingm vrcholem (pfesnéji jeho nakreslenim) nepro-
chézela. Na obrazku jsou tfi rtiznd nakresleni téhoz grafu — aplného grafu o ¢tyfech
vrcholech.

2. Rovinné grafy

Definice. Graf se nazyva rovinng, pokud je mozno jej nakreslit v roviné tak, ze
zadné dvé hrany se nekiizi.
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Ne kazdé nakresleni rovinného grafu musi tuto podminku spliovat, jak ukazuje
obrézek nahote. Uplny graf na ¢tyfech vrcholech je rovinny, jak dokazuje nakresleni

Slavna véta pojmenovand po polském matematiku Kuratowském tiké, ze graf je
rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje ani uplny graf na péti vrcholech, ani Gplny
bipartitni graf na 343 vrcholech jako topologicky podgraf (to znamend Ze hrany
podgrafu jsou nahrazeny cestami). Tyto dva Kuratowského grafy vidite na druhém
obrazku.

Definice. Stény konkrétniho nekfiziciho se nakresleni rovinného grafu jsou oblasti
roviny, které by vznikly, kdybychom rovinu rozstfihali podle nakresleni hran.

Definice. Graf se nazyva triangulace, pokud existuje takové jeho nakresleni, ve
kterém jsou vSechny stény ohraniceny tfemi hranami (kombinatorickymi trojtahel-
niky), vCetné té vn&jsi.

Do triangulace jiz nelze pfidat Zadnou novou hranu, aby graf ztstal rovinny. Tedy
triangulace jsou maximalni rovinné grafy na daném poctu vrcholt. Ma-li triangulace

NNV

stén. Uplny graf na ¢tyfech vrcholech je triangulace.

3. Barevnost rovinnych grafii

Definice. Barevnost grafu G, zna¢end x(G), je nejmensi pocet barev, kterymi lze
obarvit vrcholy grafu G tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nebyly obarveny
stejnou barvou. Formalné definovano je to nejmensi pfirozené Cislo k takové, Ze
existuje zobrazeni f:V — {1,...,k}, pro né&z f(u) # f(v), kdykoliv {u,v} € E.

Slavny problém &étyf barev formulovany poprvé F. Guthriem v roce 1852 tiké,
ze barevnost libovolného rovinného grafu je nejvyse 4. Po fadé chybnjch pokust
byla tato hypotéza dokazéna v roce 1975 Applem a Hakenem, kteii podali prvni
zpocatku kontroverzni diitkaz pomoci pocitace. Druhy, opét pocitacovy, ale dnes
obecné uznivany dilkaz podali Robertson, Sanders, Seymour a Thomas v roce 1997.
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ZAJIMAVE REPREZENTACE ROVINNYCH GRAFU

Slabsi tvrzeni, totiz ze 5 barev staci k obarveni libovolného rovinného grafu, bylo
dokézano Heawoodem jiz v roce 1890. Jednodussi dikaz matematickou indukci, ktery
si ukazeme, predlozil C. Thomassen v roce 1994.

4. Dotykové reprezentace

Rovinné grafy maji rizné zajimavé reprezentace pomoci geometrickych atvart v ro-
viné. Nejstarsi a nejznaméjsi je tzv. ,,coin representation” dokazana Koebem v roce
1930. Kazdy rovinny graf ma reprezentaci, v niz vrcholy jsou reprezentovany dis-
junktnimi kruhy, z nichz libovolné dva se dotykaji pravé tehdy, kdyz odpovidajici
vrcholy jsou spojené hranou — jak ukazuje obrazek. Dikaz této véty je znacné netri-
vialni a pouziva poznatky matematické analyzy.

Francouzsti matematici H. de Fraysseix a P. Ossona de Mendez ukazali, Zze kazdy
rovinny graf ma podobnou reprezentaci pomoci trojahelniki. Navod, jak takovou
reprezentaci sestrojit, si ukazeme.

Titiz panové jesté spolu s J. Pachem ukézali, jak rovinné grafy barevnosti 2 repre-
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zentovat jako dotykové grafy vodorovnych a svislych tsecek. I na sestrojeni takové
reprezentace si ukazeme navod.

Q0 Q0

1 2 3 4 5 6 7

5. Par problémi na zavér

Povidani o rovinnych grafech zakon¢ime dvéma otevienymi problémy, jejichz feseni
zatim nikdo nezna. Oba se tykaji prinikovych reprezentaci iseCkami, tj. reprezen-
taci, kdy kazdému vrcholu grafu pfifradime tsecku v roviné tak, aby tusecky prifazené
vrcholim spojenym hranou mély neprazdny prunik, zatimco dvojice vrcholi nespo-
jenych hranou byly disjunktni.

V roce 2009 Goncalves a Chalopin ukazali, ze kazdy rovinny graf ma takovou
reprezentaci. Jiz dfive ale Scheinermann vyslovil néasledujici otazku.

Problém 1. M4 kazdy rovinny graf prinikovou reprezentaci pomoci tiseéek rov-
nobéznych s jednim z pevné ctverice sméra v roviné, pficemz kazdé dvé rovnobézné
asecky jsou disjunktni?

Jednoduchy dikaz takového tvrzeni je nepravdépodobny, nebot by soucasné dokazo-
val vétu o ¢tyrech barvach. Pokud ale tvrzeni neplati, mozné se zrovna vam podaii
najit protiptiklad.

Definice. Doplnék grafu G = (V, E) je graf G = (V,{{z,y} 1z £y, {z,y} € E})
se stejnou mnozinou vrcholti, ale mnozinou hran tvorici doplnék do mnoziny hran
aplného grafu.

Problém 2. M4 doplnék libovolného rovinného grafu prinikovou reprezentaci po-
moci tusecek v roviné?
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