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Priklady z teorie Cisel

MICHAEL ,,MAJKL® BfLY

ABSTRAKT. Prispévek ukazuje riznorodé tézké ulohy z teorie Cisel vyuzivajici ne
zcela standardni znamé véty.

Nejprve ptiklad na praci s odhady.
Priklad 1. Jakych hodnot nabyva posloupnost

1
ay = Ln+\/ﬁ+2J?

Pak procviceni prace se zbytky.

Priklad 2. Necht t(k) je nejvétsi lichy délitel k. Najdéte vSechna pfirozend a ta-
kova, ze existuje prirozené n, pro které jsou vSechny vyrazy

tin+a)—t(n), ttn+a+1)—tn+1), ..., t(h+2a—-1)—t(n+a—-1)
délitelné 4.

Tady budeme potfebovat trochu teorie o cyklotomickych polynomech — pokud 3 1 n,
pak 2?2 +x + 1| 2?7 + 2" + 1.

Priiklad 3. Pokud je 4™ + 2™ + 1 prvodislo, pak je n mocnina trojky. Dokazte.
Véta 4. Pro libovolné ¢islo k € N existuje v posloupnosti 2" ¢len ve tvaru k . . ..
K diikazu této véty budeme potiebovat zndmé tvrzeni.

Tvrzeni 5. Mnozina {{an} | n € N} je hustd na intervalu (0,1), pokud je o ira-
cionalni ¢islo.

Poznamka 6. {z} znacime desetinnou éast éisla x, tedy x — |z].

Ted uz muzeme snadno vyfesit nasledujici tlohu.

Piiklad 7. Na tabuli je napsano ¢islo 2010. V kazdém kroku mizeme bud ¢islo
vynasobit dvéma, nebo umazat posledni cifru. Dokazte, ze

(a) po koneéné mnoha krocich mize byt na tabuli ¢islo 2008,
(b) po kone¢né mnoha krocich muze byt na tabuli libovolné éislo.

Zde budeme potifebovat tvrzeni, ze fad prvku mod p déli p — 1.
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MICHAEL ,MAJKL¢ BILY

Piiklad 8. Bud p prvodislo a n, ¢ pfirozend ¢isla takovd, ze g | (n + 1)P — nP.
Ukazte, ze p | ¢ — 1.

V dalsim pifkladu budeme potiebovat Cinskou vétu o zbytcich a Dirichletovu vétu.

Piiklad 9. Nazvéme n suprové, pokud existuji a, b, c tak, Ze
n = (b, c)(a,bc) + (¢,a)(b, ca) + (a,b)(c, ab).

Dokazte, ze

(a) existuje 2011 po sobé jdoucich suprovych éisel,

(b) existuje libovolné mnoho po sobé jdoucich suprovych éisel.
Zde (a,b) znac¢i nejvétsi spoleény délitel ¢isel a, b.
Tady si pijc¢ime téleso velikosti 4.

Priklad 10. Pokud existuje posloupnost a,, pfirozenych ¢isel, splitujicich

an—1+ nk
ap = )
n

pak 3 | k — 2.
V obou nésledujicich piikladech vyuzijeme vzorecku pro nize definovanou funkci 7.

Piiklad 11. Necht 7(n) znaéi pocet délitelt n. Najdéte feSeni rovnice

pro celd ¢&isla m, n. (IMO-98-3)

Priklad 12. Pokud 7(a) = 7(b) a 7(a?) = 7(b?), plati 7(a®) = 7(b3)?
(MEMO-2012-T8)

Nasleduji dva priklady na Pellovu rovnici.

Priklad 13. Pokud z(y + 1) a y(xz + 1) jsou &tverce, pak x nebo y je ¢tverec.
Dokazte.

Priklad 14. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho n takovych, ze p = nr, kde
p je polovina obvodu trojihelniku s celociselnymi stranami a r je polomér kruznice
tomuto trojihelniku vepsané.

Jeden priklad na Lifting The Exponent lemma.

Piiklad 15. Najdéte vSechny dvojice ptirozenych ¢isel (m,n), které spliiuji
m? 423" =m(2"T - 1).

Zajimavé vyuziti Hallovy véty.



PRIKLADY Z TEORIE CISEL

Priklad 16. Prfirozena ¢isla k a n spliuji k > n!. DokaZte, Ze existuji po dvou rtizné
prvocisla p1,pa, . .. , pn, které jsou postupné délitele ¢isel k+ 1,k +2,... ,k +n.
Na zavér priklad na jednu trividlnéjsi vétu.

Véta 17. (Chicken McNugget theorem) Necht a, b jsou nesoudélng prirozend c¢isla,
pak vSechna ¢isla vétsi nez (a — 1)(b—1) se daji vyjadiit ve tvaru ka + b pro néjakd
prirozena k, .

Piiklad 18. Méjme n takové, ze 3  n. Doka’te, Ze existuje pfirozené ¢islo m
takové, ze Vk > m lze k vyjadfit jako soucet cifer néjakého nasobku n.



Goniometrie

MICHAEL ,,MAJKL® BfLY

ABSTRAKT. Prispévek si klade za cil ukazat jak zakladni, tak i slozitéjsi vlastnosti go-
niometrickych funkci nutné k jejich iplnému porozuméni. Predstavime néktera rizna
zavedeni goniometrickych funkci a nékteré znamé véty, které bud s goniometrii souvisi,
nebo ji vyuzivaji ke svému dikazu.

Goniometrické funkce jste vSichni uz jisté poznali na stfednich skolach pfi za-
kladnim kurzu pravotuhlého trojuhelnika. Toto zavedeni je praktické a daji se z néj
ihned usuzovat nékteré jejich vlastnosti. Nelze tak ale spocitat hodnotu funkce v za-
pornych hodnotach, nebo pokud je thel vétsi nez 90°. Neéktefi se pak uz dostali i
k zavedeni jednotkové kruznice a k oné zdhadné definici goniometrickych funkei pres
ni. Na vysoké skole se pak uz jen nékolik lidi dostava k definicim, kterym nejde viibec
rozumét, ale nakonec z nich opravdu vypadne vse potiebné.

Goniometricka funkce pfifazuje jistému thlu ¢islo. Naskyta se tedy otazka, co je
to thel.

Prvni definice, a la pravoihly trojahelnik

Definice. (Uhel) Méjme body A, B # A a C # A. Uhel <BAC je ¢islo rovné délce
oblouku na jednotkové kruznici se stfedem v bodé A, kterou vytne polopfimka AB
pfi otoceni na polopfimku AC' proti sméru hodinovych ruéicek.

Pokud si kruznici rozdélime na 360 dilkt, pak mtzeme misto délky obloukt za-
znamenavat pocet dilkd, které musi polopfimka AB urazit.

Jednotkam, které vyjdou pfi prvnim zpusobu, se fikd radidny, v druhém pak
stupné. Celad jednotkova kruznice méfi 2w, a proto budou vSechny tthly méfit méné
nez 27 radidnt a 360 stupni. Jak ale vime, chceme definovat nase funkce i pro jiné
uhly. Proto se nékteré thly ztotoziuji — plati a+ k- 27 ~ «, kde o € (0,27) a k € Z.
Obdobné pro stupné.

Vsimnéte si, ze ted uz muze thel nabyvat libovolnych redlnych hodnot, pfiéem?z
¢islo k vyjadiuje, kolikrat musi polopfimka AB z na$i definice ob&éhnout navic kolem
celé kruznice (v pfipadé zépornych hodnot pak po sméru hodinovych rucicek).

Ted, kdyz uz vime, co je thel, se miizeme pustit do prace.
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GONIOMETRIE

Definice. Necht ABC je pravouhly trojuhelnik s pravym tthlem pii vrcholu C, thel
u vrcholu A oznacme a. Pak pii standardnim znaceni stran trojihelnika definujeme

sina 1= —,

Lo ls

a
cosq = —,
c

w0
—

na b 1 cosa a
tga = = -, cotga i= —— = — = —.
cosa  a tgae  sina b

Protoze thel « je vétsi nez 0, ale mensi nez pravy, definovali jsme naSe goniome-
trické funkce pouze pro uhly z intervalu (0, 7 ), respektive (0,90°). To ndm zatim
bude stacit.

Uloha. (Na zamysleni) Pokud jesté oznac¢ime tihel pii vrcholu B jako 3, co mizeme
fict o sin 3, cos B3, tg B a cotg 87
Uloha. Dokazte
sin® a + cos® a = 1,
sin(a 4+ ) = sina cos § + sin  cos «,
cos(a+ ) = cos acos 8 — sin B sin a.
A co takhle néco obdobného pro tg?

Hint. Zkuste namalovat obrazek s pravouhlymi trojihelniky, kde budou vystupovat
vSechny zminované tihly.

Uloha. Odvodte vzorce pro dvojnasobny tihel.

Uloha. Z vhodngch obrazkt pravothlych trojuhelnikii odvodte hodnoty goniome-

trickych funkei T, T a Z. Jaké dalsi hodnoty jsme schopni odvodit?

324 6"
Uloha. Ukazte, 7e sin a(1 + cos 2a) = sin 2a cos a.

To je vSechno moc pékné, ale ted se chceme osvobodit od toho hrozného omezeni
pravym uhlem. Proto si zavedeme kartézsky systém souradnic a podivame se na
jednotkovou kruznici kolem jeho stiedu.

Druha definice, a la jednotkova kruznice

Definice. Mg¢jme standardni systém soufadnic Oxy a sestrojme kruznici jednot-
kového poloméru se stfedem v O. Ozna¢me A bod [1,0] a X libovolny bod [z, y] na

nas{ kruznici. Dale ozna¢me a := |[<AOX]|. Pak definujeme:
sina =y, cosq =,
sin o cos &
tgo = , cotg 1= — .
cos v sin o

Diky ztotoznéni, které jsme provedli na zacatku, mame ted goniometrické funkce
definované pro vSechna realna ¢isla. Jak nam ale pomize veskeré to dokazovani
z prvni definice?
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Uloha. Jak souvisi prvni definice s druhou? Plati vSechny vztahy z prvni definice
i pro vSechny realné uhly? Dokazte.

Hint. Stadi v kruznici hledat pravouhlé trojihelniky a pak vhodné vyuzit toho, ze
naSe kruznice se zachové pfi rtiznych otocenich a osovych symetriich.

Uloha. Jaky je defini¢ni obor funkci tg a cotg?
Uloha. Pro a € (0,%) dokaite

sina < a < tga.

Uloha. Ted uZ snadno odvodime

sin(a — ) = sinacos 8 — sin f cos «,

cos(aw — 3) = cos arcos B + sin S sin av.

Dokéazali byste odtud odvodit vzorce pro soucty a rozdily goniometrickych funkci?

sina+sin6:2sina+6cosa;ﬁ,
sina—sinB:QSina_ cosa;ﬁ,
cosoz—f—cosﬁ:QCOS,O(;—ﬂcosOL;B7
sina—sinﬁ:—QSina;BsinagB.

Odvodte podobnd tvrzeni pro tangens a kotangens.
Trochu méné znamé vzorce, ale podle mé ty nejuzitecnéjsi:
Tvrzeni.

sinasin 8 = %[cos(a — B) — cos(a+ B)],
cosacos 3 = %[cos(a — B) + cos(a + B)],
sinacosf = %[sin(a — pB) —sin(a + B)].

Opét odvodte obdobnd tvrzeni pro tangens a kotangens.

Uloha. Dokazte tyto vlastnosti goniometrickych funkci:

(i) Funkce sinus a kotangens jsou liché a periodické.
(ii) Funkce kosinus a tangens jsou sudé a periodické.

Jaké jsou jejich periody?
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Pomoci rotaci a symetrii ukazte:

sin(a = 7) = —sina, cos(a = 7) = —cos a,
sin(a + %) = cosa, cos(a+ §) = —sina,
sin(a — §) = —cosa, cos(a — ) = sina,

sin(m — ) = sin cos(m — a) = — cos

Uloha. Necht a,b € Rt. Dokazte, Ze rovnice sinx + acosxz = b ma FeSeni pravé
tehdy, kdyz a® — b +1 > 0.

Pfedpoklddejme, Ze sinx + a cosz = b. Vyjadiete |asinz — cos x| pouze pomoci a
ab.

Trocha trigonometrie

Nasleduje nékolik slibenych tvrzeni bez diikazu. Budeme vzdy hovotit o trojithelniku
ABC se stranami a, b, ¢, thly «, 3, v a polomérem kruznice opsané R.

Tvrzeni. (Obsah trojihelnika) Obsah trojihelnika je
1. 11
S = Eabsm'y = iacsmﬂ = ibcsma.

Véta. (Sinové véta) Plati
a b c

: = ——=—=2R
sina  sinf  sinvy

Tvrzeni. (O ose thlu) Osa tthlu u vrcholu A protne stranu a v bodé D. Plati
|AB| _ |BD]|
|AC] — |cDI’
Véta. (Cevova véta) Necht jsou D, E, F body na pfimkédch uréenych postupné
stranami a, b, ¢, rizné od vrcholi trojihelniku. Pak pfimky AD, BE, C'F prochazeji
jednim bodem tehdy a jen tehdy, kdyz plati
|BD| |CE| |AF|
ICD| |AE| |BF| ~
Véta. (Kosinova véta) Plati

a? = b2 4+ & — 2bccos o

a cyklické zameény.
Véta. (Stewartova véta) Necht D je bod na strané a. Pak
a(|AD|? + |BD| - |CD|) = |CD| + b*|BD|.
Tvrzeni. (Brahmagupttv vzorec) Méjme ¢tyiuhelnik ABCD se stranami a, b, c,
d. Oznacme s = W Pak obsah ¢tyfuhelniku je

\/(s —a)(s=Db)(s—c)(s—d).
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MICHAEL ,MAJKL¢ BILY
Komplexni Cisla

Definice. (Komplexni ¢islo a polarni soutadnice) Pro kazdy bod roviny A = [a, b]
existuje pravé jedno &islo ¢ € (0, 27) takové, Ze sinp = \/ﬁ a cosp = ﬁ
To udéva thel, ktery svira polopfimka O A s kladnou poloosou x. Kazdy bod je tedy
jednoznaéné uréen takovymto tihlem ¢ a vzdédlenosti od podatku va? + b2. Témto
dvéma ¢islim Fikame polarni soufadnice bodu A.

Necht i? = —1. Pak z = a + bi nazveme komplexnim ¢&slem. Bod [a, b] m4 polarni
soufadnice [r, ¢]. Pak r = v/a? 4+ b? nazyvame velikost komplexniho ¢isla z a ¢ jeho
argument. Plati z = r(cosp + ¢ - sin p).

Tvrzeni. Necht z; = ri(cosp; + i -singy) a 22 = ra(cosps + i - sings) jsou
komplexni c¢isla. Pak

2123 =T1T2 (cos(gpl + p2) +i-sin(p; + gpg)),
21

T ..
L= L(cos(pr — pa) + i - sin(pr — 2)).
z2 T2

Véta. (Moivreova véta) Pro kazdén € Z a ¢ € (0,2m) plati
(cosp +1i-sinp)™ = cosnp + i - sinnep.

Tvrzeni. Plati
. n _ . n _ . n _ .
sinno = (1) cos" lasina — <3> cos" 3 asin® a + <5> cos" P asin®a+---,

n . n _ . n _ .
cosno = (0) cos" asinav — (2) cos" 2 asin® a + <4) cos" tasintfa+ .

Na prednasce se pokusim nastinit, pro¢ vlastné ani posledni zavedeni neni nej-
gtastngjsi. Proto vam jesté poskytnu pohled pod vysokoskolskou pokli¢ku.

Tteti definice, ta nejlepsi

Véta. Existuje pravé jedna dvojice funkci f:R — R, g: R — R spliujici:
(i) f jelichd, g je suda,
(i) pro vSechna xz,y € R plati f(z +y) = f(2)g(y) + 9()f(y) a g(x +y) =
9(x)g(y) — (@) f(y),

(ili) existuje kladné redlné cislo m takové, ze f je rostouci na intervalu (0, 7),
f(3)=0af(0)=0,
(iv) lim £&) =1

z—0 %

Definice. Funkci f z predchozi véty nazvu sinus a funkci g kosinus. Tangens a
kotangens nadefinuji stejné jako predtim.

11
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Tvrzeni. Pfedchazejici vétu spliiuje dvojice funkci

IS n2n+1
smx—x—a—k o —Z 2n—|—1 R
x2 n2n
cosx:IfEJr—f *Z
n=0

Nasleduji priklady silné subjektivné srovnané podle obtiznosti.

Priklady aneb to, pro€ jsme tu

Lehké

Uloha 1. Spoctéte

N g Ed Ed
(i) s1n412, 124& tg 15,
cos® 37 — sin” 7,

)
ii) cos36° — cos 72°,
)

COSs

sin 10° sin 50° Sin 70°.

Uloha 2. Nechf z je realné ¢&islo takové, ze —tgx = 2. Spoctéte +tgz.

cos T cos T

Uloha 3. V oboru realnych ¢isel feste soustavu

sinx + cosy = sin(z + y),

siny + cosz = cos(z + y).

Uloha 4. Dokazte
(1 —cotg23°)(1 — cotg22°) = 2.

Uloha 5. Na intervalu (0, 2

5) feste rovnici

\/3_1+\/§+1=4\/§.

sinx cosT

Uloha 6. Zjednoduste

\/sin4x+4cos2x - \/cos4m+4sin2x.

12



Uloha 7.

Uloha 8.

Uloha 9.

MICHAEL ,MAJKL¢ BILY

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

+mT . rx—T7
- Sin

) 11

. T
1+ sin =0.
V oboru redlnych cisel feste soustavu nerovnic

sinx + cosy > \/5,
siny + cosz > \/5,
sinz + cosx > V2.

Najdéte takova x,y € R, aby rovnice

. (T AL
sina = xsin (5 +a) + ysin (6 +a>

byla splnéna pro vsechna a € R.

Uloha 10.

Uloha 11.
Uloha 12.

Uloha 13.

Uloha 14.

Uloha 15.

Na intervalu (0, 7) feste rovnici

sinz + cosy = sin(zy).

(MO 55-A-s-3)

(MO 50-A-1-4)

(MKS 29-6-6)

Uréete obsah mnoziny dané podminkami 22 +y? < 100 a sin(z+y) > 0.

Pro vSechna x realna dokazte

3(sin* z + cos* ) — 2(sin® x + cos® 2) = 1.

Pro vSechna pripustnd = dokazte

tgdr —tg2r —tgxr = tg3xrtg2rtga.
Dokazte

(4cos?9° — 3)(4cos® 27° — 3) = tg 9°.

Pro pripustna x dokazte

S5+
tg:v_g?) ) 3T

13



GONIOMETRIE

Na substituci

Uloha 16. Necht zg = 2003 a z, 11 = ~%= pro n > 1. Spoététe Ta004.

1—x,

Uloha 17. Dokazte, Ze mezi kazdymi péti riiznymi realnymi éisly lze najit dvé (a
a b) takova, ze |ab+ 1| > |a — b|.

Uloha 18. Vyfeste v realnych éislech soustavu

_ 422
vy= 14422’
4y2
z = ,
1+ 42
422
r=—-:.
14422

(MKS 27-1-7)
Uloha 19. Dokazte, Ze mezi 101 realnymi ¢isly existuji dvé éisla u, v, pro néz plati

100ju — v - [1 —wv| < (1 +u?)(1 +v?).

(MO 61-A-I11-3)
Uloha 20. Mg¢jme ¢tyfi realnd ¢isla vétsi nez jedna. Dokazte, Ze vzdy umime vybrat

dvé z nich (z a y) takové, ze vyraz

(22 —=1)(y2—-1)+1
zy

S

nabyvé hodnoty alespon 5>. (MKS 27-8-5b)

TEzsi

Uloha 21. Oznaéme f(z) = sinx + sin2z + - - + sin 1000x. Dokazte, ze soucet
kofenti této funkce na intervalu (0, 7) je 20017. (MKS 21-3-4)

Uloha 22. Najdéte vSechna TfeSeni rovnice
sin? z + sin 2z sin4z + - - - 4 sinnz sinn®z = 1.

(MKS 4-1-4)

14



Uloha 23.

Uloha 24.

Uloha 25.

Uloha 26.

Uloha 27.

Uloha 28.

Uloha 29.

MICHAEL ,MAJKL¢ BILY

V oboru realnych d¢isel feste soustavu rovnic
sin? z + cos? y=tg?z,
sin?y + cos® z = tg? z,

sin’ z + cos? ¢ = tg? y.

(MO 62-A-1-6)
V oboru realnych ¢isel feste soustavu
2sinz cos(x + y) + siny = 1,
2sinycos(z 4+ y) +sinz = 1.
(MO 58-A-I-1)

Urcete vnitini thly v trojihelniku «, 3, v, pokud splnuji
2sin Bsin(a + f) —cosa =1,
2sinysin(y + 8) —cos § = 0.
(MO 58-A-11-3)
V oboru redlnych cisel feste rovnici
V2 (sint + cost) = tg®t + cotg®¢.
(MO 55-A-1-1)
V oboru realnych ¢isel feste soustavu
sin? z 4 cos? y =y,
sin® y + cos® x = x2.
(MO 55-A-11-4)

Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla o, 8 € (0, ) plati nerovnost

1
> 2 /tga +tgpB.
cosa  cospf

(MO 51-A-TI-1)

Predpokladejme, Ze redlna cisla a, b spliuji

sina +sinb =

ol

cosa + cosb =

Spoctéte sin(a + b).

Uloha 30.
kde a = %.

Spoctéte
cosa - cos2a---cos999a,

15



GONIOMETRIE
Par mackii
Uloha 31. Spodtéte

(1+tg1°)(1+tg2°) - (1 + tg45°).

(AMC12P 2002)
Uloha 32. Vsak uz vite, co s tim

tg? x + 2cotg? 2y =1,
tg?y + 2cotg? 2z =1,
tg? 2 + 2cotg? 2z = 1.

(MO 55-A-I11-6)
Uloha 33. Najdéte nejmensi hodnotu vyrazu

1

sinx coszx

sinx 4+ cosz + tgx + cotgx +

pro z € R. (Putnam 2003)
Uloha 34. Predpokladejme, Ze realna &isla a, x,y, z € R spliiuji

COST + COSYy +Cosz  sinz +siny +sinz
cos(r+y+z)  sin(z+y+z)

Dokazte, ze pak plati
cos(x + y) + cos(y + z) + cos(z + ) = a.

O goniometrickych funkcich by se dala napsat jesté spousta véci — uz jen proto, ze
souvisi s trigonometrii, které jsem se snazil co mozné nejvice vyhnout. Trigonometrie
se pak da vztahnout na Cast geometrie, a to uz je opravdu velké téma. Kazdopadné
by se sluselo Fici, Ze jsem vynechal témata ,,O pohybu na kouli“ a ,,Skalarni soucin
vektort“, které si mize ¢tenaf doplnit ze skvélé knihy [1], ze které jsem Gerpal.

Zdroje

[1] Titu Andreescu, Zuming Feng, 103 Trigonometry Problems
[2] Archiv Matematického korespondenéniho seminaie
[3] Stranky ceské Matematické olympiddy
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Trojuhelnikové nerovnosti

FILip HLASEK

ABSTRAKT. V prispévku si ukdzeme nékolik pozoruhodnych nerovnosti ze svéta troj-
thelniku. Jejich dukaz je ¢asto trikovy nebo pouziva hlubsi znalost tématu, takze iloh
bude malo, ale o to vydatnéjsich.

Geometrické nerovnosti je souhrnny nazev pro tlohy, ve kterych se dokazuje plat-
nost nerovnosti mezi geometrickymi veli¢inami (obvykle se jedné o délky tise¢ek nebo
velikosti thl). Pfi jejich dokazovani je potfeba chytie skloubit znalosti z oblasti al-
gebraickych nerovnosti s poznatky z planimetrie. Proto patii tato problematika mezi

skytuji ve stredoskolskych soutézich, a proto si jich zkusime nékolik vyfesit.

Uloha. Mgéjme trojthelnik ABC, délky jeho stran ozna¢me a, b, ¢, velikosti odpo-

vidajicich ahlu «, 3, v a polomér jeho kruznice opsané r. Dale 2s = a+b+ca S

je jeho obsah. Navic bod P je libovolny bod uvniti trojuhelniku a di, ds, d3 jeho

vzdalenosti od jednotlivych stran. Dokazte, Ze potom plati nasledujici nerovnosti:
(1) (Trojthelnikovd) a+b>c,b+c>a,c+a>b,

3(ab +bc + ca) < (a+b+c)? < 4(ab + be + ca),

8(s —a)(s—b)(s—c) < abe,

ab(a+b) +be(b+¢) + calc+a) < 48(s —a)(s —b)(s — ¢),

b+g—a + C+Z—b + a-‘ri—c z 3’

3a% + 3b% — 2 > 44/35,

(Weitzenbock) a? + b? + ¢2 > 44/38,

(Finsler-Hadwiger) a? + % + ¢2 > 4/3S + (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)?,

sin? a + sin® B + sin® 4 < %,

sin « + sin 8 + siny > sin 2« 4 sin 25 + sin 27,

(Odo) 27(b% + ¢ — a?)?(c? + a® — b)?(a® + b — ¢2)? < (49)8, ABC ostrouhly,

(Erdss-Mordell) 2(dy + d2 + ds) < |PA| + |PB| + |PC]|,

(Schreiber) dy + ds + d3 > 6r,

(Neuberg-Pedoe) A%(—a?+b2+c?)+B?(a? —b*+c?)+C?%(a® +b*—c?) > 16ST,

kde A, B, C jsou délky stran néjakého trojihelniku s obsahem T'.

=W N

[09] (@33
NN NI e N N N NN N

_ o=~~~ N/~~~
—_ O © ~N

N N N /N /S
— =
w N
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Catalanova Ccisla

ANCGA CHEJNOVSKA

ABSTRAKT. Catalanova ¢isla jsou posloupnost 1, 1, 2, 5, 14, 42, ..., na kterou vedou
zdanlivé nesouvisejici kombinatorické tlohy. Na prednésce si povime, jak je odvodit a
co s nimi pocitat.

Definice. Obdélnikem m X n rozumime obdélnik vysoky m policek a Siroky n
policek. Jeho levy spodni vrchol oznac¢ime jako zacatek a jeho pravy horni vrchol
jako konec. Uhlopticka pak je tise¢ka mezi za¢atkem a koncem. Dale cestou v takovém
obdélniku rozumime trasu ze zacatku do konce, kterd vede po mfizce, a to pouze
nahoru a doprava.

m-+n

o ) ruznych cest.

Cviceni. Ukazte, ze v daném obdélniku m x n existuje presné (

K tomuto celkem snadnému piikladu si vSak priddme dodatecnou podminku na
cesty tykajici se thlopricky.

Definice. n-té Catalanovo ¢islo je pocet cest ve ¢tverci n x n, které jsou celé pod
uhlopfickou (smi se ji dotykat). Tento pocet budeme znacit symbolem C,,.

Vycisleni
Tvrzeni. Plati vzorec
C = 2n _ 2n _ 1 2n .
n n+1 n+1l\n

K tomuto vzorci mizeme dospét riuznymi zpusoby. Uvedeme dva z nich, kazdy
spociva v jistém zobecnéni ulohy spocitat Catalanovo ¢islo.

Priklad. Jsou déna ¢isla m < n. Kolik existuje cest v obdélniku m x n, které jsou
celé pod uhloprickou levého ¢tverce m x m? Catalanova ¢isla dostaneme, volime-li
m=n.

18
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Ndvod. Spoctéte ty cesty, které tthlopricku prekroci. U kazdé takové vezméte prvni
bod nad diagondlou a pieklopte zbytek cesty (misto doprava jdéte nahoru a obréa-
cené). Které cesty ve kterych obdélnicich se takto daji dostat? Hledany pocet cest

vyjde
m-+n m-+n
m m-—1)

Priklad. Jsou déna nesoudélnd ¢isla m, n. Kolik existuje cest v obdélniku m x n,
které jsou celé pod uhloprickou tohoto obdélnika? Catalanova ¢isla dostaneme, vo-
lime-li m =n+ 1. (MKS 26-5-8)

Ndvod. Rekneme, Ze si dvé cesty odpovidaji, pokud je mozné jednu vytvofit z druhé
tak, ze se rozdéli na dvé a slozi v opac¢ném potfadi. Ukazte, ze odpovidajici si cesty
budou tvofit (m + n)-tice, pficemz vzdy pravé jedna cesta z takové (m+n)-tice vede
pod diagonalou.

Rekurentni vzorec

oo

Tvrzeni. Méjme posloupnost (a,)5,

ktera splnuje vztahy

aOZ].,

n—1
Upy1 = E A Ay — -
=0

Pak a,, = C,,.

Piklady

Priklad 1. Spoditejte pocet korektnich uzavorkovani n part zavorek.

Priiklad 2. Kolik je mozZnosti potradi, ve kterém vyhodnotit vyraz skladajici se z n
Cisel a n — 1 operaci mezi nimi? Predpokladame, Ze ve vyrazu nejsou zavorky a Ze
nezname priority operaci.

19



CATALANOVA CISLA

Priklad 3. Kolik existuje lomenych ¢ar délky n takovych, Ze na kazdém celodisel-
ném tseku délky 1 vedou sikmo (pod tihlem 45°) doprava nahoru nebo dolt, konéi
ve stejné vysce jako zacinaji a nikdy pritom neklesnou niz.

Priklad 4. Urcete pocet koneénych posloupnosti ¢isel (ay,...,a,) takovych, Ze
pro kazdé k =1,2,...,n plati

k n
Z a; > k a pritom Z a; =n.
i=1 i=1

Priklad 5. Kolik existuje permutaci na n prvcich, které zadné trojici nezachovaji
poradi?

Priklad 6. Kolik existuje uplnych parovani vrchold na Sestitthelnikové pyramidé
sitky n? Uplné parovani na Sestitthelnikové pyramidé mtize vypadat napiiklad takto:

Priklad 7. Kolika zpisoby se d4 vyplnit tabulka 2 x n ¢isly 1,2,...,2n tak, aby
oba fadky i vSechny (dvouprvkové) sloupce byly rostouci?

Priklad 8. Kolik Ize vytvofit bindrnich stromt na n vrcholech tak, Ze rozliSujeme
,pravé® a  levé“ syny?

Priklad 9. Kolik zbude stromt v pfedchozi tloze, pokud pfiddme podminku, Ze
kazdy vrchol musi mit dva syny, nebo zddného?

Priklad 10. Kolik je rovinnych stromt na n vrcholech s vrcholy obarvenymi dvéma
barvami a jednou hranou uréenou jako ,,vyznac¢nou“? Navic dva stromy povazujeme
za rizné, pokud se lisi (cyklickym) pofadim hran kolem nékterého vrcholu.

Priklad 11. Kolika zptisoby jde pravidelny n-thelnik rozdélit na trojuhelniky?

Priklad 12. Kolika zptsoby je mozné vyskladat schodisté velikosti n pomoci n
obdélnikti? Na obrazku vidite schodisté velikosti 4 vyskladané ¢tyfmi obdélniky.

I

Priiklad 13. Kolika zptisoby si muze podat 2n lidi ruce pfes kulaty stul tak, aby
se jim nekiizily?
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Literatura a zdroje

[1] Stanley, Richard P., Catalan addendum to Enumerative Combinatorics
www-math.mit.edu/~rstan/ec/catadd.pdf

[2] Math Images,
http://mathforum.org/mathimages/index.php/Catalan_Numbers

[3] Wikipedie, http://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number
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Redundantni Ciselné soustavy pro pokrocilé

JAKUB ,ROMAN“ KLEMSA

ABSTRAKT. Problém, jak zapisovat Cisla, se tdhne s lidstvem od nepaméti. Dnes
znamy pozi¢ni zapis, kdy stejny symbol (napt. ,,5“) pouzity na riznych mistech umoz-
nuje zapsat jednou pét, jednou padesat, byl podminén vynéalezem symbolu ,,0“ pro
,nic“. Kazdému je jasné, ze tloha vynasobeni Cisel 42 a 27 zapsanych v desitkové
soustavé je jednodussi, nez nasobeni XLII a XXVII zapsanych fimskym zptisobem.
Presto se desitkovy zapis prosadil v Evropé az ve 13. stoleti.

I dnes ma smysl ¢iselné soustavy zkoumat. Jejich renesance prisla s nastupem
procesoru — diuvodem byla potfeba vyvinout algoritmus pro paralelni s¢itani.

Definice. Pozi¢ni numeracni systém je urcen bazi § € R, f > 1, a kone¢nou
mnozinou celo¢iselnych cifer nazyvanou abeceda A C Z. [-rozvojem d¢isla x pak

rozumime
n

T = Z 2.8%, € A.

k=—o

»Nage“ desitkovéd soustava mé bazi § = 10 a abecedu A = {0,1,...,9}. Ukdzeme
si dva algoritmy, jak ¢isla mezi standardnimi soustavami prevadét.

Prvni algoritmus vyuziva modula. Da se pouzit jen na cela ¢isla a mél by v pseu-
dokédu tézkopadny zapis, ukdZzeme si ho proto jen na prednasce.

Algoritmus. (Hladovy)
najdi k, aby platilo % <z < f**! (nespecifikovano jak)
repeat

= | 57 ]

y =z — xpf*

k=k-1
until y =0
Cviceni.

(1) Pfevedte (10010110111)5 do osmickové soustavy. Dokazete to bez mysleného
prevodu do desitkové? (mald finta)
(2) Zapiste prvnich n éislic ¢isla 7 v sedmickové soustave. Ktery algoritmus po-
uzijete?
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Zaklad soustavy nemusi byt nutné celociselny. Dostavame hned nékolik otazek:
(1) Jakou volit abecedu, aby byl moZny zépis vSech redlnych cisel?
(2) V kladném pfipadé, bude zapis jednoznaény?
Odpovédi zni:
(1) Pokud zvolime standardni abecedu nejblizsiho vyssiho pfirozeného ¢isla, za-
pis mozny bude (hladovy algoritmus ho najde). Pokud zvolime o jedna mensi,
najdou se ¢isla, ktera neptijdou zapsat (hladovy algoritmus se ,trefi mimo

abecedu, de facto ji vynucuje).
(2) Nebudel!

Dikaz. Provedeme na prednésce.

Dostali jsme tiidu soustav, ve kterych maji néktera Cisla nejednoznacény zapis!
Jako konkrétni piiklad si uvedme soustavu o zékladu A2 =98 +1 =9 < 8 < 10.
Mame tedy abecedu A = {0,1,...,9} a miZeme psat 32 = (100e)5 = (91e)s.
Tento ,,jev" muzeme vytvorit i pro pfirozené baze, staci umeéle zvétsit abecedu.

Cviceni. Zapiste ¢islo 10 v soustavé o zdkladu 4 s abecedou A = {2, —1, 0, 1, 2}.
Najdete vice moznych zapisa?

Paralelni scitani jako lokalni funkce

Definice. Budte A, B abecedy a A%, BZ mnoziny slov na téchto abecedach. Budte

r,t €Nog,p=r+t+1¢€N afunkce ®: B> — A. Funkce ¢: BZ — A%, p(u) = v, kde
v; = ®(ujqe...uj... uj_,), se nazyva p-lokalni funkee.

Uvazujme konec¢né S-reprezentace ¢isel v abecedé A:

Fina(f) = {m =3 a8 [ ICZ I <oy € A} .

Hledame algoritmus, ktery umozni secist dvé takova ¢isla v konstantnim case:

Santu)B = w =" v g (%)
kel CA+A=B kel eB kels cA

K tomu potfebujeme znat p-lokalni funkci ¢ takovou, Ze funkce ® (dle definice)
pfifadi p-tici dvojic cifer (w;q¢...u;...u;—y) cifru v; tak, aby platila rovnost (&) a
v; € A. Na pfikladu si ukdzeme, Ze standardni ¢iselné soustavy ndm nestaci.

1999...99999
0000. .. 00001
20000. .. 00000

Na vznik dvojky na zac¢atku souctu ma vliv kazda cifra horniho ¢isla. Takové situaci
se chceme vyhnout. Algoritmus, jak to udélat, byl objeven az pii pouziti redundantni
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REDUNDANTNI CISELNE SOUSTAVY PRO POKROCILE

Ciselné soustavy. Prvni takovy algoritmus navrhl Avizienis r. 1961. Pracoval s desit-

kovou soustavou a abecedou {—6,—5,...,5,6}. Své aplikace se podobny algoritmus

dockal v aritmetickych jednotkach procesord, napiiklad Pentium pouziva soustavu

se zdkladem 8 = 4 a péti ciframi A = {—2,—1,0,1,2}. Nyni ale zpét k algoritmu.
Méjme z,y € Fin4(4). Cilem je spocitat z € Fin4(4) tak, aby platilo

Algoritmus. (#)
for ¢ in I; Ul do
Wy = Ty A Y
if (w; >3 or (w; =2 and w;_1 > 2))
gi =1
elseif (w; < -3 or (w; = —2 and w;_1 < —2))
gi=—1
else
¢ =0
end
zi = w; —4¢; + ¢i—1
end
Cviéeni.
(1) Ovéite, ze z; € A.
(2) Urcete p-lokalni funkci z algoritmu (). Jaké je p?

Dané ¢islo vSak musime nejdiive do nové soustavy pievést. To lze provést para-
lelné. Cislo rozlozime na soucet dvou ¢isel tak, ze 0, 1 a 2 ziistanou, 3 rozepiSeme na
1 a 2. Tim se obéma ¢isly dostaneme do nasi abecedy, v niz paralelné sc¢itat umime.
Prevod zpét uz paralelné provést nelze.

Dale potfebujeme umét ¢isla porovnavat, coz na prvni pohled paralelné nelze.
Bézné lexikografické porovnavani v tomto piipadé selze — napiiklad (122e)4 4 <
(22e)4 4, protoze 6 < 10. Cisla musime nejdfive paralelné odecist a pak uZ prvni
cifra rozhodne.

Literatura a zdroje

[1] E. Pelantové, S. Starosta, Nestandardni zdpisy cisel, Pokroky matematiky,
fyziky a astronomie, JCMF, Praha, 2011,

[2] E. Pelantové, prezentace Redundantni &iselné soustavy, FJFI CVUT, Praha,
2011.
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Konecné projektivne roviny a latinské Stvorce

PETER ,,7TR“ KORCSOK

ABSTRAKT. V tejto prednaske sa zoznamime s konceptom koneénych projektivnych
rovin a latinskych $tvorcov a ukazeme si, ako tieto objekty navzajom suvisia. V druhej
Casti prednasky si predstavime ich aplikaciu pri takzvanych samoopravnych kédoch.
Tieto kédy sa vyuzivaju pri prenose informacii menej spolahlivym spésobom, kde moze
dochadzat k zmene niektorych z prenasanych znakov.

Kde sa to tu vzalo?

Uz okolo roku 300 pred nasim letopoc¢tom napisal Euklides dielo Zdklady, v ktorom
v trinastich knihach uviedol vtedajsie poznatky o geometrii a ¢islach formou axiémov
a veci z nich odvodenych. V prvej z tychto knih zaviedol aj pit postulatov (axiémov),
ktoré nasledne tvorili zaklad mnozstva geometrickych dékazov.

Piaty postulat — najznamejsi asi v podani od Playfaira ,pre dany bod a priamku
nim neprechadzajicu existuje maximélne jedna rovnobezka prechadzajica danym
bodom* — je odlisny od zvysnych, preto sa ho mnoho matematikov snazilo dokazat
s vyuzitim iba predchédzajucich $tyroch. Vsetky tieto pokusy ale boli netispesné,
dnes je uz dokonca zname, ze taky dokaz ani existovat nemoze.

Miesto toho sa v geometrii zostrojil novy ,model* — predpokladd platnost prvych
$tyroch postulatov, ten posledny je nahradeny predpokladom ,pre Iubovolny bod
a priamku nim neprechddzajicu existuji aspon dve rovnobezky prechadzajice da-
nym bodom*. Takjto systém priamok a bodov zvykni matematici oznacovat ako
hyperbolicku rovinu, tou sa ale na tejto prednaske nebudeme zaoberat.

Podobne sa ale mozeme dopracovat k projektivne;j alebo aj eliptickej rovine, ktora
vyuziva mierne volnejsie Euklidove postulaty, pricom posledny je nahradeny pod-
mienkou ,kazdé dve roézne priamky sa pretinaju“.

Pomoooc! Co to je?!

Uz sme zistili, preco sa zacali projektivne roviny skiimat. Aby sme ich mohli lepsie
spoznaf, musime si ich trochu presnejsie popisat.
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Definicia. Projektivnou rovinou budeme nazyvat mnozinovy systém (B, P), kde
P C 28 a platia nasledujiice axiémy:

(1) VP,QeP, P#Q)|IPNQ|=1,

(2) Va,ye B,z #y) B'PeP)z,yeP,

(3) (3SCB,|S|=4) (VPeP)|PNnS| <2
Prvky mnoziny B potom nazyvame bodmi PR, prvky P st tiez priamky PR. Ak
navySe plati, Ze B m4 len koneéne vela bodov, hovorime o konecnej projektivnej
rovine.

Poznamka. Axiém (3) moZeme ekvivalentne nahradit lubovolnym z nasledujicich
dvoch:

(3) (YP,Q € P) B~ (PUQ) 0,
(3") (B, P) netvori systém ako na obrazku:

Cvicéenie. Najdite najmensiu projektivnu rovinu.

Tvrdenie. Majme KPR (B, P), potom vSetky priamky P € P obsahuji rovnako
vela bodov.

Definicia. Rddom KPR (B, P) budeme rozumiet hodnotu |P| — 1 pre P € P.

Tvrdenie. Nech (B, P) je KPR rddu n. Potom platia nasledujice vlastnosti:

(0) (VPeP)|Pl=n+1,

(1) VxeB)|{PeP;ze P} =n+1,
(2) |Bl=n?+n+1,

(3) IPl=n*+n+1.

Kde to rastie?

V predchadzajtcej Casti sme si popisali, ¢o to konecné projektivne roviny st a aké
st ich zékladné vlastnosti, v cvifeni sme si dokonca skusili nejakit KPR aj néjst.
Je ale mozné, 7e je to jeding exemplar, ktory spliia nasu definiciu? Na to sa teraz
pozrieme.

Jednou z mozZnosti je vyuzitie vhodnych algebraickych telies:
Tvrdenie. Pre kazdé n = p”*, kde p je prvoéislo a k € N, existuje KPR radu n.
Hypotéza. KPR radu n existuje prave pre n = p* pre nejaké prvocislo p a k € N.

Druhtt moznost nam davaja tzv. latinské stvorce:
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Definicia. Latinskym Stvorcom rddu n budeme oznacovat maticu L € [n]"*™
spliiajiicu podmienku

(Vi#i',j# 5 €ln]) Lij # Lij # Lij,
kde [n] = {1,...,n}. Pre k < n nazveme latinskym obdlznikom maticu tvaru k x n
splhajiicu predchadzajicu podmienku pre kazda dvojicu i # i’ € [k]
Tvrdenie. Kazdy latinsky obdlznik je mozné doplnit na latinsky Stvorec.

Cviéenie. 7 balicka kariet vyberte vSetky Styri esa, kralov, damy aj chlapcov
a rozmiestnite ich do mriezky 4 x 4 tak, aby ziadny riadok ani stlpec neobsahoval
dve karty rovnakej farby alebo hodnoty.

Definicia. Latinské §tvorce L a L’ rddu n nazveme ortogondlnymi (L L L'), ak
plati podmienka

(Vi’ilvjaj/ € [TL]) (17]) 7é (i/a.j/) = (LL]'?L;',]') 7é (Li/,j”L;’,j’)'

Skupinu latinskych $tvorcov rovnakého radu nazveme navzdjom ortogondlnymi, ak
kazdé dve z nich st ortogonalne.

Priklad. Nasledujuci priklad ilustruje dve ortogonélne latinské $tvorce radu 3:

1 23] 1 23 (1,1) (2,2) (3,3)
2 3 1(,[(3 1 2| = (23 (1) (1,2
31 2| |2 31 (3,2) (1,3) (2,1)

Tvrdenie. Nech L1, ..., L,, sit NOLS radu n. Potom m < n — 1.
Veta. Pren > 2 existuje KPR radu n, prave ked existuje n — 1 NOLS radu n.

Da sa to jest?

Uz sme si ukéazali, ako vieme niektoré kone¢né projektivne roviny, pripadne latinské
$tvorce tvorit, podme sa teda zamyslief, aky maji vyznam v beZnom Zivote.

Definicia. Slovom w dlzky n nad abecedou ¥ (w € X™) nazveme Iubovolnt po-

pripadne obecnejsie ¥ = {0, ..., ¢} pre nejaké ¢ € N.

Definicia. Hammingovu vzdialenost dvoch slov u,v € X" definujeme nasledovne:
di(u,v) = |{i € [n]; u; # v} .

Definicia. Podmnozinu K C X7, |K| = |2|", kde plati dg (u,v) > d pre lubovolné
u # v € K, nazveme (n,k,d)-kédom a hovorime o kéde dlzky n, velkosti |%|*
a vzdialenosti d.
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Pozorovanie. (n,k,d)-kéd dokéze rozpoznat az d — 1 a opravit az L%J chyb.
Tvrdenie. Ak existuje (n, k,d)-kéd pre d > 2, potom existuje aj (n —1,k,d —1)-
kod.

Tvrdenie. Ak existuje KPR radu n, potom existuje aj kéd nad abecedou ¥ =
{0,1} dlzky n? + n + 1, velkosti n? + n + 2 a vzdialenosti 2n.

Problém. Akd najvicsiu velkost moze mat kéd nad abecedou ¥ = {0,...,q}
dizky 4 a vzdialenosti 37

V nasledujtcich tvrdeniach budeme predpokladat abecedu ¥ = {0, ..., q}.
Tvrdenie. Pre kazdy (4, k,3)-kod urcite plati k < 2.
Tvrdenie. (4,2,3)-kdd existuje prave vtedy, ak existuji dve ortogondlne latinské
Stvorce radu q.

A teraz trochu obecnejsie:
Tvrdenie. Pre kazdy (n,k,d)-kéd urcite plati k <n —d+ 1.
Tvrdenie. (n,2,n — 1)-kéd existuje prave vtedy, ak existuje n — 2 NOLS radu gq.
Désledok. (n,2,n — 1)-kéd nad abecedou ¥ = {0,...,n — 1} existuje pre kazdé

n = p* + 1, kde p je prvocislo a k € N. Ak by platila spominana hypotéza, takyto
kod pre ziadne iné n neexistuje.

Literatiira a zdroje

Pri priprave tejto prednasky som cerpal prevazne z nasledujticich materidlov:

[1] Connelly, Robert. Classical Geometries (texty k prednéske). Cornell Univer-
sity, Ithaca, NY, 2010. www.math.cornell.edu/~web4520/

[2] Bartlett, Padraic. Latin Squares (texty k prednéske). Mathcamp 2012.
www.its.caltech.edu/~padraic/mathcamp_2012/mathcamp_2012.html

[3] zapisky z predndsok Kombinatorika a grafy I, Kombinatorika a grafy II
a Kombinatorické struktury na MFF UK
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Délitelnost pro zacateCniky

KuBAa KRASENSKY

Béhem prednasky se budeme zabyvat délitelnosti, coz je jeden z ustiednich pojmu
teorie Cisel. Probereme jeji znamé i méné znamé vlastnosti, nékteré z nich se na-
ucime i dokazat. Pri té prilezitosti si procvicime rtzné techniky dikazu — pfimy,
sporem, indukci. Ukéazeme si, pro¢ funguje Eukleidiav algoritmus. Zavedeme pojem
kongruence a nauc¢ime se s nim pracovat. Zavadime i o kvadratické zbytky a Malou
Fermatovu vétu, kterou si také dokazeme. Posléze ji zobecnime na vétu Eulerovu a
probereme i vétu Wilsonovu.

Uvodni pojmy
Umluva. Pokud nebude vyslovné uvedeno jinak, mysli se v tomto pifspévku pod
pojmem ,¢islo* vzdy ¢islo celé.

Definice. Rekneme, 7e éislo a je délitelné éislem b pravé tehdy, kdy# existuje ¢islo
k takové, Ze k- b = a. Druhé mozné vyjadreni stejné skutecnosti je, ze b déli a. Také
lze ¥ici, ze b je délitelem &isla a nebo ¢islo a ndsobkem b. Zapisujeme b | a.

Poznamka. (Zakladni vlastnosti) Pro libovolna celd a, b, ¢ plati:

(i) 1]a,

(i) a | a,

(iii) a0,

(iv) a|bAb|c=ac,
(v) albhalc=a|b+e,
(vi) a|bAc|d= ac]bd.

Véta. Pro kazda prirozena m a n existuje pravé jedna dvojice nezapornych celych
Gisel k ar, r < m, tak, ze plati n = km + r. Rikdme, Ze k je celociselny podil m an
a ze r je zbytek n po déleni m.

Piiklady

Priklad 1. O pfirozeném d¢isle n fekneme, Ze je magické, jestlize déli kazdé ¢islo
vzniklé tak, Ze pfed n napiSeme jednu nebo nékolik novych ¢islic. Najdi vSechna
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magicka ¢isla.
P¥iklad 2. Dokaz, ze 6 | n® — n pro kazdé piirozené n.
Priiklad 3. Dokazte, Ze pro kazda celd x, y plati
50 | 192 + 3y < 50 | 23z + y.
Priiklad 4. Najdéte vSechna ¢isla x, pro kterd plati
r—3|x® 3.
Priklad 5. Urcete pocet deseticifernych éisel, ve kterych je mozno Skrtnout dvé

sousedni cifry a dostat tak ¢islo 99krat mensi.

Priklad 6. Dokazte, ze pro kazdé pfirozené n plati 133 | 117F1 4 12271,

Eukleidiv algoritmus

Definice. Nechf jsou a a b nezdporna celd ¢isla, alesponi jedno z nich nenulové.
Jejich nejvétsim spoleéngm délitelem — znacime NSD(a,b) — je nejvétsi pfirozené
¢islo d takové, ze d | a A d | b. Cisla a, b nazyvame nesoudélnd, kdyz NSD(a,b) = 1.

Definice. Podobné nazveme nejmensim spolecnym ndsobkem a a b nejmensi ¢islo,
které je délitelné jak ¢islem a, tak i b. Znacime ho nsn(a,d) pro snadnéjsi odliseni
od NSD(a, b).

Véta. Pro kazdou dvojici a, b (a > b) plati: NSD(a,b) = NSD(a — b, b).

Diky tomu funguje tzv. Eukleidiv algoritmus hledani nejvétsiho spolecného dé-
litele. Dvojici a, b nahradime dvojici a — b, b. Tu opét usporadame podle velikosti,
vétsi ¢islo oznacime a a mensi b. Poté znovu odecéitame. Skonéime ve chvili, kdy bude
jedno z ¢isel rovno nule. Tehdy je druhé ¢islo pravé rovno hledanému NSD.

Priklady

Piiklad 7. Najdéte NSD(3k + 1,2k — 1).

Pfiklad 8. Méme mnozinu éisel {1,2,...,2n — 1,2n}. DokaZte, Ze mezi kazdymi
n + 1 vybranymi prvky je néjaka dvojice nesoudélnych cisel.

Priklad 9. Ukazte, Ze dva po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou
nesoudélné.

Priklad 10. Dokazte, Ze pro kazda pFirozend m, n plati

NSD(2™ —1,2" — 1) = 2NSP(mn) _q,
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Prvocisla

Definice. Prvocislem nazveme takové prirozené ¢islo, které ma pravé dva kladné
délitele. Cislo, které ma déliteli vice, je sloZené.

Poznamka. Vsimnéte si, Ze jednicka neni ani prvocislo, ani ¢islo slozené.

Véta. Cislo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz pro vSechna é&isla b, ¢ plati
plbe=(plbVplo).

Véta. (Zékladni véta aritmetiky) Kazdé n > 2 Ize rozlozit na soucin prvodisel

jednoznacné az na poradi ciniteli.

Véta. Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Priklady

6

Piiklad 11. Mame ¢islo n, které lze zapsat ve tvaru m® —m?2, kde m je piirozené

¢islo. Jakym nejvyssim cislem bude n jisté délitelné?

Priklad 12. Najdéte v8echny dvojice prvocisel p, ¢, pro které existuje prirozené
¢islo n tak, ze plati
p(p+1)+q(g+1)=n(n+1).

Priklad 13. Mame pfirozené n vyjadiené jako soudin prvocisel. Jak uréime, kolik
ma déliteld?

Priklad 14. Zname NSD(a,b) i nsn(a,b). Jsou tim a a b jednozna¢né déna?
Pi#iklad 15. Cemu se rovna nsn(a, b) - NSD(a, b)?
P¥iklad 16. Pro prvodéisla p, ¢ plati p | ¢> —1 a ¢ | p— 1. Dokaizte, 7e p = ¢*>+q+1.

Priklad 17. Ukazte, Ze pro kazdé prirozené n existuje fada alespon n po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel, neobsahujici zadné prvocislo.

Kongruence

Definice. Rikame, 7e a je kongruentni s b modulo n pravé tehdy, kdyz n | a — b.
Znacime a = b (mod n).

Poznamka. To znamené, Ze a a b davaji stejny zbytek po déleni n.
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Priklady

23
Priklad 18. Urdete posledni cifru éfsel 1717 a 2323°% .
Piiklad 19. Najdéte takova celd &isla z, y, ze 22 = 4y + 2.

Tézké véty na zavér

Véta. (Mala Fermatova) Pro kazdé prvocislo p a s nim nesoudélné prirozené ¢islo
a plati
a?” ' =1 (mod p).

Definice. Zavedeme Eulerovu funkci ¢: N — N. Jeji funkéni hodnotou bude pocet
vSech prirozenych Cisel, kterd jsou s n nesoudé€lnd a zaroven jsou mensi nez n.

Véta. (Eulerova) Pro kazdou dvojici pfirozenych nesoudélnych ¢isel a, n plati:
a?™ =1 (mod n).
Véta. (Wilsonova) Prirozené ¢islo n je prvocislo pravé tehdy, kdyz

(n—1)!'=-1 (mod n).

Piiklady

Priklad 20. Dokazte, Ze neexistuje zaddné prirozené ¢islo n takové, aby platilo
n|2"—1.

P#iklad 21. Dokazte, Ze pro licha n plati n | 27 — 1.

Podékovani

Chtél bych podékovat Pepovi Tkadlecovi za poskytnuti materiali, ze kterych jsem
pri pfipravé prednasky castecné Cerpal. Dale svému cvic¢icimu z pfedmétu Diskrétni
matematika, inzenyru Tomasi Vavrovi, za to, Ze zadava i na VS piiklady, které
se podobaji olympiadni matematice a daji se vyuzit na takovéto prednasce. Také
dékuji Jifimu Ruzickovi, z jehoz diplomové prace ,Teorie ¢isel — sbirka priklada
jsem prebral nékolik cviceni.
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Geometrie Cisel

Vit ,,VEJTEK® MUSIL

ABSTRAKT. Jakkoliv se to mize zdat pozoruhodné, geometrie je vskutku uzitecnym
nastrojem v teorii ¢isel. I velmi obtiZznou ulohu jde nékdy vyfesit extrémné jednodu-
chym geometrickym argumentem. Jednim z nich je tzv. Minkowského véta, kterou si
dokazeme a aplikujeme na néktera tvrzeni, jako je slavna Lagrangeova véta o ¢tyfech
¢tvercich. Na zavér dojde i na diofantické rovnice a tlohy z matematické olympiady.

Body, mrizky, rovnobéznostény

Pojdme rovnou k tomu hlavnimu. Minkowského véta zhruba feceno Fikd, ze dosta-
tecné velky symetricky utvar rozumného tvaru nemutze mijet miizové body. Tolik
nejasnosti si pfimo koleduje o definici.

Zaénéme témi miizovymi body. Casto se jeden spokoji s definici m¥izky v R?, totiz
Ze to jsou ty body roviny, jejichz soufadnice jsou celociselné. Pfimoc¢arym zobecnénim
ziskame definici v R™ pro libovolné pfirozené n. My vSak budeme jesté narocnéjsi.

Definice. Bud n € N. MyiZkou A = A(B) v R" s bdzi B = {v1,...,v,}, kde v;
) ) )

jsou linearné nezavislé vektory v R, nazveme mnozinu vSech celoc¢iselnych linearnich

kombinaci vektort z baze B, presnéji

n
A= {Zaivi; a; € Z}.
i=1

Zdkladnim rovnobéznosténem T = T'(B) miizky A(B) nazveme mnoZinu

T= {;aivi; a; € <O,1)}.

Objem miizky definujme jako objem zakladniho rovnobéznosténu a ozna¢me Vol(A).

Nase definice je konzervativni v tom smyslu, Ze zvolime-li si bazi R? z vektorti
v = (0,1) ave = (1,0), pak mfizka A odpovid4 nasemu ptvodnimu chapani miizky
v roviné. Zakladni rovnobéznik je pak ,ctverec* (0,1) x (0,1). Objem A je zjevné
roven jedné.
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Pov§imnéme si, ze mnoziny {z + T'; x € A} tvori rozklad celého prostoru, tj. pro
kazdy bod y € R" existuje pravé jeden bod miizky x € A takovy, zey € z + T =
{z+2z 2z€T}.

V uvedené definici jsme ziistali jesté néco malo dluzni — objem miizky totiz zavisi
na 7. Potiz je v tom, Ze vice bazi muze definovat tutéz mrizku, ackoli T vypadéa rizné.
Piikladem budiz tfeba baze {(2,3),(3,4)}. Snadno si rozmyslime, Ze generuje onu
yzékladni“ m¥izku v R? stejné jako baze, kterou jsme volili viSe. Pomoci zakladii
linearni algebry vSak lze trividlné odvodit fakt, ze pokud dvé baze generuji tutéz
mfiizku, odpovidajici zdkladni rovnobéZnostény maji stejny objem.

Pripomenme si zbyvajici potfebné pojmy.

Definice. Mnozina M C R” se zove konvexni, pokud s kazdymi dvéma body ob-
sahuje tsecku tyto body spojujici, tj. z,y € M implikuje A\x + (1 — \)y € M pro
kazdé X € (0,1). M je stredové symetrickd, pokud z € M implikuje —z € M, a je
omezend, pokud lezi v néjaké kouli.

Minkowského véta
Nyni jiz mizeme poctivé vyslovit Minkowského vétu.

Véta. (Minkowski, 1891) Budte M C R™ konvexni, omezend a stiedové symetricka
mnozina a A C R"™ mfizka splnujici

2" Vol(A) < Vol(M),

kde Vol(M) je objem M. Potom B obsahuje miiZovy bod riizny od pocatku.

Uvédomme si, co véta specidlné fikd pro rovinu a onu ,zakladni mfizku“. Jeji
objem je ziejmé roven jedné. Pokud tedy ma M predepsané vlastnosti a objem vétsi
nez 4, pak obsahuje mfizovy bod rizny od pocatku. Ze symetrie navic plyne, ze
obsahuje miiZové body alespor tfi (vdetné pocatku).

Tlustrujme nyni pouziti Minkowského véty na jednoduchém prikladé.

Priklad. Umistéme do kazdého miiZového bodu prostoru vyjma pocatku kouli
o poloméru r > 0 (spoleény pro vSechny koule). DokaZte, Ze neexistuje piimka
prochazejici poc¢atkem, kterd neprotina zadnou z téchto kouli.

Predpokladejme pro spor, Ze existuje primka prochézejici pocatkem, kterd miji
vSechny koule se stfedem v miizovych bodech. Podél této pfimky 1ze tedy zkonstru-
ovat ,pas® o libovolné délce a pruméru r tak, aby neprotinal zadny miizovy bod.
Nyni staci vzit pas dostatecné dlouhy na to, aby jeho objem byl vétsi nez 2", kde n
je dimense prostoru. Pak podle Minkowského véty tento obsahuje mfizovy bod, coz
neni mozné.
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Dva a ctyfi Ctverce

Minkowského véta se ukéze byti uzitecnym nastrojem k ditkazu nasledujicich dvou
tvrzeni. Prvni fika, ze kazdé prvocislo tvaru 4k + 1 lze zapsat jako soucet dvou
¢tverct. Lagrangeova véta pak zarudi, ze vibec kazdé Cislo lze zapsat jako soucet
Ctverca Ctyft.

Ke kazdému z dtikazi budeme potfebovat po jednom snadném lemmatu, které
dokazeme cisté algebraickymi prostiedky.

Lemma. Bud p prvocislo tvaru 4k + 1 pro néjaké prirozené k. Potom existuje celé
¢islo a splnujici
a’>=-1 (mod p).

Tvrzeni. Bud p prvoéislo tvaru 4k + 1 pro néjaké prirozené k. Potom rovnice
p =1’ +y

ma feSeni x,y € 7.

Lemma. Bud p prvocislo. Potom rovnice
2 2 _
¥ +y*+1=0 (modp)

ma feseni x,y € 7.

Pouzitim Cinské zbytkové véty a predchoziho lemmatu dostidvame téméi bez-
prostiedné dtisledek. Pfipomenme, zZe ¢islo se zove bezétvercovym, pokud se v jeho
prvociselném rozkladu vyskytne kazdé prvocislo v nejvysSe prvni mocniné.

Korolar. Rovnice 22 + y* +1 =0 (mod m) mé v celych &islech feSeni pro kazdé
bezctvercové cislo m € N.

Véta. (Lagrange, 1770) Bud n nezdporné celé ¢islo. Pak rovnice
nzx%+x§+m§+xi

ma feseni x1,Ts,x3,%4 € 7.

Pro tplnost jesté dodejme, Ze oba tyto vysledky maji i své Cisté algebraické di-
kazy. Zvidavy ¢tenaf nechf nahlédne do poznamek [1].

Diofantické rovnice

Dokazat, ze néjaka diofanticka rovnice nemé feSeni, je pomérné klasicky problém.
Co kdyz ale mame dokazat, ze feseni ma? Také zde ndm muize byt pan Minkowski
k ruce.

Nasledujici tlloha poskytuje névod, jak lze nalézt odpovéd dokonce na celou t¥idu
podobnych problém.
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Uloha. Budte a, b, ¢ kladna celd ¢isla splitujici ac = b? + b+ 1. Pak rovnice
ar? — (2b4+ Vzy +cy® =1

ma feSeni x,y € Z. (Polskd MO)

Uvazujme ty body roviny (z,y), pro které plati ax? — (2b + 1)ay + cy? < 2.
Jednoduchymi vypoéty ovéiime, Ze se jedna o vnitiek elipsy s obsahem 47/+/3 > 4.
Ziejmeé je tato elipsa konvexni, stfedové symetrickd i omezené. Podle Minkowského
véty tak obsahuje mifZovy bod (z,y) rizny od pocatku. Protoze ac = b* + b+ 1, je
jisté ax? — (2b + 1)ay + cy? > 0 a z celoéiselnosti viech konstant nutné dostavame
ax? — (2b+ 1)xy + cy? = 1. Cisla z, y jsou tedy hledanym Fesenim.

Je vidét, ze stejny postup bude fungovat pro rovnice, které ve smyslu predcho-
ziho navodu definuji konvexni omezené mnoziny, jez jsou symetrické kolem néjakého
mfizového bodu a maji dostatecné velky objem.

Tento argument jist€ zazni i v nasledujici tloze, le¢ sdm stacit nebude. Podstatnym
krokem je jesté zvolit si lisSacky mriizku.

Uloha. Bud n pfirozené &islo takové, Ze rovnice
2 2
r+ry+y-=n

ma feSeni x,y € Q. Pak tato rovnice méa také feSeni x,y € Z. (KoMalL)

Timto nas vyklad konci. Dalsi tlohy a zajimavé aplikace lze nalézt napiiklad
v knize Problems From the Book [2], kde je problematice vénovéna celd kapitola
Geometry and Numbers.

Literatura

[1] Martin Klazar, Introduction to Number Theory, Lecture notes
[2] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Problems From the Book, XYZ Press,
2008
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Orientované uhleni

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Uhel je jednim ze zékladnich pojmii geometrie. P¥itom jeho nesikovna
definice mnohdy zpiusobi zbyteény rozpad argumentace na vice moznosti. Prispévek
ukazuje, jak vystavét geometrii na orientovanych uhlech, a predvadi jejich pouziti
v ulohéch.

Orientované thly modulo 360°

Definice. Mg¢jme ¢tverici bodu A # B, C # D. Dvojice AB, C'D je mozné chapat
jako ,orientované p¥imky“, tedy pfimky, u kterych je pofadim boda A, B feceno
,»Z kterého sméru prichazi a kam mifi“. Orientovanym thlem orientovanych pfimek
AB a CD (v tomto pofadi) rozumime thel, o ktery je tfeba otoéit orientovanou
pfimku AB proti sméru hodinovych rucicek, aby meéla stejny smér jako piimka CD.
Tento thel je uréen jednozna¢né az na nasobek 360° a znacime ho <((AB,CD).

Tvrzeni. Pro orientované tihly orientovanych piimek plati:

) <(AB,AB) =0,
(11) <(AB, 03 <(BA,CD) + 180° = «(BA, DO,
(iii) (/@ @ )= —<( @ zﬁ)
(iv) pokud body A, B lezi na jedné kruznici se stfedem S, pak <I(/ﬁ,z@) =
(Ei, B?) ; opacna implikace plati za predpokladu, ze tento uhel neni nu-
lovy,

<(AB,CD) + <(CD,EF) = <(AB, EF).

Dusledek. (soucet thli v trojuhelniku) Budte A, B, C tfi riizné body v roviné.

Pak
<(AB,AC) + «(BC, BA) + <(CA, CB) = 180°.

Véta. (o stfedovém a obvodovém thlu) Body A, B, C lezi na kruznici se stfedem
S. Pak R
<(CA,CB) = (54, 3B).
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Véta. (o stiedovém a tsekovém thlu) Piimka AT se dotykéd kruznice se stiedem
S v bodé A. Déle na této kruznici lezi bod B. Pak

2. <1(A-T>7ﬁ) = <z(S_1)4,S?).

Orientované thly modulo 180°

Pr1i zachazeni s orientovanymi pfimkami je potfeba védét, v jakém potradi se nachézi
body na pfislusnych pfimkach. Proto byva casto vhodnéjsi volit orientované uhly
modulo 180°.

Definice. Orientovanym thlem dvou (neorientovanych) ptimek p, ¢ (opét v tomto
pofadi) rozumime thel, o ktery je tfeba otoéit piimku p proti sméru hodinovych
rucicek, aby byla rovnobézna s piimkou g. Tento 1ihel je dan jednoznac¢né az na
nasobek 180° a znacime jej <((p, q). Je-li pfimka p, resp. ¢ uréena body A, B, resp.
C, D, pak thel zna¢ime obdobné jako tihel orientovanych p¥imek, tedy <(AB,CD).

Tvrzeni. Pro orientované thly neorientovanych pfimek opét plati (i), (iii), (iv),
(v) z tvrzeni pfedchozi kapitoly.

Tvrzeni. (o tétivovych ¢tyfuhelnicich) V roviné jsou ddny 4 rizné body A, B, C,
D. Tyto body lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati

<(AC,AD) = <«(CB, BD,).

Uloha. Piimky p, q se protinaji v bodé S. Déle jsou dany body A, B takové, Ze
<(p, SA) = <(SB, q). Paty kolmic z bod A, B na pfimku p ozna¢me postupné A,,
B, a obdobné paty kolmic na piimku ¢ jako A,, B,. Dokazte, ze body A,, Aq, By,
B, lezi na jedné kruznici.

Uloha. (Miquelova véta) Je dan trojihelnik ABC. Na pifmkach BC, CA, AB lezi
postupné body X, Y, Z. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AY Z, XBZ a
XYC prochéazi jednim bodem.

Uloha. Je dan rovnoramenny trojihelnik SAC se zakladnou AC. Na piimkéach
SA, SC lezi postupné body X, Z tak, Ze pfimka X Z je rovnobézna s pfimkou AC.
Bud O stfed kruznice opsané trojuhelniku AZS. Ukazte, ze pfimky XC a SO jsou
na sebe kolmé.

Uloha. (Svréktv bod) V trojihelniku ABC ozna¢me S druhy prisecik osy vniti-
niho @hlu u vrcholu A s kruznici opsanou ABC. Dale ozna¢me S’ druhy priisecik
osy vnéjsiho tthlu u vrcholu A s kruznici opsanou. Nakonec ozna¢me stiedy kruznic
pfipsanych ke strandm BC, C' A, AB postupné I, I, I. a stfed kruznice vepsané I.
Dokazte

(i) [SB| =[SC| = [S1| = [S1a],

(ii) |8'B| = |5'C| = |5'I.| = |S'Tp|.
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Uloha. Bud H priseéik visek trojuhelniku ABC a H' obraz H v osové soumér-
nosti podle osy AB. Dokazte, ze H' lezi na kruznici opsané ABC.

Uloha. Skrz priisecik vysek H trojihelniku ABC vedeme pifmku p. Oznaéme p,,

pp osové obrazy primky p podle pfimek BC, C'A. Dokazte, Ze se pfimky p,, pp

protinaji na kruznici opsané.

Uloha. (Simsonova pi¥imka) Bud P bod na kruZnici opsané trojihelnika ABC.

Dokazte, ze paty kolmic z P na strany trojihelnika (3 body) lezi v jedné piimce.
Piimka z ptfedchozi tlohy se nazyva Simsonova piimka trojuhelniku ABC vzhle-

dem k bodu P.

Uloha. Jsou dany body A, B, C, P na jedné kruznici. Kruznice k se dotyka piimky

PA v bodé A a prochazi bodem B. Druhy prusecik této kruznice s pfimkou AC

oznac¢me X. Dokazte, ze primka BX je kolma na Simsonovu pfimku trojihelniku
ABC vzhledem k bodu P.
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Velka prirozena Cisla

MIREK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek se zamysli nad otazkou, jak definovat ,,co nejvétsi“ prirozené
¢islo. Zac¢ina s nékolika pohledy na Ackermannovu funkci a dostava se do mist, na
kterd konecna kombinatorika nestaci.

Motto: Vesmir je prtavy. .. oproti vétsiné prirozenych éisel.

Definice. Méjme dvé rostouci posloupnosti p¥irozenych &isel a,, b,,. Rekneme, ze
posloupnost a roste stejné rychle jako posloupnost b, pokud najdeme k takové, zZe
pro vSechna n plati

an < bn—i—k < An+2k-

. s e z c 7 7z v/ . . v z /v z
Definice. Pii mocnéni a®” provadime s vyssi prioritou mocnéni vyse a vice vpravo,

tedy a(®”). Mocninnou vézi o délce n € N a zakladu z € N rozumime vyraz

ve kterém se vyskytuje x praveé n-krat.

Cvieni. Pro z > 2 oznafme v,(n) posloupnost mocninnych vézi délky n =
1,2, ... Ukazte, ze pro vSechna mozna x rostou posloupnosti v, stejné rychle.

Definice. Prom,n € Ny definujeme m-tou Ackermannovu funkci A,, (n) rekurent-
nim pfedpisem

n+1 pro m =0,

Ap(n)=<¢ Ap_1(1) prom>0an=0,

Am—l(Am.(n - 1)) Jlnak
Dale definujeme Ackermannovu funkei (bez poradového ¢isla) jako A(n) = A, (n).
Cviceni. Ukazte, Ze ¢étvrtd Ackermannova funkce roste stejné rychle jako moc-
ninna veéz.
Cviceni. Ukazte, Ze A(n) roste stejné rychle jako A, (1).
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Uloha. (IMO 2010) V kazdé ze Sesti schrének Bj, Bs, Bs, By, Bs a Bg je na
pocatku jedna mince. Se schrankami muzeme provadét nasledujici dvé operace:

(i) Vybrat neprazdnou schranku B; , kde 1 < j < 5, odebrat z ni jednu minci a
pfidat dvé mince do schranky B; + 1.

(ii) Vybrat neprdzdnou schranku By, kde 1 < k < 4, odebrat z ni jednu minci a
navzajem vyménit obsahy (pfipadné prazdnych) schrének Byy; a Bgyo.

Rozhodnéte, zda je mozné pomoci koneé¢ného poctu téchto operaci dosdhnout toho,
aby schranky B, By, B3, By a Bs byly prazdné a schranka B6 obsahovala pravé
20102010°°" minci.

Ndvod. Ukazte, ze maximalni dosazitelny pocet minci roste v zavislosti na poctu
schranek stejné rychle jako Ackermannova funkce.

Definice. Je dano pfirozené ¢islo n. Pan Goodstein si toto ¢islo rozepise na soucet
bodle binarni soustavy, dale exponenty, exponenty exponentt, ... Naptiklad ¢islo
35 rozepise jako

221 L 94 1.

Nyni vSechny dvojky nahradi trojkami a nasledné odecte jednicku. Rozepise toto
¢islo v trojkové soustavé, vSechny trojky zméni na ¢tytky a opét odecte jednicku.
Takto postupné zvysSuje soustavu a odecitd jednicku, az nakonec odbouréd vSechny
¢leny tohoto €isla a ziskd nulu. Definujeme Goodsteinovu funkci G(n), kterd vréati
¢islo pozice, na niz se v Goodsteinové postupu jako prvni objevila nula.

Tvrzeni. Goodsteiniiv postup vzdy skonci, tedy Goodsteinova funkce je dobre
definovana.

Definice. Goodsteiniv postup je mozné vnimat formalné jako ,odbouravani“ z jis-
tého vyrazu obsahujiciho proménnou = (zéklad soustavy). Pfi kazdém odbourani se
pritom nékterd x promeéni na cislo kroku, ve kterém k tomu doslo. Pfedstavme si
tedy, ze Goodstein za¢ina s vyrazem V(x), kde x je na zac¢atku rovno n a v kazdém
kroku vzroste o 1. Definujeme pseudo-Goodsteinovo ¢islo gv(z)(n) jako prvni nulu
v takovém postupu.

Cvicéeni. Ukazte, Ze g,= roste rychle jako Ackermannova funkce.

Ndvod. Dokazte Agy1(n) < ger(n+2) < Agy1(2n + 2).

Definovatelnost

Vsechna doposud jmenovand ¢isla jsme definovali pomoci veelku kratkého ¢eského
textu. Kdyz je chceme prebit, co takhle si vzit nejvétsi ¢islo definovatelné tisici nebo
méneé ceskymi slovy.

Toto ma jisty zadrhel, pokud bychom vzali ,,nejvétsi ¢islo definovatelné tisici nebo
méneé ¢eskymi slovy plus jedna“, ziskali bychom ¢islo, které se méné nez tisici ¢eskymi
slovy definovat nedé. Piesto jsme ho tak definovali. Dostavame spor, jenze s ¢im?
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Problém je v tom, Ze ¢estina (stejné jako jiné pfirozené jazyky) je mélo exaktni na
to, aby se o ni opirala matematickd definice (napfiklad mtize mluvit sama o sobg).
Muzeme vSak vytvorit jiny jazyk, u kterého bude vzdy jasné, které ¢islo definuje.
Ukéazeme si dva ptiklady.

Definice. Turingtv stroj je automat, ktery stoji na jednom policku nekonecné
(na obé strany) pasky. Na zacatku je na vSech polickdch nula. Stroj mtize v priibéhu
ménit ¢islo, na kterém stoji, a posouvat se po pasce. Soucasné je tento stroj v kazdém
okamziku v jednom z k stavi. Kéd Turingova stroje spociva v popsané instrukci
pro kazdou dvojici (stav, ¢islo pod strojem). Instrukce mé t¥i ¢dsti: 1) zmén nebo
ponechej ¢éislo pod sebou, 2) posuii se doprava, doleva, nebo ziistaii stat, 3) prepni
se do jiného stavu nebo se vypni.

Cislo definované Turingov§m strojem, ktery se nékdy vypne, se d chapat napii-
klad jako pocet kroku, které do té doby udélal.

Tvrzeni. Turingiiv stroj umi provést vSechno, co umi provést pocitac.

Definice. (¢islo definovatelné v aritmetice Ng) Méjme formuli, tedy ,syntakticky
spravnou“ kone¢nou posloupnost kvantifikitort, znamének (plus, krat, mocnéni),
logickych spojek, rovnitek, jednic¢ek, nul, nezndmych a zavorek. Pfedpokladame, ze
v této formuli je pouze proménna = nekvantifikovana. Pak ur¢ime ¢islo definované
touto formuli jako nejmensi takové x (existuje-li), pro které dana formule plati.
Napriklad formule

JaFb(r=a-a-aNz=b-b+1+1)

definuje ¢islo 27.
Tvrzeni. Pomoci aritmetiky v Ny je mozné definovat Turingtiv stroj.

Pokud pfijmeme teorii mnozin za zaklad matematiky, umozni nam to popsat jesté
mnohem vétsi (stale vSak pfirozené) ¢islo. Bohuzel vSak vysvétlovat vSechny pojmy
jeho definice by bylo pfili§ zdlouhavé, takze je zde neuvadim.

Definice. Uvazujme vSechny sentence ¢ v jazyce teorie mnozin, pro které je tiida
v8ech mnozin tvaru V, (pro « ordinal), ve kterych ¢ plati, mnozinou. Ozna¢me S
sjednoceni vSech téchto mnozin. Jako TeMné ¢islo oznac¢ime nejvétsi prirozené ¢islo
definovatelné v S v jazyce teorie mnoZin pomoci formule délky nejvyse A(4).
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Télesa

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

Uvod

Télesa jsou algebraické struktury, které maji velmi pfijemné vlastnosti — jsou ,,Sité
na miru“ tak, aby se s nimi dalo pocitat podobné jako tieba s redlnymi ¢isly. I pres
to, jak je jejich struktura striktné zadana, lze u nich pozorovat zajimavé odliSnosti
a jevy.

Definice. Mmnozinu F spolu s bindrnimi operacemi + a - a ,vyzna¢nymi“ prvky 0
a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna z,y, z € F plati nésledujici
vztahy:

1) 24+ W+2)=(@+y) +=2
(i) e4+y=y+z,
(iii)) 4+ 0 = =z,
(iv) z-(y-2)=(z-y)- 2
(V) z-y=y-z,
(vi) -1 =z,
(vii) - (y—|—z) =zx-y+z-z
(viii) existuje prvek —z € F takovy, ze x + —z = 0,
(ix) je-li x # 0, pak existuje prvek z=! € F takovy, ze x - 271 = 1.

Priklady. Uvedme par (vice ¢i méné obvyklych) pfikladt téles:
(i) redlna ¢isla R,
(ii) komplexni éisla C,
(iii) racionalni ¢isla Q,
(iv) zbytky modulo p s operacemi modulo p Z,,
(v) ¢étyiprvkové téleso (mnozina {0,1,a,b} s operacemi danymi vztahy 0 = 1 +
l=a+a=b+ba+tb=1a-b=1,a-a=bb-b=a),
(vi) raciondalni funkce (tj. podily polynomi),
(vii) Laurentovy fady (tj. formalni sumy tvaru ) .- apz®, kde n € Z a ay, jsou
prvky néjakého predem zvoleného télesa).
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Vlastnosti téles

Definice. Charakteristika télesa F je nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze v F plati
rovnost

1+1+---+1=0.

—_——

n
Pokud takové n € N neexistuje, fikdme, ze F mé charakteristiku 0.
Cviceni. Je-li charakteristika télesa nenulové, pak je to jiZz nutné prvoéislo.

Cviceni. Ziejmé mé kazdé konecné téleso nenulovou charakteristiku. Ukazte, Ze
opacné implikace nemusi platit, tj. najdéte nekonecné téleso s nenulovou charakte-
ristikou.

Definice. Rekneme, 7e téleso F je algebraicky uzaviené, pokud kazd§ nekonstantni
polynom s koeficienty z F mé v F aspon jeden koren.

Véta. (Zakladni véta algebry) Téleso C je algebraicky uzaviené.

Pozorovani. Na rozdil od realnych ¢isel neni mozné komplexni cisla ,, pfirozené*
usporadat, tj. neni mozné na nich zavést néjaké usporadani < takové, ze by pro
vSechna x,y, z € C platilo:

(i) je-lix =Xy, pak také x + z <y + z,

(i) plati-li 0 = x a 0 <Xy, pak také 0 < xy.

Cviceni. Ukaite, Ze Zadné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.

Konstrukce téles

Cviceni. Méjme strukturu podobnou télesu, ve které plati vSechny podminky
z Gvodni definice kromé posledni (existence inverznich prvka)! — takovou struk-
turou jsou naptiklad celd ¢isla. Je mozné tuto strukturu doplnit o dalsi prvky (a
dodefinovat na této vétsi mnoziné operace +, -) tak, aby vyslednd mnoZina byla

télesem?

Cviceni. Ukaite, Ze raciondlni funkce je mozné vnofit jakozto podtéleso do Lau-
rentovych fad.

Cviceni. Pfedstavme si, Ze mame téleso F a nékdo ndm ,piinese* uplné novy
prvek z, ktery chce do télesa ,piidat“. Co v8echno jesté musime k F U {z} pfidat,
abychom dostali zase téleso?

Cviceni. Situace jako v pfedchozim cviceni, ale pozadavek navic je, aby x splio-
valo 22 + 1 = 0, pfipadné néjakou jinou polynomidlni rovnici. Ktera znama télesa
takto umime ziskat?

1Takové struktury se nazjyvaji okruhy.
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Definice. Méjme téleso F a jeho podtéleso T. Prvek = € F se nazyva algebraicky
nad T, pokud je kofenem néjakého polynomu s koeficienty z T, v opa¢ném pripadé
je transcendentni nad T.

Priklad. /2 je algebraicka nad Q, ovSem napiiklad 7 neni.
Véta. Pro kazdé téleso F existuje nadtéleso F s nasledujicimi vlastnostmi:
(i) F je algebraicky uzaviené, B
(ii) pokud téleso T spliuje ¥ € T C F a je algebraicky uzavrené, pak T = F
(neboli IF je ,,nejmensi” algebraicky uzavtené nadtéleso F),
(iii) je-li S nadtéleso F spliiujici body (i) a (ii), pak jsou S a F isomorfni (tj.
algebraicky ,stejna“).
Vyse uvedené téleso F se nazyva algebraicky uzaver F.

Piiklad. R = C. Q je tvofeno pravé vsemi komplexnimi ¢isly algebraickymi nad

Q.
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Pickova formule

HELGA SVOBODOVA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje Ctenare se znénim Pickovy formule pro pocitani
obsahii mnohothelnikti s vrcholy v mfizovych bodech. Déle je zde nastinén dukaz
tvrzeni a uvedeno nékolik piikladd na toto téma.

Uréité uz ses mnohokrat setkal(a) s takovymto ptikladem: Vypocitej obsah mno-
hothelniku nakresleného na obrazku! Obvykle se snazime Gtvar vhodné rozdélit na
obdélniky a trojuhelniky a secist jejich obsah. Pro mnohothelnik, jehoz vrcholy lezi
v takzvanych mfizovych bodech, tedy v bodech s celo¢iselnymi soufadnicemi, ale
existuje mnohem elegantnéjsi metoda. Vymyslel ji v roce 1899 pan George Pick a
umozinuje ndm spocitat hledany obsah jen pomoci znalosti po¢tu mrizovych bodd,
které v mnohotuhelniku lezi. V prednasce se na tuto formuli blize podivame a kromé
pocitani obsahi pak dokdzeme vyftesit i par zajimavych problémd.

Tvrzeni. (Pickova formule) Méjme jednoduchy mnohotihelnik s vrcholy v miiZo-
vych bodech. Oznac¢me V pocet miizovych bodu, které jsou uvniti mnohotihelniku,
a H bud podet miizovych bodu, které jsou na jeho hranici. Hledany obsah je pak
roven V + % —1.

Diikaz provedeme na prednasce, zde jen nastinime, kudy se ubira:

(i) Plati-li Pickova formule pro né&jaké dva mmnohothelniky se spoleénou ¢asti
obvodu, plati i pro mnohothelnik, ktery dostaneme, kdyz je spojime.
(ii) Vzorecek plati pro jednotkovy Gtverec, a tedy i pro libovolny obdélnik.
(iii) Vzorecek plati i pro jakykoli trojihelnik.
(iv) Pickova formule plati pro vSechny mnohouhelniky.

Piiklad 1. Mé&jme mifzku o hrané délky v/2. Dokaite, ze kazdy mnohothelnik
s vrcholy v bodech této mrizky ma celoc¢iselny obsah.

Priiklad 2. Plati néjaka obdoba Pickovy formule i v prostoru?
Priklad 3. A co v trojuhelnikové mfizce?

Pfiklad 4. Pulbodem nazyvejme libovolny bod v m¥iZce o soutadnicich (k/2,1/2),

kde k a [ jsou licha ¢isla. Kazdy ptlbod lze urcité vyjadiit mnoha rtiznymi zptisoby

jako stfed tisecky spojujici dva mrizové body. Méjme piilbod lezici uvniti néjakého
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miizového mnohothelniku. Dokazte, Ze jej lze vyjadrit jako stfed tsecky spojujici
dva mfiizové body, které samy lezi v tomto mnohothelniku.

Priklad 5. (Varianta Pickova vzorce pro nejednoduchy mnohothelnik) DokaZte, ze
obsah mnohothelniku, ktery obsahuje D . dér“, je roven V+H/2+ D —1. H je pocet
miizovych bodt na vSech D+ 1 uzavienych kiivkach tvoricich hrany mnohotihelniku.
Priklad 6. Méjme miizovy trojuhelnik ABC takovy, Ze jedinymi m¥iZovymi body
na jeho hranici jsou jeho vrcholy a uvnitf néj lezi pravé jeden miizovy bod. Dokazte,

Vv
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Kruznicova inverzia

VIKTOR SZABADOS

ABSTRAKT. Prednaska je urcend hlavne pre tych, ¢o o kruznicovej inverzii este nepo-
¢uli. Cielom prednasky je oboznamit posluchaca so zdkladnymi vlastnostami kruzni-
covej inverzie a poniknuf mu ,novy néastroj“ na rieSenie geometrickych tloh, ktorého
pouzitie si nasledne moéze vyskasat na prikladoch.

Sila tohto zobrazenia spoc¢iva v tom, Ze dokéze previest tvrdenia o kruzniciach
na tvrdenia o priamkach. Casto sa komplikovani geometrické situicia po vhodnom
zobrazeni inverziou zmeni na jednoducht a pristupnt klasickym metédam plani-
metrie. Inverzia mé vyuzitie nielen v matematickych stutaziach, ale napriklad aj
v algoritmoch pocitajucich prieniky kruhov.

Dohoda. Rovinu rozsirme o jediny bod oo, o ktorom tvrdime, Ze lezi na vSetkych

priamkach.

Definicia. KruZnicovd inverzia je geometrické zobrazenie urcené kruznicou k so
stredom O a polomerom 7, ktoré bodu A priradi bod A’ podla nasledujtcich pravi-
diel:
(i) Ak je A= O, potom A’ = cc.
(ii) Ak je A= o0, potom A’ = O.
(iii) Inak je A’ bod polpriamky OA, pre ktoru plati

I0A] - |0A] = 2.

Cvicenie. Je takto urCené geometrické zobrazenie bijektivne?

Cvicenie. Ma4 takéto zobrazenie nejaky samodruzny bod (tj. bod, ktory sa zobrazi
sam na seba)?

Pri rieseni tychto cviceni ste mozno prisli na to, ako sa inverzia sprava k bodom
yvnutri® kruznice k(O, ), a celkovo ste si mohli v§imnut nasledujtce vlastnosti:

(i) Body kruznice k st samodruzné.
(ii) Ak lezi bod A ,vnitri“ kruznice k, lez{ obraz A’ ,vonku® a naopak.
(iii) Inverzia prevedend dvakrat podla rovnakej kruznice je identita.
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Tvrdenie. (Konstrukcia obrazu) Pre zadant kruzmicu k a jej vonkajsi bod A
ozna¢me T, U body dotyku kruznice k s jej doty¢nicami vedenymi bodom A. Potom
obraz A’ bodu A v kruznicovej inverzii podla kruznice k je stred tsecky TU.

Kruznicova inverzia nie je zhodné ani podobné zobrazenie. Napriek tomu doka-
zeme vyjadrit vzdialenost obrazov dvoch bodov pomocou polohy ich vzorov a kruz-
nice inverzie.

Lema. Je zadand kruznica k(O,r) a body X, Y. Ozna¢me X', Y’ obrazy bodov
X, Y v inverzii podla kruznice k. Plati:
(i) |[<OX'Y'| = |<«XYO|,
. 2
(ii) [X'Y'| = ‘XY“OXTW’
(ili) |XY[=[X"Y'|i5xm0v7-
Vyzera to dost komplikovane: vzdialenost obrazov zavisi od |OX| aj |OY| a ne-
vidno z toho, ako inverzia meni vzdialenosti. Napriek tomu je tento vztah na nieco
uzito¢ny, ako sa presvedc¢ime na prikladoch.

Tvrdenie. Uvazme kruznicovu inverziu urc¢enu kruznicou k so stredom O. Potom
plati:

(i) Obrazom priamky prechddzajiicej bodom O je ona sama.
(ii) Obrazom priamky neprechadzajicej bodom O je kruZnica.
(iii) Obrazom kruznice prechddzajicej bodom O je priamka.
(iv) Obrazom kruznice neprechdadzajiicej bodom O je kruznica.

Poznamka. Pozor! KruZnicova inverzia sice celkom Casto zobrazuje kruZnice na
kruznice, vSeobecne ale neplati, Ze by sa na seba zobrazili aj ich stredy.

Vyzbrojeni tymito poznatkami si mozeme triafnut vyriesit niekolko tloh.

Priklad. V rovine st dané dve kruZnice k, £ s prieseénikmi A, B. Vezmime priamku
p prechadzajicu bodom B, jej druhy priese¢nik s kruznicou k ozna¢me C, jej druhy
prieseénik s kruznicou ¢ ozna¢me D. Dokézte, Ze velkost uhla CAD nezévisi od
polohy priamky p.

Riesenie. Zaujima nés velkost uhla zovretého priamkami AC' a AD. Obe tieto
priamky prechadzaja bodom A, navySe tymto bodom prechddzaji aj obe kruZnice
k, . Zobrazme teda cela situaciu v inverzii so stredom A a nejakym polomerom r.
Obrazmi kruznic k, £ buda priamky k’, ¢’ s prieseénikom B’. Obrazom priamky p je
kruznica p’, ktord prechddza bodom A. T4to kruZnica pretina priamku k' po druhy-
krat v bode C’ a priamku ¢ po druhykrat v bode D’.

Maéme tri mozné poradia, ako mozu na kruznici p’ lezat tieto body: A, C’', B’, D',
alebo A, B’, C', D', alebo A’, C’, D', B’. Vo vSetkych troch pripadoch je velkost
uhla C’AD' rovné velkosti uhla zovretého priamkami k', ¢’ — toho, v ktorom nelezi
bod A. A to je presne to, ¢o sme chceli dokézat. O
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Cvicenie. Pomécka k nasledujiicemu prikladu. Dokazte bez pouzitia inverzie. Je
dany trojuholnik ABC' so stredom vpisanej kruznice I (v angli¢tine sa tento bod
nazyva incenter). Dokdzte, Ze os strany AB, os uhla AC'B a kruZznica opisand troj-
uholniku ABC sa pretinaja v jednom bode. Ozna¢me tento bod S. Dokazte, ze S je
stred kruznice opisanej trojuholniku ABI.

Priklad 1. V rovine st dané tri zhodné kruznice, ktoré prechadzaju spoloénym bo-
dom H. Ozna¢me druhé prieseéniky tychto kruznic A, B, C (r6zne od H). Dokazte,
ze H je ortocentrum trojuholnika ABC.

Priklad 2. Priamka p pretne kruznicu k v bodoch X,Y. Oznaéme R stred ob-
liku XY. Bodom R vedieme dve priamky, ktoré pretni kruznicu k& v bodoch A, B
a priamku p v bodoch C| D. Ukézte, ze body A, B, C, D lezia na jednej kruznici.

Priklad 3. (Ptolemaiova nerovnost) Nech ABCD je §tvoruholnik. Potom plati:
|AB| - |CD| +|BC|- |AD| > |AC| - |BD|,

rovnost nastéva prave vtedy, ked je Stvoruholnik ABC D tetivovy.

Priklad 4. KruZnice k1, ko sa pretinaji v bodoch A, B. Kruznica k3 sa zvonku
dotyka kruznic ki, ks po poradi v bodoch C, E. Kruznica k4 sa zvonku dotyka
kruznic k1, ko po poradi v bodoch D, F. Dokazte, ze kruznica opisana trojuholniku
ACE sa dotyka kruznice opisanej trojuholniku ADF. (Polskd MO 2004)

Priklad 5. V rovine st dané dve kruznice k, ¢ s priese¢nikmi A, C. V bode A
spravime doty¢nicu ku k, td4 druhykrat pretne kruznicu ¢ v bode D. Bod B je prie-

se¢nikom kruznice k s doty¢nicou ku kruznici £ v bode A. Dokézte, ze |AB|-|CD| =
|AC| - |AD|.

Priklad 6. Kruznica ¢ sa zvnitra dotyka kruznice k v bode A. Zvolime bod B
na kruznici £. Doty¢nica ku ¢ v bode B pretne kruznicu k£ v bodoch D, E. Ozna¢me
C stred toho oblika DFE kruzZnice k, ktory neobsahuje bod A. Dokazte, Ze body A,
B, C lezia na priamke.

Priklad 7. Dané st kruznice kq, ko, k3, k4 tak, Ze k; sa zvonka dotyka k; 11 pre i =
1,2,3,4 (ks = k1). Dokézte, Ze Styri dotykové body tychto kruznic leZia na jednej
kruznici.

Priklad 8. KruZnice k1, ko sa zvonka dotykaju v bode D. Priamka p sa dotyka
kruznic k1, ks po rade v (roznych) bodoch A, B. Usecka AC je priemerom kruznice
k1. Priamka ¢ prechddza cez bod C a dotyka sa kruznice ky v bode E. Dokézte, ze
trojuholnik ACE je rovnoramenny. (Polskd MO 2004)

Zvysné tlohy st prevzaté a mali by sa daf rieSif inverziou, neskiimal som ich
podrobne.
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Priklad 9. Dany je trojuholnik ABC. Vnutri strén C A, CB lezia v tomto poradi
body Y, X. Nech P je priese¢nik uhlopriecok $tvoruholnika ABXY. Nech @ je
priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom BY C' a AX C roézny od bodu C. Dokézte,
ze body P, Q, C lezia na priamke prave vtedy, ked je stvoruholnik ABXY tetivovy.

Priklad 10. Dané st dve kruznice k, £ pretinajice sa v bodoch D a A. Spolo¢na
dotycnica tychto kruznic blizsia k bodu A sa dotyka kruznice k v bode E a kruZnice
£ v bode F. Rovnobezka so spolo¢nou doty¢nicou prechadzajica bodom D pretina
kruznicu k v bode C' a kruznicu ¢ v bode B (tieto body su rézne od bodu D).
Dokéazte, ze druhy prieseénik (rézny od bodu D) kruznic opisanych trojuholnikom
CDF a BDE lezi na priamke AD.

Priklad 11. V rovine je dany trojuholnik DEF a tri body A, B, C. Dokéazte,
Ze existuje kruznica taka, ze ked podla nej urobime inverziu, tak obrazy A’, B’ C’
bodov A, B, C vytvoria trojuholnik A’B’C" podobny trojuholniku DEF.

Priklad 12. Dve kruZnice sa dotykaju zvonka v bode A. Do krivoéiareho troju-
holnika urceného tymito kruznicami a ich spolo¢nou doty¢nicou vpiseme kruznicu
so stredom O a polomerom r. Dokézte, ze |[AO| < 3r.

Priklad 13. KruZnice k1, ko sa pretinaji v bodoch A, B. Priamka rozna od AB
pretina kruznicu k1 v bodoch C, D, kruznicu ky v bodoch F, F' a priamku AB
v bode P leziacom mimo usecky AB. Dokéazte, ze priamka spajajuca stredy kruznic
opisanych trojuholnikom ACFE a BDF prechadza bodom P. (Polskd MO 2002)

Priklad 14. Nech ABC je trojuholnik s opisanou kruznicou k& a nech D je bod

na strane BC. Dokazte, ze kruznice dotykajuce sa k, AD, AB a k, AD, DC sa

navzéajom dotykaju prave vtedy, ked uhly BAD a C AD maju rovnaki velkost.
(Rumunsko 1997)

Hinty k prikladom

Hint kpr. 1. Stadi ukazaf, ze AH je kolmé na BC' a vyuzif predchddzajice cvidenie.

Hint k pr. 2. Uvaite inverziu so stredom R, ktord zobrazi p na k, a vSimnite si, ze
body C, D prejda na body A, B.

Hint k pr. 3. Co pripomina dokazovany vztah?

Hint k pr. 4. Pre¢ s kruznicami! Ako sa zmeni dokazované tvrdenie?

Hint k pr. 5. Vieme sa vhodnou inverziou zbavit nejakych kruznic?

Hint k pr. 6. D4 sa robif inverzia tak, aby sa kruZznica k zobrazila na priamku DE?

Hint k pr. 7. Za stred inverzie zvolte lubovolny dotykovy bod a vyuzite rovnolah-
lost.
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Hint k pr. 8. Skuste pouzit inverziu so stredom v bode C' a polomerom |C'A.

Literatara a zdroje:
Pri tvorbe prednasky som vicsinu erpal zo starsich prispevkov Jozefa ,,Pepu® Tkad-
leca a Michala ,,Kennyho“ Rolinka a z prednasok Jana ,Maza“ Mazéka, ktorym by
som tymto velmi rdd podakoval.

[1] http://www.mathlinks.ro

[2] Archiv MKS, http://mks.mff.cuni.cz/archiv
[3] http://www.kms.sk/~mazo/matematika/matematika.php
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Konstrukce kruzitkem

MARTINA VAVACKOVA

,Kazdou geometrickou konstrukci, kterou 1ze provést pravitkem a kruzitkem, lze
provést samotnym kruzitkem.“

Toto pozorovani ucinil jiz roku 1672 dansky matematik Georg Mohr, nikdo mu
vsak v té dobé nevénoval velkou pozornost. Stejnou vétu dokéazal v roce 1797 Lorenzo
Mascheroni, jenz sklidil podstatné vétsi aspéch. Proto dnes mluvime o konstrukcich
pomoci kruzitka jako o mascheroniovskych konstrukcich.

Poznamka. Leckdo by mohl namitat, ze vySe zminény vyrok neplati, protoze pou-
hym kruzitkem prece nejsme schopni sestrojit pfimku (neumime totiz nakreslit rov-
nou ¢aru). My v8ak budeme v tomto textu chapat pfimku jako dvojici navzdjem
riznych bodt, jimiz je jednoznacné urcena.

Veskeré konstrukce pravitkem a kruzitkem se daji poskladat ze t¥i elementarnich
konstrukei:

(i) Sestrojeni priise¢iku dvou kruznic.
(ii) Sestrojeni pruseéiku pfimky a kruznice.
(iii) Sestrojeni prise¢iku dvou piimek.

Nasim cilem bude ukéazat, Ze kazdou z nich zvladneme stejné dobfe i bez pomoci
pravitka. Pojdme na to!

Piiklady

Budeme-li v nésledujicich pfikladech mluvit o tiseéce AB, resp. piimce AB, mame
vzdy na mysli body A, B, které ji uréuji.

Piiklad 1. K zadané tsecce AB sestrojte tsecku dvakrat delsi.

Reseni. Sestrojime kruznici se stiedem B prochazejici bodem A. Na ni naneseme
z bodu A tiikrat za sebe tutéz vzdalenost a dostaneme tak bod B’. Usecka AB’ je
pak zfejmé dvakrat delsi nez tsecka AB.
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A

Priklad 2. Méjme pfimku AB a bod C, ktery na ni nelezi. Sestrojte obraz bodu
C v osové soumérnosti podle pfimky AB.

Priklad 3. Jsou dany body A, B, C, které nelezi v jedné piimce. Najdéte bod D
tak, aby ABCD byl rovnobéznik.

Priklad 4. Je dana pfimka AB a kruZnice k se stfedem O. Pfedpokladejme, Ze
bod O nelezi na pfimce AB. Najdéte prisecik piimky AB a kruznice k.

Priklad 5. Zjistéte, zda dané tfi body A, B a C' lezi na jedné pfimce.
Priklad 6. K zadané tiseéce AB najdéte bod C tak, aby platilo AC' 1 AB.
Priklad 7. Najdéte stied zadané tsecky AB.

Priklad 8. Body A, B lezi na kruznici se stifedem O. Rozdélte oblouk AB na
poloviny.

Priklad 9. Je déna piimka AB a kruznice k se stiedem O tak, ze O lezi na AB.
Najdéte prusecik primky AB a kruznice k.

Priklad 10. Sestrojte ¢tverec o strané AB.

Priklad 11. Necht a, b, ¢ jsou délky t¥ danych tsecek. Najdéte délku x tak, aby

platilo 3 = <.
Priklad 12. Jsou dany pfimky AB a C'D. Najdéte jejich prisecik.
Priklad 13. Sestrojte kruznici opsanou trojuhelniku ABC.

Priklad 14. Sestrojte pravidelny pétithelnik.

Zdroje

[1] 1. série 10. roéniku MKS http://mks.mff.cuni.cz/
[2] http://www.cut-the-knot.org/do_you_know/compass.shtml
[3] http://www.apolloniovyulohy.webz.cz/masch.htm
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Konecné soucty

MARTINA VAVACKOVA

Koneénymi soucty rozumime soucty koneéné mnoha séitancti. Vedle koneénych
souctu existuji i soucty nekonecné, ale témi se zde zabyvat nebudeme.

Neékteré konecné soucty lze spocitat standardnimi metodami, jiné vyzaduji jistou
davku invence. Samoziejmé ne vzdy se da soucet zapsat v ,,pékném* tvaru — dokonce
ani v pifpads, Ze se na prvni pohled tvéii velmi jednoduse (napiiklad >;_; 7).

Nyni si pfiblizime nékolik postupt, jez se pii s¢itani fad mohou hodit:

(i) predstavime si dany soucet v obrdceném poradi — aritmetickd rada,
(ii) vhodné soucet vynasobime a ziskanou rovnost odecteme od té ptavodni —
geometrickd fada,

(iii) vyuzijeme Pascaliiv trojihelnik, binomickou vétu a jiné kombinatorické iden-

tity,

(iv) pokusime se kazdy ¢len vyjadiit jako rozdil dvou podobné vypadajicich ¢lent

— teleskopicka rada.

Tvrzeni. (Pascaliv trojihelnik) Pro nezdpornd celd ¢isla n, k (n > k) plati
n\ ([ n
k) \n—k)’
n n n+1
+ = .
k k41 kE+1
Véta. (Binomickd) Pro libovolnd A, B € R plati
n __ - n k pn—k
(A+B)"=>" (k>A Bk,
k=0
specialné 2" = (8) + (7{) 4+ (")

n

Definice. Pro dané k € N a ¢ # 0 ozna¢me
n )
Rq7k(n) = Ziqu.

i=1

Daéle definujme Sy, = Ry i, tedy Sj vyjadfuje soucet k-tych mocnin prvnich n pfiro-
zenych Cisel.
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Tvrzeni. Pro libovolnd q, k je mozné fady Sy a Ry secist. Presnéji, Ry je
vyjadiitelné jako q"P(n), kde P je polynom stupné k.

Cviceni. Urcete Sy, So, R

q,1

Piklady

Piiklad 1. S=1-2+3—4+-- -+ (-1)"n
Piiklad 2. S:(x+%)2+(x2+z—12)2+ (2" + )2

Piiklad 3. S=1(7) +2(2) + +n(Z)
Piiklad 4. S=1(7)—2(}) +---+ (—1)"“”(2)
Piiklad 5. S = 12(") 22 (g) + 02 (])

Priklad 6.
Priklad 7.

23 /n gntl
?(2)+"'+ n+1( )

1 1
=Ty T 3 3)' + sims Tt @
_ 1 1

” o 1 L
Priklad 9. *T3+§+'”+W +1)
- o 1 L

Piiklad 10. S =155+ 533+ -+

n(n+1)(n+2)
Priklad 11.

n

2k+1
S=2 By

Zdroje

[1] Jiff Herman, Radan Kucera, Jaromir Simsa: Metody feseni matematickyjch
uloh I. Masarykova univerzita v Brné, 2001
[2] Pavel Salom: Koneéné soucty (Sbornik MKS, Rapotin 2007)
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Vytvorujici funkce

LUKAS ZAVREL

ABSTRAKT. Cilem tohoto pfispévku je seznamit se zakladnim vyuzitim vytvofujicich
funkci, a to zejména na kombinatorickych tlohach. Déle uvede ¢tenafe do nejzaklad-
néjsi problematiky prace s mocninnymi radami.

Co jsou to vlastné vytvorujici funkce?

Vytvorujici funkce jsou krasnym odvétvim nebo spise metodou matematiky. Oplyvaji
spoustou teorie a zajimavych vysledku, které se s jejich pouZitim daji odvodit. Ale
jsou také necekané ¢inné pii boji s pro nas tak zndmymi kombinatorickymi tilohami.
Pouziti vytvorujicich funkci je sice velky trik, ale prace s nimi nakonec neni tak tézka
a ulohu predtim nepfistupnou dokazi snadno vyftesit. Jdeme na to:

Definice. Necht (ag,a1,az,...) je posloupnost redlnych ¢isel. Potom funkce dana
predpisem
o0
a(w):Zai'l’z:a0+al‘m+(12°1'2+~..
i=0

se nazyva vytvorujici funkce posloupnosti (ag, a1, az, ... ).

Priklad. Mgéjme dvé krabicky, ve kterych se nachézeji listecky s ¢isly mezi 1 a 10.
V prvni jsou pouze listecky se sudymi ¢isly a ve druhé s prvocisly. Ptejme se, kolika
zpusoby lze vybrat po jednom listecku z kazdé krabicky tak, ze soucet ¢isel na téchto
listeccich je 11.

Piiklad. Najdéte vytvorujici funkci ke geometrické fadé 1+ + 22 + - --.

Operace s vytvorujicimi funkcemi

Zatim zname vytvorujici funkci jenom jedné nekonec¢né posloupnosti. Nyni si uké-
zeme nékolik operaci, které nam dovoli uréit vytvorujici funkce mnoha dalSich po-
sloupnosti.
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Nasobeni redlnym ¢islem (0O1). Mé&jme funkei f(z), kterd je vytvorujici funkei
posloupnosti (ag,a1,...) a t redlné. Potom funkce ¢f(z) je vytvotujici funkci po-
sloupnosti (tag, tay,...).

Séitani (02). Msgjme dvé funkce f(x) a g(x), které jsou po fadé vytvorujicimi
funkcemi posloupnosti (ag,as,...) a (bo,b1,...). Potom f(x)+ g(z) je vytvorujici
funkei posloupnosti (ag + bo, a1 + b1,...).

Posouvani posloupnosti doprava (03). Méjme funkci f(x), kterd je vytvoru-
jici funkei posloupnosti (ag, ag, . .. ). Potom 2™ f(x) je vytvotujici funkci posloupnosti
(0,0,...,0,(107&17...).

——

n
Posouvani posloupnosti doleva (0O4). Msgjme funkci f(x), kterad je vytvorujici
funkei posloupnosti (ag, a1, ...). Tentokrat si ji uz pro nazornost rozepisme, tj.

f(x) =ap+ a1z + axx® + - - - .

Potom
flx)—ap— a1z — - ap_1z™?
( ) xn = :an+an+1x+an+2x2+...7 (*)
dostédvame tedy, ze () je vytvorujici funkei posloupnosti (ay, Gpi1,-- . )-

Dosazeni 2" za z (05). Mg&jme funkei f(z), kterd je vytvorujici funkei posloup-
nosti (ag, a1, as,...). Co se stane, kdyz za = dosadime z™? Dostaneme

f(z™) = ap + a12™ + agx®™ + - .

Tedy f(z™) je vytvorujici funkei posloupnosti (ag,0,0,...0,a1,0,0,...,0,a2,...).
S—— S——

n—1 n—1
Dosazeni tx za z (06). Mg&me funkci f(x), kterd je vytvotrujici funkci po-
sloupnosti (ag,ay,...) a t redlné. Potom f(tx) je vytvofujici funkce posloupnosti

(ag,tay,t?as,...).
Nasobeni (07). Pravdépodobné nejkomplikovanéjsi operaci, kterou zde zminime,
je nasobeni funkci. Mé&jme dvé funkce f(z) a g(z), které jsou po fadé vytvorujicimi
funkcemi posloupnosti (ag,a1,...) a (bg,b1,...). Nasim cilem bude ur¢it posloup-
nost, jejiz vytvorujici funkce bude f(z)g(z). ZapiSme si tedy f(x) a g(x) jako moc-
ninné rady, tj.

f(x) =ap+ a1z +axx®+---, g(x)=bo+ bz +bya?®--- .

Potom
f(@)g(z) = aobo +

+ (a0b1 + albo)l' —+
+ (a0b2 + a1b1 —+ agbo)xz +

+ (apbyn, + a1bp—1 + -+ + apby)z™ +
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Pokud ti to bude prijemnéjsi, lze predchozi zapis zkratit na

@) =3 (Zal N ) o

n=0

Ukézali jsme si tedy, ze f(z)g(z) je vytvorujici funkce posloupnosti (agbg, agb +
a1bg, agbs + a1by + asbg, - - - )

Jesté dodejme terminologickou pozndmku. Posloupnosti (agbg, agby + a1bo, agbs +
a1by + azby, . ..) se obvykle ¥ikd konvoluce posloupnosti (ag,ay,...) a (bg,by,...).

Priklad. Urcete vytvorujici funkci posloupnosti (2,3,1,2,3,1,2,3,1, ... ). Urcete,
ktera posloupnost mé vytvorujici funkci m

Priklad 1. Urcete vytvorujici funkce nasledujicich posloupnosti:

(i) (1,0,3,0,9,0,27,...),

(ii) (2008,134,1,1,1,1,1,...),

(iii) (1, 1,1, 1,1,-1,1, - 1,...),

(iv) (1,1,-2,2,4,4,-8,8,16,16, ~32,32,...),
(v) (1491625 36,49, 64,...).

Priklad 2. K nésledujicim vytvorujicim funkcim naleznéte pfislusné posloupnosti.
(i)
(iii) C=nEk
(iv) o

Hratky s kostkami

V dalsich dlohéch se zaméfime na hézeni kostkami a pravdépodobnost, resp. pocty
moznosti, jak néco hodit.

Poznamka. Obyéejné hraci kostce miizeme piifadit polynom = + z2 + 23 + z* +
x° 4 28. Pocet moznosti, jak hodit na dvou kostkach soudet n, bude pak koeficient
u n-té mocniny z, pokud polynomy obou kostek mezi sebou vynasobime.

Priklad 3. Najdéte dvé jiné nez klasické Sestisténné kostky, pro které plati, ze
pocet zplisob, jak mtize padnout libovolny soucet ok, je stejny, jako kdyby se jednalo
o klasické Sestisténné kostky (tj. kostky, které maji na sténéch 1, 2, 3, 4, 5 a 6 ok).

Priklad 4. Predstavte si, Ze miZete ovlivnit pravdépodobnost, s jakou padnou jed-
notlivé strany hraci kostky s 2k stranami (tj. takové, kterd ma na sténach 1,2,...2k
ok). Muzete tyto pravdépodobnosti ,nasmelit“ tak, aby pravdépodobnost toho, Ze
hodime dvéma kostkami soucet ok 2,3, ...,4k, byla stejna?
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Za zminku stoji zobecnénd kombinacni ¢isla a zobecnéné binomicka véta. Je-li r
realné a k prirozené, potom se zobecnéné kombinac¢ni ¢islo definuje jako

(r) r(r—1)(r—2) - (r —k+1)

k)~ k!

Zobecnéné binomicka véta ¥iké, Ze pro r realné je funkce (1 4 x)" vytvorujici funkci

pro posloupnost N
(ORORWED]
(I42)" = (g) + (:)x-i- (;)$2+ :

Tento vztah nam tedy umoznuje relativné jednoduse urcit posloupnosti prislusejici
napiiklad vytvorujicim funkcim ﬁ =(1—2)™", nebo vI—z = (1 —2)2.

tj.

Priklad 5. Kolika zptsoby miZe na Sesti hracich kostkidch padnout soucet 13?7
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