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Cifry a ciferné soucty

MarTIN CECH

ABSTRAKT. Pfednaska z teorie ¢isel zaméfend na Feseni uloh, v nichz se vyskytuji
cifry a ciferné soucty ¢isel. Ukazeme si nékolik nejobvyklejsich metod FeSeni a na konci
se dostaneme i k obtiznéjsim prikladim, na néz tyto obvyklé postupy nestaci.

Dekadicky zapis

Kazdé ptirozené ¢islo n lze zapsat ve tvaru

kde a; € {0,1,...,9} a ax # 0. Navic plati, ze 108 < n < 10**!. Tomuto za-
pisu budeme fikat dekadicky zdpis cisla n, popt. zapis ¢isla n v desitkové soustavé.
Cisla a; nazyvame ciframi ¢isla n. Nékdy také pouzivame zapis n = Grar_1... G100
U mnohych tloh staci vyjadrit si ¢isla v dekadickém zapisu a poté vytesit diofantické
rovnice.

Priklad 1. Najdéte vSechna dvojciferna ¢éisla n s nasledujici vlastnosti: kdyz se-
C¢teme n s Cislem vzniklym prohozenim jeho cifer, dostaneme ¢tverec prirozeného
¢isla.

Priiklad 2. Najdéte vSechna piirozend ¢isla, kterd se zdvojnasobi po presunuti své
prvni cifry na konec.

Priklad 3. Dokazte, Zze pokud ¢isla 2™ a 5™ zacdinaji stejnou ¢islici, pak zacinaji
cislici 3.

Ciferné soucty

Zapiseme-li prirozené ¢islo n v desitkové soustavé jako



MARTIN CECH
&islo s(n) = ag + a1 + - - - + ax nazveme ciferngm souctem Cisla n. Ziejmé plati, Ze
s(n) < 9(k 4+ 1). Dulezitéjsi je ale nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Pro kazdé pfirozené ¢&islo n dava s(n) po déleni 9 stejny zbytek jako n,
neboli
s(n)=n (mod9).

Vybaveni timto tvrzenim se mizeme pustit do feSeni nasledujicich dloh:
Priklad 4. Najdéte v8echna pfirozend ¢isla n, kterd kondi cifrou a a ktera spliuji:

n = s(n) + a’.

Piiklad 5. Dvé pfirozena cisla nazveme podobnd, jestlize ve svém dekadickém
zapisu obsahuji stejny pocet stejnych ¢islic. Dokazte, ze dvé rtizné mocniny dvojky
nikdy nejsou podobné. (MKS 31-3-7)

Piiklad 6. Dokazte, ze pro kazdé pfirozené Cislo m existuje n takové, ze m =
s(n) +n nebo m+ 1 = s(n) + n.

Priklad 7. Existuje pfirozené &islo n takové, Ze s(n) = 1000 a s(n?) = 1000%?

Soustavy jiné nez desitkové

V desitkové soustavé jsme kazdé prirozené ¢islo n vyjadrovali pomoci mocnin de-
sitky. Cislo deset vSak neni ni¢im specidlni a neni déivod, pro¢ bychom nemohli
Cisla zapisovat i v jinych soustavach. Kazdé prirozené ¢islo n lze vyjadfit v soustavé
o pfirozeném zakladu b # 1 jako

k
n= Z a; - b,
i=0
piidemz plati, ze a; € {0,1,...,b—1} a ay # 0. Cisla ag, a; .. ., ax jsou takto uréena

jednoznacné a tento zapis nazyvame ciferny zdpis ¢isla n v soustavée o zdkladu b.
Budeme ho znadit (agar—1 - .- ag)p.

Priklad 8. Najdéte vSechna a takova, Ze ¢islo 2013 zapsané v soustavé o zakladu
a konéi cifrou 3.

Priklad 9. Odvodte vzorec pro soucet geometrické posloupnosti.

Priklad 10. Najdéte vSechna pfirozend b > 6 takova, Ze ¢islo (5654), je mocninou
prvocisla. (TRIKS, 2. série)

Nyni si uvedeme tvrzeni, jenz nam pomize urcit, kolik ma které ¢islo cifer. Pou-
zijeme ho v naslednych tlohach.
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Tvrzeni. (o poctu cifer) Cislo n zapsané v soustavé o zdkladu b ma |log,n| + 1
cifer.!

Priklad 11. Kolik z prvnich 2013 mocnin dvojky
(i) za¢ina cifrou 1?7
(ii) zac¢ind cifrou 47

Cisla se zajimavym cifernym zapisem

Oblibené jsou ulohy, ve kterych vystupuji ¢isla se zajimavymi cifernymi zapisy, na-
priklad tvofenymi jedinou opakujici se Cislici. Zkusime si nyni vyfesit par takovych
uloh.
Priklad 12. Dokazte, ze 3" | aaa- .. a pro kazdé pfirozené ¢islo n a kazdou nenu-

———

371.
lovou cifru a. (MKS 30-2-4)
Piiklad 13. Dokazte, ze 111...1|111...1, pravé kdyz k | n.
—— |
k n

Priklad 14. Dokazte, Ze pro kazdé liché m, které neni nasobkem péti, existuje
prirozené n takové, ze m | 111...1.
—

n

Priklad 15. Dokazte, ze ¢islo 444...488...89 pro celé nezaporné ¢islo n je ¢tve-
S——
n n

rec prirozeného cisla.

Priklad 16. Dokazte, Ze ¢islo zapsané pomoci 2n jedni¢ek zmensené o ¢islo zapsané
pomoci n dvojek je ¢tvercem prirozeného disla.

4

Tézsi priklady

Nasledujici tlohy jsou trochu obtiznéjsi a je potfeba pfijit na néjakou rafinovanéjsi
metodu, jak je vyresit.

Piiklad 17. Prirozené ¢islo N je Sestnacticiferné. Dokazte, Ze soucin nékterych
jeho po sobé jdoucich cifer je étverec prirozeného éisla. (MKS 28-5-7)
Priklad 18. DokazZte, Ze pro kazdé prirozené €islo n existuje n-ciferné ¢islo, které
je délitelné 2™ a jehoz cifry jsou pouze jednicky a dvojky. (MKS 26-4-6)

Piiklad 19. Zjistéte, zda je ¢islo | (1 + v/2)2°1%| liché, nebo sudé.
(MKS 30-1-7)

1Symbol |x| znamen dolni celou &ast &isla x, tedy nejvétsi celé Cislo, které neni vétsi nez .
6
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P¥iklad 20. Mgjme ¢islo 22013, V kazdém kroku vymazeme posledni é&islici a pii-
¢teme k nové vzniklému cislu, takto pokracujeme, dokud neziskdme deseticiferné
c¢islo. Dokazte, zZe toto ¢islo méa alespon dvé cifry stejné.

Piiklad 21. Dokazte, Ze pro kazdou posloupnost ¢&islic aq, as, ..., a, existuje pfi-

rozené k takové, ze k? zalind Giaz .. Gn....

Priklad 22. Najdéte dvé podobna éisla (viz pfiklad 5), kterd maji stejnou mnozinu
prvociselnych déliteld. (ARO 2004)

Tatrankové alohy

A Gplné na zavér dvé tézké tulohy, jejichz vyfeSenim si ode mé vyslouzite tatranku!
Tak sméle do toho:

Priiklad 23. Dokazte, Ze pro libovolna pfirozend Cisla a, b existuje néjaky prirozeny
nasobek a, jehoz zapis v soustavé o zakladu b obsahuje vSechny cifry 0,1,...,b — 1.

Priklad 24. Existuje rostouci aritmetickd posloupnost majici 10 000 ¢lent takova,
ze ciferné soucty jejich ¢lent také tvoii rostouci aritmetickou posloupnost?

Navody
1. Jak vypada zapis dvojciferného éisla v desitkové soustavé? A jak zapis Cisla
vzniklého prohozenim jeho cifer?

2. Néjak si oznacte pavodni ¢islo bez prvni cifry, sestavte rovnici a dokazte, ze
zadné takové neexistuje.

3. Vyjadrete, kolik maji ¢isla 2", 5™ cifer a vynasobte prislusné nerovnosti.

4. Odhadnéte levou a pravou stranu pomoci nerovnosti, abyste omezili pocet cifer
(vSimnéte si, ze pro velka Cisla je prava strana mensi nez leva), poté vyfeste pfislusné
rovnice.

5. Prectéte si nazev této kapitoly, dejte jej do souvislosti s podobnymi cisly a
pouzijte tvrzeni.

6. O kolik se zvétsi m, pokud zvétsime n o 17

7. Takové cislo existuje, sklada se ze samych nul a jednicek ,spravné daleko“ od
sebe.

8. Sestavte rovnici.

9. Chcete vlastné zjistit hodnotu éisla (111...1),, kde ¢ je kvocient. Co dostanete,
kdyZ toto ¢islo vynasobite ¢ — 1 a pfictete jednicku?

10. Vyjadrete rovnici. Nejdfiv zkoumejte, jaké to muze byt prvocislo, poté rozlozte
na soucin.
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11. Kdy za¢inad mocnina dvojky jednickou? Ve druhé c¢asti podle podobného krité-
ria rozdélte mocniny dvojky na skupiny a vsimnéte si, co maji spolecného ty skupiny,
kde néjaka mocnina dvojky zacind ¢tytkou.
12. Indukci dokazte, ze 3| 111...1.
—
371,
13. Uvédomte si, ze kdyz 111...1]111...1 musi 111...1 | 111...1,
—_— —_—
k n k n—k
14. Vezméte si ¢isla 1,11,...,11...1,
—
m—+1

15. Bud dokazte, Ze to je 6...6 7, nebo si jej vyjadrete jako4-1...11+4-1...11+1
—— — ——

n 2n+2 n+1
a vyuzijte vzorec pro souCet geometrické posloupnosti.

N

16. Vyjadrete si obé ¢isla pomoci vzorce pro soucet geom. posloupnosti a upravte
pomoci vzorce a® + 2ab + b = (a + b)?

17. Vezméte si soucin prvnich ¢ cifer pro vSechna i od jedné do Sestnécti, pouzijte
rozklad na prvocisla a Dirichlettv princip.

18. Indukci takové cislo zkonstruujte.

19. Prictéte vhodné jiné cislo, jehoz paritu znate, tak, abyste mohli jednoduse
zjistit paritu soué¢tu (pomoci binomické véty).

20. Ukazte, ze zadny krok nezmeéni zbytek po déleni deviti.

21. Pouzijte tuto ivahu: dva po sobé jdouci ¢tverce, které maji hodné ¢islic, se od
sebe 1isi pouze na téch cislicich vzadu.

22. Vyuzijte vlastnosti ¢isel 31-111...1, 13-111...1 a vysledku ptikladu 14.

Literatura

[1] Andreescu, Dospinescu: Problems From the Book, XYZ Press, 2008.
[2] Herman, Kudera, Simsa: Metody reseni matematickijch 4iloh I, Brno, 2001.
[3] http://www.artofproblemsolving.com.



Algoritmy z teorie Cisel

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. Prispé&vek shrnuje zdkladni matematické metody predevsim z teorie ¢i-
sel, které je mozné vyuzit k navrhu velice efektivnich algoritmu. K vyfeSeni samotnych
uloh musime casto pridat i Spetku duvtipu.

Umluva. Vsechna d¢isla v celém piispévku jsou celd.

Dilezité poznatky z teorie Cisel

Tvrzeni. (Bézoutova rovnost) Pro kazdd dvé pfirozena ¢isla a, b existuji celd ¢isla
a, B takovd, ze ged(a,b) = a-a+ (- b, kde ged(a,b) znadi nejvétsiho spoleéného
délitele cisel a, b.

Poznamka. Pozddji tvrzeni dokdZeme tim, Ze vyhovujici o a 8 piimo nalezneme.

Tvrzeni. (Mald Fermatova véta) Pro kazdé prvodislo p a kazdé celé ¢islo a ta-
kové, Ze ged(p,a) = 1, dava aP~' po déleni p zbytek roven jedné (neboli aP~! = 1
(mod p)).

Tvrzeni. (Cinské véta o zbytcich) Méjme m1,ma, ..., m, po dvou nesoudélna pii-
rozena ¢isla a0 < a; < my,0 < as < mg,...,0<a,. < m, libovolna. Potom existuje
pravé jedno 0 < x < mq - mg---m, takové, ze dava zbytek a; po déleni m; pro
vSechna 1 =1,2,...,r.

Tvrzeni. (Multiplikativni inverz) Bud'p prvocislo a 0 < a < p. Pak existuje pravé
jedno 0 < b < p takové, Ze ab davé po déleni p zbytek jedna (neboliab =1 (mod p)).

Samotné algoritmy

Algoritmus je postup, jak néco vyresit. Obvykle je popsan posloupnosti krok,
které jsou jednoznacné a vedou ke spravnému vysledku. Nékolik takovych algoritmt
si zkusime navrhnout na tradi¢nich tlohéch, které se ndm pozdéji budou hodit.

Priklad. (Eratosthenovo sito) Pro dané N naleznéte vSechna prvodisla, kterd jsou
mensi nebo rovna N.
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Piiklad. (Rozsifeny Eukleidav algoritmus) K zadanym pfirozenym ¢éislim a, b
naleznéte «, 8 spliiujici Bézoutovu rovnost ged(a,b) =a-a+b- .

Priklad. (Rychlé mocnéni) Méjme pfirozend ¢isla b, N a M. Navrhnéte algorit-
mus, kter§ spocita zbytek bV po déleni ¢islem M. Zajima nis predevsim efektivita
algoritmu vzhledem k N.

Definice. (Kombinaé¢ni ¢islo) Pro 0 < K < N budeme symbolem (%) (Cteme
skombinaéni ¢islo N nad K* nebo jen ,N nad K*) znacit podet zptsobt, jak z N-
prvkové mnoziny vybrat K-prvkovou podmnozinu.

Cviceni. (Nédsobeni a séitdni modulo) Pokud nds zajimé zbytek souctu po dé-
leni néjakym prirozenym c¢islem, stac¢i nejprve ,,vymodulit* jednotlivé s¢itance, poté
zbytky seéist a na zavér opét ,vymodulit“. Analogicky to plati také pro nasobeni.
Dokazte.

Piiklad. (Kombinaéni ¢islo modulo prvoéislo) Pro zadand 0 < K < N < M (M
je prvocislo) spocitejte zbytek po déleni (¥) ¢islem M. Vylepsete algoritmus tak,
aby si nejprve néco predpocital a poté odpovidal na kombinacni ¢isla efektivné.

Piiklad. (Fibonacciho ¢isla) Spoctéte zbytek N-tého ¢lenu Fibonacciho posloup-
nosti! po déleni zadanym piirozenym &islem M.

Ostré alohy

Priklad 1. Jsou dany rozméry mfizky 1 < M, N < 100000. Déale je zadano
1 < K <100 miizovych bodt, na kterych lezi kdmen. Navrhnéte algoritmus, ktery
spocita pocet cest po mfizce z levého horniho do pravého dolniho rohu, které jdou
pouze doprava nebo dold a které neprochéazeji pfes policka s kameny. Vypiste pouze

zbytek po déleni &islem 10° + 9. (MO 59-P-II1-4)

Priklad 2. Naleznéte pocet neprazdnych podmnoZin mnoziny
{1%,2%,33, ..., 250250250250}

takovych, Ze soucet jejich prvki je délitelny c¢islem 250. Zajimé nas pouze poslednich
16 cifer odpovédi. (Project Euler [1] — tloha 250)

Priklad 3. Je ddna mftizka M x N, které chybi pravy horni roh o rozmérech m x n.
Kolik existuje rtiznych cest z levého horniho do pravého dolniho rohu, které jdou po
mifzce vzdy jen doprava nebo dol@? Vypiste zbytek po déleni vysledku éislem 10°+47.

(Codechef [2] — December Challenge 2012 — problem CNTWAYS)

1Fibonacciho posloupnost je definovana néasledujicim piedpisem: Fy = 0, F; = 1 a Fiio =
Fi11 + F; pro nezaporné celé i.
10
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Priklad 4. Moncéa mé dfevénou Sachovnici o rozmérech R x C a N kovovych
krychli takovych, ze délky jejich hran jsou stejné jako délka strany jednoho ¢tverecku
Sachovnice. Mtzete predpokladat, ze 1 < R,C < 10 a1l < N < 100000. Chce
z nich na Sachovnici postavit takové véze, aby bylo co nejvice stén neptiléhajicich
k jiné sténé (krychle smi umistovat jen do imagindrni trojrozmérné miizky urcené
Sachovnici). Navrhnéte algoritmus, ktery spoéitd pocet rozlozeni maximalizujicich
pocet viditelnych stén a vypiste zbytek vysledku po déleni prvocislem 107 + 9.
(Rychlostné programovanie [3] — tloha seecubes2)

Priklad 5. V nové vybudované obytné ¢tvrti stoji v fadé IV obydli. Chceme uspo-
radat vecirek a seznamit tak zejména co nejvice lidi, ktefi doposud neméli ptilezitost
k setkani. Kolika riznymi zptsoby muzeme pozvat lidi z jednotlivych domu tak, aby
nebyli pozvani obyvatelé tfi po sobé jdoucich doma? Jinymi slovy, kolik podmno-
7in domi neobsahuje tfi po sobé jdouci domy (vCetné prazdné podmnoziny)? Pro
1 < N < 10*° vypiste vysledek modulo 10° + 7.

(Codechef [2] — September Challenge 2012 — problem CROWD)

Piiklad 6. Je zaddno 1 < M < 10'® a 1 < N < 8. Kolika zptisoby je mozné
vyskladat mifzku M x N dominovymi kostkami?? Vypiste vysledek modulo 10° +9.
(variace MO 60-P-1-1)

Odkazy

—

http://projecteuler.net/

http://www.codechef.com/

http://people.ksp.sk/~acm
http://www.cse.iitd.ernet.in/~sak/courses/ant /notes/ant.pdf
http://www.math.leidenuniv.nl/~psh/ANTproc/02buhler.pdf
http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf

ENEINENEON S

[=2)

2Dominové kostky jsou tvaru 2 x 1 a v tomto p¥ipadé na sebe nemusi navazovat tak, jak je tomu
v puvodni hie.
11



Polynomy kvadratické a jiné

DaviD HRUSKA

Zac¢neme zlehka dobfe zndmou kvadratickou rovnici a potom se podivame obecnéji
na polynomy. Nebudeme se moc zdrzovat teorii, hlavné budeme fesit tilohy. K tém
nefeSenym jsou na konci pfispévku hinty. Tak pojdme na to!

Kvadraticka rovnice
Tuhle legraci asi znate ze skoly, pripomerime si tedy zakladni vlastnosti.

Tvrzeni. Rovnice (kvadraticka s koeficienty a, b, c; a # 0) tvaru ax® + bz +c =0

m4 FeSeni (kofeny)
—b+vb% —4dac
2a '
Pokud je vyraz pod odmocninou (tzv. diskriminant) zdporny, Zadnd redlnd FeSeni
rovnice nema, pokud je roven nule, je feSeni jedno a pokud je kladny, jsou reseni
dvé. Rovnici potom také mizeme napsat jako a(x — x1)(z — z2) = 0.
Porovndnim dostdvame vztahy (Viétovy)

T1,2 =

c
1 +Tog=—— a T1Tg = —.
a a

Toto tvrzeni projde zatézkavaci zkouskou v nasledujicim prikladu:
Priklad 1. Necht a,b, ¢ jsou rtizné redlna ¢isla. Podivejme se na rovnici
G-a@=b) (@-He-d @-a@-c _
(c—a)c—b) (@a—ba—c  G-ob-a)

Rovnice vypadéd velmi kvadraticky, pfesto vSechna tfi (rtiznd) ¢isla a, b, ¢ jsou jejim
fesenim, o ¢emz se snadno pfesvédéime. Jak je to mozné?

Tvrzeni. Grafem kvadratické funkce f(x) = ax® + bx + ¢ je parabola s vrcholem

o souradnicich [—%, —% + ¢|. Pro kladné a je vrchol minimem funkénich hodnot,

pro zaporné je maximem.

Znalosti o kvadratické rovnici mizeme (mozna trosku prekvapivé) velmi dobie
vyuzit pro FeSeni (kvadratickych) nerovnosti.

12
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Piiklad 2. Pro z,y € R dokazte nerovnost 22 + 3% +1 > zy + = + .

Reseni. Na nerovnost se podivame jako na nerovnici s neznamou x a upravime ji
na tvar kvadratické rovnice: 22 + x(—y — 1) + y? — y + 1 > 0. Koeficient kvadratic-
kého ¢lenu je kladny, takze leva strana je zapornd pouze pro hodnoty mezi kofeny.
Chtéli bychom tedy ukazat, ze (nezévisle na y) mé nejvyse jeden (tzv. dvojny) kofen
(z geometrického hlediska chceme dokazat, ze graf nasi funkce je cely nad osou x).
Diskriminant je roven: D = (—y — 1)2 — 4(y> —y + 1) = —3(y — 1)?> < 0. Nerovnice
tedy plati pro vSechna x nezavisle na y, z ¢ehoz jiz plyne dokazovana nerovnost.
Nasli jsme i jediny pt¥ipad rovnosti (pro nulovy diskriminant se parabola dotyka osy
x, éiliyzl,atedyle'g—lzl).

Priklad 3. Pro vSechna realné x,y dokazte nasledujici nerovnosti.

2?2+ +2y+4>ay+ 22
202 + 22 +1> x4y + 2y

Podivejme se na néco trochu tézsiho.

Priklad 4. Jsou dana rtzné realna ¢isla a, b, c. Dokazte, Ze alespoii dvé z rovnic

(x—a)(x—b)=z—c¢
(z=b)(zx—c)=xz—a
(z—c)(x—a)=xz—-0

maji redlny kofen. (Rusko 2013)

Piiklad 5. Necht P(z) a Q(x) jsou kvadratické trojéleny, pro které plati, Ze rovnice
P(Q(z)) = 0 ma kofeny —22, 7, 13. Jaka ¢isla mohou byt ¢tvrtym koienem?

Piiklad 6. Realn4 &isla a, b maji nasledujici vlastnost: kvadratické rovnice z2 +
ax+b+1 = 0 mé v mnoziné redlnych cisel dva rizné kotfeny, jejichz rozdil je kladnym
kofenem rovnice 22 + ax + b+ 1 = 0.
(i) Dokazte nerovnost b > 3.
(ii) Vyjddfete kofeny obou rovnic pomoci b.
(MO 59-B-I)

Priklad 7. Budte f(z) a g(x) kvadratické trojcleny s koeficientem 1 u kvadra-

tického ¢lenu. Dokazte, Zze pokud rovnice f(g(ac)) =0, g(f(x)) = 0 nemaji realné

koreny, pak alesponi jedna z rovnic f(f(x)) =0, g(g(x)) = 0 nema4 realné kofeny.
(Rusko 2007)

Priklad 8. Kvadraticky trojélen P(z) = z? + ax + b sdili kofen s polynomem
P(P(P(x))). Dokaite, ze P(0)- P(1) = 0. (Rusko 2011)
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POLYNOMY KVADRATICKE A JINE

Priklad 9. (Tézs1) Necht f(x) = 22 + ax + b je kvadraticky trojclen takovy, Ze
rovnice f(f(z)) = 0 mé &tyfi realné kofeny (pocitdno véetns ndsobnosti), pficemz
soucet néjakych dvou z nich je roven —1. Dokazte, ze b < *i'

(Mecz Domaslav 2010)

Polynomy
Definice. Polynom stupné n je vyraz tvaru
Anx™ + ap_12" 1 4+ - 4 a1z + ag,

pficemz a,, # 0. Cisla a; € R jsou koeficienty polynomu a z je proménna.

Poznamka. Podminka a; € R neni nutné, polynomy se definuji i v jinych oborech,
my se vSak budeme zabyvat témi realnymi.

Tvrzeni. Pokud g € R je kofen P(z), tak (x — q) | P(z).
Tvrzeni. Kazdy polynom stupné n ma nejvyse n realnych korenti.

Dusledek. Pokud se dva polynomy stupné n shoduji v alespori n + 1 rtznych
hodnotach, jsou identické.

Disledek. (Vietovy vatahy) Ma-Ii polynom P(z) = 2" +a,_12" 1+ -+ar1z+ag
n redlnych kofend ty,...,t,, pak P(x) = (x — t1)(x — t3) - - (x — t,). Porovndnim
koeficientti tak dostavame

a; = (_1)n—i Z tjl th Ji € {17,77,}

J1<--<Jji

Specidlné ag = (—1)"t1 -t aap_1 = —(t1 + - + tn).

Leh¢i priklady
Priklad 10. VyfesSte rovnice:

22° + 2t 4+ 224+ 1=0,
2%+ 225 4+ 221 + 223 + 32 + 42 4+2=0.
Priklad 11. Polynom P(z) stupné 2012 pro k = 1,...,2013 spliluje P(k) = 1.
Urdete P(2014). (MKS 29-1-8)

Piiklad 12. Urdete koeficienty polynomu p(z) = z* + ax? + bx + ¢, pokud znéte
tfi jeho kofeny 2, —3, 5.
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Priklad 13. Necht jsou a, b, c redlna ¢isla takova, Ze

a+b+c>0,
ab+ ac+bc > 0,
abc > 0.

Dokazte, ze a,b,c > 0.

Piiklad 14. Nechf a, b, ¢ jsou kofeny polynomu 23 + 522 + 3. Spoctéte % + % + %
a a4+ bt 4 .

TEZzsi priklady

Pfiklad 15. Necht P(z) a @Q(z) jsou monické polynomy stupné 10 (tj. koeficient
u 219 je 1). Dokaite, ze pokud rovnice P(x) = Q(x) nemé %4dné redlné feseni, pak
rovnice P(z + 1) = Q(x — 1) redlné feseni ma.

Piiklad 16. Dokazte, ze polynom P(z) = (z — a1)(z — ag) - (z — an) — 1, kde
a; € Z jsou po dvou rtizn, nelze zapsat jako soucin dvou polynomt stupné alespon

1 s celociselnymi koeficienty.

(MKS 28-3-8)
Piiklad 17. Polynom P(z) stupné n ma tu vlastnost, ze P(k) € Z pro vSechna
k € {0,1,...,n}. Dokazte, Ze potom uz P(z) € Z pro kazdé celé x.

Priklad 18. (Tézky) Pepa mél dvé stotice rtiznych redlnych ¢isel (ag, as, ..., a100),
(b1, ba,...,b100). Policka tabulky 100 x 100 vyplnil tak, Zze do policka o soufadnicich
i, j] napsal ¢islo a; + b;. V8iml si, Ze soucin ¢&isel v kazdém sloupci je 1. Dokazte, Ze
soucin ¢isel v kazdém fadku je —1.

Navody

1. Co kdyby rovnice ve skutecnosti kvadratickd nebyla? Upravte ji.

3. Postupujte stejné jako v feseném prikladu.

4. Pro spor predpokladejte, ze dvé konkrétni rovnice (jsou cyklické) nemaji redlné
feSeni, potom povolejte diskriminant.

5. Uvédomte si, co znamena, ze je néjaké cislo kofenem P(Q(m)) Predstavte si
graf Q(x).

6. Pouzijte Vietovy vztahy. A pak znovu. Prosté potrad.

7. Kde musi mit trojclen f(z) kofeny, aby f(g(x)) kofen nemél?

8. Dokazte, ze P(0) je spole¢ny kofen.

9. Nakreslete si obrazek. Z toho, ze mé f(f(x)) ¢tyfi feSeni, odvodte 4b < a? — 2a.

Rozeberte dva pripady podle toho, které dva kofeny davaji soucet —1.
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10. Rozlozte. Uhadnéte koren.

11. Jak to vypad4 s kofeny polynomu Q(x) = xP(z) — 1?

12. Koeficient u kubického ¢lenu je nula. Co ndm potom fikaji Vietovy vztahy?
13. Nepfipadaji vam ty vyrazy néjak povédomé?

14. Opét Vietovy vztahy a potom chytie vyjadfit, co je tfeba, pomoci toho, co uz
zname.

15. Zamyslete se nad stupni polynomt P(z) — Q(x) a P(z + 1) — Q(z — 1).

16. Postupujte sporem. Polynomy z predpoklddaného rozkladu sec¢téte a néco vho-
dného do nich dosadte.

17. Nejprve dokazte, ze P(x) m4 racionalni koeficienty. Potom dokazte, Ze spoleény
jmenovatel koeficientd jakozto zlomkt nedéli moc velka prvocisla.

18. Ze zadani vyrobte polynom(y) a pak pfeklapéjte podle osy y.

Literatura a zdroje

[1] Vit Musil, Triky s kvadratickou rovnici, Sbornik MKS, Dobré Voda, 2010.
[2] Michal Szabados, Triky s polynomami, Sbornik MKS, Staré Mésto, 2009.
[3] http://www.artofproblemsolving.com.
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Rozlouskneme RSA?

JAKUB ,RoMAN“ KLEMSA

ABSTRAKT. RSA je moderni (1977) asymetricka Sifrovaci metoda, na které je posta-
vena vétsina dnesnich Sifrovacich systémi. Nejprve si ukazeme princip fungovani na
zakladé Eulerovy véty, poté si vyzkousime néco zasifrovat. Pfedvedeme si i nékolik jak
teoretickych, tak praktickych zptisobu prolomeni této sifry, taktéz na prikladech.

Eukleidiv algoritmus

Ptipomeneme si Eukleidtiv algoritmus. BUNO pfedpokladejme a > b a postupujme
takto, dokud jsou oba ¢leny NSD nezaporné:

NSD(a,b) = NSD(a — b, b) = ... = NSD(a — kb, ).

Oznacime 71 := a — k1b = a mod b a vime, ze 0 < r; < b. Pokud r; = 0, algoritmus
kon¢i s hodnotou b, pokud ne, opakujeme algoritmus pro dvojici b, r1:

1\IS]:)(G,7 b) = NSD(’I”l, b) = NSD(’I"l, b— ]C27"1) = NSD(Tl, 7"2),

kde ro = b mod r;. Rekurzivné opakujeme, dokud nedojdeme k NSD(ry,0) = .

Tvrzeni. Zpétnym postupem dokazeme z Eukleidova algoritmu najit celd ¢isla xg,
Yo takovd, Ze NSD(a,b) = axg + byg. Protoze k(ab — ba) = 0 a kazdé z ¢isel a, b je
délitelné NSD(a, b), najdeme zbyvajici FeSeni pomoci

b b a
NSD(a,b)  NSD(a,b)

NSD(a,b) =k <a > + axo + byo

ve tvaru x = o + km, Y="Yo— km, kde k € Z. Ukazuje se, Ze toto jsou

Jiz vSechna FeSeni rovnice ax + by = NSD(a, b).

Cvi€eni. Pomoci Eukleidova algoritmu najdéte NSD(432,234) a dvé ,nejblizsi*
dvojice celych &isel x, y, aby platilo NSD(432,234) = 4322 — 234y.
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ROZLOUSKNEME RSA?
Asymetricka Sifra RSA

Sifru RSA navrhli roku 1977 matematici Rivest, Shamir a Adleman. Jde o ifru
s jednim vefejnym Sifrovacim kli¢em a jednim soukromym, deSifrovacim.

Pro sifrovani pomoci RSA budeme potiebovat dvé velkd (ale opravdu velkd) pr-
vocisla p a ¢, jejich vynasobenim dostaneme tzv. modulus n = pqg. Odtud zname
i hodnotu Eulerovy funkce p(n) = (p — 1)(¢ — 1). Déle vygenerujeme vefejny ex-
ponent (kli¢) e takovy, aby platilo e L ¢(n), 1 < e < ¢(n). Nesoudélnost ovéfime
Eukleidovym algoritmem, odkud zjistime i koeficienty d a k takové, ze ed—kp(n) = 1.
Najdeme d takové, ze 1 < d < ¢(n). Toto d bude nas soukromy exponent.

Dvojici (n, e) uvetejnime jako vefejny kli¢, dvojici (n, d) uchovame jako soukromy
kli¢, prvoécisel p, g spole¢né s hodnotou ¢(n) se bezpecné zbavime.

Postup Sifrovani (Alice — Bob):

(i) Alice si nechd poslat od Boba jeho vefejny kli¢ (n,e),
(ii) tajnou zprévu (¢islo m < n) Alice zaSifruje jako ¢ = m® mod n,
(iii) Bob desifruje ¢ svym soukromym klicem (n,d) nadpodobné: m = ¢ mod n.

Tvrzeni. Prom, e, d, n spliujici pozadavky RSA plati
d=m*=m (modn).

Poznamka. Na tomto stoji funkénost RSA. Jeji bezpecnost jsme tim neukazali.

Rozlousknuti RSA: faktorizace

RSA bychom zlomili, pokud bychom uméli vyfesit alesponl jeden z nésledujicich
problémt v polynomidlnim case:
(i) najit prvoéiselny rozklad velkého éisla (factorization problem),

(ii) spocCitat d ze znalosti (n,e),

(iii) vypocitat e-tou odmocninu modulo n (tzv. RSA problem).

Nejslibnéjsi pristup se zda byt faktorizace n, zbytek 1ze uz snadno dopocitat. Bohu-
zel, nebo spise nastésti, neni zndm polynomialni algoritmus pro faktorizaci velkych
isel.! Zaroveti ale nebylo dokazéano, Ze neexistuje.

O mnoho vétsi problém by nastal, pokud by se skute¢né podafilo sestavit kvantovy
pocita¢ a ,naucit“ ho faktorizovat. Peter Shor v roce 1994 ukazal, ze kvantovy
pocita¢ k tomuto ucelu postaveny by byl schopen faktorizovat v polynomidlnim
case!

1Stagi ¢islo n o nékolik cifer prodlouzit a nepiiteli bude trvat nasobné déle rozklad najit. To
¢ini RSA tak bezpecnou.
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Fermatova metoda

Tato metoda predpokladd maly rozdil p a g, prakticky p — ¢ < 2ni. Ozna¢me
D := B4, Viimneme si, ze
2 2
_(P+gq pP—q
n= e -\ T 59 )
2 2

odtud n + D? = (p;q)2 . Pro mal& D testujeme, jestli je ¢islo n + D? étverec (krok

lze volit i vétsi nez 1). Jakmile takové D najdeme, dopocteme p a ¢ ze soustavy
rovnic

p,qg=+vVn+D2+D.

Cvic€eni. Faktorizujte 437 Fermatovou metodou.

Pollardova p — 1 metoda

Pollardova p — 1 metoda pfedpokladd, Ze alespoii pro jeden faktor n (ozn. p) mé
¢islo p — 1 v8echny své faktory relativné malé (omezené néjakym b). Nyni mizeme
odhadnout? napifklad k = b! jako nésobek p— 1, neboli p— 1| k. Dle Fermatovy véty
pro dané a nesoudélné s p (coz neni problém najit, napt. a = 2) plati

a?”' =1 (mod p).
Protoze p — 1| k, mzeme tuto kongruenci umocnit do tvaru
E
a®=1 (mod p).

Odtud p| NSD(a* — 1,n), neboli mizeme ptredpokladat, ze p = NSD(a* — 1,n).
Pokud vyjde 1, nas odhad k nebyl nasobkem p — 1 ani ¢ — 1, pokud vyjde n, odhad
k byl nasobkem obou. Podle toho zlepsujeme odhad k. Pro silné p, ¢ je toto hadani
velmi obtizné, protoze dokud nenatipujeme vSechny faktory p — 1, dostavame jako
NSD 1 a o p — 1 nadéle nic nevime. A pokud ano, je dost pravdépodobné, Zze mame
i vSechny faktory ¢ — 1 a dostaneme jako NSD n.

Cviceni. Faktorizujte 377 Pollardovou p — 1 metodou.

2Lze provést i jiny odhad &isla, které by mohlo byt nasobkem p — 1.
19



ROZLOUSKNEME RSA?
Wieneriv Gtok

Tvrzeni. (Wiener) Necht pro prvoéiselnou dvojici plati ¢ < p < 2q a necht dale
soukromy kli¢ spliiuje d < %n%. Potom Ize z vefejného klice (n,e) efektivné ziskat
soukromy kli¢ d vcetné faktorizace n = p - q.

Postup je nasledujici:

ed=k(p—1)(¢—1)+1,

ek p+q—1—;> k
_— = — 1—7 :71_6.
Pq d( q d( )

Vyraz na levé strané zname, podil % je 0 malo“ vétsi. Snazime se tedy ziskat

postupné horni odhady — od nejhrubsiho (tvaru %) azZ po samotny ﬁ. K tomu

poslouzi zapis fetézovym zlomkem. Predvedeme priklad.
Priklad. Vefejny kli¢ budiz (n,e) = (90581, 17 993), cilem je ziskat kli¢ soukromy.
Retézovy zlomek vyjde

17993 1

90581 1
54

29 +

=[0;5,29,4,1,3,2,4,3).

.+§

Odtud ziskdvame posloupnost odhadi

k 1 29 117 17993

d 51465897 7 90581°

Spocteme hodnotu Eulerovy funkce pro prvni smysluplny odhad %, tedy k =1 a
d = 5, a ovéfime spravnost:

ed —1

p(n) = = 89964,

2> — (n—p(n)+1)z+n=0,

dostaneme kofeny x1 2 = 379, 239. Opravdu, 90581 = 379-239. VSimneme si, Ze dle
Wienerova teorému bude utok fungovat, pokud d < % SNt = 5,7828.
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Rozlousknuti RSA: vyuZiti chyb(y) pfi Sifrovani

Generovani prvocisel

Probihé tak, Zze se vygeneruje nahodné ¢islo p, to se poté otestuje prvociselnymi
testy.? Ze je p skutedné prvoéislo neni zarucené, je to jen extrémné nepravdépodobné.
Uplné nejvétsi chybou je pouzit p dvakrat s riiznymi ¢;! Soudiny N1,2 =P - ¢1,2 jsou
vefejné, kdokoliv mize okamzité spocitat jejich NSD a tim zjistit p.

Slabiny zprav

Kazdého napadne, Ze pokud je malé e i m, muze se stat, ze m® < n. Takovou
zpravu staci jednoduse odmocnit, nedoslo totiz k moduleni n. Myslenka je doplnit
zpravu zepfedu ndhodnymi znaky. Ani zde neni situace jednoduché, ptivodni verze
standardu doplnovani PKCS+#1 dokonce meéla slabinu.

Velkou chybu udélame, pokud stejnou zpravu posleme e nebo vice pfijemctim,
kteii pouzivaji stejné e, ale rfiznd p, . Poté zpravu snadno rozlustime pomoci Cinské
zbytkové véty.

Chybou, kterou nejspise neudélame, je desifrovani protivnikem podvrzené zpravy.
Pokud k desifrovani predlozi ¢ - r® mod n pro zvolené r, dostane zpét m - r mod n.

Podepisovani zprav

Zatim jsme nefesili jednoduchou otazku: jak Bob zjisti, Ze mu zpravu poslala prave
Alice, Ze se nejednd o podvrh? Zpravu nasledujicim zpusobem ,podepise”.

Bob mé dvojici kli¢t (ep,dp), Alice chce poslat zprdvu m majic klice (eq,d,).
Zpravu m zasifruje Bobovym verejnym klicem ep, vypocte hes zpravy a zaSifruje
ji svym soukromym klicem d,. Bob desifruje zpravu svym soukromym klicem dp,
hes pomoci e,. Hes desifrované zpravy pak musi odpovidat desifrované hesi. Zpravu
mohl poslat jediné ten, kdo zna kli¢ d,.

3Popis téchto testii presahuje ramec piednasky.
21



Obarvovani

BARA KOCIANOVA

Jak na to?

Obarvovani je opravdu elegantni a G¢inny zpisob, jak vyfesit nékteré kombinato-
rické tlohy. V principu rozdélime mnozinu na koneény pocet podmnozin a pro lepsi
predstavu pak jednotlivé ¢asti obarvime rtznymi barvami. V typickych dlohach se
Casto objevuje ¢ernobild sachovnice, ale mnohdy je potfeba vyuzit barev vice.

Reseni problému obarvovanim je v podstaté t¥ifazové — nejdiive si musime uvé-
domit, ze je to obarvovaci tloha, dale vymyslet vhodné rozdéleni na ¢asti a pak uz
zbyva jen okomentovat, pro¢ néco je, pripadné neni mozné.

Priklad 1. Obycejné sachovnici 8 x 8 ufezeme dva protéjsi rohy. Kolika zptisoby
je pak mozné ji pokryt dominovymi kostkami?

Reseni. Kazd4 dominova kostka zakrjva pravé jedno policko od kazdé barvy. Do-
hromady tedy 31 kostek potfebnych k pokryti Sachovnice pokryva 31 biljch a 31
cernych poli. Na Sachovnice bez dvou protéjsich rohu je ale poli jedné barvy 32 a
druhé jen 30. Proto takovou Sachovnici dominem nemuzeme pokryt.

Priklad 2. Je mozné vytvorit obdélnik z péti riznych tetromin? Konkrétné z rov-
ného, T-tetromina, ¢tvercového, L-tetromina a $§ikmého (postupné na obrazku).

Priklad 3. Miuzeme pokryt Sachovnici o rozmérech 8 x 8 patnacti T-tetrominy a
jednim ¢tvercovym?

Priklad 4. Ukazte, Ze Sachovnici 10 x 10 nemtiZeme vyplnit rovnymi tetrominy.

22



BARA KOCIANOVA

Priklad 5. Na kazdém poli Sachovnice n x n sedi beruska. Po zaznéni vystielu se
kazda presune na pole, které hranou sousedi s jejim pivodnim mistem. Pro kterd n
mohou byt znovu obsazena vsechna policka?

Priklad 6. Potfebujeme zabalit 53 kostek 1 x 1 X 4 a mame jen krabici 6 x 6 x 6.
Bude nam stacit, nebo musime koupit vétsi?

Priklad 7. Obdélnikova podlaha koupelny je pokryta kachlickami 2 x 2 a 1 x 4.
Jedna dlazdicka se rozbila a od toho druhu uz zadné dalsi nejsou. Dokazte, ze pomoci
druhého typu nejde podlaha opravit, at kachlicky jakkoli preskladame.

Piiklad 8. Ufezali jsme jeden roh Sachovnice (2n + 1) x (2n + 1). Pro kterd n
mizeme plochu pokryt dominovymi kostkami tak, aby polovina z nich byla umisténa
horizontalné?

Piiklad 9. Dokazte, Ze obdélnik a x b muzeme pokryt obdélniky 1 x n pravé tehdy,
kdyZ n | a nebo n | b.

Priiklad 10. Na ledové plose trénuje hokejista. M4 t¥i puky a pokazdé jeden z nich
odpéli tak, ze proleti mezi zbylymi dvéma. Umi hokejista 1001. odpalem vratit puky
do pivodni pozice?

Priklad 11. Do tabulky 5 x 5 napiseme do jednoho ¢tverecku —1 a do zbyvajicich
24 mist +1. V jednom tahu mzeme vybrat néjaky ¢tverec a x a (pro a > 1) a zménit
v ném vsechna znaménka. Na kterém misté musi byt na zacatku —1, abychom mohli
ziskat tabulku plnou +17

Piiklad 12. V mfiZce vyberme body A = (0,0), B = (0,1), C =(1,0). V jednom
tahu muzeme zobrazit bod ve stfedové soumérnosti podle jiného uz oznac¢eného bodu.
Mizeme se dostat k poslednimu bodu ¢tverce D = (1,1)?

Priklad 13. Galerie m4a tvar n-thelniku. Najdéte nejmensi pocet dozorct, ktefi
dokdzou ohlidat vsechny obrazy, at je tvar mistnosti jakkoli slozity.

Priklad 14. Ctvercovy dort o rozmérech 6 x 6 chceme shora pokryt kousky ¢oko-
lady 2 x 1. Ukazte, zZe at plochu vyplnime jakkoli, vZdy mizeme dort rozkrojit, aniz
bychom krajeli dvojdilek ¢okolady.

Priklad 15. Ukazte, Ze Sachovy kun nemuze skoéit pravé jednou na vSechna pole
Sachovnice 4 X n a znovu se vratit na ptavodni.

Navody

i

Obarveni Sachovnice.
Pocet ¢ernych poli pokrytych T-tetrominem.
Hrubsi sachovnice.

Sachovnice.

S koW

Hruba Sachovnice do prostoru.
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7. Dérava sachovnice.

8. Sloupce.

9. Obarveni n sloupct n barvami.

10. Orientace trojuhelniku.

11. Bily sloupec uprostied a rotace.

12. Obarveni bodi podle parity soufadnic.

13. Rozdéleni na trojuhelniky.

14. Pocet moznych fezi a pocet dvojdilku ¢okolady.
15. Ctyfi barvy.

Literatura

[1] Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.
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Slozena cisla

ANH DuNG ,, TONDA“ LE

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva slozenymi ¢isly a souvisejicimi pojmy. Podivame se
na ruzné typy uloh a na nékteré postupy, jak pfijit na feSeni, kterd mohou na prvni
pohled vypadat trikova a nepfirozena.

Umluva. Vsechny proménné v dal§im textu jsou z oboru celych ¢isel, nebude-li

feCeno jinak.

Tvrzeni. (Mald Fermatova véta) Pro prvodislo p a pfirozené ¢islo a takové, Ze

p 1 a, plati

a* ' =1 (mod p).

Mala Fermatova véta se ¢asto kombinuje s nasledujicim uziteénym tvrzenim.

Tvrzeni. (,,Kriceni exponenttt“) Pro pfirozend ¢isla a, b, m, n takova, Ze a, b jsou
nesoudélna s prvocislem p, plati nasledujici tvrzeni. Pokud

potom

Priklad 1.

a™ =b" (mod p),
a™ =b" (mod p),

aNSPmn) = pNSD(mn) (164 p).

Dokazte, ze pro pfirozend ¢isla x,y, z plati:

() x+y+ 2z déli 23 + 93 + 23 — 3zy2.
(ii) Pokud 222 = 3y, pak x +y — z déli 2 + y3 + 23.

Priklad 2.
Priklad 3.

Priklad 4.
Priklad 5.

Dokazte, Ze 4125 + 125% a 4245 1 245% jsou slozen4 ¢isla.

Dokazte, ze 104060401 je slozené ¢islo.
(MM, Problem Q614, Rod Cooper)

Dokazte, ze 1280000401 je slozené Eislo. (Estonsko TST 2004)
Pomoci ptikladu 1 (i) dokaizte, ze 5123 + 6753 + 7203 je slozené &islo.

Pi#iklad 6. Pomoci pitkladu 1 (ii) najdéte délitele ¢isla 233 —219 —217 1 v intervalu
od 1000 do 5000. (MM, Problem Q684, Noam Elkies)
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SLOZENA CiSLA

Priklad 7. Dokaite, ze S5=1 je slozené &islo. (IMO shortlist 1992, P16)
Priklad 8. Najdéte nejmensi slozené ¢islo n, pro které plati n | 37~ — 27—1,

Piiklad 9. Necht a,b, ¢, d jsou p¥irozens éisla splitujici a® + b2 +ab = ¢ + d? + cd.
Dokazte, ze a + b + ¢ + d je slozené cislo.

Priiklad 10. Dokazte, Ze existuje pfirozené ¢islo k takové, ze k2™ + 1 je sloZené
¢islo pro kazdé pfirozené n. (USAMO 1982)

Pfiklad 11. Necht z,y jsou celd ¢isla takova, ze 2 < xz,y < 100. Dokazte, Ze
22" +y?" je slozené &slo pro né&jaké prirozené éslo n.
Priklad 12. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo k a celociselny nekonstantni

polynom P existuje k po sobé jdoucich ¢isel takovych, ze funkéni hodnoty polynomu
P ve vSech téchto ¢islech jsou slozené ¢isla.

Priklad 13. Uvazme cela ¢isla a > b > ¢ > d > 0 spliujici
ac+bd=(b+d+a—c)b+d—a+c).

Dokaite, ze ab + cd je slozené ¢islo. (IMO 2001, 6)

Priklad 14. Dokazte, Ze n™ + (n + 1)"*! je sloZené pro nekoneéné mnoho pfiro-
zenych n.

Priklad 15. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo k > 1 existuje nekoneéné mnoho
piirozenych &sel n takovych, ze k22" + 1 je slozené Eslo.

Priklad 16. Dokazte, Ze existuje prirozené ¢islo N takové, Ze pro kazdé prirozené
¢islo n > N existuje 2n po sobé jdoucich sloZzenych ¢isel mensich nez n!.

Literatura a zdroje

[1] http://www.mathlinks.ro.
[2] Hojoo Lee, Problems in Elementary Number Theory.

26



Rozklad vyrazi obsahujicich a —b, b—c, c—a

Vit ,,VEJTEK® MUSIL

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje sadu logicky navazujicich prikladi, jejichz cilem je
ukézat jednoduchost a silu né€kolika elementarnich algebraickych obrat.

Fundamentalni vlastnosti ¢isel a — b, b — ¢ a ¢ — a je to, Ze jejich soucet je nula:
(a=b)+(b—c)+ (c—a)=0.

Stejné tak plati, ze pokud néjaka realna cisla x, y, z davaji soucet nula, mtzeme
najit ¢isla a, b a ¢ splnujici

r=a—-b y=b—c z=c—a.

& vait o = _ — . Jiste viak & . .
Vskutku, staéi vzit a = 0, b x a c = z. Jisté vSak cisla a, b, ¢ nejsou urcena
jednoznacné — pricteme-li ke kazdému z nich stejnou konstantu, nova trojice splituje
tytéz rovnosti jako a, b a c.

Casto se lze setkat s vyrazy typu
(a —b)P(a,b,c) + (b—c)Q(a,b,c) + (¢ — a)R(a, b, c),

kde P, @, R jsou polynomy nebo racionalni funkce, a nezfidka maji tyto vyrazy zaji-
mavé rozklady na soucin. Metoda pro jejich ziskani je velmi snadné, prosté polozime
c—a=—(a—"b)— (b—c) a vytkneme ¢leny obsahujici zvlast a — b a b — c.

Nasledujici priklad by nas mél piresvédcit, ze jde o nastroj zna¢né univerzalni.
Priklad. Rozlozte a?(b— c) + b*(c — a) + ¢*(a — b) a najdéte nutnou a postacujici
podminku pro a, b, ¢, aby platilo

ab + b2+ a = ab® + bc? + ca’.
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ROZKLAD VYRAZU OBSAHUJICICH A-B,B—-C,C - A
Reseni. Nahradme ¢ — a vjrazem —(a — b) — (b — ¢). Dostavame

a?(b—c)+b*(c—a)+c*(a—b) =a*(b—c)+ *(a—b) +b*(—(a—b) — (b—¢))
=(a—b)(c* = b*) + (b—c)(a® = b?)
=(a—Db)(c—=b)(c+b)+ (b—c)(a—Db)(a+Db)
=(@—-b)(c—b)(c+b—(a+D))
=—(a=b)(b—c)(c—a).

Odtud specialné plyne, ze a?b + b%c + ca = ab? + bc? + ca® pravé tehdy, kdyz jsou
dveé z ¢isel a, b, ¢ stejna.

Neni-li feceno jinak, jsou a, b, ¢ vzdy realna cisla.
P¥iklad 1. Rozlozte a*(b — c) + b*(c — a) + c¢*(a — b) a najdéte vechny trojice a,
b, ¢, pro které je tento vyraz nulovy.

Priklad 2. Rozlozte
(a—0b)(a* +b* — )+ (b—c)(b* + & — a?)a® + (¢ — a)(® + a® — b?)b.

Piiklad 3. Dokazte, Ze pro vSechna redlna ¢isla a, b, ¢ splitujici (a+b)(b+c)(c+a) #
0 plati
a—b b—c c—a a—-b b-—c c—a

a+b+b+c+c—|—a__a+b.b—&—c'c—i—a'

Priiklad 4. Dokazte, Ze pro vSechna po dvou ruznd realna ¢isla a, b, ¢ plati

a+b a+c b+c bt+a ct+a c+b
a—b a—c b—c b—a c—a c—b

1.

Priiklad 5. Dokazte, Ze pro vSechna po dvou ruznd realna ¢isla a, b, ¢ plati

be ca ab

@00 T 0=0b=a)  -a)e—b -

Priklad 6. Dokazte pro vSechna po dvou riizné realné ¢isla a, b, ¢ nerovnost

a? n b2 n c? > 9
(b—c)? (c—a)? (a—0)? "

Piiklad 7. Dokazte, Ze pro vSechna po dvou riznd redlna ¢isla a, b, ¢ plati

a—>b n b—c n c—a
1+ab 1+4+bc 14ca

£0
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VIT ,VEJTEK“ MUSIL
Piiklad 8. Dokazte pro vSechna ¢isla a, b, ¢ rovnost
(a—=0)° 4+ (b—c)® + (c—a)® =5(a—b)(b—c)(c —a)(a® + b* + c* — ab — bc — ca).

Priklad 9. Rozlozte a3(b— ¢)® +b3(c — a)® + ¢*(a — b)® a najdéte vSechny trojice
a, b, ¢, pro které je tento vyraz nulovy.

Priklad 10. Realna ¢isla a, b, ¢ spliiuji

(b—c)V1—a3+(c—a)v/1—b+(a—b)v/1—c3=0.

Dokazte, ze
(1—-a*)(1 =% - ) = (1—abe)>.

Priklad 11. Kladné realnd éisla a, b, ¢ spliiuji

a(b—c) +b(c—a)+c(a—b)

b+c c+a a+b =0
Dokazte, ze (a — b)(b—¢)(c —a) = 0.

Priklad 12. Dokazte, Ze pro vSechna po dvou rtizné realné ¢isla a, b, ¢ plati
b

a a+ C) 4 b2 +e (

a (a—c

_|_
) (b=9b-a)  (c—a)(c-D)

Priklad 13. Dokazte, ze pro vSechna kladnd realné ¢isla a, b, ¢ plati

=(a+b+c)

b+e c+a a+b
2 2 2
ab2+c2 21 ca2+b22a+b+c.

Literatura

1tu Andreescu, gebra Problems From the AwesomeMath Summer Pro-
1] Titu And 105 Algebra Probl F he A Math S P
gram, XYZ Press, 2013.
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Miuze byt Cislo skoro racionalni?

Vit ,VEJTEK® MUSIL

Entrée

Pepa: Hej Vejte, umim dokazat, 7e /2 je iracionalni.
Vejtek: Vsak to je hracka: Vezmu kalkulacku, zmacknu v , pak dvojku a mrkneme
se na odmocninu ze dvou na displeji. Je jasné, zZe je iracionalni:

1.4142135¢6 2

Pepa: Co je to za kecy? Co kdyby méla periodicky desetinny rozvoj s periodou
delsi nez délka displeje? Kdyz si namackas na kalkulacku tfeba 25 déleno 17, taky
dostanes divokou posloupnost ¢islic:

1.4 70588235

A pfitom je to Cislo racionélni.

Vejtek: Na tom néco bude, nicméné pro ¢isla kolem nas moje metoda dava uspo-
kojivé vysledky. TakZe se mohu spolehnout, ze moje kalkulacka mi pomuze odhalit,
ktera cisla jsou racionéalni. Pravdépodobnost chyby bude miziva.

Pepa: S tim nesouhlasim.

Kdo ma pravdu?

Zkuste se kohokoliv zeptat a kazdy fekne, Ze Pepa. KdyZ zndme devét (nebo devade-
sat ¢i devét miliond) Eislic z desetinného rozvoje néjakého ¢isla, nemtizeme Fict, zda
je racionalni nebo ne. Existuje nekone¢né mnoho racionalnich a iracionélnich ¢isel
se stejnym pocatecnim tisekem desetinného rozvoje.

Stejné vsak se ¢isla z predchoziho odstavce, jakkoliv se mohou zdat podobni,

v néfem zasadnim lisi. Druhé je velmi blizko racionalnimu ¢islu %, rozdil mezi 22 a

7
1.470 588 235 je zhruba 3 - 10719, Naproti tomu k ¢slu 1.414 213 562 neexistuje tak

blizky zlomek s dvoucifernym jmenovatelem. Nejblize je ¢islo %, a to s chybou okolo

7-107°. Nejkratsi zlomek aproximujici v/2 s chybou 3-10710 je ggig}, coz je o dost
25

delsi zlomek nez {-. Podstatné je, Ze tuto vlastnost, pouhym okem nerozeznatelnou,
Ize snadno odhalit jednoduchymi vypocty na kapesnim kalkulatoru.

30




VIT ,VEJTEK“ MUSIL

Trik

Budeme potrebovat kalkulacku, ktera zvladne s¢itat, odéitat, nasobit a délit. Nékdo
nam dé dvé ¢isla mezi 0.5 a 1, naptiklad

0.635149023 a 0.728101457.

Jedno z téchto cisel by mélo vzniknout jako podil dvou ¢isel, kde délitel je mensi
nez 1000, druhé by mélo byt ndhodné. Tvrdime, Ze s pomoci kalkulacky dokazeme
béhem minuty zjistit, které z pfedlozenych cisel je onen podil, a dokonce najdeme
vyjadieni ve tvaru zlomku.

Jak na to?

Podstata triku bude obsahem pfednasky. Zjednodusené receno, jedno z vyse zminé-
nych ¢isel je skoro raciondlni, zatim co to druhé ne — af uz to znamenéa cokoliv.

Co je dobra aproximace?

Bud « iracionélni éislo. Na zakladé ¢eho usoudime, Ze zlomek %’ (kteryzto uvazujeme
v zékladnim tvaru) je dobrou aproximaci ¢isla a? Jednak ndm zalezi na velikosti
chyby |o¢ — §|, kterda by méla byt mald, dale chceme, aby ¢isla p a ¢ nebyla moc
velké. Citatel p zavisi na « a ne na presnosti aproximace. Chceme tedy minimalizovat
chybu ‘a — §| a jmenovatele q. Zfejmé zmensovani chyby vede k riistu jmenovatele a
naopak. Pfirozené tedy mizeme tyto pozadavky nakombinovat do ukazatele kvality
q|a — % ’ O aproximaci bychom pak fekli, ze je dobrd, pokud je q‘a — g‘ malé. K nasi
smile vSak plati nasledujici véta.

Véta 1. Pro libovolné realné cislo o a kazdé ¢ > 0 existuje nekonecné mnoho
zlomkii %7 takovych, Ze plati

p

qa—‘<5.
q

Ta tika, Ze vSechna ¢isla jsou stejné dobrd a nedava nadm tedy zadnou metodu,
jak rozliSovat mezi ¢isly, kterd maji dobré racionalni aproximace a které ne.

Jako zlepsovak muzeme zkusit pouzit jiny ukazatel kvality, ktery bude klast vétsi
vahu na velikost jmenovatele ¢. Rikejme tedy, Ze aproximace % je ,dobra“, pokud je
soucin q2’a — §| maly. Nésledujici véta tika, Ze tento vybér uz je opodstatnény.

Véta 2.

(a) Pro libovolné realné cislo o existuje nekoneéné mnoho zlomki 23 takovych,
ze plati
2 p 1
Cla—=| < —.
q| V5
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?

(b) Existuje iracionalni ¢islo o takové, Ze pro kazdé N\ > /5 existuje pouze
koneéné mnoho zlomku g spliiujicich

Které Ze je to ¢islo a z tvrzeni (b)? Jaké je nejiracionalnéjsi ze vSech iracionélnich
Cisel, nejvice se vyhybajici racionalnim aproximacim? Piekvapivé jde o ¢islo milované

generacemi malifil, sochafii a architekti, zlaty fez! 1+T\/5

Geometrie Cisel

Abychom odkryli pravdu skryvajici se za témito a mnoha dal$imi pozoruhodnymi
tvrzenimi, budeme pouzivat ¢isté geometrické argumenty. Zadné upocené poity,
zadné kandny z teorie ¢isel, jen elementarni h¥icky s obrazky, které vystihuji pravou
podstatu problému.

Mrizka
Jedinou, a to zakladni, ingredienci pro nas bude m#izka. Bud O bod v roviné (fikejme
mu pocatek) a u = O—/>L v = O? dvé nekolinearni sipky? (body O, A a B nelezi
v ptimce). Sipka je svym koncovym bodem déna jednoznaéné, ¢asto proto budeme
tento bod a Sipku zamétiovat. Sipky lze pfirozené séitat i nasobit redlnym &islem. Za
soucet Sipek u a v oznacime Sipku u -+ v, ktera je uréena bodem, kam ukéze sipka u
pokud ji posuneme o Sipku v, c-nasobkem Sipky u myslime Sipku cu, ktera vznikne
natazenim Sipky u c-krat.

Miizkou (generovanou u a v) rozumime vSechny mozné souéty au + bv, kde a a
b jsou celd cisla. Mrizku tak vlastné tvori vsechny body, kam se lze dostat pomoci
skladani sipek.

Snadno se nahlédne, Ze je-li K LM N rovnobéznik takovy, ze body K, L, M jsou
body mrizky, pak téz N je bodem miizky.

IToto &islo neni unikatni, existuji dalsi éisla v jistém smyslu podobna zlatému fezu, ktera jsou
stejné ,Spatna“.
2Vétsinou se sipkam ¥ika vektory.
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Vyznam miizky vyplyne z nasledujici ivahy. Volme za Sipky u a v postupné

(—=1,0) a (a, 1), kde « je obecné redlné cislo. Pro cela ¢isla p a ¢ (vysSe to byla éisla
a a b) nalezi body

p(=1,0) + q(, 1) = (qa — p,q) = (q <a - 5) ; q>

miizce. Nas ukazatel kvality je pak vzdalenost tohoto mfizového bodu od osy .
Abychom dokézali Vétu 1, musime najit nekone¢né mnoho bodi této miizky libo-
volné blizko ose y. To nahlédneme z nésledujicich obrazk.

. . 77 . )

Bs

v
B

[y

(_150) _% -

Jak vidno, tato mfizka byla zvolena lisSdcky na miru nasemu ukazateli kvality.

Oznacme si dale pismenkem s obsah (tzv. zakladniho) rovnobézniku OACB, kde
C = A + B. Plati nasledujici.

N\

I
I
I
I
O L

3=

Tvrzeni 3. Bud KLMN rovnobéznik z miizovych bodii. Pak plati ndsledujici.

(a) Obsah KLMN je roven ns, kde n je pFirozené ¢islo.
(b) Pokud rovnobéznik KLM N neobsahuje zddné miizové body uvnit ani na
hranici, pak je jeho obsah roven s.

Myslenku dtikazu (a) lze najit v obrazku.

N M

K L

Dukazu (b) pak v obrazku.
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?

Konstrukce cisel

Chceme-li objevit ty skuteéné dobré aproximace, musime si osvojit préaci s fetézo-
vymi zlomky a s Euklidovym algoritmem. Pak si uvédomime ptislusné souvislosti a
vypéstujeme si patficny nahled, pochopitelné geometricky.

Retézové zlomky

Konecény retézovy zlomek je vyraz tvaru

ap + )
a1—|—

as +

o 1
' 1

ap—1+ —
an

kde ag je celé ¢islo, a; az a, jsou kladna celd a a,, > 1. Snadno si rozmyslime, ze kazdé
racionalni ¢islo lze zapsat jako konecny Fetézovy zlomek. Okamzité také piijdeme na
algoritmus, jak ze zadaného racionalniho éisla r ¢isla a; dostavat. Prosté

1 1
a():['l"}, ay = r— ag y a9 = 17_a1 gee

T—amp
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Nic ndm vsak nebrani pouzit tento algoritmus i pro iracionalni ¢islo a. Dostaneme

pak nekone¢né mnoho ¢isel ag, a1, as,... Formalné piSeme
B 1
o =ag+ 1
ai + 1
a9 + —
as + .
Cisla ag, a1, as, ... nazyvame nedplngymi podily &isla o, &islo
B 1
Tn = Go + 1
@t 1
.+ I
ap-1+ —

n

pak pojmenujeme n-tym aproximantem Cisla a. Ziejmé plati

ro<ro<mrp<---<a<- - r5<rg<ri.

.....

Zavedme si jeSté Gspornéjsi znaceni [ap; a1, asg, . .. ,a,| pro koneény fetézovy zlomek

s netplnymi podily ag, a1, as, . .. ay, a [ag; a1, as, . .. ] pro nekoneény Fetézovy zlomek.
Vyjdeme-li naopak z netplnych podili, mizeme pocitat Citatele a jmenovatele

éisla r,, = 2=,

an

(o)) apal + 1 apai1a2 + ag + az
y Tt = , T2 =
1 ay aias +1

P

a rychle objevime nésledujici rekurentni vztahy.
Tvrzeni 4. Plati

(a) Pn = GpPn—1 + Pn—2 (n > 2)7
(b) Qn = QpQn—1 + qn—2 (TL > 2),
(C) Pn—-14n — Pndn—-1 = (*1)71, (n > 1)~

Euklidiiv algoritmus

Euklidav algoritmus vétsinou pouzivame k nalezeni nejvétsiho spolecného délitele.
Pfipomerime, Ze pro dand kladné cela ¢isla M a N (N > M) stéle opakujeme déleni
se zbytkem podle schématu

N = aoM + by
M:a1b0+b1
b0:a2b1—|—b2

bn—2 = a'nbn—lv
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?

kde a; a b; jsou kladna cela cisla a
0<by_1<bp_og<---<byg< M.

Cislo b,,_1 je nejvétsi spoleény délitel ¢isel M a N.
Souvislost s fetézovymi zlomky je nasnadé.

Tvrzeni 5.
(a) Cisla ag,ai,as, ... ,a, jsou netiplné podily ¢isla %,
N
i [ao; a1, az, ... ,an].

b) Pro i-ty aproximant 2t plati
¥ ap % p

bi = (—1)"(Ng; — Mp;).

Kdybychom ¢isla N a M nahradili obecné realnymi ¢isly 5 a -y, dostaneme neko-
neénou posloupnost rovnic (pokud je podil % iracionalni)

B = aopy +bo
v = aibo + b
bp = azb1 + by
a Tvrzeni 5 bude stéle platit (se zjevnou modifikaci, tj. g = [ag; a1, ag,...]).

Geometricka reprezentace Euklidova algoritmu

Bud O bod v roviné a ¢ bud pfimka timto bodem prochézejici (v obrazku svisld).
Zvolme body A_o a A_; ve vzdalenosti 8 a v od pfimky /¢, oba horizontdlné nad
bodem O, A_5 vpravo a A_; vlevo.

Pti¢téme vektor OA_; k A_5 co nejvicekrat, aby vysledek neprotnul pfimku .
Koncovy bod oznacme jako Ag. V druhém kroku pfi¢teme podobné vektor OA
k bodu A; co nejvicekrat bez protnuti primky ¢. Dostaneme bod A;. Ve tfetim
pri¢teme 0A; k Ay, dostaneme As a tak dale. Celkem jsme vyrobili dvé lomené ¢ary
A _9AgAsA,... a A_1A1A3As ... pfimykajici se k pfimce /.

Prislusné celociselné nasobky si budeme znacit a;, plati tedy

A,QA() = a()OA,1

A,1A1 = alvo

AOA2 = a20A1
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Déle si ozna¢me vzdalenosti bodi A; od primky ¢ postupné S, v, by, b1 a tak dale.
Z konstrukce vyse mizeme postupné vypocitavat tyto vztahy

B = aoy + bo
v = aibo + b1
bo = azby + bo

a tedy jest g = [ag; a1, a9, ...].

Poznamenejme, Ze pokud néktery z bodu A, lezi na ptimce 4, je podil % racionalni
B

a plati £= [ap; a1, a9,. .., an,].
As p

Ay

As
Ao
Ay Aq
A, A

O

Po]'(fme ucinit dalsi klicové pozorovani. Uvazujme miizku generovanou vektory
OA_5 a OA_;. Potom v8echny body A; jsou body této mtizky. Z Tvrzeni 3 vyde-
dukujeme néasledujici.

Tvrzeni 6. Neexistuje miizovy bod mezi lomenymi ¢drami A_5AgAsAys... a
A_1A1A3A5. ...
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Nejlepsi racionalni aproximace

Uvazujme opét m¥izku generovanou Sipkami (—1,0) a («, 1), tj. body o soufadnicich

p(=1,0) + q(e, 1) = (g — p,q) = (q<a— ];),q).

Novy ukazatel kvality ¢ |a — §| je pak absolutni hodnota sou¢inu soutadnic mfizo-
vych bodi. Otazka poctu aproximaci %7 ¢isla a, pro které je tento ukazatel mensi nez
e, je ekvivalentni otdzce poctu miizovych boda pod grafem ,hyperbolického kiize*
lzy| < e.

Aplikujme ptedchozi konstrukei Euklidova algoritmu pro A_os = (a,1) a A_; =
(=1,0). Vyznam bodd Ay, A1, Az ... objasiiuje nasledujici véta.

Véta 7. Budn > 0. Pak A,, = (g, — pn, qn), kde p,, a q,, jsou nesoudélné citatele
a jmenovatele n-tych aproximanti cisla «.
Véta 7 spolecné s Tvrzenim 6 1ika, Ze prave tyto aproximanty tvoii prvky nejlepsi
aproximace. Formalné si shriime tento poznatek do véty.
Véta 8. Bud ¢ > 0. Pokud existuje jen koneéné mnoho zlomkii % takovych, ze
q,%‘oz — ’q’—"’ < &, pak mnozina vsech zlomki % splriujicich qQ‘a - %’ < € je konecna.
Jiz vime, které zlomky jsou ¢islu « nejblize, nyni zaméfime svou pozornost na

odhad chyby. Fascinujici je, Ze hodnotu ukazatele kvality umime urcit presné.

Véta 9. Bud % ireducibilni n-ty aproximant redlného ¢isla o = [ag;aq,as,...].
Pak

Dn 1
QZ o — TL = E’
kde
1 1
An = an1 + . 1 * N 1
Qp, n
2 T 1

an+3 + — Ap—1 + 1
. L L
a
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K dikazu této véty budeme potfebovat jedno snadné lemma.

Lemma 10. Méjme v roviné s poc¢atkem O body A a B o soufadnicich (a1,as3) a
(=b1,b2), kde ai, as, b1, by jsou kladnd redlns ¢isla. Oznacme si C = A + B. Pak
obsah rovnobézniku OACB je roven aibs + asb;.

Diikaz lemmatu se nahlédne posunutim dvou trojuhelniki.

ap

by :
: ai

0

K dtkazu Véty 9 pouzijeme podobny obrazek jako diive, navic jednu vétev z Eu-
klidovy konstrukce zobrazime stfedové podle pocatku. To se bude jisté hodit.

Yy
Ap Y A’f‘l
A_1 e dn .
. ..AAn 0
Tn f .
Anoy[Tnt] fr 00 Ag A Ay an
A %qnfl X :,
0 Ay

Vybaveni témito nastroji uz miizeme dokazat Vétu 2 nebo objasnit podstatu triku
a Vejtkova ,dtkazu“.

Zpét k triku

Na zacatku jsme obdrzeli dvé deviticifernd desetinna ¢isla, z nichz jedno vzniklo jako
podil dvou ¢isel s nejvyse tficifernym jmenovatelem a druhé bylo libovolné. Chceme
poznat, které je které.
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Je-li ¢islo a deviticiferna aproximace ¢isla % s tiicifernym jmenovatelem, pak

1 1 1
< — = < .
10 1000 - (10002) ~ 1000g>

q

To znamené, ze jedno z Cisel A\, je alespon tisic. Trividlné plati, ze apy1 < A <
Gn+1+2, takze a,41 musi byt vice nez tisic a odpovidajici ¢,, mensi nez tisic. Otazka
je, jak velké muze byt n?

Protoze plati ¢, = angn_1 + gn_2, ¢isla ¢, rostou alespon jako Fibonacciho ¢isla
F,,. Jelikoz Fy5 = 987, mize byt n nejvyse patnact.

Nyni zbyva jen prevést ona dvé zadana cisla na Fetézové zlomky a podivat se
nejvyse na prvnich 15 z nich.

0.635149023 = [0;1,1,1,2,1,6,13,1204,1,. . .]
0.728101457 = [0;1,2,1,2,9,1,1,1,1,3,1,15,1,59,7,1,39,...]

Ziejmé prvni z téchto ¢isel ma dobrou raciondlni aproximaci, konkrétné je to racio-

nalni ¢islo [0;1,1,1,2,1,6,13]. Snadno jiz dopoéitdme Citatele i jmenovatele.

Zavér: Prvni ¢islo je racionalni, a to %.

Literatura

[1] Dmitry Fuchs, Sergej Tabachnikov, Mathematical Omnibus, AMS, 2007.
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Stejnolehlost

ToMAS ,,SAVLIK® PAVLiK

Geometricka zobrazeni tvori nedilnou souc¢ast vyuky geometrie. Na stejnolehlost vsak
obvykle nebyva kladen takovy duraz. A pritom pravé stejnolehlost je nejucinnéjsim
nastrojem pro vyuzivani faktu, Ze pii zvétSovani objekt se neméni jejich tvar, ale
jen jejich velikost.

Definice. (Stejnolehlost) Je dan bod S a reédlné &islo k, k # 0. Stejnolehlost se
stiedem S a koeficientem k je zobrazeni H(S, k), které pfifazuje:

(i) kazdému bodu X # S bod X' tak, ze plati |SX'| = |k| - |SX]| (pFitom
pro k > 0 lezi bod X’ na polopfimce SX a pro k < 0 je bod X’ bodem
polopfimky opacné),

(ii) bodu S bod S’ = S.

Priklady k procviceni
Nyni si zkusime pér priklad@. Vétsina geometrickych tloh uz v zadéni napovida,
kterou metodou pujde vyfesit. U piikladti na stejnolehlost jsou typické tyto znaky:
(i) dvé nebo vice kruznic se dotykaji,

(ii) kruznice maji spoleéné tecény,

(iii) dokazujeme, Ze t¥i body lezi v pfimce,

(iv) dokazujeme, Ze se t¥i pfimky protinaji v jednom bods,

(v) mnozina hledanych bodi je kruznice.

Priklad 1. Kruznice k, [ maji vnitini dotyk v bodé 7. Na [ zvolime body A, B
tak, ze AB se dotykéd k v bodé S. Dokazte, ze T'S je osou thlu AT B.
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Priklad 2. Necht ABCD je lichobéZnik s rovnobéznymi stranami AB a C'D, jeho
pruseéik thlopfi¢ek ozna¢me E. Najdeme body F' a G tak, aby trojuhelniky ABF
a C' DG byly rovnostranné a zaroven byly vné ABC D. Dokazte, ze E, F' a G lezi na
jedné pfimce.

Pfiklad 3. (Eulerova pfimka) Je dén trojahelnik ABC. Body H, G a O jsou

pfimce a zaroven plati |GH| =2 -|GO).

Priklad 4. Je dan trojihelnik ABC'. Body dotyku tsecky BC' s kruznici vepsanou
a pripsanou ozna¢me postupné D a E. Pfimka AF protne kruznici vepsanou blize
bodu A v bodé F. Dokazte, ze DF je kolma na BC.

Priklad 5. Mg¢&jme ptimku p a dvé kruznice kq, ko, které se dotykaji p ze stejné
strany postupné v bodech T a U. KruZnice k neprotind p a dotyka se zvnéjsku k1 a
ko postupné v bodech K a L. Dokazte, ze KT, LU a k maji spole¢ny bod.

Priklad 6. KruzZnice k, [ maji vngjsi dotyk v bodé T'. Navic se obé vnitiné doty-
kaji kruznice m postupné v bodech R, S. Druhy prusecik pfimky RT s kruznici m
ozna¢me Q. Dokazte, ze |[<T'SQ| = 90°.

Piiklad 7. V trojihelniku ABC zvolme body D a E na strané BC tak, ze |BD| =
|[EC|. Stfed tsecky AD ozna¢me M. Dokazte, ze ME prochazi jednim pevnym
bodem nezavisle na volbé bodu D a FE.

Priklad 8. Jsou ddny dvé kruznice ki a ko, které se zvenéi dotykaji v bodé T.
Dokazte, ze pro kazdé dva body A na ki a B na ko takové, Ze plati |<AT B| = 90°,
prochézi pifimka AB pevnym bodem.

Priklad 9. Je ddna pevna kruznice k se stfedem O a bod A mimo ni. Po k se hybe
bod X tak, ze O, A a X nejsou v piimce. Nejdéte mnozinu pruseciki AX s osou
thlu AOX.

Priklad 10. Necht ABC je trojuhelnik a necht D je pruse¢ik teény ke kruZnici
opsané trojihelniku ABC v bodé A a piimky BC. Necht E je prusecik kolmice na
BC v B a osy strany BA. Analogicky necht F je priiseéik kolmice na BC' v bodé C
a osy strany C' A. Dokazte, ze D, F, F' lezi v pfimce.

Skladani stejnolehlosti

V nékterych pripadech si nevystacime s jednou stejnolehlosti, ale budeme jich po-
tfebovat vice. K feseni pak budeme pouzivat nasledujici, velmi uzite¢né, lemma.

Lemma 11. Necht H1(S1, k1) a Ha(Ss2, ko) jsou stejnolehlosti takové, Ze S1 # So
a ki - ko # 1. Pak jejich slozenim je opét stejnolehlost, a to se stfedem na piimce

S515.
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Priklad 12. V trojihelniku ABC ozna¢me k kruZnici jemu opsanou. Najdeme
kruznici k,, ktera se dotyka pfimek AB a AC a navic se vnitiné dotyka k v bodé A'.
Obdobné najdeme ky, k. a body B’ a C’. Dokazte, ze AA’, BB’ a C'C’ prochézeji
jednim bodem.

Priklad 13. V roviné jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, [, pficemz k lezi
uvnit¥ . Bud m kruZnice, kterd ma s k& vnéjsi dotyk v bodé K a s [ vnitini dotyk
v bodé L. Dokazte, ze KL prochézi pevnym bodem X nezéavislym na volbé m.

Priklad 14. Jsou dény kruznice ki, ko a ks takové, Ze zaddna nelezi uvnitf jiné.
KruZnice [ s nimi mé vnitini dotyk v bodech A;, As a Az a kruznice m s nimi
maé vnéjsi dotyk v bodech B, By a Bs. Dokaite, Ze pfimky A, B;, AsBs a A3Bj3
prochéazeji jednim bodem.

Pi#iklad 15. Do kruznice k je vepsdn rovnoramenny trojihelnik ABC| kde |[AB| =
|AC|. Déle vepiSeme kruznice kj, a k. do useci kruznice k, které jsou uréené tétivami
AC a AB. Ty se dotknou kruZnice k postupné v bodech B’ a C’. Spole¢nd vné&jsi
te¢na kruznic ky, a k. protne AC v bodé P a AB v bodé Q. DokazZte, ze se pFimky
C’Q a B'P protnou na ose thlu BAC. (Polsko 2012)

Tézké alohy

Priklad 16. Jsou dény dvé kruZmice, jejich stiedy jsou vzdalené 10 jednotek a
maji poloméry 1 jednotku a 3 jednotky. Najdéte mnozinu stiedi tsecek XY, kde X
lezi na jedné kruznici a Y na druhé. (Putnam 1996)

Priklad 17. KruZnice k a [ maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Navic maji vnitini dotyk
s kruznici m v bodech A a B. Spole¢nd te¢na k a | v bodé T protne m v bodé P.
AP protne k podruhé v bodé X, BP protne | podruhé v bodé Y. Dokazte, ze XY
je spole¢na te¢na kruznic k a [.

Priklad 18. Body A, B a C lezi v pfimce v tomto potadi. Navic plati |AB| # |BC|.
Najdéte mnozinu bodt X takovych, ze |<AXB| = |[«BXC|.

Priklad 19. Bud ABCD konvexni ¢tyfuhelnik a P bod na strané AB takovy, Ze
kruznice vepsana trojihelniku CPD majici stied v I se dotyka kruznic vepsanych
trojuhelnikim APD, PBC postupné v bodech K, L. Ozna¢me F = AC N BD a
F = AK N BL. Dokazte, ze body E, I, F lezi v ptimce.

Piiklad 20. V trojthelniku ABC plati |AC| + |BC| = 3-|AB|. Kruznice vepsana
se stfedem I se dotkne stran BC, AC postupné v bodech D, F. Necht body K a L
jsou obrazy bodu D a E ve stiedové symetrii se stfedem v I. Dokazte, Ze body A,
B, K a L lezi na jedné kruznici. (IMO 2005 shortlist)

Piiklad 21. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, ve kterém |BA| # |BC|.

Oznac¢me postupné k; a ko kruznice vepsané trojuhelnikim ABC, ADC. Predpo-

kladejme, Ze existuje kruznice k, ktera se dotyka poloptimky BA za bodem A, po-
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loptimky BC' za bodem C' a pfimek AD, C'D. Dokazte, Ze spoleéné vnéjsi tecny
kruznic k; a ko se protnou na kruznici k. (IMO 2008)

Navody

1. Zobrazeni bodu S na kruznici [ se stfedem 7. Staci Fici, ze tento obraz lezi
uprostied oblouku AB.

2. Stejnolehlost podle bodu P takova, ze AB ptejde na DC.

3. Zobrazime vrcholy podle bodu G s koeficientem —%. Pak vysky pfejdou na osy
stran.

4. Zobrazime pripsanou na vepsanou podle bodu A.

5. Dokreslime bod X na k co nejdale od p a dokdzeme, ze K, T, X a L, U, X lezi
na primkach.

6. Oznacme P bod, kde ST protne m. Sta¢i dokazat, ze PQ je prumér m.

7. Nejdrive ve stejnolehlosti z A, kdy E ptejde na M, zobrazime bod B na bod
X. |XM]|/|EC| je konstantni, a tedy st¥ed stejnolehlosti, kdy jedna usecka piejde
na druhou, je pevné vzdéalen od BC' a zaroven lezi na XC.

8. Dokazeme, ze body jsou na stejném misté v ramci své kruznice.

9. Ogznac¢me onen prusecik Y. Staci pouzit znamy fakt, ze % = %.

10. Vedeme rovnobézku bodem B s AC, stadi dokazat, ze F je stfed kruZnice
opsané nové vzniklého trojuhelniku.

12. Je to stied (kladné) stejnolehlosti, v niz kruznice opsanéd prejde na kruznici
vepsanou.

13. Je to stfed stejnolehlosti mezi k a (.
14. Je to stfed stejnolehlosti, kdy m ptejde na .
15. Dokreslime kruznici vepsanou trojihelniku APQ.

16. Nejdrive zafixujeme Y a zobrazime X ve stejnolehlosti se stifedem Y a k = %
Pak sledujeme, jak se hybe stfed této kruznice, kdyz se Y méni.

17. Mocnost z bodu X.

18. Najdeme stied stejnolehlosti, kdy AB ptejde na BC, a zobrazime podle ni bod
X.

19. Dokazte, ze CDPA a CDBP jsou tefnové, a dokreslete kruznici, kterd se
dotykd DA, AB a BC.

20. Dokazte, ze |AB| = |CD|, a pak, ze ABKI je tétivovy.
21. Dokazte, ze body dotyki kruznic s AC' jsou symetrické podle stiedu tsecky.
Nakreslete si obrazek tak, ze AC' je vodorovné. Vzpomeiite si na minulé tlohy.
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Jak (ne)véSet obrazy na zed

ALCA SKALOVA

Predstavme si, ze mdme doma opravdu nepékny obraz komara, ktery ndm uz notné
pije krev. Rovnou ho sundat ze zdi sice nechceme, ale radi bychom provazek kolem
obou hrebiki, na nichz je obraz zavésen, omotali tak, Zze kdyby ,ndhodou“ jeden
z hiebikl zmizel, cely obraz by spadl. Dokazete to?

/D

Co kdyby obraz pivodné visel na k hiebicich? Dal by se i v tomto pfipadé pie-
motat provazek tak, aby po odebrani libovolného hiebiku obraz spadl? A existuje
lepsi metoda nez jen ,,pokus — omyl“?

Literatura

[1] David Ploog, The best way how not to hang pictures on walls — topology in
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[2] Leland McInnes, Picture Hanging Problem, 2003.
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Pocitani dvéma zpusoby

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Seznamime se s metodou pocitdni dvéma zpisoby, kterd vychazi z tri-
vialniho pozorovani, ze spoc¢itadme-li dvakrat to samé, dostaneme stejny vysledek. Za-
¢neme nékolika motiva¢nimi pfiklady. Poté se vrhneme na kombinatorické identity.
V dalsi casti se budeme zabyvat riznorodéjsimi tlohami na tuto metodu, napriklad
grafovymi.

Umluva. Vsechna ésla n, k, 7, ... budeme chapat jako pFirozena, nebude-li feceno
jinak.

Motivacni priklady

Priklad 1. Kazdy ¢len komise je zaroven ¢lenem pravé tii podkomisi, pficemz
kazda podkomise méa pravé tii ¢leny. Dokazte, Ze pocet Clenu je stejny jako pocet
podkomisi.

Reseni. Oznaéme si podet ¢lenti komise n a pocet podkomisi k. Kolik je celkem
dvojic podkomise a jeden c¢lovék, ktery v ni je? Podkomisi je £ a v kazdé jsou
t¥i ¢lenové komise, takze je téchto dvojic 3k. Ale kazdy ¢len komise je ve tiech
podkomisich, takZe jich je 3n. Pfitom jsme spoéitali dvakrat odpovéd na jednu a tu
samou otazku, takze 3n = 3k, neboli n = k.

Priklad 2. Mgéjme tabulku m X n vyplnénou redlnymi ¢isly. Ke kazdému fadku si
napiseme soucet vSech ¢isel v tomto fadku. Tomuto souctu budeme rikat radkovy.
Podobné si ke kazdému sloupci napiseme jeho sloupcovy soucet. Dokazte, ze soucet
tadkovych souctt je stejny jako soucet sloupcovych soucti.

Definice. Kombinacni c¢islo (Z) vyjadiuje pocet moznosti, jak vybrat k objekti
Z n.

Priklad 3. Dokazte
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Priklad 4. Dokazte

Priklad 5. Dokazte

Priklad 6. Dokazte

Interpretace kombinatorickych pojmi

Pi1i pocitani dvéma zpusoby je klicové si osvojit jesté jednu schopnost. Kdyz dosta-
neme néjaky pocet moznosti, potfebujeme vymyslet priklad, kterému by tento pocet
odpovidal. Pojdme si to zkusit na nékolik prikladech.

Piiklad 7. Urcete, co vyjadiuje vyraz nl=n-(n—1)-(n —2)---1.

Reseni. Vidime, Ze vyraz je zavisly na n, uvazujme tedy néjakych n objektt, pro
lepsi predstavu lidi. Nejdrive n nam predstavuje pocet moznosti, jak z nich vybrat
jednoho. Potom n — 1 mize vyjadfovat pocet moznosti, jak vybrat jednoho uz jen
z n — 1 zbylych. Potom vybereme dalsiho z n — 2 zbylych lidi atd. Tim jsme vlastné
nasich n lidi vybrali v néjakém poradi, jinak feceno, néjak jsme je usporadali. Tedy n!
odpovida poctu zpusobt, jak usporadat n lidi. Tato usporadani objektid nazyvame
permutace.

Priiklad 8. Interpretujte kombinatoricky m™.

Piiklad 9. Interpretujte

Priiklad 10. Interpretujte
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Kombinatorické identity

Pfiklad 11. (lehky) Dokazte
0 )
n __on
> ()=
k=0
n\(r\ _(n\(n-—k
r)\k) \k)\r—k&)
Piiklad 12. (Vandermondova identita)
i m n _(m+n
EJ\r—k) r '
k=0

Priklad 13. (stfedni) Dokazte
(1)

(i)

; k(" =n-2""1
>_k(
k=1

Priklad 14. (tézky) Dokazte
(1)

(i)

(iii)
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i(n;—k) _ <n+:+1>’

k=0

Grafy

Definice. Graf je mnozZina vrcholt V' a hran E, pfi¢emz hrana je dvojice vrchola.
Graf mtize byt orientovany (coZ znamend, 7e mé kazda hrana jesté svij smér) nebo
neorientovany.

Definice. Vystupni stupern vrcholu v je pocet vrcholi, do kterych vede z v hrana,
a znaéime ho out(v). Podobné vstupni stupeti vrcholu v je poéet vrcholt, ze kterych
vede do v hrana, a zna¢ime ho in(v). Pro neorientované grafy je out(v) = in(v) =

deg(v).
Priklad 15. Dokazte, Ze soucet stupnt vrchold v neorientovaném grafu je sudy.

Definice. Graf je rovinny, pokud jej lze nakreslit do roviny tak, aby se jednotlivé
hrany nek¥izily. Graf je souwisly, pokud se z kazdého vrcholu da dostat po hranach
do libovolného jiného vrcholu.

Tvrzeni. (Euleriv vzorec) Méjme souvisly rovinny graf s n vrcholy, h hranami a s
sténami. Pak
n—h+s=2.

Toto tvrzeni si nebudeme dokazovat (pfestoze jde o celkem jednoduché cvideni na
matematickou indukci), bude se ndm ale hodit pro nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Rovinny graf s n vrcholy md maximéalné 3n — 6 hran.
Priklad 16. Pfedchozi tvrzeni si dokaZte.
Priklad 17. Meéjme pravidelny n-tthelnik a spojme kazdé dva vrcholy tseckou.
Spocitejte, kolik je takovych dvojic tisecek, Ze se protinaji (myslime jinak, nez svymi
krajnimi body).
Priklad 18. Na oslavé zna kazdy (véetné Pavla) pfesné sedm chlapct a pfesné
deset dévéat (,znani se“ je vzdjemné, sim sebe nikdo neznd). Kolik nejméné lid{ se
na oslavé mohlo sejit? (Néboj 2011, 45)
Priklad 19. Na Alé¢iné vecirku se se§la velmi zajimavé spoleénost. Posudte sami:
(i) kazdy na vecirku zné pravé 22 lidi,
(ii) pokud se dva lidé znaji, nemaji na vecirku zadné spole¢né znamé,
(iii) pokud se dva lidé neznaji, pak maji na veéirku pravé Sest spole¢nych zné-
mych.

Urcete, kolik lidi bylo na vecirku. (MKS 30-5-7)
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Definice. Turnaj je takovy orientovany graf, kde jsou kazdé dva razné vrcholy
spojené hranou. Graf je tedy zdznamem vysledkt turnaje, kde hral kazdy s kazdym.

Priklad 20. (lehky) Dokazte, Ze v kazdém orientovaném grafu je soucet vstupnich
stupni vrchol stejny jako soucet vystupnich stupnt vrcholi, tedy

Z in(v) = Z out(v).
veV veV
Priklad 21. DokaZte, Ze v turnaji navic plati

D (in(v))? = (out(v))>.

veV veV

Dalsi priklady

Priklad 22. Matematické soutéze, ktera se sklddala ze Sesti tiloh, se zicastnilo 200
fesitelti. Je znadmo, ze kazdou tlohu vyftesilo aspon 120 fesitelt. Dokazte, ze existuji
dva Tesitelé takovi, ze kazdou zadanou tlohu vytesil aspon jeden z nich.

Priklad 23. V tabulce n x n je v kazdém policku napsano ¢islo, v kolika pra-
vouhelnicich se vyskytuje. Dokazte, ze soucet téchto ¢isel je druhd mocnina celého
éisla. (MKS 29-3-7)
Priklad 24. Ukazte, ze existuje pfirozené ¢islo, které se da alespon 100 zpusoby
zapsat jakou soucet 2012 ¢isel, z nichz kazdé je 2011-tou mocninou pfirozeného ¢isla.

Zapisy, které se lisi jen poradim scitanci, povazujeme za stejné. (MKS 31-8-3)
Priklad 25. Uvazujme 2n riznych pfirozenych ¢isel aq, as, ..., ag,, kterd jsou
mensi nez n?+1 (n > 2). Dokazte, Ze n&jaké tii z rozdilt a; —a; (pro viechny mozné
i # j) jsou stejné. (KMS 12 2003)

Priklad 26. V poslanecké snémovné je 200 poslancti, ktefi postupné hlasuji o n za-
konech (poslanec mtze byt bud pro schvdleni zdkona, nebo proti jeho schvaleni, nebo
se muze zdrZet hlasovani). Je zndmo, Ze pro kazda dvé hlasovani existuje poslanec,
ktery v jednom z nich hlasoval pro a v jednom proti. Ozna¢me z; pocet poslanci,
ktefi se zdrzeli hlasovani o i-tém zakonu. Dokazte, ze

n

Z 9%i < 2200'

i=1
(MKS 32-8-7)
Priklad 27. Osm zpévaki se zucastnilo hudebniho festivalu, kde vystoupili s m
pisnémi (m > 0). Kazdou pisen zpivali ¢tyfi z nich a kazda dvojice zpivala ve stejném
poctu pisni, jako libovolna jina dvojice. Jaké je nejmensi m, pro které je to mozné?
(KMS 7 2005)
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Priklad 28. V obdélnikové tabulce m X n jsou nezdporna redlnd Cisla, pricemz
kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje alespon jedno kladné ¢islo. Pokud se navic
rfadek a sloupec protinaji v policku, kde je kladné ¢islo, tak je jejich soucet stejny.
Dokazte m = n. (Kanada 2006)

Priklad 29. Ve gkole je 2007 holek a 2007 klukt. Kazdy student je ¢lenem nej-
vyse 100 klubi. Vime, ze kazdi dva studenti opa¢ného pohlavi jsou oba ¢lenové ale-
spon jednoho spole¢ného klubu. Dokazte, ze existuje klub, ve kterém je alespon 11 ho-
lek a alespon 11 kluki. (CHKMO 2007)

Priklad 30. Rovnostranny trojihelnik o strané délky n je vyplnény jednotkovou
trojuhelnickovou miizkou. Uzaviend lomena Cara vede podél této miizky a kazdy
vrchol m¥izky potké pravé jednou. Dokazte, Ze tato Cara alesponi (n + 1)-krat zahne
do ostrého thlu. (iKS 3-C3)

Navody

2. Pocitejte dvéma zpisoby soucet vSech cisel v tabulce.
3. Pocitejte, jak vybrat k lidi z n, a poté tyto moznosti spocitejte pomoci lidi,
které nevyberete.
4. Vybirejte k + 1 1idi z n 4+ 1 a rozeberte, zda prvniho vyberete nebo ne.
5. Poditejte, jak vybrat k lidi z n a jesté z nich vybrat jednoho kapitana.
6. Vybirejte k£ + 1 1idi z n + 1 a rozeberte, ktery bude prvni vybrany clovek.
8. Rozepiste m™ = m - m---m a rozmyslete si, ze staci jen néco vhodného opako-
vat n-krat.
9. Vyberte m lidi z n a u kazdého se rozhodnéte pro nékterou ze dvou moznosti.
10. Vybirejte po jednom k lidi z n a stavte je do fady. Poté si rozmyslete, kolikrat
jste zapocitali kazdou k-tici lidi (pokud je nechcete usporéddang).
11.

(i) Pocitejte, jak vybrat néjaky pocet lidi z n.

(ii) Vyberte r lidi z n a z nich je$té k vyjimeénych. Potom je vybirejte v opa¢ném

poradi.
12. Rozdélte si m + n lidi na skupinky s m a n lidmi.
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(i) Pocitejte, jak vybrat n&jaky pocet lidi z n a z nich jednoho kapiténa.
(ii) Rozdélte si 2n lidi na dvé skupinky po n.
(iii) Vyberte nékolik lidi z n a kazdého z nich dejte bud do prvni nebo druhé
skupiny.

(i) Vyberte nékolik lidi z n a z nich vyberte jednoho kapitdna a jednoho nejlep-
§iho hrace (miize a nemusi jit o stejného ¢lovéka).
(ii) Rozdélte si 2n lidi na dvé skupinky po n a vzpomerite si na vztah (Z) = (nﬁk)
(iii) Viz Névod 9.
(iv) Rozeberte, kolik lidi ze zac¢atku vyberete.
15. Pocitejte jednou pomoci vrcholi a podruhé pomoci hran, kolik je dvojic vrchol
a hrana, kterd z néj vychazi.

16. S kolika hranami sousedi sténa a s kolika sténami sousedi hrana?

17. Vezméte si libovolné ¢tyii body a spocitejte, kolik je tam protinajicich se dvojic
usecek.

18. Kolik vede hran mezi kluky a holkami? Kolik je holek miniméalné?

19. Kolik je trojic lidi takovych, Ze jeden znéd zbylé dva (a ti se tedy neznaji)?
Pocitejte jednou pres ¢lovéka, co zna zbylé dva, a jednou pres chybéjici hranu.

20. Pocitejte pocet hran dvéma smeéry.

21. Pocitejte, kolik se v grafu vyskytuje trojic vrcholt takovych, Ze z prvniho vede
hrana do zbylych dvou (jednou ptes toho, ktery porazil zbylé dva, a jednou pres
toho, ktery proti zbylym dvéma prohral).

22. Sporem — z kazdé dvojice néjakou tlohu nevyfesil ani jeden. Kolik je pro kazdou
tlohu dvojic fesitelt, ktefl ji ani jeden nevyfesili?

23. Spocitejte soucet policek pres pocet obdélniki a néjaké policko, které obsahuji.
Na vybér je, kam umistit levou a pravou hranu obdélniku a v jakém sloupci bude
poli¢ko. Podobné pro vertikalni smér.

2011

24. Pocitejte, kolika zplsoby se daji zapsat ¢isla mensi nez 2012n-""", pokud sci-

tame jen 2011-té mocniny ¢isel 1, 2, ..., n.

25. Cisla si usporadejte a koukejte na rozdily a;;1 — a;. Jaky je soucet téchto
rozdila?

26. Kazdému poslanci, ktery se zdrzel, domyslete, jak mohl hlasovat. Porovnejte
s po¢tem vSech moznych hlasovani.

27. Spocitejte pocet pisni pomoci toho, kolikrat kazda dvojice zpivala v néjaké
pisni spolu (a kolik dvojic zpévaki zpivalo kazdou piser).

28. Vezméte si vSechny fadky se souctem r, k nim odpovidajici sloupce, které

museji mit stejny soucet, a tabulku rozdélte na dvé podtabulky.
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29. Postupujte sporem. Pocitejte pocet trojic holka, kluk a klub, jehoz ¢lenové oba
jsou.

30. Zabarvéte si na Cerno trojuhelnicky otoc¢ené Spickou nahoru. Jak dlouhd je
lomena ¢ara? Jednou spocitejte pomoci poc¢tu bodi v mifiZzce a podruhé pomoci
poctu Cernych trojuhelnickd, kde ¢ara vede podél jedné/dvou z jejich stran.

Literatura a zdroje

[1] mtr Korcsok, Kombinatorické identity, Sbornik MKS, Hojsova Straz, 2011.
[2] Zuzka Safernova, Dvoji pocitdng, Sbornik MKS, Staré Mésto, 2009.
[3] Sbirka tloh KMS, http://www.kms.sk/zbierka.
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Dokreslovani

PErPA TKADLEC

ABSTRAKT. Pfispévek obsahuje pies ¢tyficet geometrickych tloh, v jejichz feseni se
dokresluji body nebo piimky, které v zadani piivodné nebyly. Ulohy jsou seskupeny
podle myslenek, které dotycna dokresleni motivuji. Na konci pfispévku jsou k tloham
uvedeny navody.

Pr1i feSeni geometrickych tloh se zpravidla snazime obrazek zjednodusovat, jak jen
je to mozné (typicky tim, Ze Glohu pfeformulujeme na ekvivalentni ilohu na méné
bodech). Obcas ale stoji za to naopak néjaké body nebo pfimky dokreslit. Poznat,
kdy je k tomu vhodna prilezitost, vyzaduje notnou davku intuice. Ta se ale da
ziskat :).

Protahujeme cary

Pfimka je pfirozenéjsim geometrickym objektem nez tsecka ¢i polopfimka. Pokud
tedy narazime na jednu z posledné dvou jmenovanych, jeji protazeni stoji za zvazeni.
Obzvlasté tehdy, ziskame-li tim druhy prisecik s kruznici. Jindy protahujeme cary
proto, abychom na né mohli nanést tsecky a tim ,narovnat“ lomenou ¢aru.
Priklad 1. Pétithelnik ABC' DE ma vSechny vnitini thly stejné velikosti. DokazZte,
Ze osa strany AB, osa strany C'D a osa thlu DE A prochazeji jednim bodem.
(Polsko 2010)
Piiklad 2. Ve étyfahelniku ABCD plati |AB| = 2, |BC| = V2, [CD| = 3 a
|<ABC| = |<BCD| = 135°. Urcete |AD|. (MKS 31-6-3)
Pfiklad 3. Na priméru AB pitlkruznice 7 jsou dany body X, Y tak, ze |[AX| =
|BY|. Rovnobézné paprsky vedouci z X a Y zasdhnou 7 v P a Q. Dokazte, Ze
hodnota sou¢inu | X P| - |Y Q| nezavisi na volbé sméru paprski.
Priklad 4. V trojthelniku ABC s vepsistém [ plati |BC| = |AC|+ |AI|. Dokazte,
ze a = 20. (TR:KS 2013)

Priklad 5. Uvnitf trojahelnika ABC je dan bod P tak, Ze plati

1
[SAPB| = |<PCA| = £ (8 +1).
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Ukazte, ze
|AB|  |AC|+ |PB|
|AC|  |AB|+ |PC|’

(Polsko 1997)

Priklad 6. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C.
Oznaéme D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvniti tsecky CD. Ozna¢me K
ten bod na tusefce AX, pro ktery |[BK| = |BC|. Podobné ozna¢me L ten bod na
usefce BX, pro ktery |AL| = |AC|. Déle necht M je prusecik usecek AL a BK.
Ukazte, ze |[M K| = |ML]. (IMO 2012, 5)

Priklad 7. Je déan trojihelnik ABC. Osy vnitfnich Ghli u vrcholt A, B protnou
protéjsi strany v bodech P, Q. Plati-li a« = 60° a |[AB|+|BP| = |AQ|+|QC)|, urlete
velikosti zbylych vnitinich @hla v AABC. (IMO 2001, 5)

Poznavame znamou konfiguraci

Casto dokreslujeme body tak, aby vznikla zndma konfigurace — napiiklad trojihelnik
s kolmistém a kruznici deviti bodt, nebo tieba trojihelnik se Svrékovymi body ¢i
pripsisti. Neziidka se totiz tloha jen snazi maskovat znamé tvrzeni ze znédmého
obrazku.

Priklad 8. Uvnitt trojuhelnika ABC je ddn bod P tak, Ze plati |[<ABP| = 30°,
|<PBC| = 40°, |<BCP] = 20° a |<PCA| = 30°. Ukaite, ze AP | BC.
(MKS 32-8—4a)

Pfiklad 9. V roviné jsou dény body A, B, C, D tak, ze plati |[<ACB| = 20°,
|<ADB| = |<ABC| = 40° a |[<ADC| = 80°. Urcete |<ABD|. (KMS 2008)

Piiklad 10. Ctyiahelnik ABCD je vepsan do piilkruznice s priimérem AB. Teény
k piulkruznici vedené body C, D se protnou v E a thlopricky AC, BD v bodé F.
Oznac¢me M prusecik FF a AB. Dokazte, ze body E, C, M, D lezi na jedné kruznici.

(China West 2010)

Priklad 11. V tétivovém ¢tyitahelniku ABCD oznaéme I, J postupné vepsisté
trojuhelnikit ABD, ABC'. Déle ozna¢me K pruse¢ik kolmic vedenych z bodu I, J
po fadé na ptimky BD, AC. Dokazte, Ze trojuhelnik IJK je rovnoramenny.

(MO 56-A-II1-2)

Priklad 12. V ostrothlém riznostranném trojthelniku ABC ozna¢me P patu A-
vysky, H kolmisté, O opsisté, D prisecik AO a BC' a koneéné M stied tsecky AD.
Dokazte, Ze piimka PM prochézi stfedem tisecky OH. (MO 60-A-1I1-5)

Priklad 13. V trojuhelniku ABC ozna¢me M stfed strany BC, I vepsisté a N

stfed oblouku BC' kruznice opsané obsahujiciho bod A. Dokazte, ze |<INA| =

|<<IMB|. (ARO 2005)
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Stiedy a body v poméru

Samostatnou prednasku by zaslouzilo zachéazeni se stfedy tiseéek. Obecné lze ¥ici, ze
mame-li v obrazku stfedy alesponn dva, snazime se dokreslit dalsi, abychom vyuzili
vlastnosti stfednich pficek. Je-li pritomen stfed jeden, mtzeme s vyhodou pouzit
stfedovou soumérnost (dokreslit rovnobéznik). Na zdvér jesté zminime, Ze ackoliv
stfedy obecné nemaji dobré tthlové vlastnosti, stfedy pfepon pravouhlych trojthel-
nikt jsou (jakozto stfedy opsanych kruznic) ,ihlové® pi{jemné.

Priklad 14. Ve ¢tyfuhelniku ABCD svird spojnice stfedil stran BC a AD stejné

thly s obéma thlopfickami. Dokazte, ze tyto Ghlopficky jsou stejné dlouhé.
(ARO 1990)

Priklad 15. Uvnitf trojihelnika ABC na jeho téZnici AM je dan bod K tak, ze
|CK| = |AB|. Ozna¢me L prusecik pfimek CK a AB. Dokazte, ze trojuhelnik AKL
je rovnoramenny.

Priklad 16. Je dan trojuhelnik ABC vepsany do kruznice k. Teéna k vedend
bodem A protne pitimku BC v bodé P. Ozna¢me M stied AP a @ druhy prusecik
MB a k. Ukaite, ze |[<PQA| = |<AQC!. (Alex Zhai)
Priklad 17. Na strané BC ostrothlého trojuhelnika ABC' s kolmistém H je dan
bod D. Kolmice na DH vedena bodem H protne strany AB, AC v bodech F, E.
Dokazte, ze

|BD| |FH|

|\DC|  |HE|

(Polsko)

Priklad 18. Na stranidch BC, C A, AB trojihelnika ABC jsou dany body P, Q,
R tak, ze

BP| _|CQ| _ |AR]

|[PC| |QA]  [RB|

Navic plati |[<ABC| = |<PRQ)|. Dokazte, ze trojuhelniky ABC' a PRQ jsou po-
dobné. (ARO 1989)

Priklad 19. Uhlopficky tétivového étyfthelnika ABCD se protinaji v bodé P.
Ozna¢me K, L paty kolmic z P na AB, C'D a dale bud M stied strany AD. Dokazte,
7e |IMK| = |ML]. (USA TST 2000)

Stfihani a prelepovani

Dokreslovani hojné vyuzivame tehdy, je-li obrazek svazany nezvyklymi podminkami.
V takovém pfipad€ se ho snazime preorganizovat tak, aby podminky zacaly davat
lepsi geometricky smysl.
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Piiklad 20. V konvexnim ¢&tyfthelniku ABCD plati |[<ADB| + |[<ACB| =90° a

|<DBC|+2-|<DBA| =180°. Navic |[AD| =6 a |[DB| + |BC| = 10. Urcete |AC).
(MKS 26-6-7)

Priklad 21. V obdélniku ABCD jsou dény body E, F tak, ze EF' || AB, AE || FC

a AFE protind stranu CD. Navic |[AB| =9, |BC| =8, |AE| =4 a |FC| = 6. Urcete
\EF)|. (AIME 2011)

Priklad 22. Uvnitf thlu BAC je ddn bod P. Na ramenech AB, AC najdeme
body X, Y tak, aby |[AX| = |AY| a délka lomené ¢ary X PY byla nejkratsi mozn4,

Dokazte, ze |[<APX| = |<APY|. (Polsko 2008)
Piiklad 23. V rovnobézniku ABCD je dan bod P tak, ze |[<APB|+ |<CPD| =
180°. Dokazte, ze |[<<ABP| = |<ADP]. (rusky folkldr)

Priklad 24. Na strandch AB, AC trojuhelnika ABC' s opsistém O jsou dany body
M, N tak, ze |<MON| = a. Dokazte, ze obvod trojthelnika M AN neni mensi nez

|BC. (ARO 2002)
Piiklad 25. Bod M uvniti konvexniho ¢étyfuhelnika ABCD spliuje |[MA| =
My,

|[MAMB| = |[<MAD| + |<MCD| a  |<CMD|=|<MCB|+ |<MAB].

Dokazte, ze |AB| - |CM| = |BC|-|MD| a|BM|-|AD| =|MA|-|CD|.
(IMO shortlist 1999, GT7)

Vzdy rovnostranny trojuhelnik!

V tlohéch s konkrétné zadanymi velikostmi thla se snad vzdy snaZime vyrobit rov-
nostranny trojuhelnik — tim namnozime tsecky jedné pevné délky a ziskame rovnora-
menné trojuhelniky ¢i dokonce kruznice. Dalsim opakujicim se motivem je pouzivani
opsisté stfidaveé jako bodu stejné vzdaleného od tii jinych a bodu, u néjz jsou dvoj-
nasobné (totiz stfedové) thly.

Piiklad 26. V konvexnim ¢étyfuhelniku ABCD plati |[AB| = |BC| = |CD|. Déle
|<ABC| = 150° a |<BCD| = 90°. Urcete |<ADB|.

Piiklad 27. Uvnitf rovnoramenného trojuhelnika ABC spliiujiciho |AB| = |AC|
a |[<BAC| = 99,4° je dan bod D tak, ze |AD| = |DB] a |<BAD| = 19,7°. Urcete
|<ACD. (Néboj 2013, 54)
Priklad 28. V A-rovnoramenném trojuhelniku ABC s vnitifnim thlem a = 80°
je dan bod P tak, ze |[<PAC| = 10° a |[<PCA| = 20°. Uréete |<PBC|.

Piiklad 29. Ve étyfhelniku ABOD plati |AB| = |AC|, |AD| = |CD|, |[<BAC| =
20° a |[<ADC| = 100°. Dokazte, ze |AB| = |BC| + |CD|.
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Priklad 30. Uvnitf trojuhelnika ABC spliiujiciho 8 = 2v je dan bod P tak, ze
|PB| = |PC| a |AB| = |AP|. Dokaite, ze |[<PAC| =2 |<PAB|.

Priklad 31. Je déan trojuhelnik ABC splitujici 8 = v = 50°. Na jeho stranach BC,
C'A jsou dany body P, Q tak, ze |[<BAP| = 50° a |[<QBA| = 30°. Urcete |[<BQP)|.
Priklad 32. Je dan trojuhelnik ABC spliujici 8 = v = 80°. Na strané AB na-
jdeme bod P tak, aby |AP| = |BC|. Urcete |[<ACP)|.

Priklad 33. Na strané AD kosoétverce ABCD spliwujictho |[<DAB| = 40° je dan
bod M tak, ze |[<DBM| = 30°. Urcete |[<DCM]|.

Magie

At se nam to libi, ¢i ne, je potieba se smifit s tim, Ze stale budou existovat tlohy,
které tak uplné nespadaji do zddné z vyse uvedenych kategorii. Pak je potfeba
vhodné dokresleni prosté vymyslet :). Nebojte se experimentovat!

Piiklad 34. Je dan konvexni Sestithelnik ABCDEF spliujici |AB| = |BC|,
|CD| = |DE| a |EF| = |FA|. Dokazte, ze osy thlat ABC, CDE a EF A prochézeji
jednim bodem.

Je to tak.

Priklad 35. V rovnoramenném trojuhelniku ABC se zdkladnou BC oznacme M
stfed t&Znice AD a P patu kolmice z D na BM. Dokazte, ze |[<APC| = 90°.
(Rumunsko 2006)

Priklad 36. Body X, Y, Z jsou dédny na vyskidch AD, BE, C'F trojahelnika ABC
tak, Ze
[ABZ] + [BCX] + [CAY] = [ABC]

(kde symbolem [PQR)] zna¢ime obsah trojihelnika PQR). Ozna¢me H kolmi§té
trojuhelnika ABC'. DokazZte, ze body X, Y, Z, H lezi na jedné kruZnici.

Priklad 37. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC vepsany do kruZnice k se stiedem
0. At AA’ je jeji primér. Teéna ke k vedend bodem A’ protne piimku BC v bodé
P. Pfimka PO vytne na trojuhelniku ABC' tGsecku. Dokazte, ze O je jejim stfedem.

(Vybérko 2007)

Priklad 38. Je dén ¢tyrahelnik ABCD spliujici a + ¢ = b + d. Nad vSemi jeho
stranami jako nad praméry jsou sestrojeny kruznice. Dokazte, Ze existuje kruznice,
ktera se jich vSech dotyka. (Polsko 2013)

Priklad 39. Je dan konvexni ¢tyfiahelnik PIVO. Osy stran PI a VO se protinaji
v bodé Y. Bod X uvnitt PIVO spliuje

<XVI| = |<XOP| <90° a |aXIV|=|<XPO|< 90°.
Ukazte, ze |[<VYO| =2 |<XIV]|. (IMO shortlist 2000, G6)
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Priklad 40. Kruznice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran AB, AC
v bodech Z, Y. Zkonstruujme body R, S tak, aby BCY R a BC'SZ byly rovnobéz-
niky, a oznaéme G prisecik pfimek BY a CZ. Dokazte |GR| = |GS)|.

(IMO shortlist 2009, G3)

Piiklad 41. (Brianchonova véta) Lze-li Sestitthelniku ABCDEF vepsat kruZnici,
pak ahlopricky AD, BE, C'F prochézeji jednim bodem.

Navody

1. V rovnoramenném trojihelniku splyva osa strany s osou uhlu.

2. Je to pravouhly trojihelnik s ustfihnutym rohem.

3. Dokreslete druhou polovinu obrazku a vyuzijte stfedové soumérnosti.

4. Preklopte A podle osy Ghlu u C' (nebo narovnejte AI na C A) a najdéte tétivovy

Ctyitahelnik.

5. Po protazeni tsecek najdéte podobné trojuhelniky.

6. Nakreslete vhodné kruznice se sttedy A, B, protnéte je podruhé, protahnéte
tsecky a najdéte tétivovy ctyituhelnik.

7. ,Narovnejte“ lomené ¢ary na piimky AB, AC. Pothlete a dokazte, ze jelikoz P
neni A-pfipsisté v AABQ, musi byt |QB]| = |QT.

8. Poznejte kolmisté.

9. Dokazte, Ze bod D je opsisté AABC.

10. Protahnéte ramena a poznejte obrazek s kolmistém a kruznici deviti bodu.

11. Dokreslete tzv. ,Svrékav bod“ — stied oblouku AB kruZnice opsané ¢tyiuhel-
niku ABCD.

12. Obraz H podle strany BC' padne na kruznici opsanou.

13. Dokreslete B- a C-pfipsisté a uvédomte si, ze N je jejich stfedem.

14. Dokreslete stied AB.

15. ,Navazte* na sebe shodné tsecky dokreslenim rovnobéznika BKCX.

16. Dokreslete soucasné rovnobéznik PBAX a tétivovy ¢tyfuhelnik PQAX.

17. Na polopfimku BH naneste X, aby |BH|/|HX| = |BD|/|DC|, a odhalte
kolmisteé.

18. Dokreslete prusecik BC' a rovnobézky s AB skrz Q.

19. Stredy PA a PD, jakozto stfedy pfepon pravouhlych trojuhelnikt, vibec
nejsou Spatné body.

20. Obréazek vznikl pfehnutim podle AB (proto v ném neni C'D). Narovnejte ho.
21. Vystiihnéte pasek skrz FE a F.

22. Rozstrihnéte AX PY podle AP a prelepte.
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23. Prelepte AABP na ADCX, aby vznikl tétivovy ¢tyfuhelnik.

24. Vyuzijte toho, ze |OA| = |OB| = |OC|, a pferovnejte obvod AM AN do lomené
¢ary s konci B a C.

25. Rozstiihejte ABC'D podle M na 4 trojuhelniky a preskladejte je (po pfipadném
nafukovani) na rovnobéznik.

26. Dokreslete soucasné ¢tverec BCDE a rovnostranny trojihelnik ABFE.

28. Zobrazte P podle BC.

29. Naneste na AB usecku délky |AD| nebo pielepte BCD na DEC.

30. Dokreslete rovnoramenny lichobéznik.

31. Zobrazte P podle AC na P’ a uvédomte si, ze P’ lezi na BQ (kruZnice se
stiedem P).

32. Preklopte C pres AB do X a B pies AC do Y. Najdéte tvar AC'P na bodech
B,C,X,Y.

33. Zobrazte M podle BD na N a vSimnéte si, ze N je opsisté AM BC.

34. Dokreslete trojuhelnik ACE.

35. Dokreslete obdélnik ADM X.

36. Vedte body X, Y, Z rovnobézky s ptislusnymi stranami.

37. At M je stfed BC.

38. Stted thlopricky!

39. Na osu VO dokreslete body K, L tak, aby AVKL ~ AVXB a AOKL ~
AOXP. Vyjde |LP| = |LI|.

40. Dokazte, ze B a Y lezi na chordale R a A-pfipsané.

41. Dokreslete tfi kruznice tak, aby uhlopricky AD, BE, CF' byly jejich chorda-
lami.

Literatura

[1] Andreescu, Rolinek, Tkadlec, 107 Geometry Problems, XYZ Press, 2013.
[2] Archivy olympidd na mathlinks.ro.
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Hlavolamy v hlavé

MARTINA VAVACKOVA

ABSTRAKT. Mechanické hlavolamy rozviji tviréi mysleni a prostorovou predstavi-
vost. Resime-li je zpaméti, procvi¢ime tyto dvé dovednosti jesté dikladnéji, nebot
eliminujeme vliv ndhody. Prispévek obsahuje mnozstvi tloh — hlavolamt uréenych
k feseni zpaméti.

Hlavolamem mame na mysli hlavolam mechanicky, tedy takovy, ktery si zpravidla
mizeme vzit do ruky a v némz je cilem oddélit nebo pfesunout néjakou soucastku.
Pritom samoziejmé neni dovoleno stiihat, fezat ¢i pouzivat hrubou silu.

Proc je dobré si hlavolamy predstavovat?

Resime-li hlavolam, ktery drzime v ruce, mnohdy s nim manipulujeme, aniz bychom
se nad tim hloubéji zamysleli. Kdyz mame néjaky napad, prosté jej vyzkousime.
Nékdy se nam pak stane, ze dojdeme k feSeni zcela nahodou.

Jakmile si vSak na hlavolam nemiizeme sahnout, musime kazdy napad domyslet
do konce. Je zapotiebi si jednotlivé kroky predstavit, pfipadné si je vhodné nakreslit.
Tyto dvé véci se zejména v matematice velmi hodi.

Motivacni priklady

Priklad 1. Méjme hlavolam, ktery sestdva z krouzku a dvou kulicek spojenych
provazkem jako na obrazku. Krouzek i kulicka projdou skrz ocko s kulickou, ale
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kulicka neprojde skrz krouzek. Oddélte ocko s kulickou.

&%

Resent. Provle¢eme ocko skrz krouzek a nasledné kulicku skrz ocko — a mame
vyhrano.

Vyborné. A nyni si predstavme, Ze misto modrého ocka s kulickou méame kovovy
obdélnik.

Priklad 2. Mgéjme hlavolam, ktery sestava z krouzku, kulicky a kovového obdél-
niku spojenych provazkem jako na obrazku. Krouzek projde skrz obdélnik, kulicka
nikoliv. Obdélnik projde skrz krouzek. Oddélte kovovy obdélnik.

Reseni. Postup z ptedchoziho pifkladu pouzit nemtiZzeme, nebot kuligka neprojde
skrz obdélnik. Muzeme vsak vyuzit toho, ze obdélnik lze provléknout skrz krouzek.
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Pokud tak uéinime, staci jiz jen provléknout krouzek skrz obdélnik.

Tipy

Predchozi dva priklady byly spise ilustrac¢ni. Nez se pustime do opravdovych hlavo-
lamt, fekneme si né€kolik tipt, které nam mohou pomoct pri jejich feseni.

Zaprvé — pohybujme jen vybranymi objekty a ostatni si zafixujme. KdyZz budeme
pohybovat vSemi pfedméty zaroven, snadno se ve svych predstavach ztratime. Za-
druhé — nevime-li, co se stane, kdyz s hlavolamem néco provedeme, namalujme si to!
Zatteti — kdyZz nam dochézi napady, zkusme postupovat inverzné. Predstavme si, ze
mame hlavolam ve stavu, do kterého jej chceme dostat, a pokusme se jej prevést do
pocatecniho stavu.

Ulohy

Kdykoliv v nasledujicich tlohach zminime nékteré ze slov dfivko, lodicka, kulicka,
krouzek, tycka, deska, obdélnik nebo kovovy objekt, automaticky pridavame pred-
poklad, ze tyto pfedméty neni mozné deformovat. Naproti tomu provazek a smycka
jsou véci ohebné, které se daji provléct skrz libovolny otvor, a to dokonce nékolika-
nasobné.

Kdyz fekneme, ze provazek je dlouhy, znamenéa to, Ze jeho délka nas nelimituje
v ¢innosti — mizeme jej libovolné provlékat a pretahovat pres jiné objekty.

Uloha 1. Dva a dva krouzky jsou spojeny provazkem a provleceny skrz dvé diivka
s otvory na krajich. Krouzek neprojde skrz otvor. Cilem je rozdélit hlavolam na dva
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kusy.

Uloha 2. Skrz ovalné diivko se ¢tyfmi otvory je provledena dlouhd smycka s ku-
lickou na konci. Kulicka neprojde skrz otvor. Cilem je oddélit smycku s kulickou na
konci.

Uloha 3. K desce je pfipevnéna dlouhd smycka. Skrz ni je provleden provézek,
ktery je obou na koncich pfipevnén ke krouzktim. Krouzky jsou navleceny na tycce,
ktera je pripevnéna k desce a na jejimz hornim konci se nachéazi kulicka. Kulicka
neprojde skrz krouzek. Na smycce je navlecena lodicka (ta neni pfipevnéna k desce).
Cilem je oddélit lodicku.

\/
O

Uloha 4. Oba konce jednoho provazku jsou piivazany ke krouzkiim. Druhy prova-
zek je privazan pouze k jednomu z nich a na jeho druhém konci se nachéazi kulicka.
Kulicka neprojde skrz krouzek. Za prvni provazek je zahaknuta smycka s kulickou.
Kulicka i krouzek projdou skrz smycku. Cilem je oddélit smycku s kulickou.
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Uloha 5. Ke diivku s otvorem uprostied je pfipevnén dlouhy provizek, na némsz
je navlecena kulicka, ktera neprojde skrz otvor. Cilem je pfesunout kulicku doprava.

Uloha 6. K desce jsou pfipevnény tii tycky s krouzky na koncich a jedna tycka
s kulickou na konci. Za prvni tycku je zahdknuta dlouhd smycka. Cilem je oddélit
smycku.

Uloha 7. Ke kovovému objektu je piipevnén dlouhy provazek s kuli¢kou na konci.
Na provézku je navleceny krouzek. Krouzek projde skrz otvor, da se navléct na objekt
a ,provlékat dokola®, ale neprojde skrz néj kulicka. Cilem je oddélit krouzek.

[E— ]|

U

Uloha 8. Ty¢ka ma na konci otvor, skrz ktery je provlecena smy¢ka. Tato smycka
je kratsi nez tycka samotna. Tycka projde skrz knoflikovou dirku. Cilem je zavésit
tycku do knoflikové dirky na kosili (,,lis¢imi tlapkami“).

ANTITEATINY
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Uloha 9. Oba konce jednoho provazku jsou piivazany ke krouzktim. Druhy prova-
zek je pfivazan pouze k jednomu z nich a na jeho druhém konci se nachazi kulicka.
Kulicka neprojde skrz krouzek. Za prvni provazek je zahaknut kovovy obdélnik.
Krouzek projde skrz obdélnik, kulicka nikoliv. Obdélnik projde skrz krouzek. Cilem
je oddélit kovovy obdélnik.

Navody

1. Provlecte spodni provazek skrz otvor v hornim dfivku.

2. Provedte podobny manévr jako v pfedchozi tloze.

3. Umime dosdhnout toho, aby byla dlouha smycka zahaknuta na tycce?

4. Smycku mizete nejen pretahovat pies krouzky, ale i provlékat skrz né (pouze

kulicka ziistane stéle na stejné strang).

5. Neni tieba pretahovat provazek pres dfivko, soustiedte se na stiedovy otvor.
6. Co by se stalo, kdyby byla smycka zahdknuta za dvé krajni tycky?

7. VyzkouSejte inverzni postup. Piedstavte si, Ze mate krouzek zv1ast a chcete jej
navléct na provazek.

8. Knoflikova dirka je v latce.

9. Nejprve provlecte obdélnik shora dolt skrz spodni krouzek.

Zdroje

Inspiraci pro vyse uvedené priklady byly mechanické hlavolamy Markuse Gétze, je-
jichz fotografie 1ze nalézt na webu http://www.markus-goetz.de/ .

67



Rekurentni posloupnosti

MARTINA VAVACKOVA

Nekonecna realna posloupnost je forméalné funkce N — R, kterd kazdému pfiro-
zenému C¢islu k pfifadi hodnotu a;r € R. Misto aj,as,as,... piSeme casto pouze
{a,}22 ;. Podobné zavadime {a,}>,, {a,})_; a dalsi.

Posloupnost mtizeme zadat dvéma zpiisoby — explicitné nebo rekurentné. Expli-
citni vyjadfeni nam dava primy predpis pro n-ty ¢len, zatimco v pripadé rekurentniho
zadédni je n-ty ¢len vyjadien pomoci n a pfedchozich élentt (prvnich nékolik ¢lenti je
déno).

Vyhoda explicitniho zadani spociva v tom, Ze s jeho pomoci mizeme rychle spoci-
tat libovolny ¢len posloupnosti, na ktery si vzpomeneme. Rekurentni zadani je vsak
mnohdy snaze zapamatovatelné a na prvni pohled dava lepsi ndhled na to, jak ona
posloupnost vlastné funguje. To ilustruje nasledujici ptiklad.

Priklad. Jednou z nejznaméjsich rekurentnich posloupnosti je Fibonacciho po-
sloupnost. Ta je zadand vztahy Fy, =0, Fy =1a F, = F,_1+ F,_5 pron > 2.
Existuje vSak i jeji explicitni vyjadfeni, jimz je

1

L+v5\"  [(1-VB\"
V5 2 2 '
Nabizi se otazka, zda umime explicitni vyjadfeni nalézt pro libovolnou rekurentné

zadanou posloupnost. Odpovéd zni: obecné ne, nicméné pokud je rekurence ,,pékna®,
mozné to je. Tim se zde ale zabyvat nebudeme a misto toho se vrhneme na tlohy!

F, =

Leh¢i alohy

Priklad 1. Posloupnost je zadédna rekurentné vztahy ag
Qp — Ap_1 pro n > 3. Spoctéte ajgg.

37 az =T a ap41 =

Piiklad 2. Bud {a,}2, posloupnost, v niz je agp = a; = 1 a pro a > 2 plati
Gp+1 = Gp—1ay, + 1. Ukazte, Ze agp13 neni délitelné ctyimi.
Piiklad 3. Mgéjme posloupnost {a,}52; definovanou rekurentné: a1 = 2, ap41 =

a? — an + 1. Ukazte, Ze libovolné dva ¢leny této posloupnosti jsou nesoudélné.
(MKS 22-5-3)
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Piiklad 4. Posloupnost {a,}5%; redlnych ¢isel spliuje pro n > 2 vztah a, =
Gp—1 + an42. Zjistéte, kolik nejvice po sobé jdoucich kladnych ¢isel mtze tato po-

sloupnost obsahovat. (MKS 30-2j-4)

Piiklad 5. Bud {a,}°; posloupnost, v niz je a3 = as = 1 a pro n > 3 plati
2

an = az;f Ukazte, ze pro kazdé n € N je a,, celé ¢islo.

Priklad 6. Rozhodnéte, zda pro kazdé ptirozené ¢islo n existuje posloupnost prvo-
¢isel {p;}_; spliujici rekurentni formuli p; = pypa---pi—1 + 1 pro 2 < i < n (druhy
¢len je nezav1sly na prvnim!). (MKS 23-1-3)

Stiedné t&zké alohy

Priklad 7. Je déna posloupnost: ag = 3, a1 = 4, as = 167, a,, = 2003a,_1 —
Gn—o + 174 pro n > 3. Najdéte vsechna k takova, ze aj je prvocislo.
(MKS 22-5-4)

Priklad 8. Posloupnost {a,}52; je ddna predpisem a; = 56, anq1 = Gy — =

Ukazte, Ze a, < 0 pro néjaké 0 < n < 2013. (MKS 23-1- 4)

Priklad 9. Prvni ¢len posloupnosti je 99 a kazdy dalsi je souc¢tem desatych mocnin
vsech cifer pfedchoziho ¢lenu. MuZe se v takové posloupnosti vyskytnout néjaké ¢islo
pfesné dvakrat? (MKS 30-6-5)
Piiklad 10. Necht posloupnost {a,}22; spliiuje vztah an+1 = apn + f(a,), kde
f(m) znadi souéin cifer ¢isla m. Je tato posloupnost omezend pro vSechna a; pfiro-
zena? (MKS 23-1-6)

Priklad 11. Posloupnost mé prvni dva ¢leny a; = 20 a as = 11 a déle je definovana

pomoci vzorce
1

)
an+1

Ap4+2 = Qp —

dokud mé prava strana smysl (tj. nedéli se nulou). Uréete nejmensi ¢ takové, Ze

a; = 0. (Naboj 2011, 43)
Navody

1. Plati ap4¢ = ay, Feseni je —3.

2. Najdéte periodu posloupnosti {a,, mod 4}52 .

3. Ukazte, Ze pro i > j davé a; zbytek 1 po déleni a;.

4. Nanejvys pét — dokazujte sporem.

5. Odectéte od sebe rekurentni vztahy pro n-ty a (n + 1)-ty ¢len.

6. BUNO je p; sudé. Rozeberte tii ptipady podle toho, jaky zbytek dava ps po

déleni tremi. Pro n > 5 takova posloupnost neexistuje.
69



REKURENTNI POSLOUPNOSTI

7. Ukazte, ze ¢leny, jejichz index déva po déleni t¥emi zbytek k € {0,1,2}, jsou
délitelné ¢islem ay.

8. Nejprve ukazte, ze a, # 0. Dale predpokladejte, Zze pro kazdé n je a, > 0, a
pouzijte vhodné odhady.

9. Ukazte, Ze kazdy Clen posloupnosti ma nejvyse jedenact cifer.
10. Ano. Rozmyslete si, co se déje, kdyz posloupnost presko¢i na vyssi rad.

11. Co se déje se souciny dvou po sobé jdoucich ¢lenti posloupnosti?
Literatura a zdroje

1]
[2] Sasa Kazda, Rekurentni rovnice, Janova Bouda, 2005.

[3] Misko Szabados, Rekurentné postupnosti, Old¥ichov, 2009.
(4]
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Kombinatoricka geometrie

LUKAS ZAVREL

Postupné si ukdzeme, jaké myslenky se ndm budou hodit v feSeni téchto netradi¢nich
uloh. Casto je myslenka velmi jednoduché, jen bychom neéekali, Ze se objevi pravé
v takovych prikladech. ..

Piiklad 1. Vnitfni prostory muzea tvoil mnohothelnik (ne nutné konvexni) o 3n
vrcholech. Lze v muzeu rozestavit n hlidact tak, aby dohromady vidéli cely prostor
muzea?

Priklad 2. V rovinélezi n > 3 tselek tak, ze kazdé t¥i maji spole¢ny bod. DokazZte,
7e lze najit bod spoleény vsem témto tseckam.

Priklad 3. Na stole lezi patnact ¢asopisi, které jej cely pokryvaji. Dokazte, Ze lze

ubrat 7 z nich, aby zbyvajicich 8 zakryvalo alespon 1% velikosti stolu.

Priiklad 4. Méjme v roviné n modrych a n ¢ervenych bodi. Dokazte, Ze je umime
pospojovat n tseCkami tak, ze kazda tsecka spojuje jeden modry a jeden cerveny
bod a zaroven se tyto tsecky nekiizi.

Priklad 5. V roviné je ddno n > 3 bodi, které nelezi vSechny na jedné piimce.
Potom lze najit kruznici, ktera obsahuje alespon tii z danych bodti, pricemz zadny
jiny nelezi uvnitt této kruznice. Dokazte.

Priklad 6. Mg¢jme v roviné 3n bodi v obecné poloze. Dokazte, Ze je miZeme
pospojovat tak, ze vytvorime n navzajem disjunktnich trojihelnik.

Priklad 7. (Moser spindle) Umistéte do roviny 7 bodu tak, aby libovolny troja-
helnik s vrcholy ve tfech z téchto sedmi bod mél alespon jednu stranu délky 1.

Priklad 8. Na piimce lezi n tsecek tak, Ze kazdé dvé maji spole¢ny bod. DokaZte,
7e lze najit bod spoleény vsem témto tseckam.

Priklad 9. Méjme v roviné n mnohothelnikt takovych, Ze kazdé dva maji ne-
prazdny prunik. Dokazte, Ze poté pro libovolny bod roviny A existuje polomér r
takovy, Ze kruh se stfedem v bodé A a polomérem r protne kazdy z téchto mnoho-
thelnik. (MKS 28-4-7)

Priklad 10. Uvnitf jednotkového étverce je rozmisténo nékolik kruznic, které maji
soucet obvodu 10. Dokazte, Ze pak existuje primka, kterd protind alespon c¢tyti
z téchto kruznic.
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Priklad 11. Je dan &tverec a devét piimek. Nechf kazda z deviti piimek déli
¢tverec na dva ctyfuhelniky, jejichz obsahy jsou v poméru 2 : 3. Dokazte, ze alespon
t¥i z téchto deviti pfimek prochézeji jednim bodem. (MKS 28-5-5)

Priklad 12. Méjme body v obecné poloze (tj. zadné tii body nelezi na pfimce,
7adné ¢tyti nelezi na kruznici). Kolik poté existuje:
(i) Pro tfi body v roviné: P¥imek, které maji stejnou vzdélenost od vSech tii
bodu?
(ii) Pro &tyii body v prostoru: Rovin, které maji stejnou vzdalenost od vsech
CtyT bodu?
(iii) Pro ¢tyfi body v roviné: P¥imek ¢ kruznic, které maji stejnou vzdalenost od
vSech ¢tyt bodu?

Priklad 13. Je mozné rozdélit rovnostranny trojihelnik na milion konvexnich
mnohotuthelnikd tak, aby jich libovolna pfimka protinala nejvyse ¢tyticet?
(MKS 31-3-8)

Priklad 14. Rozmisténi 4027 bodt v roviné nazveme kolumbijskym, jestlize je
z nich 2013 Cervenych, 2014 modrych a zadné tii nelezi v primce. O skupiné primek
v roviné fekneme, ze je dobrd pro dané rozmisténi, jestlize:

(i) z&4dné z piimek neprochézi zadnym bodem rozmisténi,

(ii) zadna z ¢asti, na které je rovina piimkami rozdélena, neobsahuje body riz-

nych barev.

Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi 4027 bodu v ro-
viné v ni existuje skupina k dobrych ptimek. (IMO 2013, 2)

Priklad 15. Je déan trojuhelnik, ktery mé obsah 1, a v ném pét bodi. Dokazte, ze
z danych péti bodt lze vybrat tii riizné takové, Ze jimi urceny trojihelnik ma obsah

cosv 1
nejvyse 7.

Navody

1. Lze. Dany 3n-thelnik rozdélime na n ¢tyfthelnikd, na kazdy ctyithelnik staci
jeden hlidac.

2. Vezmeme prusecik dvou tsecek. Ten musi leZzet na kazdé dalsi.

3. Ubirdme postupné c¢asopisy po jednom, dokazujeme sporem: Kdyby kazdy ca-
sopis po odebrani odkryl vice nez % .

4. Extremalni princip: Pospojovani, které mé nejkratsi soucet délek tsecek, pod-
minku ze zadani splituje. Pokud se totiz neékde dvé tsecky kiizi, v daném ¢tyiahelniku
prohod thlopficky za strany, podle trojihelnikové nerovnosti bude soucet kratsi, tedy
nastava spor.

5. Zacnéte s malou kruZnici a nafukujte ji tak dlouho, dokud nenarazite na tfi
body.
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6. Zvolte smér a jedte pfimkou tohoto sméru zleva doprava.

7. Zacnéte dvéma kosoctverci, které sdili jeden vrchol, a spravné je vici sobé na-
tocte.

8. Ze vSech pravych konci tiseCek vezméte ten nejvice vlevo.

9. Zar vezméte nejmensi moznou velikost takovou, ze kruh bude obsahovat alespon
jeden cely mnohothelnik.

10. Hledejte takovou pfimku rovnobéznou s jednou stranou ¢tverce. Promitnéte
vS8echny kruznice na sousedni stranu.

11. Ukazte, ze déli-li pfimka ¢tverec na ¢tyithelniky s pomérem obsahu 2 : 3, pak
musi prochazet jednim ze ¢tyT jistych bodt.
12.

(i) Celkem tfi, vzdy dva body jsou na jedné strané pfimky a tfeti na strané
druhé.
(ii) Dva body na kazdé strané roviny nebo na jedné strané t¥i a na druhé jeden,
dohromady tedy 3+4 =17.
(iii) Znovu rozdélime podle toho, jestli jsou na kazdé strané pfimky/kruZnice dva
body, ¢i na jedné 1 a na druhé 3. Dohromady 3 +4 = 7.

13. Ano. Vytvéarejte pocetné ,slupky“ tak, aby kazd4 primka protala z kazdé
slupky nejvyse dva mnohothelniky.

14. Kolem dvojice stejné barevnych boda jde nakreslit ,nanotrubicku®.
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