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Kolik existuje prvocisel?

MarTIN CECH

V tomto prispévku mizete najit nekolik tézsich vét zabyvajicich se vlastnostmi pr-
vocisel, které si véetné dikazti ukazeme na prednasce.

Kolik mame prvocisel?

Spousta ¢tenaia jisté tusi, ze prvocisel je opravdu hodné, dokonce nekonecno. Né-
ktefi dokonce znaji i tradiéni Eukleidiv dikaz — kdyby jich bylo kone¢né, vSechny
vynasobime, k vysledku pfi¢teme jednicku a dojdeme ke sporu. Ukédzeme si méné
tradi¢ni, ale neméné krasny dikaz, ktery objevil madarsky matematik Paul Erdés.
Cely dikaz uvidite na prednésce, zde je pouze ve struéném znéni:

Diikaz.  (Pouze struény) Oznac¢me w(N) pocet prvocisel mensich nebo rovnych N.
Kazdé piirozené ¢islo n se d4 vyjadiit (dokonce jednoznaéné) jako soucin 72s, kde
s je bezétvercové. Je-li n < N, miize r nabyvat nejvyse v/ N hodnot a s nejvyse
27(N) hodnot, piitom celkovy po&et moznosti musi byt alespoii N, aby kazdé ¢islo
mohlo mit svou reprezentaci. Z toho dostavame nerovnost vN - 27(0V) > N, po
zlogaritmovéni a tpravach mame 7(N) > £ log, N.

Trochu vic nez nekonecno. ..

Sama skutecnost, ze prvocisel mame nekoneéné mnoho, ndm nic nerikd o tom, jak
husté jsou rozmisténa. Mocnin dvojky méme také nekonecno, presto se ,,v blizkosti
nekonecna“ objevuji velmi z¥idka. Nasledujici véta nam fika néco trochu vic nez
pouze to, ze jich je nekonecno.

Véta. Rada prevracenych hodnot prvocisel diverguje, neboli

Y oiex

p prvocislo

Pokud mas problém s nekoneénym souctem ¢i s nekoneénem v této vété, nezoufej!
Véta pouze tika, ze kdyz scitdme prevracené hodnoty dalSich a dalsich prvocisel,
vysledek casem preroste libovolné obrovské ¢islo. Vsimni si, ze toto napfiklad pro
zminované mocniny dvojky neplati, je tedy vidét, ze tento vysledek je jesté silnéjsi
nez pouze to, Ze je prvocisel nekonecno.



KOLIK EXISTUJE PRVOCISEL?

Diikaz této véty si pfedvedeme na prednésce.

Jesté presnéjSi odhad

Jeden z nejvétsich matematik® Friedrich Gauss vyslovil domnénku, Ze funkce 7 (z) ,
ktera udava pocet prvocisel mensich nebo rovnych z, roste priblizné jako 10;” —. Tento
vysledek je nyni znamy jako prvociselna véta, na jeji dukaz se vSak cekalo mnoho
let, nez jej objevili nezavisle na sobé matematici Jacques Hadamard a Charles-Jean
de la Vallée-Poussin. Jejich dikazy vyuzivaly slozitych metod komplexni analyzy a
sahaji daleko za rdamec této prednasky, dokdzeme si vSak par lemmatek a s jejich
pomoci méné presné odhady, se kterymi pfisel rusky matematik P. L. Cebysev.

Lemma 1. Pro pfirozené c¢islo n plati nerovnosti

4n 2n
< < 4™,
2n+1 ~\n /) —

Lemma 2. Pro vSechna prirozena c¢isla n plati

II »< (2:> < (2n)7C".

n<p<2n
p prvoéislo

Kombinaci téchto odhadi mtzeme dokazat kyzenou vétu:

Véta. Existuji konstanty 0 < ¢; < co takové, Ze pro vSechna x > 2 plati

X

<m(z) <

C1 C2

logx logz

Diikaz této veéty si nechame na prednasku.

Podékovani

Dékuji docentu Martinu Klazarovi, z jehoz prednasky Uvod do teorie &isel jsem
cerpal. Poznamky k této pfednésce je mozné najit v uvedené literatufe.

Zdroje a literatura

[1] http://kam.mff.cuni.cz/~klazar/In_utc.pdf
[2] Kifzek, M., Somer, L. a Solcova, A.; Kouzlo ¢isel



Zakladni véty z teorie Cisel

MarTIN CECH

Umluva. Nebude-li fedeno jinak, vSechny niZe uvedené proménné jsou z oboru
celych cisel.

Na prednasce si ukazeme zakladni metody pouzivané pri feSeni uloh z teorie
Cisel, které se vyskytuji v raznych olympiadach a dalsich matematickych soutézich.
Neobejdeme se vSak bez nejnutnéjsi teorie.

Trocha teorie

Definice. Rekneme, Ze ¢islo a je délitelem &isla b, pokud existuje &islo k takové,
ze plati k - a = b. Tuto skuteénost zapisujeme a | b.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pro nenulové ¢isla a, b, ¢, d plati:
(1) 1]a,

(2) ala,

(3) a0,

(4) pokud a|bab]|c, potoma | e,

(5) pokud a | baa|ec, potom a | kb+ lc pro libovolna ¢isla &, I,

(6) pokud a | b a c|d, potom ac | bd,

(7) pokud a | b, potom |a| < |b| (specidlné pokud navic b | a, potom |a| = |b|).

Tvrzeni. (Déleni se zbytkem) Pro kazdd dvé ¢isla m a n existuje pravé jedna

dvojice nezapornych celych ¢isel k a r takovych, ze r < m an = km + r. Rikdme,

ze ¢islo n ddvd po déleni m zbytek r.

Definice. (Kongruence) Rikdme, 7e ¢isla a, b jsou kongruentni modulo d, pokud
davaji po déleni ¢&islem d stejny zbytek (tj. pokud d | a — b). Tuto skuteénost zapi-
sujeme a = b (mod d).
Cviceni. Rozmyslete si, ze plati nasledujici zakladni vlastnosti kongruenci:

(1) @ =0 (mod m) pravé tehdy, kdyz m | a,

(2) pokud @ = b (mod m), potom a+ k = b+ k (mod m) a ak = bk (mod m)

pro libovolné k,
(3) pokud a =b (mod m) a b =c¢ (mod m), potom a = ¢ (mod m),
5



ZAKLADNI VETY Z TEORIE CISEL

(4) pokud a = b (mod m) a ¢ = d (mod m), potom a + ¢ = b+ d (mod m) a
ac = bd (mod m).

Definice. Prirozena cisla, kterd maji pravé dva kladné délitele, nazyvame prvo-
cisla.

Definice. Je-li p prvocislo, mnozinu ¢isel 0,1, ..., p — 1 nazyvame mnoZinou zbytki
modulo p.

Prvodisla hraji zasadni roli v teorii ¢isel, hlavné diky nésledujicim tvrzenim:
Tvrzeni. Jestlize p | ab, kde p je prvocislo, potom p | a nebo p | b.

Tvrzeni. (Prvociselny rozklad) Kazdé pfirozené ¢islo Ize jednoznacéné az na pofadi
¢initeli vyjadrit jako soucin prvocisel.

Tvrzeni. Prvodisel je nekoneéné mnoho.

Pred slibovanymi vétami prichazi dilezité tvrzeni, které bude hrat zasadni roli
v jejich dikazech.

Tvrzeni. (Stézejni) Je-li p prvocislo a a ¢islo, které neni délitelné p, potom

{a (mod p), 2a (mod p), .., (p = 1)a (mod p), pa (mod p)},

kde zdpis b (mod p) znamend zbytek b po déleni p, je mnozinou zbytki modulo p.

Predchozi tvrzeni tika, ze kdyz pocitdme modulo prvocislo p, mizeme délit li-
bovolnym nenulovym ¢islem (kde nenulovym myslime nenulovym modulo p, tedy
nedélitelnym p).

Nyni ptichazeji slibované véty:

Véta. (Mala Fermatova véta) Je-li p prvocislo a a ¢islo nedélitelné p, potom
a? ' =1 (mod p).

Pro jeji diikkaz stac¢i vynasobit vSech p — 1 kongruenci z predchoziho tvrzeni.

Véta. (Wilsonova véta) Cislo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz
1-2.--(p=2)-(p—-1)=@pE-1!'=-1 (mod p).

Vyzbrojeni témito vétami se uz mizeme vrhnout na feSeni tloh!



MARTIN CECH
Ulohy

Uloha 1. Je-li p prvocislo, dokazte, ze p | ab? — baP pro vSechna é&isla a, b.

Uloha 2. Bud p prvoéislo a n takové &islo, Ze p | 4n? + 1. Dokaite, Ze potom p = 1
(mod 4).

Vysledek pfedchozi tlohy se d& pouzit k dokézani existence nekoneéné mnoha
prvodisel tvaru 4k 4 1. Staci pro spor predpokladat jejich koneéné mnozstvi a vzit
za n jejich soudin.

Uloha 3. Budte A = {al, ag, ... ,al()l} aB= {bl, bQ, ceey blOl} IIlIlOiiIly vSech pfl—
rozenych ¢isel od 0 do 100 (v libovolném potadi). Mize i C' = {a1b1 (mod 101), azbs
(mod 101),...,a101b101 (mod 101)} obsahovat v8echna pfirozend ¢éisla od 0 do 1007

Uloha 4. M¢éjme danou posloupnost a,, = 2" 4+ 3" + 6" — 1. Najdéte viechna
prirozena cisla, kterd jsou nesoudélna s kazdym ¢lenem této posloupnosti.
(IMO 2005)

Zobecnéni Malé Fermatovy véty

Mala Fermatova véta se d& pouzit, pouze pokud pocitdme modulo prvocisla. V této
kapitolce si ukdzeme, Ze se d& zobecnit i pro slozend cisla.

Definice. Cisla a, b nazyvime nesoudélnd, pokud zadné prvoéislo nedéli obé z nich
(tj. pokud jediny jejich spoleény délitel je 1). Pro pfirozené ¢islo n znadi ¢(n) pocet
nezapornych ¢isel mensich nez n, kterd jsou s n nesoudélné.

Vsimnéte si, ze je-li n prvoéislo, potom ¢(n) = n — 1. Budeme nyni postupovat
podobné jako pfi dikazu Malé Fermatovy véty. Nejprve si ukdzeme tvrzeni obdobné
stézejnimu tvrzeni z pfedchozi kapitoly, ze kterého potom obdobné dokazeme zobec-
néni Malé Fermatovy véty.

Tvrzeni. Je-li n pfirozené cislo, A = {ai,...,a,0)} je mnoZina nezdpornych ¢i-
sel mensich nez n, kterd jsou s n nesoudélnd, a a € A, potom {aa; (mod n),aas
(mod n),...,aa,(,) (mod n)} = A.

Po vynasobeni p(n) kongruenci z pfedchoziho tvrzeni dostaneme:

Véta. (Eulerova véta) Je-li n piirozené ¢islo a a piirozené ¢islo nesoudélné s n,
potom
a?™ =1 (mod n).
Nyni ptichazeji dalsi tilohy na procviceni:
Uloha 5. Najdéte viechna pfirozend &isla n takova, ze n | 3™ — 2.
(MKS, 17. ro¢nik)
Uloha 6. Ukaste, Ze pro kazda dvé nesoudélnd pfirozena ¢éisla a, b existuji p¥iro-
zend Cisla m, n takova, ze a™ + b™ =1 (mod ab).
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ZAKLADNI VETY Z TEORIE CISEL

Uloha 7. Mg¢jme danu posloupnost a,, = na+b, kde a, b jsou nesoudélné pfirozena
c¢isla. Dokazte, ze kdykoliv dostanete nekoneénou podmnozinu ¢lenti posloupnosti a,
a prirozené Cislo IV, umite najit alesponn N prvka této podmnoziny, jejichz souéin je
¢len posloupnosti a,.

Zdroje a literatura

[1] http://www.artofproblemsolving.com/Resources/Papers/SatoNT.pdf
[2] Andreescu, T., Andrica, D. a Feng, Z.; 104 Number Theory Problems



Fibonacciho posloupnost

ANICKA DOLEZALOVA

Fibonacciho posloupnost je posloupnost ()52, celych ¢isel spliujici rekurentni
vztah F, 4o = Fj,41 + F,, pro vSechnan =0,1,2,... s pocatecni podminkou Fy =0
a F} = 1. Jejimi prvnimi ¢leny jsou tedy 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

Piiklad 1. (O kralicich) Mgéjme tyto specifické podminky: Piedpoklddejme, Ze
mame na zac¢atku jeden par kralikd, kralici dospivaji (a tedy se mohou péfit) pravée
meésic po narozeni, kazdy dospély par zplodi kazdy mésic praveé jeden novy par a zadni
krélici neumiraji. Ukazte, Ze pocet kralikti po n-tém dni je n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti.

Piiklad 2. (Schodisté) Predstavme si, Ze vystupujeme po schodisti tak, Ze jednim
krokem miiZeme postoupit vzdy bud o jeden, nebo o dva schody. DokaZte, ze pocet
moznosti, jak vystoupat na n-ty schod, je F,11.

Priklad 3. (Cassiniho identita) Dokazte, Ze F,,_1 - F,41 — F2 = (—=1)".
Piiklad 4. Dokazte, ze Y . | F? = F, - Fpy1.
Pfiklad 5. (Vzorec pro n-ty ¢len) Dokazte, Ze pro n-ty ¢len Fibonacciho posloup-
nosti plati
=2
p=9
kde ¢ a v jsou kofeny rovnice 22 —x — 1 = 0, tedy ¢ = %(1 + \/5), Y= %(1 - \/5)
Priklad 6. Dokazte, ze Fy + Iy + -+ F,, = F10 — 1.
Priklad 7. Dokazte, ze Fy - Fo + Fy - Fy+ -+ + Fo 1 - Fy,, = F2 .
Piiklad 8. Dokazte, Ze

Fy+F3+ -+ Fopiq = Fopgo,
14+ Fo+ Fy+ -+ Fop = Fopy.



FIBONACCIHO POSLOUPNOST

Priklad 9. Méjme posloupnost ¢isel, kde prvni dva ¢leny jsou rovny jedné a kazdy

dalsi ¢len je soucet predchozich dvou ¢lent zvysSeny o jedna. Naleznéte vsechny dvo-

jice pfirozenych c¢isel m,n takovych, ze n-ty ¢len posloupnosti je roven 2" — 1.
(KMS 2012/2013, 1. zimni série, tloha 10)

Zdroje

Prednaska Cerpa prevazné ze starsiho prispévku Hel¢i Svobodové, které bych timto
rada podékovala.
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Sto véznu a zarovka

FiLip HLASEK

Budeme se zabyvat znamou a tradi¢ni ulohou. Nebyla vzdy takto populérni
a do obecného povédomi se dostala az zacatkem jednadvacatého stoleti. Ve zacalo
v roce 2002, kdy americka technologicka spolecnost IBM vypsala soutéz tykajici se
této tlohy. Poté se objevily nové varianty hddanky a védecké c¢lanky, které vedou
k pozoruhodnym aplikacim pfi navrhu komunikacnich protokoli. Predevsim teore-
ticky se jedna o velmi zajimavy problém a existuje mnoho dosud nezodpovézenych
otazek souvisejicich s timto tématem.

Zadani problému

Do nejmenované véznice pravé nastoupilo sto novych véznti. Bachat jim d& Sanci
vymanit se ze svého trestu. Pocinaje zittkem budou véznéni v oddélenych celach
a kazdy den bude vybran jeden vézen k vyslechu. Jedinym zajimavym pifedmeétem
ve vyslechové mistnosti je bézna zarovka, coz je také jediny prostredek, pomoci kte-
rého spolu mohou vézni komunikovat. Zarovku vidi pouze pravé vysljchany vézeii
a muze ji dle svého uvazeni zhasnout nebo rozsvitit. Kdykoliv mtize kterykoliv vézen
ohlasit: ,,VSech sto véznu jiz bylo alespon jednou vyslechnuto.“ Pokud je to pravda,
budou vsichni okamzité propusténi, v opa¢ném pripadé budou vsichni popraveni. Po-
mozte véziim domluvit si spolehlivou strategii, diky které se jim podari dosdhnout
svobody.

Predpoklady

(a) Kazdy vézeii bude vyslechnut nekone¢nékréat. V nékterych piipadech budeme
potfebovat dokonce, aby kazdy den byl vyslechnut nahodny vézen.

(b) Zérovka je na zac¢atku zhasnuta.

(c) Kazdy den je vyslechnut pravé jeden vézen.

11



STO VEZNU A ZAROVKA
ReSeni alohy

V této sekci navrhneme nékolik riznych postupi, jak spolu mohou vézni pomoci za-
rovky komunikovat. Ke kazdému uvedeme navic stiedni pocet dni, po nichz budou
vézni propusténi. Pfedpokladame, ze kazdy den ma kazdy vézen se stejnou pravdé-
podobnost, ze bude vyslechnut.

Zkusime Stésti

Rozdélime dny na bloky po 100 dnech. Béhem kazdého bloku budou vézni komuni-
kovat podle nasledujicich pravidel:

(i) Pokud je prvni den bloku a zarovka je zhasnutd, rozsvit ji.
(ii) Je-li zdrovka rozsvicend a jsi v tomto bloku vyslechnut podruhé, zhasni ji.
(iii) Pokud je prvni den bloku a Zirovka je rozsvicend, ohlas, Ze jiz byli vSichni
vyslechnuti.
(iv) Ve vSech ostatnich pfipadech ponechej stav zarovky nezménény.

Kdyz néktery vézen ohlési, ze byli vSichni vyslechnuti, musel byt kazdy vyslechnut
pravé jednou v predchazejicich 100 dnech. Pokud by tam byl v poslednim bloku
nékdo dvakrat, zarovku by zhasnul. Ona ale ztistala rozsvicend, takze tam byl kazdy
jenom jednou.

n+1

Stfedni doba trvani: 2—— ~ /7™ = 1,072 - 10** dni.

Poctar

Nasledujici protokol nespoléhd na pocitani dni, ale dava specialni funkci jednomu
vézni. Pred zaCatkem si vSichni zGicastnéni ur¢i jednoho, ktery bude mit roli poctdre.
Poctar si bude pamatovat jedno celé ¢islo — pocet spoluvézni, u kterych si je jist, ze
jiz byli vyslechnuti.

Vsichni ostatni vézni si budou pamatovat také jednu hodnotu — to, zda jiz poc¢tari
sdélili, ze byli vyslechnuti. Pro lepsi predstavu uvazime, ze ma kazdy na zacatku
jeden token (= virtudlni pfedmét, ktery se snazi pfedat poctaii).

Dale detailnéji popiseme systém, kterym si vézni budou predavat tokeny:

(i) Pokud nejsi poGtar, mas jesté token a je zhasnuto, rozsvit a uber si jeden
token.
(if) Jsi-li jsi poCtaf a je-li rozsviceno, zhasni a pfipocti si jeden token.
(iii) Pokud jsi poGtar a nasbiral jsi v8ech 100 tokenii (véetné svého), ohlas Gspéch.
(iv) Ve vSech ostatnich pfipadech ponechej stav zarovky nezménény.

Stfedni doba trvani: O(n?) ~ 10417,74 dni = 28,54 let.

12



FILIP HLASEK

Dynamicka volba poctare

Trochu vylepsime predchézejici protokol tim, Ze zvolime poctate az v prubéhu, ni-
koliv dopfedu. Poctarem se stane ten, kdo bude béhem prvnich n dni jako prvni
vyslechnut podruhé. Cely protokol se tedy sklada ze dvou fazi:

(i) prvnich n dni — Pokud bude$ vyslechnut podruhé a je v mistnosti zhasnuto,
rozsvit a stan se poc¢tafem. Ostatni poté vidi rozsviceno a vi tedy, ze funkci
poctare si uz nékdo vzal. Kdyby nikdo neprisel do mistnosti podruhé, bude
v n-tém dni porad zhasnuto a vézen vyslychany ten den bude védét, ze vSichni
byli jednou vyslechnuti. Mize tedy ohlasit Gspéch.

(ii) dny n+ 1, n+ 2, ... — UvaZme, Ze poctaf byl vyslechnut podruhé v k-tém
dni. Pfedtim bylo vyslechnuto k —1 riaznych lidi. Jsou to prave ti, ktefi vidéli
v prvni fazi zhasnutou zarovku. Mtzeme tedy postupovat podle predchéaze-
jictho protokolu s tim rozdilem, Ze onéch k& — 1 rtznych lidi jiz své tokeny
poctafi predalo (védi to oni i podtar).

Pomocni poctafi

Zésadni nevyhodou jednoho poctére je to, ze vzdy pomérné dlouho trva (pramérné
100 dni), nez pfijde a vezme si token. Navrhneme protokol, ktery pouziva deset
pomocnych poctdii a jednoho hlavniho poctdre (mize jim byt dokonce jeden z po-
mocnych poétait). Kazdy pomocny poctar bude sbirat tokeny, dokud jich nebude
mit deset, a poté je posle hlavnimu poctari, ktery je posbird po desitkach. Teore-
ticky tedy staci, aby byl kazdy z poctart vyslechnut pifiblizné dvacetkrat namisto
predchozich minimélné 100 vyslechti poctare.

Na prvni pohled to mize vypadat pfimocaie, ale zistava otazkou, jak predavat
tokeny. Samoziejmeé, Ze pomoci zZarovky (zadny jiny prostfedek totiZ neméame). Pro-
blém je ale v tom, Ze neni jasné, zda rozsvicena zarovka znamend poslani jednoho
tokenu od nepoctdre nebo jednoho desitkového tokenu od pomocného poctare tomu
hlavnimu. Tyto dvé situace musime néjak odlisit, nicméné zarovka mize byt bo-
huzel pouze rozsvicend, nebo zhasnuta. Problém vyfesime tiskokem. Rozdélime dny
do jednotlivych fazi. V prvni fazi (napfiklad 100 dni) budou posilat nepoétaii svoje
jednotkové tokeny a pomocni poc¢tari je budou sbirat. Poté bude nasledovat druha
faze (opét napiiklad 100 dni), kdy budou moct pomocni poétafi poslat své desitkové
tokeny (pokud jiz nasbirali deset jednotkovych) a hlavni poc¢taf je bude sbirat. Po
druhé fazi bude nasledovat opét prvni faze a takto dale, dokud hlavni poc¢tar ne-
posbira vSech 100 tokent. Kazdy vézen si tedy musi dikladné pocitat dny a védét,
kterd faze pravé probiha.

Ani ted jesté nemdme vyhrano. MZe se totiZ stat, Ze nepoctar vysle v prvni fazi
token, ale do konce faze uz nebude vyslechnut zadny poctar. Kdyz bude poté ve druhé
fazi vyslechnut hlavni poctar, mize si myslet, ze rozsvicena zarovka symbolizuje
desitkovy token poslany od pomocného poctare. Takto miize velmi snadno dojit
k nedorozumeéni, které povede k netispéchu. Bude tedy potieba disledné hlidat, aby
tokeny ,nepfretékaly“ mezi fazemi. Opravime to tak, ze béhem posledniho dne kazdé
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faze sebere vyslychany vézen token, pokud je Zarovka rozsvicend, a to nezavisle na
tom, zda je to poctar. I nepoc¢tar tak mutze mit u sebe nékolik jednotkovych ¢i
desitkovych tokent. Tyto tokeny se pokusi pfi nejblizsi vhodné prilezitosti dorucit
spravnym piijemcium. Kdyz ma néjaké tokeny, které mu nendlezi, je spravna faze a
zhasnutd zarovka, vysle jeden z nich rozsvicenim zarovky.

Tento pomérné komplikovany dorucovaci mechanizmus jiz funguje. Nyni ho popi-
Seme presnéji — kazdy vézen zacind s jednotkovym tokenem a kazdy si bude pama-
tovat pocet jednotkovych a desitkovych tokenti, které vlastni.

Hlavni podtaf
(i) Pokud m&s 10 desitkovych tokend, ohlas vitézstvi.
(ii) Pokud je druhd faze a Zarovka je rozsvicend, zhasni a pfipoéti si desitkovy
token.

(iii) Pokud je prvni fdze, mas jednotkovy token a zarovka je zhasnutd, rozsvit a

odeber si jeden token.

(iv) Je-li posledni den prvni faze a je rozsviceno, zhasni a p¥ipocti si jednotkovy

token.
Pomocny podtar
(i) Pokud més 10 jednotkovych tokentl, zahod je a vyrob z nich jeden desitkovy
token. Prestavas byt pomocnym poctafem a stavas se nepoctarem.
(ii) Pokud je prvni faze, zarovka je rozsvicend, zhasni a pFipoc¢ti si jednotkovy
token.

(iii) Pokud je druha faze, mas desitkovy token a zarovka je zhasnutd, rozsvit a

odeber si desitkovy token.

(iv) Je-li posledni den druhé féze a je rozsviceno, zhasni a pFipoc¢ti si desitkovy

token.
Nepocdtar
(i) Pokud je prvni fize, mas jednotkovy token a zirovka je zhasnutd, rozsvit a
odeber si jeden token.
(ii) Je-li posledni den prvni faze a je rozsviceno, zhasni a pfipo¢ti si jednotkovy
token.

(iii) Pokud je druha fize, mas desitkovy token a zarovka je zhasnutd, rozsvit a

odeber si desitkovy token.

(iv) Je-li posledni den druhé féze a je rozsviceno, zhasni a pFipoc¢ti si desitkovy

token.

Stredni doba trvani: 3500 — 4 000 dni = 9,5 — 11 let.

Binarni tokeny

Myslenku uvedenou v predchézejicim feseni se nyni pokusime jesté zobecnit, a dosah-

nout tak téméi nejlepsiho dosud zndmého postupu. Jak jiz ndzev napovidé, nebudou

poctafi shlukovat tokeny po deseti, ale po mocninédch dvojky. Budeme potifebovat,
14
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aby pocet vSech tokent byla mocnina ¢isla dvé. Kdyz pocet véziii neni mocnina
dvojky, ddme na zacatku nékterému vézni tokenua vice.

Predpokladejme tedy, Ze vSichni vézni dohromady maji 2* tokenti. Jejich poca-
tecni rozdéleni si domluvi pred zacatkem, pficemz jedind podminka je, aby mél kazdy
alespon jeden. Jakmile nékdo ziska vSechny, muze ohlésit tspéch. Podobné jako v mi-
nulém pfipadé budou i tentokrat jednotlivé tokeny rtzné cenné. Konkrétné mame
k+1 druhfi tokenti o hodnotéch 29,21, ...,2%. Jakmile nékdo ziska dva tokeny stejné
hodnoty 2?, udéla z nich jeden hodnoty 2°+!.

Jak si budou vézni tokeny mezi sebou predavat? Opét nas nezklame myslenka
rozdéleni dnti na faze. Tentokrat bude ovsem fazi k a bude mnohem vice zaviset na
jejich velikosti. Jako nejlepsi se ukazuji stejné dlouhé faze o zhruba 613 dnech. Nyni
jiz mame vse potiebné k tomu, abychom fadné popsali, jak budou vézni komunikovat
v i-té fazi:

(i) Pokud mas token hodnoty 2*, ohlas uspéch.
(ii) Pokud mas dva tokeny hodnoty 27 pro né&jaké celé j, udélej z nich jeden token
hodnoty 27F1.

(iii) Je-li zarovka rozsvicen4, zhasni ji a ptfipo¢ti si token hodnoty 2°.

(iv) Je-li Zdrovka zhasnutd a més-li token hodnoty 2¢, rozsvit a odeber si token.
Stfedni doba trvani: O(n(Inn)?) ~ 3500 dni = 9 let.

Varianty alohy

(1) Zakeifny bachaf — Je déno pfedem znamé piirozené ¢islo k. Bachaf muze
k-krat béhem celého procesu zménit stav zarovky (rozsvitit nebo zhasnout).

(2) Vsichni musi ohlasit — Vézni budou propusténi jediné tehdy, pokud vSichni
ohlési, Ze jiz vSichni byli vyslechnuti.

(3) Propustény po ohlaSeni — Vsichni vézni museji ohlésit, ale pokud nékdo
ohlési, je okamzité propustén a uz nikdy nebude vyslychan.

(4) Cervené a modré cely — Néktefi vézni jsou ubytovani v ervenych celach,
zatimco ostatni v modrych. Pfi ohlaSeni musi vézen také nahlasit, kolik jeho
kolegti bydli v ¢ervenych a kolik v modrych celéch.

(5) A posle zpravu B — Piedem urceny vézeni A musi poslat zpravu (pfirozené
¢islo) vézni B.

(6) Cisla v celach — V kazdé cele je napsano jedno celé ¢islo. Vézen, ktery
ohlasuje, musi nahlasit také vSechna tato cisla.

(7) Vsichni posilaji zpravy vSem — Navrhnéte obecny protokol, pomoci kte-
rého si budou moci navzajem posilat jakékoliv zpravy.

(8) Vsichni musi ohlésit ve stejny den — Vézni mohou ohlasit, ze jiz v8ichni
byli vyslechnuti, také ve dny, kdy nejsou vyslychani. Budou propusténi jediné
tehdy, pokud to vsichni ohlasili ve stejny den. Ohlési-li to nékdo dfive, budou
v8ichni popraveni.

(9) Nahodné &asy — Reste vSechny predchazejici tlohy bez predpokladu (c).
Vézni jsou vyslychani v ndhodné ¢asy a nemohou tedy pocitat dny.
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Navody na feSeni jednotlivych variant

(1) Zakeiny bachaf — Kazdy vézen bude mit 2k + 1 tokenti (méné nestaci!), a kdyz
poC¢taF napocitd do 100(2k + 1) — k, miize ohldsit, Ze jiz v8ichni byli vyslechnuti.

(2) VSichni musi ohlasit — Pouzijeme strategii poctdr s tokeny n druht (tedy n
fazi). Kazdy vézen bude mit na za¢atku token uréeny pro kazdého dalsiho. Kazdy
vézen je poctafem svého druhu tokend.

(3) Propusténi po ohlaSeni — Funguje predchézejici strategie: vézeil ohlési az
tehdy, kdyz nasbira svych sto tokent a zbavi se vsech ostatnich.

(4) Cervené a modré cely — Pouzijeme jednoho poctdre, ktery bude sbirat dva
druhy tokenti — ¢ervené a modré (dvé faze). Nasbira-li dohromady 100 tokenil, ohlasi,
kolik z nich bylo ¢ervenych a kolik modrych.

(5) A poSle zpravu B — Vézenn A zakéduje zpravu do binarni soustavy. Chee-li
pouzivat jiné znaky nez jednicky a nuly, mohou se domluvit na posilani naptiklad
po péti bitech, kde kazda pétice bude vyjadfovat jedno pismeno. Pét nul pak miize
znamenat konec zpravy.

Jak ale posilat jednicky a nuly? Pouzijeme opét dva druhy tokenu: nulovy a jed-
nickovy. Vézen A bude postupné posilat vézni B jednotlivé bity zpravy. Prenos ale
bohuzel nezachovava poradi, takze vézen B pravdépodobné dostane bity pfehazené.
Abychom tomu zabréanili, pfiddme jesté potvrzovaci token, ktery posle vézen B vézni
A po prijeti jednoho bitu (nulového nebo jedni¢kového tokenu). Vézenr A vzdy po
vyslani bitu ¢ekd na potvrzovaci token a dalsi bit vysle az po jeho obdrzeni. Po-
tfebujeme tedy celkem tfi faze a jim odpovidajici tfi typy tokent. Vsichni ostatni
vézni si musi pamatovat, kolik maji kterych tokentl. Nastésti vSak mohou mit vSichni
dohromady v kazdém okamziku nejvyse jeden token (bud se posila bit, nebo se éekd
na potvrzeni piijeti).

(6) Cisla v celach — Komunikaé¢ni kanal popsany v predchozi pasazi realizujeme
mezi poctafem a kazdym vézném. Celkem tak bude potfeba 3 - 99 rtznjch tokent.
Tedy bude také 3 - 99 fazi a kazdy vézen si bude muset pamatovat, kolik kterych
tokenti drzi.

(7) VSichni posilaji zpravy vSem — Opét pouzijeme stejny mechanizmus, ale ten-
tokrat budeme potfebovat dokonce w druhti tokenti. Kazdy vézen takto muze
komukoliv poslat jakoukoliv zpravu. To vSe realizuji vézni pomoci jediné zarovky.

(8) Vsichni musi ohlasit ve stejny den — Vzhledem k pfedchozim vysledkiim
to miize znit pomérné prekvapivé, ale skutecné neni mozné navrhnout spolehlivy
postup, pomoci kterého by vézni ohlasili, Ze jiz vSichni byli vyslechnuti, ve stejny den.
Pro spor predpokladejme, Ze takova strategie existuje, a uvazme néjakou posloupnost
vyslychani véznt, pfi které vsichni vézni ohlasi, ze jiz byli vyslechnuti. Kazdy vézen
se musi nékdy rozhodnout, ze i pokud by uz nebyl vyslechnut, tak v néjaky den
D ohlési. Podivejme se na toho vézné, ktery se rozhodne jako prvni. Od dne jeho
rozhodnuti jej uz nebudeme vyslychat a jako zakerny bachaf budeme az do dne
16
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D stale vysljchat jednoho jiného vézné. Zadny vézein kromé téchto dvou se tedy
nerozhodne ohlésit, coz je spor s existenci strategie.

Prestoze si vézni mohou vyménit jakékoliv zpravy, nemohou se domluvit na jed-

nom konkrétnim dni tak, aby se to vsichni stihli dozvédét. Schopnost vymeérnovat si
zpravy je sice silny nastroj, ale vézni nemaji zadny odhad na to, jak dlouho bude
posilani zpravy trvat.
(9) A co bez pocitani dni? — Navrhneme protokol, pomoci néhoz si vézni mohou
posilat zpravy bez toho, aby pocitali dny. Ve vSech pfedchozich fesenich bylo na-
prosto klicové, aby vézni presné védéli, ktera faze pravé probihd. Neni tedy mozné
primo aplikovat vyse uvedené postupy.

Zpravu budeme reprezentovat jako nezaporné celé ¢islo N (napiiklad ve dvojkové
soustavé). Vézeni A bude vézni B postupné posilat N tokent. Jelikoz A je jedinym
odesilatelem (jediny, kdo rozsvécuje zarovku) a B jedinym pfijemcem (jediny, kdo
zarovku zhasind), nemohou se tokeny nikde ztratit a po urc¢ité dobé dojde jisté celd
zprava k B. Poté A prestane vysilat tokeny. Problém je ale v tom, Ze B nevi, jestli
ma jesté cekat, ze mu néco prijde.

Na prvni pohled to opét vypada jako nefeSitelny problém, my ale pfesto uka-
zeme postup, jak se s nim vyporadat. Vézen B obcas posle jeden token zpatky, aby
vyzkousel, jestli uz A poslal vSechno. Pokud A jiz poslal vSechno a vidél zhasnuto
(tj. vi, ze B vSe ptijal), je potom ochoten pfijmout jeden token. Kdyz se potvrzeni
podari, uvidi poté B opét zhasnuto a bude si jist, Ze dostal celou zpravu. Pokud
potvrzeni nedostane (bud proto, ze A bude jesté posilat, nebo proto, Ze mezitim
nebyl vyslechnut), zkusi to po néjaké dobé znovu.

Uvedenym zptisobem miize pfedem zvoleny vézen poslat jakoukoliv zpravu jinému
predem urcenému vézni. Tentokrat ovsem neni viibec jasné, jak protokol rozsitit pro
komunikaci kazdé dvojice véznu. Je mozné navrhnout systém, jak se budou vézni
dorozumivat kazdy s kazdym, i pokud nemohou pocitat dny. Je ale pomérné narocny
a zdlouhavy, a proto ho nebudeme uvadét. Jeho kompletni popis spole¢né s detailnim
rozborem vétsiny uvedenych metod naleznete v ¢lanku [4].

Literatura a zdroje

[1] IBM Research; 100 prisoners and a lightbulb challenge, 2002

(2] https://www.math.washington.edu/~morrow/336.11/papers/yisong.pdf
[3] http://www.ocf.berkeley.edu/~wwu/papers/100prisonersLightBulb.pdf
[4] http://www.segerman.org/prisoners.pdf

[5] http://personal.us.es/hvd/newpubs/FinalLightKR.pdf
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Harmonické ctverice

DAvID HRUSKA

Umluva. Symbolem AB budeme znagit tradi¢né p¥imku prochézejici body A, B
a nékdy navic i délku orientované usecky s krajnimi body A a B.

Dvojpomér a promitani na pfimky

Méjme primku AB a na ni bod X. Polohu bodu X vzhledem k A a B miZeme
vyjadrit tzv. délicim pomérem.

Definice. Necht X je bod na pifimce AB rtzny od bodt A, B. Délici pomér bodu
X vzhledem k bodtim A a B je ¢islo (AB, X) = 4%.

Cviceni. Rozmyslete si, ze pro dané body A, B je poloha bodu X hodnotou
(AB, X) jednozna¢né uréena. Kdy je (AB, X) > 0?7

Vzéjemnou polohu ¢tyf bodd na pfimce mizeme popsat podobnou veli¢inou.
Definice. Dvojpomér bodi A, B, C, D (v tomto pofadi) lezicich na jedné pfimce
je ¢islo
(AB,C) AC-BD
(AB,D) AD-BC’

(AB,CD) =

Cvicéeni. Dokazte, Ze
1 1 1
(AB,CD)=(CD,AB) = (BA,DC) = (AB,DC) ~ (DC,AB) ~ (BA,CD)’

Posledni cvi¢eni nam 1ika, ze vyznacné hodnoty dvojpoméru jsou 1 a —1. Z rov-
nosti (AB,CD) = 1 ov8em plyne, Ze A = B nebo C = D, takZe nds bude vice
zajimat hodnota —1.

Definice. Body A, B,C,D lezici na pfimce tvoii harmonickou c¢tverici, pokud
(AB,CD) = —1.

Cviceni. Rozmyslete si, jak zhruba harmonické ¢tvefice vypadaji. V jakém poradi
mohou na pfimce lezet jejich body?
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Tvrzeni. Jsou dany pfimky p, ¢ a bod X mimo né. Bodem X prochéazeji Ctyfri
piimky, které protinaji pifimku p postupné v bodech A, B, C, D a piimku q postupné
v bodech A’, B', C', D'. Potom plati (AB,CD) = (A'B’,C'D").

My budeme toto tvrzeni pouzivat hlavné pro promitani harmonickych ¢étveric.
Prislusné ¢tyti primky tvoii v tom ptipadé harmonicky svazek.

Jak poznat harmonickou Ctvefici?
To nam velmi usnadni nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. V ndsledujicich béznych konfiguracich se vyskytuji harmonické ¢tvefice:
(i) Pokud M je stied AB, pak (AB, Moo) = —1.
(ii) Cevidany AD, BE, CF se protinaji v P. Oznacme D' = EF N BC. Pak
(BC,DD') = —1.
(iii) Na priméru AB kruznice k se stiedem O je dén bod X. Je-li X’ jeho obraz
v kruhové inverzi podle k (tj. plati-li |0X|-|0X'| = |OA|*> = |OB|?), pak
(AB,XX') = —1.
Tvrzeni. (,Dvé ze t¥i“) Necht A, B, C, D lezi na pfimce a P mimo ni. Pak
z libovolnych dvou nasledujicich bodii plyne treti:
(ii) |<APC| =90°,
(iii) |<«BPC|=|«CPD)|, kde thly chdpeme orientované.

A konecné jsou tady. ..

Ulohy |
Uloha 1. Mgéjme trojahelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod I, jeho A-piipsisté,
D je priisecik osy thlu u A a strany BC. Dokazte, ze (AD,I1,) = —1.

Uloha 2. Ceviany AD, BE, CF se protinaji v P. Ozna¢me Q = BC N EF,
R=ADNEF,S=CFNBRaT=DFnN BR. Ukazte, Ze

(QR,EF) = (AP,DR) = (CS, PF) = (BS,RT) = —1.

Uloha 3. Body D, E, F jsou zvoleny postupné na stranach BC, C A, AB troji-
helniku ABC tak, 72e AD N BENCF = K. Pfimka F'D protind pfimku BE v bodé
X, P je stied tsecky AK a EP protind pfimku AB v bodé Y. Dokazte XY || AD.

Uloha 4. Na piimce p jsou dany body B, D, C' v tomto pofadi. Dokazte, Ze viechny
body A takové, ze AD je osa thlu BAC, lezi na pevné kruznici (tzv. Apolloniové
kruznici).

Uloha 5. (Blanchet Theorem) Na A-vysce AD trojihelnika ABC je dan bod P.
Oznacme X = BP N AC, Y = CP N AB. Dokazte |<XDA| = |<Y DA|.
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Uloha 6. Je déan trojihelnik ABC, body dotyku kruznice vepsané se stranami
BC, CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojuhelniku ABC' tak,
ze kruznice vepsana trojuhelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D, Y a Z.
Dokazte, ze E, F', Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO Shorlist 1995)

Uloha 7. V trojahelniku ABC ozna¢me D patu osy thlu u A a I, I, vepsisté
trojuhelnikat ABD, ACD.

(1) (Sharygin 2013) Je-li @ = BC N I 1., dokazte |[<DAQ| = 90°.
(2) Oznagime-li priseéiky IpI. s AB, AC postupné M, N, dokazte, ze MC a
N B se protnou na AD.

Uloha 8. Je déna kruznice w se stfedem O a tétivou AB (O ¢ AB). Bod C lezi na
w tak, ze AC puli tise¢ku OB. Ozna¢me D = ABNOC a F = BC N AO. Dokazte,
ze |AF| = |CD|.

Harmonické ctyrahelniky
UziteCnym nastrojim neni zdaleka konec. Co zkusit promitat na kruznice?

Tvrzeni. Je ddn bod P leZici na kruznici k a mimo p¥imku p. P¥imky a, b, ¢, d
protnoup v A", B, C'", D' ak v A, B, C, D. Pak plati

AC|-|BD|
A'B,C'D)| = |7.1
Definice. Rekneme, ze tétivovy étyfuhelnik ABCD je harmonicky, pokud pro
délky jeho stran plati ac = bd.

Pozorovani. S pouzitim predchoziho tvrzeni si snadno rozmyslime, Ze Ctyriihelnik
ABCD vepsany do kruznice w je harmonicky pravé tehdy, kdyz pro libovolny bod
P € w tvoii piimky PA, PB, PC, PD harmonicky svazek.?

Tvrzeni. (O harmonickych ¢tyfahelnicich) Bud D bod na oblouku BC' kruznice
k opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje bod A. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) Ctyitihelnik ABDC' je harmonicky.
(ii) Pfimka AD je A-symedidna v AABC (tedy ¢ara symetricka s A-téznici podle
osy tihlu u A).
(iii) Pfimka AD a tec¢ny ke k skrz B a C prochézeji jednim bodem.

1Obecnéjsi tvrzeni bez absolutnich hodnot také plati, ale potiebovali bychom k jeho formulaci
komplexni ¢isla.
2Pokud napiiklad P = A, uvazujeme misto PA teénu k w v bodé A.
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Cviceni. Uhlopticky tétivového ¢tyithelniku ABC D se protinaji v P. Dokaite, Ze
pokud je BP symedidna v ABC', pak AP je symediana v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

Pojdme to vyzkouset!

Ulohy 1

Uloha 9. Kruznice vepsana rovnoramennému trojihelniku ABC (|AB| = |AC|)

se dotykéd AC v E. Pfimka rtizné od BFE vedend bodem B protiné kruznici vepsanou

v bodech F, G. Pfimky EF, EG protnou BC v K, L. Dokazte |BK| = |CL|.
(MEMO 2008)

Uloha 10. V trojthelniku ABC plati |[AC| = 2|AB|. Oznaéme P prisecik tecen
k jemu opsané kruznici w vedenych body A a C. Dokazte, Ze prusecik pfimky BP a
osy strany BC lezi na kruZnici w. (CR TST 2012)

Uloha 11. Nechf ABCD je konvexni étyithelnik. Ozna¢me F = ABNCD, E =
ADNBC aT = AC N BD. Piedpokladejme, ze A, B, T, E lezi na kruznici, ktera
protind pfimku EF v bodé P. Oznac¢me M stied tsecky AB. Dokazte, ze |<TAPM| =
|<<BPT|. (Iran TST 2004)

Uloha 12. Paty kolmic z bodu D tétivového &tyfuhelniku ABCD na piimky
BC,CA, AB ozna¢me postupné P,Q, R. Dokazte, 7e |PQ| = |QR| pravé tehdy,
kdyz se osy uhlid <ABC a <ADC protinaji na thlopti¢ce AC. (IMO 2003)

Uloha 13. V tétivovém pétithelniku ABCDE plati AC | DE a stfed M tétivy
BD spliwje |[<<AM B| = |<BMC|. Dokazte, ze BE puli tétivu AC.

Polary

Poslednim objektem, ktery si ukazeme, budou poldry. Motivaci pro jejich zkoumani
je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Tecény ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U.
Piimka p prochazejici bodem A protne primku TU v B a kruznici k v X, Y. Pak
(AB,XY) = —1.

Definice. Bud k kruZnice se stfedem O a X # O. Pfimku, kterd prochézi obrazem
X’ bodu X v kruhové inverzi podle k£ a je kolmé na OX, nazyvame poldrou bodu
X (vzhledem ke k). Bod X je pdl pfimky p (vzhledem ke k).

Tvrzeni. At P, Q jsou body a p, q jejich poldry (vzhledem k néjaké kruznici k).
Pak plati, ze pokud P lezi na q, pak QQ lezi na p.
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Tvrzeni. Ctyithelnik ABCD je vepsany do kruznice k. Oznaéme P = AC N BD,
Q = ABNCD a R = AD n BC. Pak trojahelnik PQR je selfpolar, tedy PQ je
polara bodu R, PR je polara bodu @Q a QR je polara bodu P.

Ted uz to musi jit samo, ne?

Ulohy 111

Uloha 14. Je déna kruznice k a piimka p, kterd ji neprotina. Po piimce p se
pohybuje bod P. Tecny z P ke k se ji dotykaji v T a U. Dokazte, ze pfimka TU
prochéazi pevnym bodem.

Uloha 15. Je déna pilkruznice v s primérem UV. Jeji body P, @Q spliwji UP <
UQ. Teény k v v bodech P a @) se protinaji v bodé R. Oznaéme S = UP NVQ.
Dokazte RS 1L UV.

Uloha 16. Je dan trojuhelnik ABC s vepsistém I. Body dotyku kruznice vepsané
s odpovidajicimi stranami ozna¢me A;, By, C1. Déle ozna¢me D = BC N B1C; a
F =DIN AA;. Dokazte |<AFB| = |[<AFC|.

Uloha 17. KruZnice vepsan trojuhelniku ABC se stfedem I se dotyka jeho stran
AB, AC v F, E. Ozna¢me N pruseCik EF' a A-téznice AM. Dokazte NI 1 BC.

Obtizné&jsi Glohy

Uloha 18. Je dan ostrouhly trojthelnik ABC's ortocentrem H. Kruznice s primé-

rem AB protne CH v bodech X a Y, kruznice s pruimérem AC protne BH v bodech

7 a W. Dokazte, 7e (nezdvisle na oznaceni) se XZ a YW protinaji na BC.
(Brazilie 2013)

Uloha 19. KruZnice vepsané trojihelniku ABC se dotyké jeho stran BC, CA,
AB v D, E, F. Usecka AD protne vepsanou podruhé v J a p¥imky B.J, C'J protnou
vepsanou podruhé v K, L. Dokazte, ze KC, LB a AD prochézeji jednim bodem.

Uloha 20. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' s patou A-vysky D a kolmistém H.
KruzZnice skrz B a C protne kruznici nad prumérem AH v X a Y. Oznacime-li P
projekci D na XY, dokazte |[<BPD| = |<CPD|. (Japonsko 2013)

Uloha 21. Je dan konvexni ¢étyfthelnik ABCD. P¥imky AB a CD se protnou
v bodé F, pfimky BC, AD v bodé F. Prusecik uhlopficek ozna¢me P a projekci P
na EF ozna¢me O. Dokazte, ze |[<BOC| = |<AOD)|. (China TST 2002)
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Navody

1. Vyuzijte tvrzeni ,,dvé ze t¥i“.

2. Vzdy najdéte spravny bod, z néjz promitat.

3. Najdéte harmonicky svazek vychéazejici z Y.

4. Dokreslete ¢tvrtého do party k B, D, C a vyuzijte tvrzeni ,dvé ze tii“.

5. Zkombinujte konfiguraci ,,Ceva—Mene* a tvrzeni ,,dveé ze tii“.

6. Ctvrty do party k B, D, C a mocnost.

7. (1) Kde je ¢tvrty do party k IJ. a X = AD N I,I.?7 (2) Pokud maji dvé

harmonické ¢tverice spoleény bod, pak spojnice zbylych tii odpovidajicich si dvojic
prochéazeji jednim bodem.

8. Dokazte sporem(!), ze OB || FD.

9. Ogznacte zbylé body dotyku, najdéte harmonicky ¢tyfuhelnik a promitnéte ho.
10. Dokazte, ze BX, kde X je prunik osy BC a w, je symedidana v ABC.

11. Dokaite, ze PAT B je harmonicky.

12. Dokaite, Ze oba vyroky jsou ekvivalentni s tim, ze ABCD je harmonicky.
13. Zacnéte tim, ze AC je symedidana v ABD.

14. Kterym zajimavym bodem prochézi polara bodu na pfimce p?

15. Dokazte, ze RS je polara bodu K.

16. Dokazte a vyuzijte, Ze AA; je polara D.

17. Dokazujte, ze N je pdl rovnobézky s BC' bodem A.

18. Pokud maji dvé harmonické ¢tvefice spole¢ny bod, pak zbylé tii spojnice pro-
chézeji jednim bodem.

19. Ukazte, ze JKDL je harmonicky.
20. Chordaly tfi kruznic prochazeji jednim bodem.

21. Dokazte, ze OP je spolecnd osa jistych dvou thla.

Literatura a zdroje

[1] Pepa Tkadlec; Dvoupomeér a poldry, Sbornik iKS, 2013
[2] http://www.artofproblemsolving.com
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Extremalny princip

MARTA KOSSACZKA

Extremalny princip je jedna z dokazovych metdd, ktord ma vyuzitie v réznych ob-
lastiach matematiky. Zakladom tejto metddy je najst vhodné usporiadanie uréitych
objektov a zaoberat sa najmensim alebo najvicsim prvkom.

Priklad. Na nekonecnej Sachovnici je v kazdom policku umiestnené prirodzené
¢islo tak, aby bolo rovné aritmetickému priemeru svojich Styroch susedov. Ukéazte,
ze vSetky policka maja rovnaké cislo.

Riesenie. Najmensie ¢islo si oznaéme m a jeho susedné ¢isla a, b, ¢, d. Potom plati
a+b+c+d=4m.

Vsetky cisla sa prirodzené, a teda plati aj a > m b > m ¢ > m d > m. Zrejme teda

a=0b=c=d=m.Z toho je uz jasné, ze vSetky ¢isla musia byt m.

Priklad 1. Dokéazte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel.

Priklad 2. V rovine je n bodov takych, ze lubovolné tri tvoria trojuholnik s obsa-
hom mensim ako 1. Dokazte, ze vSetky lezia v trojuhoniku s obsahom mensim ako
4.

Priklad 3. V rovine mame atvar s obsahom S. Ukézte, Ze vieme najst aspon %
bodov v nasom tutvare tak, aby kazdé dva boli vzdialené aspon 1.

Priklad 4. N4éjdite vSetky a,b, ¢, d celé, pre ktoré plati

a’?+ b = 3(c2 + d?).

Priklad 5. Najdite vSetky x,y, z, w celé, pre ktoré plati

8wt 4 42t + 2yt = 21

Priklad 6. V rovine je n bodov ofarbenych na ¢éerveno a modro, kazdéa usecka
spojujuca dva body rovnakej farby obsahuje eSte aspon jeden bod druhej farby.
Dokéazte, ze vSetky body lezia na jednej priamke.
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Priklad 7. V okoli Pork Townu je n dedin, medzi ktorymi vedd jednosmerné
vlakové trate, medzi kazdymi dvoma dedinami prave 1. Ukazte, Zze existuje aspon
jedna dedina, z ktorej sa d4 dostat do Iubovolnej inej maximélne cez jednu dalsiu
dedinu.

Priklad 8. V rovine je zelenjych n bodov. Dokézte, Ze existuje priamka, ktora
prechadza prave dvoma zelenymi bodmi.

Priklad 9. Dokazte, ze n banditov sa da rozdelit na dve skupiny tak, aby kazdy
mal vo svojej skupine maximéalne polovicu thlavnych nepriatelov (ithlavné nepria-
telstvo je vzajomné).

Priklad 10. Dokézte, ze existuje nekoneéne vela prvocisel tvaru 6n — 1.

Priklad 11. V rovine je n fialovych a n zelenych bodov takych, Ze Ziadne tri

nelezia na jednej priamke. Ukazte, ze existuje n tseciek s réznofarebnymi koncovymi
vrcholmi tak, Ze ziadne dve nemaja spolo¢ny bod.

Priklad 12. Do tabulky n x n sme vpisali ¢isla 1,2,...,n2, do kazdého policka
prave jedno. Dokéazte, Ze existuju dve (stranou alebo aj rohom) susediace policka,
ktorych rozdiel je aspon n + 1.

Priklad 13. Mame n kariet, oéislovanych 1,2, ..., n. ZamieSame ich a potom v kaz-
dom tahu otoéime vrchni kartu. Na nej je ¢islo k, nésledne vezmeme vrchnych k ka-
riet, obratime ich poradie, vratime ich spif a pokracujeme. Dokézte, Ze raz bude na
vrchu 1.

Literatura a zdroje

[1] Engel, A.; Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998
[2] Derksen, H.; Mathematical Problem Solving
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Burnsideovo lemma

MIREK OLSAK

Umluva. Neni-li feceno jinak, zanedbavame pouze otaceni s predmétem — nikoli
preklapéni ¢i jiné apravy.

Netieba jit s kanénem na vrabce

Ne ve vSech pripadech je vhodné lemma tieba pouzit — nékdy je jednodussi si roz-
myslet vSechny moznosti a situaci Sikovné zjednodusit.

Uloha 1. Kolika zpiisoby mtizeme pfitadit sténam krychle &isla 1 az 6 (kazdé pravé
jednou) tak, aby soudet hodnot protilehlych stén byl vzdy roven sedmi?

Uloha 2. Kolik je moznosti, jak obarvit stény krychle dvéma barvami?
Uloha 3. Kolik existuje neizomorfnich grafii na ¢tyfech vrcholech?
Uloha 4. Kolik existuje rtiznych siti krychle?

Uloha 5. M3 vice siti krychle, nebo pravidelnj osmistén?

Uloha 6. Kolik je moznosti, jak obarvit vrcholy krychle dvéma barvami?

Terminologie

Definice. Obrazek! je jedna ,kombinace“, u které zatim nic nezanedbavame. Tedy
pét riznych obrazkt mize vypadat napriklad takto:

JAMMBLIMN
<4/ «| |A]Y

AY didihlls
A| < A4 |VY

1V odborné literatuie se typicky jedna o prvek mnoziny X.
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Definice. Pohyb vezme obrazek a udéla z néj (typicky jiny) obrazek — je to tedy
funkce, ktera zobrazi mnozinu obrazkt do mnoziny obrazku. Napfiklad prvni ¢tverice
obrazku z predchoziho prikladu vznikd postupné aplikovanim pohybu ,,Oto¢ o 90°
proti sméru hodinovych rucicek.“ Mnozina G vSech uvazovanych pohybi (téch, které
chceme zanedbat) musi tvofit grupu, coZ znamena:
(i) Kdykoli slozime (provedeme po sobé) dva pohyby z G, dostaneme opét pohyb
z G.
(ii) V G musi existovat nepohyb — pohyb, ktery vSe nechd na misté.
(iii) Pro kazdy pohyb p € G existuje opaény pohyb p~!, ktery pii slozeni (v kte-
rémkoli pofadi) s ptivodnim pohybem p d& nepohyb.

Poznamka. V tulohéch je pohyb obvykle nejen zobrazenim na mnoziné obrazki,
ale soucasné na bodech v roviné, respektive v prostoru. Mize se tedy hypoteticky
stat, ze dva pohyby déavaji tutéz permutaci na mnoziné obrazki, ale jsou rtzné.

Definice. Piedmét? je typicky to, co chceme spocitat — v podstaté totéz co obra-
zek az na to, ze predméty liSici se jen néjakym pohybem povazujeme za identické.
Naptiklad prvni étyfi obrazky z prikladu odpovidaji tomu samému predmétu.

Jdeme zanedbavat pohyby
Uloha 7. Kolik rfiznych nahrdelnikf (v roving) je mozné vytvoiit z Sesti cernych
a sedmi bilych koralku?

Uloha 8. Kolika zptisoby mtizeme nakreslit $ipku smérem k jedné hrané na kazdou
z 26 stén néasledujiciho télesa (krychle se sefizlymi hranami a vrcholy)?

IR
!ﬂ.ﬂ

==/

Uloha 9. Na $piz miizeme napichnout vzdy maso, slaninu, nebo cibuli — celkem
napichneme deset kouski. Kolik existuje riznych $pizt (konce Spejle jsou nerozlisi-
telné)?

Uloha 10. Kolik bude nahrdelniki z tlohy 7, pokud zanedbame i pieklapéni?

2V odborné literatufe se pouzivad pojem orbita.
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S kanénem na draka
Taky vam vychézi...?

Lemma. (Burnside) Pro pohyb p ozna¢me S, mnozinu vSech obrézki odolnych
viici p (tedy pevnych bodii p). Pak pocet piedmétii spocteme jako

1
s

peEG

Uloha 11. Kolik nahrdelnik? vyjde v tiloze 7, budeme-li mit k dispozici dvanéct
¢ernych a dvanact bilych koralka?

Uloha 12. Kolika zptisoby mfizeme obarvit policka nekoneéného &tvereckovaného
papiru dvéma barvami tak, aby policko [z, y] mé&lo vZdy stejnou barvu jako policka
[x £9,y] a [z,y £ 9]? Obarveni lisici se pouze posunutim (avSak nikoli oto¢enim ¢i
preklopenim) povaZzujeme za totoZna.

Uloha 13. O kolik se zvétsi vysledek tulohy 8, pokud budeme

(1) trojthelnikové stény barvit jednou ze t¥{ barev namisto kresleni Sipky,

(2) ¢tytahelnikové stény sousedici s trojihelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami na-
misto kresleni Sipky,

(3) étyfuhelnikové stény nesousedici s trojuhelnikovymi barvit ¢tyfmi barvami
namisto kresleni Sipky?

Uloha 14. Kolik je moznosti, jak obarvit pravé patnact z t¥iceti hran dvacetisténu?

Uloha 15. Pro vSechna piirozena ¢isla N a n dokazte, ze n déli ZZ:1 Need(nk)
kde ged(a, b) znaci nejvétsi spoleény délitel a a b.

Navody

1. 2

2. 10

3. 11

4. 20

5. Sté&jné (d4 se popsat bijekce).
6. 30

7. ()13

8. 233.37

9. (3243%)/2

10. ((§) +13(3)) /26



11.
12.
13.
14.

MIREK OLSAK

() + () +20) +2(0) +2() +5) /1
(281 +8-227 4+ 72.29)/81

(i) 212 .33, (ii) 24 - 34 (iii) 26 - 32 4213 . 34
(29 +20(2) + 24(5) + 30(3)) /o0
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Diskrétni kalkulus

MIREK OLSAK

Diference posloupnosti

Definice. UvaZzujme posloupnost a,, (definovanou na pfirozenych nebo celych ¢éis-
lech). Definujeme jeji posuv Ea a diferenci' Aa vztahy

(Ba)n = ant1,  (Aa)y = ans1 — an = (Ba — a)p.
Cvicéeni. Popiste vSechny posloupnosti a spliiujici Aa = a. Ktera slavna posloup-
nost splituje a = EAa?

Diference k-té mocniny vyzaduje roznasobovani binomickou vétou — proto zava-
dime pojem klesajici mocniny, ktera se s diferenci kamaradi vice.

Definice. Klesajici mocninu * definujeme pro realné ¢islo = a nezaporné celé ¢islo
k jako
=z (-1 (z—(k-1), 22=1.

Pozorovani. K posloupnosti a,, mizeme najit diferenci nasledujicimi vzorci:

k n
Gnp n= c" (k) Cn Tn + Yn TnlYn

(Aayp) || knt=L] (e = 1)e™ | (")) | c(Aan) | (Az + Ay)n | (Az)y + (Bx)(Ay))n

Cviéeni. Spoctéte diferenci posloupnosti n2 - 3™ + (Z)

Cvigeni. Roznasobte (z-+y)2 a upravte na tvar obsahujici pouze klesajici mocniny.
Dokéazete vysledek zobecnit?

Cviceni. Jaka je k-ta diference posloupnosti nk, respektive n*?

5% s z ~ 7 [ z T n n ki1.n
Cvigeni. Pomoci predchoziho cviceni spoététe Yo, () (—1)%k™.
Cviceni. Dodefinujte klesajici mocninu pro zéporné ¢&isla tak, aby n=t = n~! a

platil vzorec pro diferenci.

1Obdoba derivace.
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Opak diference — suma

Pozorovani. Pro danou posloupnost A,, Ize najit posloupnost a,, takovou, Ze plati
AA = a. Tato posloupnost a,, je uréena jednoznacné az na pric¢teni stejné konstanty
ke vsem clenum a,,.

Definice. Né&jakou posloupnost A,, z pFedchoziho pozorovani zna¢ime symbolem?
>~ a. Pro cela éisla z,y déle definujeme > Y a = A, — A,.

Pozorovani. Cislo >-¥a nezavisi na volbé posloupnosti A, a je-li navic x < vy,
plati rovnost (pozor!, a, se nezapocita)

y y—1
(nase) Z a = (klasicka) Z ap,.

Obracenim vztahi z diference mtzeme dostat vztahy pro sumu — naptiklad:
nktl
Znﬁz F 1 +C, Z(aer) :ZaJer.
Cvicéeni. Pomoci klesajicich mocnin zapiSte polynom p ¢tvrtého stupné spliujici
p(0) =1, p(1) = 4, p(2) = 57, p(3) = 232, p(4) = 625.

Cviéeni. Odvodte vzorec pro soucet 12 + 22 + ... + n2.

Pocitani sumy jiz vSak neni tak pfimocaré jako u diference, protoze chybi expli-
citni vzorec pro souin dvou posloupnosti. Namisto toho mitizeme pouzit takzvanou
sumaci per partes — ta soucin zcela nezabije, ale pii vhodném pouziti jej miize zjed-
nodusit. Je-li AA = a, pak mizeme psat

> ab=Ab—> (EA)(AD).

Cviceni. Spoctéte > n-2".

Cviceni. Soucet H, =1+ % 4+ % se nazyva n-té harmonické ¢islo a odpovida
pfirozenému logaritmu ve standardnim kalkulu. Vyjadiete > H, a > nH,.

Podékovani

Chteél bych podékovat Miskovi Szabadosovi, jehoz prispévek na totéz téma byl tak
Uzasny, ze jsem jej jen s malymi Gpravami v podstaté prevzal.

20bdoba integralu. Formalné si pod Y a miizeme piedstavovat napiiklad mnozinu viech tako-
vych posloupnosti, proto se k vypoc¢tené posloupnosti pripisuje + C.
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Tétivové Ctyruhelniky a mocnost

ANICKA STEINHAUSEROVA

Tétivové Ctyrahelniky

Véfte nebo ne, na nésledujicim jednoduchém tvrzeni stoji velké ¢ast veskeré synte-
tické (tedy ne analytické) geometrie.

Tvrzeni. (O obvodovém a stfedovém thlu) Méjme kruznici se stiedem S, jeji
tétivu AB a libovolny bod M na vétsim oblouku AB. Uhel ASB nazjvame stiedovym
a thel AM B obvodovym k piislusné tétivé AB. Plati, ze |<<ASB| = 2|<AMB|.

Tvrzeni. (O tsekovém thlu) Méjme kruznici a jeji tétivu AB. V bodé A k ni
sestrojime tecnu t. Odchylku piimek AB a t nazveme usekovym thlem tétivy AB.
Usekovy tihel ma stejnou velikost jako p¥islusny obvodovy tihel.

Prikro¢me k tomu hlavnimu.
Definice. Ctyfihelnik nazjvame tétivovy, pokud mu lze opsat kruznici.

Tvrzeni. Ctyithelnik je tétivovy pravé tehdy, kdy# je soudet jeho protéjsich vniti-
nich uhla roven 180°.

Piiklady

Priklad 1. Méme zadané dvé kruznice k a [ s prisec¢iky X a Y. Bodem X vedme
pfimku, kterd protind k& v bodé A a | v bodé C. Bodem Y vedme pfimku, ktera
protind k v bodé B a l v bodé D. Dokazte AB || CD.

Priklad 2. Maéme zadané tii kruznice k, [ a m prochézejici bodem P. Dalsi pri-
sefiky kruznic k, [, kruznic [, m a kruZnic k, m oznaéme postupné A, B, C. Nyni
zvolme na kruZnici k£ bod K ruzny od A, P, C. Pfimka KA protne [ v bodé L a
pfimka LB protne m v bodé M. Dokazte, ze bod C lezi na pfimce K M.

Priklad 3. Bud D bod na preponé AB pravothlého trojuhelnika ABC. Oznaéme
X stifed kruznice opsané AACD a Y stfed kruZnice opsané ABDC. Dokazte, Ze
body C, D, X a Y lezi na jedné kruznici.
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Piiklad 4. Cty¥ftahelnik ABCD je tétivovy a mé kolmé thlop¥icky. Oznaéme po
fadé p, q kolmice z boda D, C na pfimku AB. Dale oznaéme X prusecik piimek AC
a p, obdobné Y prusecik primek BD a q. Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo
Ctverec.

Priklad 5. Na krat$im oblouku AB kruZnice opsané ¢tverci ABCD je déan bod P.
Necht PDNAB =X a PC N BD =Y. Dokazte, ze |[<XY B| = 90°.

Piiklad 6. Necht ABCD je pravouhly lichobéznik (AB || CD, AB 1 AD). Se-
strojme kruznici k, kterd se dotyka ptimky AB v bodé A a pfimky C'D v bodé D.
Déle sestrojme kruznici [, ktera se dotyka pfimky AB v bodé B a prochazi bodem
C. Necht kruznice k a [ maji vnéjsi dotyk v bodé P. Dokazte |<PDC| = |<PCB]|.

Mocnost bodu ke kruznici

Definice. Je dan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|* — r2.
Tvrzeni. (Zakladni vlastnosti) Necht M je bod a k(O;r) kruznice.
(i) Cislo p(M, k) je nulové pravé tehdy, kdyz bod M lez na kruznici k. Cislo
p(M, k) je kladné/zaporné pravé tehdy, kdyz M lezi vné/uvniti kruznice k.
(ii) Bud N daldi bod. Je-li p(M, k) = p(N, k), pak |[MO| = |[NO|.
(iii) Pokud M lezi vné k, oznac¢me T ten bod kruznice k, pro ktery je pfimka MT
ke kruznici k tecnou. Pak plati p(M, k) = |[MT|?.
(iv) (zdsadni!) Necht pfimka p vedend bodem M protne k v bodech A, B. Pak
MA-MB = p(M,k), kde usecky M A, M B nahlizime jako orientované.

Tvrzeni. Necht ABCD je étyfthelnik a Q = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy
praveé tehdy, kdyz |QA| - |QD| = |QB| - |QC]|.

Piklady

Priklad 7. Na prodlouzeni tétivy KL kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici & se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 8. Necht ABCD je étyfuhelnik vepsany do kruznice k takovy, ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé (. Ozna¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s primkou AC' vedenou bodem . Zvolme T' € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |[MT| = |MQ)|. (PraSe 2005)

Priklad 9. Je déna kruznice k se stfedem S, mimo ni bod A. Na kruZnici k je
pohyblivy primér XY. Trojuhelniku AXY je opsana kruznice se stfedem O. Urcete
mnozinu vSech bodu O.
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Priklad 10. M¢éjme rovnostranny trojuhelnik ABC a jemu opsanou kruznici k.
Necht D, resp. E je stied strany AB, resp. AC. Polopiimka DFE protina k v bodé
P. Dokaizte: |DE|? = |DP| - |PE)|.

Priklad 11. Na tsecce AB je bod M. Ve stejné poloroviné od AB jsou ¢&tverce
ACDM a MEFB, kterym jsou opsany kruznice, jez se protnou v bodech M a N.
Dokazte, ze piimka M N prochézi jednim bodem, bez ohledu na polohu bodu M.

Priklad 12. Je dén trojuhelnik ABC a uvnitf ného bod P. Ozna¢me X prusecik
pfimky AP se stranou BC a Y prusecik piimky BP se stranou AC. Dokaite, Ze
¢tyithelnik ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy priseéik (rizny od bodu C') kruznic
opsanych trojihelnikim AC'X a BCY lezi na pfimce C'P.

Literatura a zdroje

Cerpala jsem z PraSeéi knihovny, zejména z téchto piispévkii:

[1] Josef Tkadlec; Mocnost a chorddly, Sbornik MKS, 2010
[2] Tomas ,Savlik Pavlik; Tetivové ctyrihelniky, Sbornik MKS, 2009
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Diofantické rovnice

KuBA SvoBODA

Diofantické rovnice je souhrnny nazev pro rovnice, kde nas zajima prirozené, ce-
lo¢iselné, piipadné racionalni feSeni. Na diofantické rovnice neexistuje zadny obecny
trik, ale kolem jejich feSeni je rozvinutd zajimava teorie. Z mnoziny existujicich dio-
fantickych rovnic si vybereme ty, které se spise objevuji v olympiddach a maji hezké
a pochopitelné feSeni.

Rozklad na soucin

Pri rozkladani na soudin vyuzivame faktu, ze kazdé cislo lze rozlozit na prvocisla
nebo ze néktera c¢isla jsou nesoudélna. Potom uz staci jen vyraz vhodné upravit, aby
soucin byl vidét, poté spocitame jen trividlni soustavu rovnic.

Uloha 1. Budte p a ¢ dvé prvoéisla. Vyfeste tuto rovnici v piirozengch &islech:

1 1 1
4=,
r 'y pq

Uloha 2. Najdéte viechna celoéiselna feseni rovnice 22 + 3z = % — 2.

Uloha 3. Najdéte viechna nezéporna feseni rovnice
(xy —7)% = 22 + 92,
Uloha 4. Najdéte vechny trojice pfirozenych &isel z,y, z takové, ze plati
23 P 2% - Bayz =17

Bonus: Reste rovnici 2 + ¢ + 23 — 3zyz = p, kde p je libovolné prvoéislo vétsi
nez 3.

Uloha 5. Vyteste v N rovnici p — y* = 4, kde p je prvodéislo.

Uloha 6. Najdéte viechny dvojice celych ¢isel z,y splitujicich 26 4 323 + 1 = y4.
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Pocitani modulo

Pokud zvlddnete zjistit, jaky dava neznama zbytek po déleni dvéma, uz vam staci
vyzkouSet jen polovinu toho, co jste museli predtim. Nékdy je tato metoda jesté
silnéjsi a vysledek vypadne po nékolika tivahach.

Uloha 7. F, je n-té Fibonacciho ¢islo (F} = 1, Fy = 1, Fj, 15 = F,;1+F,). Najdéte
vSechny dvojice a,n € N takové, ze

Fn+F2n+F3n = a'+43

Uloha 8. Najdéte viechna m,n € N takova, Ze plati 1! + 2! 4+ 3! 4+ --- 4+ n! = m?2.

Uloha 9. Dokazte, Ze rovnice
22 =382+ 27

nema TeSeni v celych ¢islech.
Uloha 10. Reste v pfirozenjch é&slech rovnici a + b* + ¢ = 1234567.
Uloha 11. Dokazte, Ze rovnice

(x+1)%+ (z+2)°+ -+ (z+2001)° =y

nema feseni v celych ¢islech.

Uloha 12. Dokazte, Ze rovnice

nema feseni v celych ¢islech.

Uloha 13. Najdéte vSechny péary pfirozenych &isel x,y, pro které plati

2% — a! = 1996.

Nerovnosti

Vyuzijeme jednoduché tvrzeni, a to, Ze neexistuji x, y a n prirozena tak, ze
y"t <" <(y+1)".

Také muzeme pouzit faktu, ze nékteré nejmensi ¢islo muze byt hodné malé, coz celou
tlohu zjednodusi.
Uloha 14. V N feste rovnici 4% + 4a® + 4 = b2.
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Uloha 15. Najdéte viechny trojice (z,v, z) pfirozenych é&isel takovych, ze

(e2) o) o)

Uloha 16. Vyfeste v pfirozenych &islech rovnici 3(zy + yz + zx) = 4ayz.
Uloha 17. Najdéte viechny dvojice x,y € Z, pro néz plati 23 + 3> = (z + y)2.

Uloha 18. Najdéte viechna celo¢iselné feseni rovnice
P4 (@+1P+ (@ +2+ 4+ (2 +7)% =5
Uloha 19. Najdéte vSechny trojice piirozengch &isel x,, z, kterd splituji rovnici
(x+y)?+3z+y+1=2>2
Uloha 20. Najdéte pfirozena &isla n a ki, ko, . . ., k, takova, Ze

ki +ky +ksg+ -+ ky=5n—4,

Fermatova metoda nekonecného sestupu

Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Tato metoda funguje jednoduse. Misto toho, abychom hledali feSeni, si predsta-
vime, Ze TfeSeni uz méame. Pomoci tohoto feSeni nalezneme jedno mensi. A pomoci
toho zase dalsi, které je mensi... No a tak déle.

Uloha 21. Najdéte vSechna feseni v nezapornych celych ¢islech rovnice
3 4 2y3 = 423
Uloha 22. Najdéte vSechny trojice x,y, z € N, které spliiuji rovnici
23+ 3y +92° — 3zyz = 0.

Uloha 23. Najdéte viechna celo¢iseln4 feseni rovnice 2% + y? = 722

Uloha 24. Najdéte vSechna celo¢iselna feseni rovnice m_y—yZ + # = (z—1)(y—1).
oha 235. reste v celych cislech rovnici = 4+ y= + 2* = Yu™.

Uloha 25. Vyieste v celych &slech rovnici 2% + y* + 2* = 9u?

Uloha 26. Reste v pfirozenych é&islech néasledujici rovnici: 22 — y? = 2zyz.
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Dalsi alohy

Pokud se vam chce fesit, mtzete, pokud ne, tak to mate na doma.

Uloha 27. Pro kazdé piirozené n > 3 dokazte, ze existuji riizna ¢isla x1, xa, ... o,
spliiujici rovnici i + ;12 +oee % =1.

Uloha 28. Dokaite, Ze pro kazdé n € N je rovnice 22 + y% + 22 = 59" fesitelna
v N.

Uloha 29. (Velkd Fermatova véta pro n = 4) Dokazte, Ze rovnice x% + y* = 24

nema feseni v pfirozenych ¢islech.

Navody k Gloham

1. Co kdybychom po roznasobeni na kazdou stranu p¥idali p?¢3?
2. Znate dvé po sobé nasledujici ¢isla, které jsou tfeti mocninou?
3. Co kdyby bylo vlevo jen (zy — 6)2?

4. Vyzkousejte, emu se rovnd (z +y + 2) (2% + y? + 22 — 2y — zy — x2).
5. Co nam zbude, kdyz dame (y* + 2)2?

6. (2 +1)2+2%+1=9*+1apotom vyndsobte 4.

7. Neéco je liché a néco je sudé...

8. Staci najit spravné ¢islo, kterym modulit.

9. Je jen par moznosti, jaké zbytky mize davat druha mocnina.
10. Zase modulte spravnym cislem.

11. Substituujte x =y — 1001.

12. Se znalosti Fermatovy véty je pfiklad jednodussi.

13. Zase najdéte spravné Cislo.

14. 4% =222 = (2%)2, Kolik je potom (2% + 1)2?

15. Jaké muze byt nejmensi ¢islo, jaké nejveétsi?

16. Vydélte to tak, aby na jedné strané byly jen neznamé a na druhé ¢isla, a potom
se zase zeptejte, jaké muze byt nejmensi a jaké nejvétsi.

17. Co roste rychleji?
18. Kolik je tam z7 Seviete to mezi dvé tieti mocniny.
19. Zase seviete mezi dvé druhé mocniny.

20. Tady pouzijte slavné nerovnosti. Bud harmonicky-aritmeticky priamér nebo
Cauchyho-Schwarzovu.
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KUBA SVOBODA

Nejjednoduseji, jak to jde.
Co tfeba trojka, jaky zbytek po déleni tfemi dava x?
Kdyz je tam napsana sedmicka, co kdybych zkusil ji?

Né¢jaké tprava, tieba na z2 4+ zy + y2 = 2292, a potom jsou tam dvé neznamé,

tak co tfeba dvéma?

25. Co treba maly Fermat? Pomuze?

26. Tentokrat vyzkousime obecné p, co déli v pravo, musi délit vlevo.
27. Z néhodné nalezeného feseni pro n = 3 pak vyrobime dalsi.

28. Pokud uz méme jeden vysledek, mame ho i pro n + 2.

29. Stadi si uvédomit, ze 2* = (22)2, no a jesté par dalsich véci.
Zdroje

Cerpal jsem zejména z knihy Uvod do diofantickyjch rovnic od Titu Andreescu.
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Kruhova inverze

PEPA SvOBODA

Sila tohoto zobrazeni spo¢iva v tom, ze dokéazZe prevést tvrzeni o kruznicich na tvr-
zeni o piimkach. Casto se komplikovana geometricka situace po vhodném zobrazeni
inverzi zméni na jednoduchou a pristupnou klasickym metodam planimetrie.

Umluva. Rovinu roz$iiime o jediny bod oo, o kterém tvrdime, Ze lezi na vsech
primkéach.
Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni urcené kruznici k se stfedem
O a polomérem r, které bodu A piifadi bod A’ podle nasledujicich pravidel:
(i) Kdyz je A = O, potom A’ = co.
(ii) Kdyz je A = oo, potom A’ = O.
(iii) Jinak je A’ bod polopiimky OA, pro ktery plati
|OA|-|0A| = r?.

Cviceni. Rozmyslete si nasledujici jednoduché pozorovani.

(1) Kruhova inverze je bijekce, pokud ji navic provedeme dvakrit podle stejné

kruZnice, dostaneme identitu.
(2) Pevné body inverze podle kruznice k jsou pfesné body této kruZnice.
(3) Pokud lezi bod A ,uvnit¥“ kruznice k, lezi obraz A’ ,vné“, a naopak.

Tvrzeni. (Konstrukce obrazu) Je ddna kruznice k a bod A vné této kruznice.
Tec¢ny ke kruznici k vedené bodem A se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz A’
bodu A v kruhové inverzi podle kruznice k je stfed tisecky TU.

Tvrzeni. (Tétivové étyfahelniky) Je ddna kruznice k se stfedem I a body A, B
takové, ze nelezi na jedné piimce s I. Oznacme A’, B’ obrazy bodii A, B v inverzi
podle k. Pak body A, B, A, B’ leZi na jedné kruznici.

Kruhova inverze neni shodné ani podobné zobrazeni. Pfesto dokdzeme vyjadrit
vzdalenost obrazi dvou bodu nésledujicim zptsobem.
Lemma. (Pfepodéitavaci lemma) Je ddna kruznice k(I,r) a body X, Y. Oznac¢me
X', Y’ obrazy bodii X, Y v inverzi podle kruznice k. Pak
(i) |<IX'Y'| = |<XY]I|,
.. 2
(i) | XY = XY 7=
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Tvrzeni. (StéZzejni) Uvazme kruhovou inverzi uréenou kruzmici k se stfedem I.
Pak

) obrazem primky prochazejici bodem I je ona sama,

(ii) obrazem pfimky neprochézejici bodem I je kruzmice prochézejici bodem I,
i) obrazem kruznice prochéazejici bodem I je piimka neprochézejici bodem I,
) obrazem kruznice neprochézejici bodem I je kruznice neprochézejici bo-

dem 1I.

Cviceni. (Stfedy kruznic) Podle pfedchoziho tvrzeni je obrazem kruZnice k se
stfedem O néjakd kruznice k' se stfedem S (neprochézi-li k stfedem inverze I).
Ukazte, Ze ackoliv bod S lezi na poloptimce 1O, neni to obraz bodu O (kruhovéa
inverze tedy na sebe nezobrazuje stfedy kruznic).

Cviceni. (Samodruzné kruznice) Podle pfedchoziho tvrzeni se pfimka zobrazi na
sebe sama pravé tehdy, kdyz prochézi stifedem inverze. Které kruznice maji tuto
vlastnost také?

Vyzbrojeni témito poznatky se méizeme vrhnout na tlohy.

Piiklady

Priklad. V roviné jsou dany dvé kruznice k, ¢ s pruseciky A, B. Vezméme pFimku
p prochézejici bodem B, jeji druhy prusecik s kruznici k ozna¢me C|, jeji druhy
prusecik s kruznici £ ozna¢me D. Dokazte, Ze velikost tthlu C'AD nezavisi na poloze
primky p.

Reseni. Zajim4 nas velikost tihlu sevieného piimkami AC a AD. Obé tyto pfimky
prochézeji bodem A, a navic timto bodem prochézeji i obé kruznice k, £. Zobrazme
tedy celou situaci v inverzi se stfedem A a néjakym polomérem 7. Obrazy kruznic
k, £ budou pfimky k', ¢’ s prusecikem B’. Obrazem pfimky p je kruZznice p’, ktera
prochazi bodem A. Tato kruznice protind piimku k&’ podruhé v bodé C’ a piimku ¢
podruhé v bodé D’.

Méme t¥i mozné potadi, jak mtizou na kruznici p’ lezet tyto body: A, C’, B', D',
nebo A, B, C', D', nebo A, C’, D', B’. Ve vsech tfech piipadech je velikost tthlu
C'AD’ rovna velikosti thlu sevieného pfimkami k', £/ — toho, ve kterém nelezi bod
A. A to je pFesné to, co jsme chtéli dokézat. |

Cvigeni. (Svr¢ktiv bod) Dokazte bez pouziti inverze. Je dén trojihelnik ABC
s vepsiStém I. Dokazte, Ze osa strany AB, osa thlu ACB a kruZnice opsand troju-
helniku ABC' se protinaji v jednom bodé. Oznaéme tento bod S. Dokazte, Ze S je
stied kruznice opsané trojuhelniku ABI.

Priklad 1. V roviné jsou dany tfi shodné kruznice, které prochazeji spoleénym
bodem H. Ozna¢me druhé priise¢niky téchto kruznic A, B, C (rtizné od H). Dokazte,
7e H je ortocentrum trojuhelnika ABC.
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Priklad 2. Primka p protne kruznici k v bodech X, Y. Ozna¢me R stied oblouku
XY.Bodem R vedeme dvé pfimky, které protnou kruznici £ v bodech A, B a pfimku
p v bodech C, D. Ukazte, ze body A, B, C, D lezi na jedné kruznici.

Piiklad 3. (Ptolemaiova nerovnost) Pro &tyfthelnik ABCD plati:
|AB|-|CD|+ |BC|-|AD| > |AC| - |BD|,

rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je ABCD tétivovy.

Piiklad 4. Kruznice kq, ko se protinaji v bodech A, B. Kruznice k3 se zvenku
dotyka kruznic k1, ko poporadé v bodech C, E. KruZnice k4 se zvenku dotyka kruznic
k1, ko poporadé v bodech D, F. Dokazte, ze kruznice opsana trojuhelniku AC'E se
dotyka kruznice opsané trojihelniku ADF'. (Polskd MO 2004)

Priklad 5. V roviné jsou dény dvé kruZmice k, ¢ s pruseciky A, C. Z bodu A
vedeme tecnu ke k, ta podruhé protne kruznici £ v bodé D. Bod B je prusecikem
kruznice k s te¢nou ke kruznici £ v bodé A. Dokazte, ze |[AB| - |CD| = |AC| - |AD|.

Priklad 6. KruZnice ¢ se zvenku dotykd kruznice k v bodé A. Zvolime bod B
na kruznici . Te¢na k ¢ v bodé B protne kruznici k¥ v bodech D, E. Oznac¢me C
stied toho oblouku DFE kruznice k, ktery obsahuje bod A. Dokazte, Ze body A, B,
C lezi na pfimce.

Priklad 7. Jsou dany kruznice k1, k2, k3, k4 tak, Ze k; se zvendi dotyka k; 1 proi =
1,2,3,4 (ks = k1). Dokazte, Ze ¢tyfi body dotyku téchto kruznic lezi na jedné kruz-
nici.

Piiklad 8. KruZnice kq, ko se zvenku dotykaji v bodé D. Pfimka p se dotyka
kruznic k;, k2 po fade v (rfiznjch) bodech A, B. Usetka AC je primérem kruznice

k1. Pfimka ¢ prochéazi pifes bod C a dotyka se kruznice k; v bodé E. Dokazte, Ze
trojuhelnik ACFE je rovnoramenny. (Polskd MO 2004)

Dalsi priklady

Priklad 9. Na piulkruznici nad primérem AB a se stifedem O zvolime body C, D.
Predpokladejme, ze se polopfimky AB a DC protnou v bodé M. Ozna¢me K druhy
prusecik kruznic opsanych trojihelnikiim AOD a BOC. Ukazte, ze |<M KO| = 90°.

(Rusko 1995)

Piiklad 10. (Steinertv porismus) Uvnitf kruznice k je déna kruznice [. Pfedpo-
kladejme, ze existuje n-prvkovy fetéz kruznic my,...,m, takovy, ze kazda kruznice
v Tetézu ma vnéjsi dotyk se svymi dvéma sousednimi kruznicemi a s [ a vnitini do-
tyk s k. Potom kazda kruznice majici vnéjsi dotyk s [ a vnit¥ni dotyk s k je ¢asti
néjakého n-prvkového fetézu.

42



PEPA SVOBODA

Priklad 11. KruZnice k; a k3 stejné jako ko a k4 maji vnéjsi dotyk v bodé P.
Oznac¢me druhé priuseCiky k1 Nke = A, koNks = B, ksNky, =C akyNky =D
Dokazte, ze

|AB|-|BC| |PB|?

|AD|-|DC|  |PD|?’

(IMO shortlist 2003)

Navody k prikladim

1. Stadi ukédzat, ze AH je kolmé na BC, a vyuzit pfedchazejici cviceni.

2. Uvazte inverzi se stfedem R, kterd zobrazi p na k, a vSimnéte si, ze body C, D
prejdou na body A, B.

Co pripomina dokazovany vztah?

Pry¢ s kruznicemi! Jak se zméni dokazované tvrzeni?

Umime se vhodnou inverzi zbavit néjakych kruznic?

D4 se udélat inverze tak, aby se kruznice k zobrazila na pfimku DE?
Za stted inverze zvolte libovolny bod dotyku a vyuZijte stejnolehlost.

Zkuste pouzit inverzi se stfedem v bodé C' a polomérem |CA|.

© ® XS ok

Invertujte podle zadané ptlkruznice a rozpoznejte obrazek s ortocentrem a
Feuerbachovou kruznici.

10. Invertujte tak, aby kruznice k, [ presly v soustfedné kruznice. Pak je tvrzeni
ziejmé.

11. Invertujte podle P. Pfepoctéte dokazovany vztah a vyuzijte toho, ze v rovno-
béZzniku maji protéjsi strany shodnou délku.

Literatura a zdroje:

Pri tvorbé prednasky jsem cerpal ze starsich pfispévku Viktora ,,Zaja“ Szabadose a
Josefa ,,Pepy“ Tkadlece, kterym bych timto velmi rad podékoval.

(1] http://www.artofproblemsolving.com
[2] Archiv MKS, http://mks.mff.cuni.cz/archiv
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Tropicka geometrie
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Tropické pocitani

Tropickymi ¢isly nazyvame obvykla redlnd cisla, ke kterym z formélnich divoda
ptriddme —oo. Na téchto cislech zavedeme dvé operace: tropické séitani "+" a tropické
nasobeni " - ", za kterymi se neskryva nic jiného nez obvyklé maximum a sé¢itani:
"r 4+ y" = max{z,y}, "r-y" =z +y.

Priklad. Plati "1 +1" =1,"14+2" =2, "1.1" =2, "0-1" =1, " — 0o + 5" = 5.

Poznamka. Tropické operace se v jistém smyslu dohromady chovaji podobné jako
obvyklé séitani s ndsobenim. Plati naptiklad, ze "a + (b 4+ ¢)" = "(a + b) + ¢"
nebo "a(b + ¢)" = "ab + ac". Prvek —oco hraje obvyklou roli nuly, zatimco nula
hraje obvyklou roli jednicky. Zakladni odlisnost ale spociva ve faktu, ze v tropickém
svété neni zddné odéitani — pro zadné Cislo a # —oo neexistuje Cislo b tak, aby
"g 4+ b" = —oco. Proto se tropickym ¢&islim obvykle ¥ika ,,semitéleso®?.

Cvideni. (Skoldkiv sen) "(z +y)"" = "z" +y"".

Tropické polynomy

Funkcim tvaru f(z) = "> 1" ;a;z"" fikdme tropické polynomy?®. Pokud piepiseme
tropické operace podle definice, dostaneme f(x) = max{a; +n-x}, coz je maximum
z nékolika linearnich funkci — tedy konvexni, po ¢astech linearni funkce.

Priklad. "0-2" ="2" =z, "l1-2" =2+ 1, "32° — 222 + 2 + 3" = max{3x +
3,2x — 2,z,3}.

Definice. Kofen tropického polynomu f = Y g a;z" je takové ¢islo xg, ve kterém
se lame graf polynomu. Jinymi slovy to je ¢islo, pro které plati a; +ixo = a;+jzo pro
néjakd 0 < 4,j < n. Maximum vyrazu |i — j| pro takova 7 a j nazgvame nisobnost
kofene xg. Nasobnost kofenu tedy vyjadiuje, jak moc se graf zlomi.

1Zatimco realna ¢isla tvoii tzv. téleso.
2Formalné spravnéjsi je fikat ,tropické funkce“, nebot dva polynomy mohou odpovidat jedné
funkci, napt "z2 + = + 0" = max{2z,x,0} = max{2z,0} = "z +0".
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Cvideni. Nakresli grafy polynomt "x3 + 222 + 3z + (—1)" a "2% + (—2)2? + 22 +
(—=1)" a uréi jejich kofeny.

Cviceni. Tropické ¢islo zq je kofenem polynomu p(z) s nasobnost{ aspoii k, pravé
kdy? existuje polynom ¢(z) tak, ze "p(x) = (x + x¢)*q(x)".

Cvicéeni. Tropicky polynom stupné n mé pfesné n kofend, pokud je pocitdme
s nasobnosti.

Kazdy tropicky polynom stupné n se tedy da zapsat jako soucin n linearnich
polynomt, podobné jako komplexni polynomy. Naopak realné polynomy tuto silnou
vlastnost nemaji.

Tropické krivky

Zajimava situace nastane, pokud vezmeme tropické polynomy dvou proménnych x
a y a divdme se na kofeny téchto polynomi (tim opét myslime mista, kde se lame
graf polynomu). Dostaneme tak ,tropické kiivky“, podobné jako v klasické geometrii
dostaneme obvyklé rovinné kiivky.

Priklad. Kiivka zadana polynomem x+y+0 je slozena z t¥i polopfimek vedoucich
z pocatku soustavy soufadné v zapadnim, jiznim a severovychodnim sméru.

Cviéeni. Vsechny kiivky "az + by + ¢" maji stejny tvar. Rikdme jim tropické
primky.

Cviéeni. (Nakresli si konika) Nacrtni graf kiivky "z? + 1oy + (=3)y? + o +y+0".

Cviceni. Jak mohou obecné vypadat grafy polynomu stupné dva, tj. tropické ku-
zelosecky?

Pro kazdy polynom "P(x,y)" vyznac¢me v roviné body (¢,j) pro vSechny jed-
no€leny z'y?, které se vyskytuji v polynomu P(z,y), ddle spojme hranou ty body,
které odpovidaji jednoélentim, jejichz oblasti (mista, kde tento jednoélen odpovida
maximu) se v grafu kiivky dotykaji. Takto dostaneme duédlni mnohothelnik (dale
jen dudlnik) tropické kfivky.

Cviceni. Nakresli dudlnik tropické piimky a konika.

Cviceni. Jakym objektim v dudlniku odpovidaji vrcholy tropickych kiivek? Co
plati pro hranu kfivky a odpovidajici hranu v mnohothelniku?

Cvicéeni. Zkus najit metodu, jak nakreslit tropickou kiivku na zakladé znalosti
jejiho dudlniku.

Véta. (tropickd verze Bézoutovy véty) Necht C; a Cy jsou kiivky stupné d; a da,
které se protinaji jen v konecné mnoha bodech a v zadném z vrcholii. Potom je pocet
prusecikit Cy a Cy roven dy - ds.

Dulezitym pozorovanim je, Ze sjednocenim dvou tropickych kiivek je tropicka
kfivka. Nasobnost pruseciku se poté definuje jako obsah odpovidajici oblasti mno-
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hotihelnika (coz musi byt rovnobé&znik). S timto uvédoménim se mzes sdm vrhnout
na dukaz Bézoutovy véty.

Uloha. Dokaz Bézoutovu vétu.

Z reality do tropt a zpét

Standardnim semitélesem v matematice nejsou tropickd, nybrz nezaporni realna
¢isla. Predvedeme si, jak spolu navzajem souviseji: Pro kazdé ¢ > 1 vezméme funkci
z nezdpornych redlnych ¢isel do tropickych éisel, kterd ¢islu x pfifadi log,(z). Jde
o bijekci, inverzni zobrazeni prifadi tropickému ¢islu a nezaporné ¢islo t®. Zavedeme
na tropickych cislech operaci -; takovy, ze vezmeme odpovidajici nezdporné realna
¢isla, ta normalné vynésobime a podivame se, kterému tropickému ¢islu odpovida
vysledek. Tyto funkce prevadéji obvyklé nasobeni na tropické nasobeni:

a - b=1log,(t*-t*)) = log,(t*) + log,(t*) = a + b= "a - b".
Nic podobného ale neplati pro séitani:
a4 b =log,(t* + t*) # max{a, b}.

Miizeme se nicméné podivat, co se stane, kdyz posleme ¢ do nekoneéna: BUNO
a = max{a, b}. Plati nerovnosti

a = log,(t*) < log,(t* + t*) < log,(2t") = a + log,(2).

Vidime, ze nas vyraz je z obou stran sevien vyrazy, které jdou k a, sAm proto také
jde k a = max{a, b}.

Podobnou metodou zaloZenou na funkcich (z redlné roviny do tropickych ¢isel)
zadanych jako (log, |x|,log, |y|) miZzeme pFevadét klasické kiivky na tropické. Zaji-
mavé je, Ze se tento proces da obratit — diky tomu mutzeme pomoci jednoduchych
tropickych kfivek vytvaret a popisovat ,opravdové“ algebraické kiivky, coz je jinak
obtizny problém?®.

Literatura a zdroje:

Pii tvorbé prispévku jsem cerpal z pfednasky profesora Iliy Itenberga, kterému bych
timto velmi rad podékoval.
(1] http://arxiv.org/pdf/1311.2360v3.pdf
[2] http://homepages.warwick.ac.uk/staff/D.Maclagan/papers/
TropicalBook23.8.13.pdf
[3] http://math.jacobs-university.de/summerschool /2013 /videos/index.php

3V podstaté se jedna o Sestnacty Hilbertiiv problém, jenz zlistava stale otevieny pro kiivky
stupné osm a vic.
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Pick v némeckém lesiku

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

Na prednasce si definujeme, co jsou mfizové body, a naucime se s nimi lehce praco-
vat. Stézejni ¢asti pfednasky bude Pickova formule, ktera umoziiuje snadno pocitat
obsahy urc¢itych mnohothelnikt. Zbude-li ¢as, popovidame si i o Minkowského vété
a vyuzijeme ji k feSeni tllohy o némeckém lesiku.

Pickova formule

Definice. MriZovym bodem nazveme bod X v roviné, jehoZz obé souradnice jsou
celo¢iselné. Jinak FeGeno, miizovym bodem nazveme bod X takovy, ze X = {a,b},
kde a,b € Z.

Tvrzeni. (Pickova formule) Mé&jme libovolny jednoduchy mnohotihelnik! M s vr-
choly v mrizovych bodech. Ozna¢me V pocet téch miizovych bodii, které lezi uvnitfr
M, a H pocet téch, které lezi na jeho obvodu. Pak obsah M je roven V + % —1.

Piiklad 1. Méjme mifzku o hrané délky /2. Dokaite, ze kazdy mnohothelnik
s vrcholy v bodech této mfizky méa celociselny obsah.

Piiklad 2. Plati néjakd obdoba Pickovy formule i v prostoru? A co v trojuhelni-
kové mfizce?

Piiklad 3. Pidlbodem nazjyvejme libovolny bod o soufadnicich (k/2,1/2), kde k a
l jsou cela cisla. Kazdy pulbod urcité jde vyjadrit jako stfed tsecky spojujici dva
miizové body mnoha riznymi zpusoby. Piedstavte si, Zze mate ptlbod lezici uvnit¥
néjakého mrizového mnohothelniku. Dokazte, Ze jej lze dostat jako stfed usecky
spojujici dva miizové body, které samy lezi uvnitt tohoto mnohoiithelniku.

Piiklad 4. (Varianta Pickovy formule pro ,mnohotihelnik s dirami“) Dokazte, ze
obsah mnohothelniku, ktery obsahuje D ,dér®, je roven V—|—%+D—1, kde H je pocet
miizovych bodt na vsech D+1 uzavienych kiivkach tvoricich hrany mnohothelniku.
Priklad 5. Méjme miizovy trojuhelnik ABC takovy, ze jedinymi mfiZovymi body
na jeho hranici jsou jeho vrcholy a uvniti néj lezi pravé jeden mtizovy bod. Dokazte,
ze tento bod je tézistém trojuhelniku ABC.

1Jednoduchy mnohothelnik je takovy mnohotihelnik, jehoz obvod neprotina sam sebe.
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Minkowského véta a némecky lesik
Co by to bylo za prednasku s jednou jedinou definici?

Definice. Konvexrni mnoZina obsahuje s kazdymi dvéma svymi body A, B celou
usecku AB.

Véta. (Minkowského) Vsechny konvexni mnoziny bodii v rovinég, které jsou stie-
dové soumérné podle pocatku a maji obsah ostie vétsi nez 4, obsahuji alespori jeden
miizovy bod riizny od nuly.

vz

Poznamka. Vétu lze zobecnit i pro vyssi dimenze. Pak objem porovnavame s 24,
kde d je dimenze prostoru.

Uloha. (O némeckém lesiku) Méjme &tverec o strané délky 50 m a ve vrcholech
kazdého metru ¢tvereéniho vyjma stfedu strom s primérem kmene 8 cm. Nazvéme
toto seskupeni némeckym lesikem. Stoji-li pozorovatel ve stfedu némeckého lesiku,
vidi z n€ho ven?

Prekvapivé ale Minkowského véta nemé uplatnéni jen v geometrii. Presvédcit se
o tom mizete v nésledujicim piikladu z teorie cisel.

Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé kladné iracionélni ¢islo « existuje nekoneéné mnoho
dvojic prirozenych ¢isel m, n takovych, ze

m 1

a——| < —-

n n

Zdroje

[1] Misa Prokesova; Némecky lesik a teorie ¢isel, Sbornik MKS, 1998

[2] Jarda Hanél; Pickova formule, soustfedéni Sbornik MKS, 2009

[3] Hel¢a Svobodova; Pickova formule, Sbornik MKS, 2012

[4] Néboj, soustfedéni Domasov 2012

[5] http://math.jacobs-university.de/summerschool/2013/videos/index.php
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Castecna usporadani

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

Céstecna uspofadani se pohybuji na hranici stfedogkolské olympiadni a vysoko-
skolské matematiky. Ve stfedoskolskych tlohach se jejich aplikace vyskytuji spise
vyjimeéné, a proto ani v tomto piispévku necekej smrst olympiddnich tloh. Piesto
se k néjakym dostaneme. Nejprve si ale musime odbyt (nebo uzit?) teorii.

Teoretické minimum

Definice. Kartézskym soucinem mnozin X a Y rozumime mnozinu vSech uspo-
fadanych dvojic tvaru (z,y), kde z € X a y € Y. Tento souin znac¢ime X x Y.
V piipadé, ze X =Y, znacime jej tradiéné X2.

Definice. O mnoziné M fekneme, ze je bindrni relaci mezi mnoZinami X a Y,
pokud M C X x Y. Binarni relace obvykle zna¢ime pismenem R.

Poznamka. Misto relativng zdlouhavého zapisu (z,y) € R vétsinou piSeme R(z,y)
nebo xRy.

Poznamka. Specidlnim piipadem relaci jsou funkce. Jednd se o takové relace R,
v nichz pro kazdé z € X existuje nejvyse jedno y € Y splijici (z,y) € R.

Nyni si piedstavme, Ze mame mnozinu X a na ni relaci R.! Pak o R fekneme, Ze
je cdstecnym uspordddnim? mnoZiny M, pokud ma nésledujici vlastnosti:

(a) (Tranzitivita) Pokud pro né&jaké t¥i prvky z,y, z € X plati R(z,y) a R(y, 2),
pak pro né plati i R(x, z).

(b) (Slabé antisymetrie) Pokud pro néjaké dva prvky z,y € X plati R(z,y) a
R(y,z), pak x = y.

(¢) (Reflexivita) Pro v8echna x € X plati R(x,x).

Césteéna uspofadani jsou tedy kvili reflexivité neostra.

1Relaci na mnoziné M rozumime relaci mezi mnozinami M a M.
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Poznamka. Césteénd uspofadani se misto R tradiéné znaéi symbolem <. Nejcas-
t&ji se pak setkdvéane se zapisem x < y, zatimco zapis < (z,y) se pouziva vyjimecné.
Symbolem < tedy odted nebudeme znacit relaci ,mensi nebo rovno*, ale libovolné
Castecné usporadani. I presto budeme zapis x > y Cist ,,x je vétsi nez y*“.

Definice. Uspofadanou dvojici (X, <), kde X je néjakd mnozina a < je ¢asteéné
usporddani, nazveme castecné usporddanou mnoZinou, neboli CUM.

Definice. Retézcem na CUM (X, <) nazveme mnozinu Y takovou, Ze pro véechna
z,y € Y bud = < y, nebo y < z. Antifetézcem na (X, <) pak nazveme mnozinu Z
takovou, Ze pro vSechny w,v € Z,u # v neplati ani u < v, ani v < u.
Definice. Prvek 2 z CUM (X, <) se nazyvé
(i) mazimalni, pokud ,zaddny prvek neni ostfe vétsi“, tedy pokud pro zadné
y € X,y # x, neplati z < y,
(ii) nejvétsi, pokud ,,je vétsi nez vSechny ostatni“, tedy pokud pro kazdé y € X
plati y < =z,
(iii) minimdlné, pokud ,zaddny prvek neni ostfe mensi“, tedy pokud pro zadné
y € X,y # x, neplati y < x,
(iv) nejmensi, pokud ,,je mensi nez vSechny ostatni“, tedy pokud pro kazdéy € X
plati x < y.

Teoretické maximum (které stihneme probrat)

Po smrsti definic ze zacatku si ukazeme nékolik zajimavych vét a tvrzeni.

Véta. (O dlouhém a sirokém) Necht (X, R) je koneénd CUM, X # (). Potom
|X| < a(X,R)-w(X,R), kde

(i) a(X, R) je pocet prvki v nejvétsim antifetézci,

(ii) w(X, R) je pocet prvka v nejvétsim Fetézci.
Véta. (Dilworthova) Necht k je velikost nejvétsiho antifetézce v (X, <), kde mno-

zina X je konecna. Pak Ize X pokryt pomoci k fetézcti.

Dilworthova véta ma i svou duélni sestru, ktera fika, ze pokud je k velikost nejvét-
siho Fetézce v (X, <), kde mnozina X je koneénd, lze X pokryt pomoci k antifetézcti.

Véta. (Spernerova) Méjme libovolny antifetézec F' na mnoziné viech podmnozin
mnoziny X, |X| = n, uspofddané inkluzi. Pak |F| < (nT/LQ)

A konecné priklady

Konecéné se dostavame k pfikladim a tlohdm. Nékteré z nich se daji fesit elemen-
tarné, jiné jsou usity na miru jedné z vyse uvedenych vét. Nejprve si vyzkousSime
vyFesit nékolik spise teoretickych tloh (sefazenych pfiblizné od nejlehéi po nejtézsi).
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Cviceni 1. Dokazte, 7e pokud je prvek z nejmensim prvkem néjaké CUM, pak je
i jejim minimalnim prvkem.

Cviceni 2. Je relace byt délitelem na mnoziné piirozenych ¢isel ¢asteénym uspota-
danim? Jinak Feceno, je relace R = {(z,y);x | y} ¢astené usporadani na N? Pokud
ano, ma maximalni, minimalni, nejvétsi a nejmensi prvky? Pokud ano, pokuste se
je chrarakterizovat.

Cviceni 3. Dokazte, Ze kazd4 kone¢nsd CUM m4 miniméalni a maximalni prvek.

Uloha 4. (Véta o reprezentaci) Ukaite, ze pro kazdou CUM (X, <) existuje prosté
zobrazeni f : X — P(X) takové, Ze f(x) C f(y) pravé tehdy, kdyz = < y.

Nasleduji o néco ,,praktictéjsi“ tlohy, jimz podobné lze potkat v rtiznych mate-
matickych soutézich, tfeba MO. Opét jsou usporadany priblizné podle obtiZznosti.

Uloha 5. Ukazte, ze mezi n + 1 ¢isly z mnoziny {1,2,...,2n} jsou dvé takova, ze
jedno déli druhé.

Uloha 6. Je dano 1001 obdélniki s celo¢iselnymi délkami stran nepfesahujicimi
1000. Dokazte, ze je mozné najit t¥i obdélniky takové, ze jeden se vejde do druhého
a druhy do tfetiho. Obdélniky je mozné otacet a stejné velké obdélniky se do sebe
vejdou.

Uloha 7. Test skladajici se ze tif tloh feSilo 49 studentii. Za kazdou tlohu bylo
mozné ziskat 0 az 7 bodt. Dokazte, Ze existuji dva studenti takovi, Ze jeden z nich
ziskal z kazdé ulohy alespon tolik bodu jako ten druhgy.

Uloha 8. Necht n je bezétvercové pfirozené ¢islo.? Uvazme mnozinu D néjakych
jeho délitelt takovych, ze zadny délitel z D nedéli jiného délitele z D. V zavislosti
na n urcete nejveétsi moznou velikost mnoziny D.

Uloha 9. (Erdés, Szekeres) Jsou déna pfirozena ¢isla a,b. Ukazte, Ze z kazdé
posloupnosti, jejiz ¢leny se neopakuji a kterd ma délku ab + 1, lze vybrat rostouci
posloupnost délky a + 1 nebo klesajici posloupnost délky b+ 1.

Uloha 10. Mg¢jme 50 ne nutné riiznych intervalé. Dokazte, Ze alespoii osm z nich
ma spoleény neprazdny prunik, nebo alespon osm z nich je po dvou disjunktnich.

(AUO 1972)
Uloha 11. Bud n pfirozené é&islo. Mnozinu S C {1,2,3,...,n} nazveme trojatou,
pokud neobsahuje tfi ¢leny a,b, ¢ takové, Ze a | b a zaroven b | c¢. Urcete nejvétsi
mozny pocet prvku trojaté mnoziny S. (MEMO 2012)

3Ptirozené &islo je bezétvercové, pokud jej nedéli étverec zadného ptirozeného éisla vétsiho nez
jedna.
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Literatura a zdroje

[1] Matousek, J. a NeSet¥il, J.; Kapitoly z diskrétni matematiky, Praha, 2002
[2] Mirek Olsak, Od Dirichleta k pravdépodobnosti, Sbornik iKS, 2012
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Rozklady

STEPAN SIMSA

Rozklady patii do netradi¢ni c¢asti teorie Cisel, kde misto s nasobenim budeme
pracovat se s¢itanim. Nejprve se sezndmime s tim, co to jsou kompozice, rozklady
a jejich rtzné typy. Seznamime se s Ferrerovymi diagramy, které predstavuji jedno-
duchy, ale uzitecny nastroj, jak si rozklady reprezentovat. Pentagonalni véta zase
prinasi uziteéné poznatky o poctu rozkladd. Ve druhé c¢asti si ukadzeme zékladni
metody pro praci s vytvorujicimi funkcemi, a to nam umozni snadno vyfesit velké
mnozstvi identit. Ke konci se opét vratime ke kombinatorickému pfistupu a doka-
zeme Cohen—Remmelovu vétu.

Pro zacatek nékolik zakladnich pojm1.

Definice. Méjme ptirozené ¢islo n.

(i) Kompozice ¢isla n jsou vyrazy n = a1 + az + -+ + a,, kde aq,...,a, jsou
prirozend ¢isla. Jejich pocet znacime c(n).

(ii) Necht Ay > Ay > -+ > A, jsou pfirozend ¢isla. Pak A = (A, A\a,..., \)
nazyvame rozklad a ¢isla \; jeho ¢édsti. Pokud Ay + --- + A\, = n, tak A
je rozklad ¢isla n. Casto také piseme \ = ()\{1,)\52, ..., Al"), kde exponent
udéva, kolikrat se v rozkladu dana cast vyskytuje.

(iii) Ozna¢me P mnozinu vSech rozkladu a P, mnozinu vSech rozklada ¢isla n.
Jejich podet znaéime p(n) = |Py|.

Cvi€eni 1. Urcete pocet kompozic ¢(n) a poéet kompozic s pravé k ¢astmi c(n, k).

Ferreruv diagram je vizualiazace rozkladu pomoci tecek tak, ze kazdy radek ob-
sahuje tolik tedek jako jedna ¢ast rozkladu. Napiiklad A = (52,3,12) m4 Ferrertiv
diagram:

Definice. Kamarddsky rozklad «' je rozklad, ktery vznikne z rozkladu ~ otoce-
nim Ferrerova diagramu podle diagonély. Napiiklad A = (52, 3,12) m4 kamaradsky
rozklad N = (5,32%,22):
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l

Cvicéeni 2. Pocet rozkladi s maximélné k ¢astmi je stejny jako pocet rozkladu na
Casti neptesahujici ¢islo k.

Cviceni 3. Nahlédnéte, Ze pocet rozkladu ¢isla n je roven poctu rozkladu ¢isla 2n
na n Casti.

Cviceni 4. Rozklad nazveme symetricky, pokud je sdim svym kamaradskym roz-

kladem. Uvédomte si, ze symetrickych rozkladu ¢isla n je stejné jako téch rozkladt
¢isla n, kde jsou jednotlivé ¢asti riizné a soucasné liché.

Cviceni 5. Pocet rozkladu ¢isla n, kde se mohou opakovat pouze ¢asti, které
nejsou délitelné 2™, je stejny jako pocet rozkladt ¢isla n, kde se kazda cast vyskytuje
maximélng (2™ — 1)-krat.

Cviceni 6. Pocet rozkladu ¢isla n na po sobé jdouci éasti (naptiklad 9 = 2+3+4 =
445 =29) je stejny jako pocet lichych délitelu ¢isla n.

Cviceni 7. Pocet rozkladu ¢isla n s riznymi ¢astmi je stejny jako pocet rozkladt
¢isla n s lichymi ¢astmi.

Cvicéeni 8. Bijektivné ukaZte, Zze pocet rozkladu ¢isla n, které neobsahuji druhou
mocninu piirozeného ¢isla, je stejny jako pocet rozkladu ¢isla n, ve kterych se kazdé
¢islo ¢ vyskytuje nanejvys (i — 1)-krét.

Definice. Pentagondlni ¢isla jsou cisla, ktera se daji zapsat ve tvaru 737"22*7"
celé nenulové ¢islo m. Tedy jsou to postupné éisla (pro m = —1,1,...):

1,2,5,7,12,15, 22,26, . ..
Véta. (Pentagonalni) Necht' w(m) = (3m?+m)/2. Pak plati nasledujici t¥i tvrzeni:

pro

(1) ﬁ(l — x") =1+ i(,l)m (qu(m) + zw(*m)) _ i (71)mxw(m).

(2) Nepentagonélni ¢islo n mé stejny pocet rozkladii na sudy pocet riiznych éasti
Jjako na lichy pocet riznych ¢asti. Pro pentagonélni ¢islon = w(+m) je rozdil
poctu rozkladi na sudy pocet riznych c¢asti a poctu rozkladii na lichy pocet
riiznych ¢asti rovany (—1)™.

(3) Pro prirozené ¢islo n plati rekurence

p(n) =p(n—1) +p(n —2) —p(n —5) —p(n —7)+
+p(n—12) +p(n —15) — -+,

kde dodefinujeme p(m) = 0 pro m < 0 a p(0) = 1.
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Definice. (Vytvorujici funkce) Nechf ag,aq,as,... je posloupnost pfirozenych ¢i-
sel. Potom mocninné fada

flx) = Z anx”,
n=0

kde z € C, se nazyva vytvorujici funkci posloupnosti {a, }22,.

Tvrzeni. Necht A je podmnoZina prirozenych déisel. Oznacme

f@) =Y pam)aa"  a  ful@) = par(n)a”,

kdepa(n) apar(n) je postupné podet rozkladu ¢islan na édsti z A a podet rozkladu
¢isla n na c¢asti z A, z nichz zadné se nevyskytuje vice nez k-krat. Pak

1

flx) = H 1_za
acA
1— x(k—i—l)a
_ a kay __
fi@) = [[A+a" -+t = [ 4
acA a€A

Cviceni 9. Dokazte si cviceni 7, 8, 5a pfipadné 2 pomoci vytvorujicich funkci.

Véta. (Sylvester) Oznac¢me Ag(n) pocet rozkladui ¢isla n na liché Césti tak, Ze

riiznych ¢ésti je pravé k. Dale Bi(n) ozna¢me pocet rozkladii ¢isla n sklddajicich se
z k tseku po sobé jdoucich ¢asti. Pak Ap(n) = Bi(n) pro kazdé k,n.

Cviceni 10. Uvédomte si, ze specialni pfipad této véty je cviceni ¢islo 6.

Véta. (Princip inkluze a exkluze) Necht X1, Xa,..., X, jsou koneéné mnoziny a
vSechny jsou podmnozinami mnoziny X. Pak plati

k
P\U&

i=1

—1xl+ > (b

0£1C{1,2,...,k}

Nx

i€l

Vé&ta. (Cohen, Remmel) Necht A = {A},\%,...} aT = {y',~4%, ...} jsou (neko-
necné) posloupnosti rozkladii takové, ze pro kazdou koneénou podmnozinu I pfiro-

zenych cisel plati

icl el

Pak pro kazdé prirozené cislo n je pocet rozkladu ¢isla n neobsahujicich zadny
rozklad z A stejny jako pocet rozkladii ¢isla n neobsahujicich zadny rozklad z T'.
Dusledek. (Glaisherova identita) Pocet rozkladu ¢isla n neobsahujicich Zzddnou
cast, ktera je nasobkem d, je stejny jako pocet rozkladu cisla n, kde je kazda cast
nejvyse (d — 1)-krat.
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Dusledek. (Schurova identita) Podet rozkladu ¢isla n, jejichz ¢dsti ddvaji zbytky
1 a 5 po déleni Sesti, je stejny jako pocet rozkladu cisla n na rizné ¢asti nedélitelné
tfemi.

Navody

Navzajem poparujte kamaradské rozklady.

Spojte tecky z i-tého fadku a i-tého sloupce symetrického rozkladu do jedné

2.

3. 'V rozkladu délky n snizte kazdy s¢itanec o jedna.
4.

¢asti nového rozkladu.

Opakované spojujte 2" +! stejnych ¢asti ve dvé 2™-krat vétsi ¢asti.

5.
6. Dokazte, ze pocet rozkladl na lichy pocet po sobé jdoucich ¢ésti je stejny jako
pocet lichych délitelu ¢isla n mensich nez v/2n.

7. Poparujte rozklady. Naptfiklad 1 +4+3+6=1+14+1+1+1+3+3+3.

8. Nahrazujte v prvnim typu rozkladt vzdy k stejnych ¢éisel k za &islo k2.

Literatura a zdroje

[1] Klazar, M.; Introduction to Number Theory (lecture notes), 2006,
http://kam.mfl.cuni.cz/~klazar/In_utc.pdf

[2] Handl, J.; Obecnd enumerace éiselngch rozkladi, 2011

[3] Andrews, G. E.; The theory of partitions, Cambridge University Press, 1998
(reprint origindlu 1976)

[4] Mirek Olsék; Kombinatorické (ne)pocitdni, Sbornik iKS, 2013,
http://iksko.org/files/sbornik2.pdf

[56] Hirschhorn, M. D. a Hirschhorn, P. M.; Partitions into Consecutive Parts,
Mathematics Magazine, 2003, Volume 76, Number 4, strany 306-308,
http://www.maa.org/sites/default /files/3004420056860.pdf. bannered.pdf

[6] Bui, L.; New Results in Partition Theory, 1997
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Cauchyho nerovnost

MARTIN TOPFER

Cauchy—Schwarz' (zkracené CS) je po AG nerovnosti jednou z nejéastéji pouzi-
vanych nerovnosti. Ukazeme si nékolik jejich podob, které se hodi na rizné druhy
nerovnosti. Nejprve si ji ale dokdzeme v jejim nejcastéji uvadéném tvaru.

Véta. (Cauchyho—Schwarzova nerovnost) Pro kazdé dvé n-tice ui,us,...u, € R a
V1,03, ...0, € R plati

(uf+u§—|—~--+ui)(vf+vg+---+vi) > (ugv1 + Uz + - + Unvy)?,

pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje A € R takové, ze u; = Avy,
Uy = AV, . .., Up = AUp.

Klasicky CS

Priklad 1. Bud ABC trojuhelnik o stranach a, b, c a K LM trojthelnik o stranach
délek k, I, m. Ukazte, Ze

(a® +b* + A)(K* + I + m?) = (ak + bl + cm)?,

praveé kdyz AABC ~ AKLM.
Priklad 2. Dokazte néasledujici nerovnosti pro kladna ¢isla a;, i = 1,...,n € N:
(1) (a1 +az+---+ap) (i+£+~~+ﬁ) >n?,
(2) n(ai+ad+---+a) > (a1 +az+ - +ay)’
Piiklad 3. DokaZte nerovnost pro z,y,z € R*:
2 2 2
ya—ji—z + z?j—x yj—x 2 x+g+2'

1Kratce Cauchyho nerovnost, dlouze obéas Cauchyho—Schwarzova-Bunjakowského nerovnost.
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CS a zlomky

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Je-lin € N aay,as,...,a, € RT, by, by, ..., b, € RT,
pak plati

a  a an\ _ (Vai+az+--+fan)’
DAy .
by b2 bn bi+by+-+b,

Piiklad 4. Pro a,b,c € RT dokaite
2 2 2 9
+ + > .
a+b b+c cH+a a+b+c
Pi#iklad 5. Pro a,b,x,y,z € RT dokazte

x Y z 3
+ + > .
ay+bz az+bxr ar+by " a+d

Priklad 6. (Nesbittova nerovnost) Pro a,b,c € RT dokazte nasledujici nerovnost

a n b n c >3
b+c¢c c+a a+b 2

Priklad 7. Ukaz, Ze pro kladna a, b, ¢ splitujici a + b + ¢ = 1 plati
a N b n c o 9
1+bc 1+ca 1+ab ™~ 10
(MKS 2009/2010, 1. seridlové série)

Priklad 8. Necht a, b, ¢ jsou kladna d&isla, jejichZ soudin je roven jedné. DokazZte,
ze plati

1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c) ba+c) Ab+a) 2
(IMO 1995)
CS a odmocniny
Tvrzeni. Bud n pfirozené &islo a ay,as,...,a,, by,ba,...,b, ¢isla kladna. Pak

plati

Vaiby + Vagby + - 4 Vanby, < /(a1 +ag + -+ an)(by + by + - + by,).

Piiklad 9. Dokazte nasledujici nerovnosti pro a,b,c € R*:
(1) Va3 + Vb3 + Ve < /(a+b+c)(a2 + b2+ c2),
(2) Va3 + Vb + V3 < \/3(ad + b3 + ),
(3) avVb+by/c+cva<\/(a+b+c)(a?+b2+c2).
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Priklad 10. Kladné ¢isla x,y, z > 1 spliiuji % + % + % = 2. Dokazte, ze

\/x—1+\/y—1+\/z—1§\/ac+y+z.

(Iranska MO 1998)

Priklad 11. Pro kladné éisla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a b c
+ + > 1
VaZ+8bc Vb2 +8ac 2+ 8ab

(IMO 2001)
Piiklad 12. Pro kladna &isla a, b, ¢, x, y, z takova, ze 22 + 3% + 22 = 1, dokazte

> Va2t 1822+ 22 >a+ bt

cyc

Literatura a zdroje

Prednaska vychazi z prispévku Al¢i Skalové z Oldfichova. Je doplnéna nékterymi
piiklady z Mathematical Olympiad Treasures (Titu Andreescu, Bogdan Enescu) a
obsahuje upraveny vybér lehéich prikladii z textu Zdoldvdni nerovnosti (Michal Ro-
linek, Pavel Salom).
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Ramseyova véta

MARTIN TOPFER

,Uplny nepofadek neni mozny.“ Tak by se dala shrnout viechna tvrzeni, ktera si tu
predvedeme. Abychom si zjednodusili pfedstavu naseho svéta, budeme se pohybovat
ve svété grafl.

Piiklad. (Motiva¢ni) Mezi Sesti lidmi jsou alesponi t¥i, ktef{ se navzajem znaj,
nebo alespon tfi, ktefi se neznaji.

Tvrzeni. (Dirichlettv princip) Necht k, n jsou pfirozend ¢isla. Pak kdykoli umis-
time kn + 1 piredmétiu do n prihradek, tak alespon v jedné prihradce bude alespon
k + 1 predméti.

Grafové pojmy

Definice. Graf (V, E) je dvojice mnoZiny vrcholtt V' a mnoZiny hran E.

Definice. Uplng graf K, je graf na vrcholech 1, 2, ..., n, ktery obsahuje viechny
hrany.

Definice. (Hranové) obarveni grafu G pomoci k barev je funkce f, kterd kazdé
hrané prifadi jednu barvu. Matematicky bychom fekli, ze f je zobrazeni z E do
{1,2,...,k}.

Definice. (Indukovany) podgraf grafu (V, E) je takovy graf, ze jeho vrcholy V'
jsou nékteré vrcholy z V a jeho hrany jsou vSechny hrany puvodniho grafu, které
vedou mezi vrcholy z V.

Definice. Klika v grafu je takova mnozina jeho vrchold, ze kazdé dva z nich jsou
spojeny hranou.

Definice. Nezavisla mnoZina v grafu je takovd mnozina jeho vrcholi, Ze zadné dva
z nich nejsou spojeny hranou.
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A jdeme na to!

Véta. (Ramseyova véta — jednoduchd verze) Pro kazda n, m pFirozens ¢isla exis-
tuje N € N tak, Ze vSechny grafy na N vrcholech obsahuji bud kliku velikosti n nebo
nezavislou mnozinu velikosti m. Nejmensi takové ¢islo N nazvéme Ramseyovym ¢is-
lem R(n,m).

O velikosti Ramseyovych ¢isel se toho obecné moc nevi a neexistuje ani zadny
prilis tésny odhad na jejich velikost. Napfiklad o hodnoté R(5,5) vime, Ze je mezi 43
a 49, ale ani v dobé vykonnych pocitaci presnou hodnotu nezname. My si ukazeme
nasledujici odhad na jejich velikost:

i 2% — 2
x _ '
25 < Rk, k) < (k_1>

Nyni si uvédomime, Ze misto rozhodovéni je/neni hrana bychom mohli Gplny graf
obarvovat pomoci dvou barev. Pak se uz prirozené nabizi zobecnéni této véty.

Definice. Graf na vrcholech V je jednobarevnyg v obarveni f, pokud vSechny hrany
maji v f stejnou barvu.

Véta. (Ramseyova véta — vicebarevné verze) Pro libovolnd b,n € N existuje N € N
tak, ze kdyz |V| = N a mnozina barev |B| = b, tak pro kazdé obarveni f : (‘2/) — B
existuje jednobarevny uplny graf na n vrcholech.

Véta. (Schurova véta) Pro libovolny pocet barev b € N existuje N € N tak, Ze
kdyz obarvime ¢isla {1,2, ..., N} pomoci b barev, pak budou existovat tii ¢isla x,y, z
stejné barvy spliujici x +y = z.

Véta. (van der Waerdenova véta) Pro libovolny pocet barev b € N a éislo | existuje

N € N tak, ze kdyZ obarvime ¢isla {1,2, ..., N} pomoci b barev, pak bude existovat
jednobarevna aritmeticka posloupnost délky alespor .

Véta. (Ramseyova véta — nekoneénd) Pro libovolné b € N a mnozinu barev |B| = b
plati, ze pro kazdé obarveni f : (‘2/) — B existuje v nekonec¢ném spocetném grafu
jednobarevny uplny spocetny graf na n vrcholech.

Konecné priklady

Priklad. Ukazte, ze pro kazdé m > 2 existuje pg tak, Ze pro vSechna prvocisla
p > po ma kongruence

T + Ym = 2m  (mod p)
feseni.
Priklad. Spoluprace mezi sedmnécti védci vypada tak, ze kazdi dva komunikuji
o jednom ze t¥i témat. Ukazte, ze existuji tii védci, ktefi se navzajem bavi o stejném
tématu.
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Priklad. Mezindrodni spole¢nost mé celkem 1978 ¢lent ze Sesti zemi, ktefi jsou

ocCislovani ¢isly 1,2,...,1978. Ukazte, ze existuje Clen, jehoz Cislo je souctem cisel
dvou jeho krajand nebo je dvakrat vétsi nez cislo néjakého jeho krajana.
(IMO 1978)

Zdroje a literatura

[1] pfednaska Kombinatorika a grafy II na MFF UK (Vit Jelinek)
[2] Mares, M.; Ramseyovy véty, http://mj.ucw.cz/papers/ramsey.pdf
[3] Taylor, G.; Ramsey Theory,

http://web.mat.bham.ac.uk/D.Kuehn/RamseyGreg.pdf
[4] Hlinény, P.; Graph Theory, lecture 12,
http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Vyuka/GT/Grafy-lect-en-12.pdf
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Od grupoidii ke grupam

MARTINA VAVACKOVA

Grupoid je mnozina, na niz je zavedena jedna binarni operace, tedy zobrazeni,
které kazdé dvojici prvka prifazuje néjaky treti prvek. Podle vlastnosti této operace
Ize grupoidy dale délit — zakladni déleni si na prednasce predstavime a osahame.

Ackoliv se ndm (obzvl4st nékteré) grupoidy mohou na prvni pohled zdéat podivné,
uvidime, ze jsou vlastné docela pfirozené a narazime na né i v bézném zivoté.

Formdlni definice a vlastnosti
Definice. (Grupoid) Mnozina G spolu s binarni operaci - : G x G — G se nazyva
grupoid a znadi se (G, -).
Cvi€eni. Urdete, zda je a) (N,+), b) (N, —) grupoid.
Cviceni. Kolik existuje grupoidi na mnoziné {1,2}?

Ma4-1i mnozina G koneéné mnoho prvki, 1ze na ni zadat binarni operaci pomoci
tabulky vysledkta — tzv. Cayleyho tabulky.
Piiklad. Uvazujme mnozinu {0,1,2} s operaci séitdni modulo 3. Pfislusnd Cay-
leyho tabulka je:

Definice. (Nékteré zakladni vlastnosti grupoidit)

(i) Grupoid (G, ) je asociativni, jestlize pro vSechna a,b,c € G platia- (b-¢) =
(a-b)-c

(ii) Grupoid (G,-) mé latinskou vlastnost, jestlize pro vSechna a,b € G existuje
prévé jedno = takové, ze a - x = b, a pravé jedno y takové, ze y - a = b.
Ekvivalentné, Cayleho tabulka operace - tvori latinsky ¢tverec.

(iii) Grupoid (G, ) mé jednotku, jestlize existuje e € G takové, Ze pro vSechna
acGplatia-e=e-a=na.

(iv) Grupoid (G, -) je komutativni, jestlize pro vSechna a,b, ¢ € G plati a-b = b-a.

(v) Prvek a € G je idempotentni, jestlize a-a = a. Grupoid (G, -) je idempotentni,
jestlize pro vSechna a € G plati a - a = a.

63



OD GRUPOIDU KE GRUPAM

Cviceni. Ukazte, Ze kazdy grupoid mé nejvyse jednu jednotku.

Hierarchie grupoida

Asociativni grupoid se nazyvé pologrupa. Pokud mé navic jednotku, jedna se o mo-
noid. Grupoid s latinskou vlastnosti je kvazigrupa, a pokud ma jednotku, nazyva se
lupa. Asociativni grupoid s latinskou vlastnosti a jednotkou je grupa.!

Grupa
Lupa Monoid
Kvazigrupa Grupoid Pologrupa

s jednotkou

T~

Grupoid

Motivacni priklady
Piiklad. (Maximum) Mnozina R spolu s operaci maxima, ktera kazdé dvojici éisel
a,b € R prifadi to vétsi z nich, je komutativni idempotentni pologrupa.

Piiklad. (Slova) MnoZzina vSech kone¢nych posloupnosti znakti anglické abecedy
spolu s operaci ,zfetézeni“ je monoid. Jednotkou je prazdna posloupnost.

Priklad. (Relativistické s¢itani rychlosti) Mmnozina vSech realnych &isel z intervalu

(—¢, ¢) spolu s operaci & definovanou jako

u +
1+9

<

uPv=

je komutativni lupa s jednotkou 0.

Piiklad. (Aritmeticky priimér) Mnozina R spolu s operaci o definovanou jako
aob= %’b tvori komutativni idempotentni kvazigrupu.

LObvykle se grupa definuje jako asociativni grupoid s jednotkou a inverznimi prvky, nicméné
tato definice je ekvivalentni a pro nase Gcely vyhodnéjsi.
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Cviceni a priklady
Cviceni 1. Ukaite, Ze kdykoliv G je kvazigrupa a pro a,b,c € G platia-b=a-c
nebo b-a=c-a, pak b=c.

Cviéeni 2. Nechf G je asociativni grupoid s latinskou vlastnosti. Ukazte, ze G je
grupa.

Cviéeni 3. Necht G je grupa. Ukazte, Ze pak ke kazdému x € G existuje prvek
L= 271. 2 = e (inverzni prvek).

z~! takovy, ze x -
Cviceni 4. Ukazte, ze kazda idempotentni grupa je uz nutné jednoprvkova.
V nasledujicich ptikladech urcéete, o jaké struktury se jedna.

Priklad 1. Mnozina a) Z, b) Z\{0} s nasobenim.

Pfiklad 2. Mnozina {e, z,y} spolu s operaci - danou néasledujici tabulkou:

Piiklad 3. Permutace na mnoziné {1,2,3,4} se skladanim.

Priklad 4. Komplexni ¢isla a jejich zobecnéni — kvaterniony, oktoniony:

(1) Mnozina {41, +i}, kde i je komplexni jednotka spliiujici i> = —1, spolu
s nasobenim komplexnich ¢isel.

(2) Mnozina {#+1, +i, +5, £k}, kde 4, j, k jsou komplexni jednotky spliiujici i? =
j2 = k% = —1, které se mezi sebou nésobi dle nasledujiciho schématu:

Kdykoliv a # b a vede Sipka od a k b, je a-b=c a b-a = —c, kde ¢ je tteti

jednotka.
(3) Mnozina {+1, £i, 7, +k, I, +m, +n, +o}, kde i, j, k, [, m, n, o jsou kom-
plexni jednotky spliiujici i2 = - -- = 0% = —1, které se mezi sebou nésobi dle

nasledujiciho schématu:
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n k m

Kdykoliv a # b a vede Sipka od a k b, jea-b=c a b-a = —c, kde ¢ je treti
jednotka na tiseéce spojujici a a b.
Piiklad 5. Mnozina funkei a: X — X s operaci sklddani o, definovanou jako
oo Bx) = a(B()), = € X.
Priklad 6. Steineriv systém trojic je mnozina X spolu se souborem neuspoiada-
nych trojic T jejich prvka takovym, Ze pro kazdé z,y € X (z # y) existuje pravé
jedno z € X spliujici {z,y, 2} € T. Na X definujme operaci - ndsledovné:

{ z, pokud z #ya{x,yz}eT,
Xy =
x, pokud z =y.

b
d

Priklad 8. Soubor podmnozin dané mnoziny s operaci sjednoceni.

Piiklad 7. MnozZina { (Z ); a,b,c,d € Z} s maticovym nasobenim.

Zdroje

Cerpala jsem predevsim z prednasky Bindrni systémy Davida Stanovského na MFF
UK, kterému timto dekuji.

66



Simsonova primka

MARTINA VAVACKOVA

Simsonova primka je uziteénym néastrojem k feseni nékterych geometrickych tloh,

které se objevuji v olympiaddach a dalsich soutézich. Je tedy vyhodné o ni védét a
naucit se ji pouzivat — presné to bude obsahem prednasky.

Véta. (Simsonova piimka) Méjme trojahelnik ABC a bod P. Pak paty kolmic
z bodu P na piimky BC, CA a AB lezi na jedné piimce, pravé kdyz bod P lezi na
kruznici opsané trojuhelniku ABC. Tato primka se nazyva Simsonova primka bodu
P vzhledem k trojiuhelniku ABC.

UZite€né vlastnosti

(a) Simsonovou pfimkou vrcholu trojihelnika je vyska na protéjsi stranu.
(b) Simsonovou pfimkou obrazu vrcholu podle stfedu kruznice opsané je prot&jsi
strana.
(c) Je-li S stfed kruznice opsané, pak Simsonovy pfimky boda P a @ sviraji
tthel 1|<PSQ)|.
(d) Je-li H ortocentrum, pak Simsonova piimka bodu P ptli usecku PH.
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(e) Maji-li dva trojihelniky spole¢nou kruznici opsanou, pak tthel Simsonovych
primek bodu P vzhledem k témto trojihelniktim nezavisi na volbé bodu P.

Cviceni. Ukazte, Ze Simsonovy pfimky protéjsich bodt na kruznici opsané danému
trojuhelniku se protinaji na kruznici deviti bodd tohoto trojihelnika.

Cviceni. Ukaite, ze obrazy piimky prochazejici ortocentrem podle stran trojthel-
nika se protinaji v jednom bodé na kruznici opsané.

Sbirka prikladii

Priklad 1. V trojihelniku ABC protne vyska z vrcholu A kruznici opsanou po-
druhé v bodé P. Ukaite, Ze Simsonova pfimka bodu P je rovnobézna s tec¢nou ke
kruZnici opsané v bodé A.

Priklad 2. Mgjme trojuhelnik ABC a pfimku, kterd protina strany BC, AC' a AB
postupné v bodech R, S a T. Oznac¢me P prusecik kruznic opsanych trojihelniktim
ABC a RSC. Ukazte, ze ¢tyfuhelnik APST je tétivovy.

Priklad 3. Na pfimce jsou ddny body A, B, C a mimo ni bod P. Dokazte, Ze bod
P lezi na kruznici opsané trojuhelniku tvorenému stfedy kruznic opsanych trojihel-
nikim ABP, BCP, ACP.

Priklad 4. V trojuhelniku ABC protina osa tthlu BAC protéjsi stranu v bodé D.
Oznac¢me P, () paty kolmic vedenych bodem D na strany AB, AC. Kolmice na BC
z bodu D protne PQ v bodé X. Ukazte, ze X lezi na t&Znici z bodu A.

Priklad 5. Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsan do pulkruZnice se stfedem O
a prumérem AB. Oznaéme P, @, R, S postupné paty kolmic z bodu Y na pfimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokaite, ze velikost ostrého thlu, ktery sviraji pfimky PQ a
RS, je rovna 1|<XO0Z|. (USAMO 2010)

Priklad 6. Necht kruznice vepsana trojuhelniku ABC mé4 stfed I a protind strany
BC, CA, AB postupné v bodech D, E, F. Necht dile M je stied strany BC. Pak
se piimky E'F, DI a AM protinaji v jednom bodé.

Piiklad 7. Na kruznici opsané trojihelniku ABC lezi body P, Q tak, aby PQ ||
BC'. Paty kolmic z bodi P a @ na AB, respektive AC oznacme postupné X, Y7,
respektive Xo, Y5. Dokazte, ze piimky X7 X5 a Y1Y5 se protinaji na vySce na stranu
BC.

Priklad 8. Uvazujme pét bodu A, B, C, D, E takovych, ze ABCD je rovnobéznik
a BCED je tétivovy c¢tyftuhelnik. P¥imka [ prochazi bodem A, protina usecku DC'
v jejim vnitinim bodé F' a pfimku BC v bodé G. Plati-li |EF| = |EG| = |EC|,
ukazte, Ze [ je osou thlu DAB. (IMO 2007)
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Priklad 9. Necht ABCD je teénovy ¢tyithelnik a g je pfimka prochézejici bodem
A, kterd protina stranu BC' v bodé M a stranu C'D v bodé N. Oznac¢me I, I, I3
stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim ABM, MNC a N DA. Ukazte, Ze ortocen-
trum trojuhelnika I 513 lezi na piimce g. (IMO Shortlist 2009)

Priklad 10. Oznacéme H ortocentrum ostrotihlého trojuhelnika ABC a k jeho
kruZnici opsanou. Pfimka prochézejici bodem H protne kratsi oblouky AC, BC
kruznice k postupné v bodech M, P. Rovnobézka se Simsonovou pfimkou bodu P
vzhledem k trojihelniku ABC vedend bodem M protne k v bodé K, rovnobézka
s BC' vedena bodem P protne k podruhé v bodé ). Ozna¢me J prisecik BC a KQ.

Dokazte, ze trojuhelnik KJM je rovnoramenny. (China TST 2011)
Navody

1. Vythlete pomoci obvodového a tisekového thlu.

2. Bodem P vedte kolmice na strany trojuhelnika ABC a pfimku ST.

3. Interpretujte stiedy tisecek AP, BP, CP jako paty kolmic.

4. Spustte kolmici ze stiedu kratsiho oblouku BC' a pouZijte stejnolehlost.

5. Vsimnéte si, ze PQ a RS se protinaji na AB.

6. Za pomoci Simsonovy véty ukazte, Zze body A, M a pruseéik DI a EF lezi na
jedné primce.

7. Dokreslete kolmice z P, Q na BC a najdéte rovnobézniky.

8. Uvazte Simsonovu pfimku bodu F vzhledem k trojuhelniku BC'D a vythlete.

9. Vyuwijte vlastnost (d) Simsonovy piimky bodu C vzhledem k trojihelniku
I I,15.

10. Oznacéte S = M PN BC a uvédomte si, ze staci, aby K.SJM byl tétivovy.

Literatura a zdroje
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Na zavér bych chtéla podékovat Pepovi Tkadlecovi, z jehoz prispévku jsem pre-
vzala ¢ast uloh.
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