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Funkcionalni rovnice

\ Haria Bendova

Uvod

Funkcionélni rovnici minime takovou rovnici, ve které nevystupuji jako hledané
neznadmé cisla, ale funkce. Na této pfednasce si osvojime préaci s funkciondlnimi
rovnicemi a nauc¢ime se nékteré zakladni metody jejich feseni.

Substitu¢ni metoda
Substitu¢ni metoda je zakladni metodou feSeni funkcionalnich rovnic a spociva
v nasledujicim postupu:

Predpokladame, ze uz mame Feseni funkcionalni rovnice, a vhodnym dosaze-
nim za proménné se snazime zjistit, co toto feSeni splniuje. Nékdy zjistime, ze ma
néjakou uzitec¢nou vlastnost, kterou miizeme dale vyuzit, jindy dostaneme piimo
tvar, jak musi vypadat. Pokud zjistime, Ze feSeni musi mit néjaky konkrétni tvar,
je nutné jej dosadit do zadané rovnice a zkouskou ovérit, zda je skutecné feSenim.

Piiklad. Naleznéte v8echny funkce f: R — R spliujici rovnici
flet+y) = fl@)+y

pro vSechna z,y € R.

Reseni. Ptedpoklddejme, Ze jiz mame feseni f. Ozna¢me ¢ = f(0) a dosadme
z = 0. Dostavame
fly)=y+e

a dozasenim do puvodni rovnice snadno ovéfime, ze takova funkce je feSenim pro
libovolné reélné c:

fa+y)=z+ytec=(r+c)+y=f(z)+y.

Vhodné hodnoty k dozaseni (nejéastéji pouzivané):

® I,Yy= Oa

® Y=2x,Yy=—1,

)

e dozaseni takové, aby se rovnaly vyrazy, které se predtim nerovnaly.

VyuZiti vlastnosti funkce

Definice. Funkce f:R — R je
(i) suda, resp. licha, jestlize Vx € R plati f(x) = f(—=z), resp. f(x) = —f(—x),
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(ii) rostouci, resp. klesajici, jestlize Vx,y € R pokud x < y, pak f(z) < f(y),
resp. f(x) > f(y),
(iii) nezdpornd (nebo kladnd), jestlize f(xz) > 0 (nebo f(x) > 0) pro vSechna
reR,
(iv) prostd, jestlize Va,y € R plati ¢ # y = f(x) # f(y) (nebo ekvivalentné
fx)=[fly) =z =y),
(v) na, jestlize Vy € R Jx € R: f(x) =y,
(vi) bijekce, jestlize je prosta a na.
Vyuziti:
e Sudost nebo lichost ulehéuje préaci na polovinu, pokud je potieba Fesit
rovnici zvlast pro kladné a zaporna disla.
e Je-li funkce f prostd a plati f(A4) = f(B), pak dostavdme A = B, pfiéemz

e Je-li funkce f rostouci, pak je také prosta.
e Je-li funkce f na a z € R, miZeme pracovat s ¢ € R takovym, Ze f(c) = x.

Specialni tvary rovnic

Pfi feSeni funkciondlnich rovnic velmi ¢asto narazime na to, ze méa funkce jednu
z nasledujici vlastnosti, proto je uzitecné rozmyslet si, jak v takovych pripadech
postupovat.

1) f(f(x)) = = pro vSechna x € R: potom f je bijekce, tedy mizeme vyuzit jejich
vlastnosti, a ¢asto se také vyplati zkusit za = dosadit f(z), nebot f(x) pak
prejde v z;

2) f(f(z)) = f(z) pro v8echna z € R: uvédomme si, Ze pro vSechna z € Imf =
={yeR:3z eR f(z) =y} je f(z) ==

3) f(z+y) = f(x)+ f(y) pro vSechna x,y € R: tato rovnice se nazyvd Cauchyova
a za dodate¢nych pfedpokladi na funkci f (spojitost, monotonie, ... ) jsou
jejimi jedinymi FeSenimi funkce tvaru f(x) = cz, kde ¢ € R. To se d&4 dokazat
Cauchyovou metodou, kterou se na této prednasce nebudeme zabyvat. Nékteré
funkcionélni rovnice se daji vyfeSit pfevedenim na Cauchyovu rovnici, jejiz
feSeni zname.

Pevné body

Definice. Pevny bod funkce f:R — R je takovy bod z € R, pro néjz f(z) = x.

V nékterych tlohach nam muze vysetfeni pevnych bodt pomoci. Napiiklad
pokud se dopracujeme k tomu, Ze f(g(z)) = g(x), a dokdZeme, Ze f ma jediny
pevny bod, miizeme tim tlohu tuplné vytesit.
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Symetrie

Je-li vyraz na jedné strané funkcionalni rovnice symetricky, tj. nezméni se, po-
kud vzajemné zaménime proménné, pak z toho mizeme usoudit, Zze ani vyraz na
pravé strané se vzajemnou zaménou proménnych nezméni. Neobsahuje-li rovnice
symetricky vyraz rovnou, lze jej Casto zikat vhodnym dosazenim.

Priklad. Najdéte vSechny funkce f, které spliiuji pro vSechna x,y € R funkcio-
nélni rovnici

f(f @)+ f(y) = flz) +v.
Reseni. Vyraz f(f(z)+ f(y)) je symetricky, proto plati

f@) +y=f(f=)+ ) =f(fy) + f(z) = f(y) +z.

Dosazenim y = 0 zjistime, ze f(z) = x + ¢, kde ¢ € R, a zkouskou ovéfime, Ze
vyhovuje jedina funkce, a to f(z) = .

Priklady

Piiklad. Najdéte viechny funkce f: Rt — RT takové, Ze pro viechna x,y € RT
plati

f@)fyf(x)) = f(z +y).

Piiklad. Najdéte viechny funkce f:RT — RT spliiujici pro vSechna kladn4 re-
alna x,y rovnici

flatf)=rf+y)+ Q).
Piiklad. Najdéte vSechny funkce f: R — R spliujici pro vSechna x, y € R rovnici

flaf(@)+ f) =y + ().

(Britskd MO 1997 a 2000)
Priklad. Najdéte vsechny funkce f:R — R spliiujici rovnici

pro vSechna x,y € R, kde |z] znaéi dolni celou ¢ast x. (IMO 2010)

Priklad. Najdéte vSechny funkce f:R — R splitujici pro vSechna x,y € R rovnici

F@f) + f(F@)+ f) = yf (@) + f(z+ fy)-

(MEMO 2009)
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Priklad. Najdéte vSechny funkce f:(0,00) — (0, 00) takové, Ze

(F(w)? + (f(2))? _ w? + a2
[+ 1) P

pro vSechna w, x, y, z spliiujici wx = yz. (IMO 2008)

Piiklad. Vyfeste pro f: R — R funkcionalni rovnici

flx—f(y) = f(fy) +xf(y) + f(z) - 1.

(IMO 1999, Problem 6)

Literatura

Marko Radovanovic: Functional equations, www.imomath.com.

Andrei Jorza: Functional Equations, USA MOSP.
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Indukce bez kraliku

‘ Jaroslav ,, Jard3&" Hanél

Jak to funguje?

Matematicka indukce je nastroj, ktery nam pomahé formalizovat myslenku ,pro
mala cisla to tak funguje a pro velka se to nepokazi“.

Tvrzeni. (Princip matematické indukce) Bud'n € N a V(n) vyrokova formule.
Predpokladejme, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) V(1) je pravdivy vyrok.

(ii) Pro kazdé k € N plati implikace V (k) = V(k + 1).
Pak vyrok V(n) je pravdivy pro kazdé n pfFirozené.

Poznamka. ReSeni vyuzivajici matematickou indukci vZdy sestéva ze dvou kro-
ki. Bod (i) obvykle ovéfime snadno. Ditkaz bodu (ii) (tzv. indukéni krok) pak
zpravidla vedeme tak, ze pfedpokldddme platnost V (k) a odvodime V(k + 1).

Motivacni a vzorovy priklad
Piiklad. Zapiste vyraz 1 +3+5+---+ (2k — 1) v jednodussi forms.
Reseni: Ukazeme, Ze pro kazdé k € N plati

1434544+ (2k—1) =k~

Toto tvrzeni dokazeme indukci. Pro k = 1 skuteéné nastava rovnost (2-1—1 = 12).
Daéle bud ¢ € N libovolné.

Dokéazeme, ze pokud tvrzeni plati pro ¢, plati i pro ¢ 4+ 1. Jelikoz jsme vyse
ukézali, ze plati pro jednicku, bude pak muset platit také pro vSechna piirozend
k. Chceme tedy dokazat, ze

143454+ 2t —1)+(2t+1) = (t+1)%
pfi¢emz muizeme vyuzit toho, Ze
14+3+5+ -+ (2t —1) =+ (1)
Dosadme nyni do levé strany dokazovaného tvrzeni ze vztahu (1) a upravme
[M4+3+54+--+ 2D+t +1)=t2+2t+1)=(t+1)2

Jsme hotovi.
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Priklady na zahtati

Priklad 1. Mg¢jme v roviné N kruZnic, které déli rovinu na nékolik oblasti.
Ukazte, ze je mozné kazdou z téchto oblasti vybarvit jednou ze dvou barev tak, ze
kazdé dvé oblasti se stejnou bavou spolu nesousedi.

Piiklad 2. V roviné je ddno 2n bod®, n > 2, v obecné poloze'. Déle je mezi
témito body sestrojeno n? + 1 tsecek. DokaZte, Ze existuje trojice bodt, ve které
jsou kazdé dva spojeny tseckou.

Priklad 3. Ukazte, Ze pro n > 5 lze ¢tverec rozdélit na n (ne nutné riznych)

étvercu.

Priklad 4. Méjme realné ¢islo x, pro které je hodnota = + % ¢islo celé. Dokazte,
L pro libovolné n € N. (PraSe 26/4, 3. priklad)

xn

7e pak je celé i ¢islo 2™ +

Priklad 5. Pro piirozené ¢islo n si napiSme vSechny zlomky tvaru i, kde cisla
p a ¢ jsou nesoudélna a plati 0 < p < g < n, p+ g > n. Dokazte, ze pak soucet
vSech téchto zlomku je konstantni pro libovolné n € N.  (PraSe 26/4, 5. ptiklad)

Piiklad 6. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje n-ciferné prirozené
¢islo délitelné ¢islem 27, které ma za cifry pouze jenicky a dvojky.

(PraSe 26/4, 6. priklad)
Piiklad 7. Dokazte, ze mezi kazdymi 271! ¢&isly lze najit 2" ¢éisel takovych, Ze
jejich soucet je délitelny 2.
Pi#iklad 8. Dokaite, ze pro libovolné n > 0 pfirozené plati 37+1 | 23" + 1.
Priklad 9. Méjme pfirozena Cisla x1, X2, ..., ZTn, Y1, Y2, - - -, Ym takova, Ze soucty

r1+ T4+ 2xn ay +y2 + -+ Y jsou rovny témuz ¢islu mensimu nez m - n.
Dokazte, ze v rovnosti

Ti+Te+-t+Tn=y1ty2t-+Yn
1ze vyskrtnout nékolik séitanct (ale ne vSechny) tak, aby vzniklo opét platné tvr-

zeni.

Piiklad 10. Pro p liché ozna¢me z; a o kofeny kvadratické rovnice 22 + px —
— 1 = 0. Déale definujme posloupnost y, = =i + x5, kde n > 0. Dokazte, ze ¢isla
Yn & Yn+1 jsou nesoud€lnd pro libovolné n piirozené.

Pfiklad 11. Uvazme vSechny podmnoziny mnoziny {1,2,..., N}, které neobsa-
huji dvé po sobé jdouci ¢isla. Ukazte, Ze soucet ¢tvercti souc¢inu vSech prvkia téchto
mnozin je (N +1)! —1.

1tj. zAdné tii nelezi na p¥imce
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Piiklad 12. Dokazte, Ze pro libovolné n € N plati
i) P4+22+33+. 40 =1+2+3+---+n)
(i) 12+ 42+ 7%+ - + (3n — 2)? = $n(6n® — 3n — 1).
(iii) 22452+ 8%+ -+ -+ (3n — 1) = In(6n? + 3n — 1).

Priklad 13. Dokazte, Ze pro libovolné n > 2 plati nerovnost

1 . 1 P 1 - 1
n+l n+2 2n ~ 2
Priklad 14. Pro n pfirozené dokaZte nerovnost
1 1 1
2(Wn+1-1) <1+ — +—= < 2v/n.

it T e

Piiklad 15. Bud n > 2 pfirozené ¢islo, pak plati

) () () <3

Piiklad 16. Mséjme n € N. Dokazte, Ze plati

135 2n71< 1
2 4 6 2n T \Bn+1

Priklady pro myslitele
Piiklad 17. Méjme a,b pfirozena ¢isla takova, ze podil P = (fb':bf je prirozené
¢islo. Dokazte, Ze potom je to Gtverec. (IMO 1988 — 6. priklad)

Ptiklad 18. Posloupnost {a,} je definovana rekurentné vztahy a,.1 = 3a: +
+4a3, ag = 9. Dokaite, Ze ¢len ajg obsahuje ve svém desitkovém zépisu vice nez
1000 devitek. (Turnaj meést)

Literatura a zdroje
Nejprve bych chtél podékovat J. Tkadlecovi za sepsani uvodu a H. Bendové za
sepsani prispévku, ktery se také stal predlohou pro vybér prikladi.
[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.
[2] Michal Rolinek, Josef Tkadlec, Seminaf Uméni vidét v matematice.



Goniometrické triky
\ Vojta Milos

Pri feSeni se jisté budou hodit tyto vzorce:

sin?z 4+ cos’z =1

2 2

sin2x = 2sinx cos x cos2x = cos” —sin“ x
sin(z £ y) = sinz cosy + cosxsiny cos(x £ y) = cosxzcosy Fsinzsiny
sin(r — ) = sinx cos(m —x) = —cosx
. T ™ .
sin z:t§ =+coszx cos xj:§ = Fsinx

Casto uzivané triky:

e Pii fesSeni soustav rovnic se d4 umocnit na druhou a Sikovné secist tak, aby
vzniklo sin? x + cos? z. Vime totiz, ze takovy soucet je vidy roven jedné.

e Vhodné zvolena goniometricka substituce mize znamenat pfimocaré feSeni
i ve slozité loze, kterd ptivodné zddnou goniometrii neobsahuje.

e Uziteény postieh: sinz + cosz = v2sin (% + ).

e Je dobré vzit v ivahu omezenost funkci sinus a kosinus. Sikovné odhady
mohou vytesit nejednu tlohu.

Lehéi alohy
Piiklad 1. Urcete hodnotu sin 18° - sin 54° bez vypocétu hodnot dil¢ich sinu.
Priklad 2. Najdéte vSechna xz,y € (0, §) takova, Ze

sinz + siny = sin(xy).
Piiklad 3. Vyfeste soustavu pro x,y € R

sinx + siny = sin(z + y)

cosx + cosy = cos(z + y).

Ndpovéda. Typicka ukézka pro trik ,umocni a secti“.

Priklad 4. Najdéte n, je-li ddno
(1+1tg1°)(1+1tg2°) - (1 +tg45°) = 2"

(AMC12P 2002)
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Piiklad 5. Necht a,b,c,d jsou redlna &isla, ktera spliuji a? +b% = 2 +d? =1
a ac + bd = 0. Zjistéte, jakych hodnot mize nabyvat vyraz ab + cd.

Ndpovéda. Substituce je mocné zbrai.

Piiklad 6. Spocditejte:

(a) sin{;, cos{y, tgq{s;

(b) cos36° — cosT2°;

(c) sin10° sin 50° sin 70°.

Priklad 7. Necht a, b, ¢, d jsou realnd ¢isla v intervalu [0, 7] takova, Ze
sina + 7sinb = 4(sin ¢ + 2sind),
cosa + 7cosb = 4(cosc + 2cosd).

Dokazte, ze 2 cos(a — d) = 7cos(b — ¢).

vvvr s

Tézsi aGlohy
Piiklad 8. Urcete nejmensi hodnotu vyrazu
1
sinz  cosy

sinx + cosx + tgx + cot x +

pro realna cisla z. (Putnam 2003)
Piiklad 9. Reéalna ¢isla a, x, y, z vyhovuji podmince
Cosx +cosy+cosz  sinx +siny+sinz
cos(zx+y+z) sinety+z)

Dokazte, ze plati
cos(x + y) + cos(y + z) + cos(x + z) = a.

Priklad 10. Necht a a b jsou realnd ¢isla takova, Ze
sina + sinb =

cosa + cosb =

ol elS

Zjistéte hodnotu sin(a + b). (AMC12 2002)

Literatura

[1] Zuming Feng, Titu Andreescu: 108 Trigonometry Problems, Birkhduser,
Boston — Basel — Berlin, 2005.
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Triky s kvadratickou rovnici
‘ Vit ,Vejtek” Musil

Pojem kvadratické rovnice

Kvadratickou rovnici rozumime rovnici tvaru
2 _
ax” +bxr+c=0,

kde a, b, ¢ jsou realnd ¢isla neboli tzv. koeficienty této rovnice a = je neznama.
Zaroven pozadujeme, aby koeficient a byl rizny od nuly, jinak hovofime o linearni
rovnici. Takové redlné z, pro které rovnice plati, nazjvame FeSenim, nebo téz
korenem rovnice. Nékdy se kvadraticka rovnice uvadi pouze se dvéma koeficienty
p, q ve tvaru 22 4+ px + ¢ = 0, kterého lze dosdhnout délenim a. Navic lze kazdou
kvadratickou rovnici pfevést do tvaru (2az + b)? — D = 0 takzvanym doplnénim
na ¢tverec. Hodnotu D nazyvame diskriminantem této rovnice. Snadno se jiz da

napsat, ze
_ —b+VD

T=—0
Odtud vidime, kdy ma rovnice feSeni, jelikoz je-li D zaporné ¢islo, neexistuje jeho
druh& odmocnina. Pokud je D kladné, obdrzime dvé riizna feSeni, v ptripadé ze
D = 0, oba kofeny splynou v jeden tzv. dvojndsobny korven. Uvahy o hodnoté D se
nam budou ¢asto hodit v mnoha tlohéach k diskusi existence ¢i poctu reseni dané
rovnice.

Vyznam v geometrii

Jistou predstavu ndm mtize poskytnout také nasledujici geometrickéd tivaha. Pied-
stavme si funkci y = az? + bz + ¢ a zkoumejme, kdy y = 0, alébrz kdy ndm nase
funkce protne osu z. Déale si véimnéme, Ze pokud se néjaké funkce a12? + bix + ¢
a agx? + byx + ¢y rovnaji pro viechna z, pak jiz nutné plati

ay =az, by =0by, c1=co.

Ukazme si jednu takovou geometrickou tivahu na nésledujicim prikladé.

Piiklad. Rozhodnéte, zda existuji ¢isla a, b, ¢ € R takova, Ze rovnice ax? + bx +
+ ¢+ A = 0 mé dva redlné koreny, at zvolime parametr A jakkoliv.

Reseni. Predstavme si, Ze takové realn4 éisla a, b, ¢ existuji. Potom nage funkce
f(x) = az? + bz + ¢ musi nabyvat vsech redlnych hodnot. Je-li a = 0, pak f je

11
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line4rni a kazdou hodnotu nabyva pouze jednou. Déle tedy bud a # 0. Upravime-
li si f na étverec f(z) = a(zr — x0)? + yo a uvédomime-li si, ze (x — x¢)? je
nezéporné Cislo, pak f(zg) = yo je minimélni moznd hodnota, kterou mize f
nabyvat v ptripadé, Ze je a kladné, v opacném piipadé je yo maximum. Takové
chovani funkce je vsak v rozporu s tim, Ze nabyva vSech hodnot.

Viétovy vztahy

Dalsi velice diilezitou vlastnosti je skutecnost, ze pokud m4 rovnice az?+bx+c =0
dvé (ne nutné rtiznd) feSeni x; a x, pak plati

az® +br +c=alz — x1)(x — 29).
Roznésobenim pravé strany a porovnanim s levou obdrzime tzv. Viétovy vztahy
c
1y = —, SU1+(E2:—*.
a a
Téchto rovnosti se také obcas vyuziva k feseni tloh, pfikladem budiz nasledujici
uloha.

Piiklad. Urcete vSechny hodnoty redlnych parametri p a ¢, pro néz ma kazda
Z rovnic
z(—p)=3+q  z(x+p)=3-9¢
v oboru realnych cisel dva rizné kofeny, jejichz aritmeticky prumér je jednim
z kofentl zbylé rovnice.
Reseni. 7 Vietovych vztahti pro prvni rovnici dostdvame, ze soucet kofent je p,
jejich aritmetickym primeérem je p/2, jez mé byt kofenem druhé rovnice, tedy plati
p3p_
2 2
Obdobné pro druhou rovnici méame, Ze soucet jejich kofend je —p a —p/2 je kofenem

prvni rovnice a plati
P 3p
L2 =) =34+4. 2
9 < B ) +4q (2)

Odectenim (1) — (2) dostavame, ze ¢ = 0, a dopocteme p = +2. Obé& moznosti
vedou na tutéz dvojici rovnic

x(x —2) =3, x(x+2)=3.

3—q. (1)

Staci se jiz jen presvédcit, ze zadani tlohy je splnéno.
Priklad. DokaZte néasledujici nerovnosti pro z,y € R:
(i) 2*+y*+1>ay+z+y,
(ii) 22 + 9% + 2y + 4 > xy + 2z,
(iii) 222+ 292 +1 > +y+ 2zy.

12
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Priklad. Necht P(x)a Q(x) jsou kvadratické trojéleny, pro které plati, Ze rovnice
P(Q(zx)) = 0 ma kofeny —22, 7, 13. Urlete ¢tvrty kofen této rovnice.

Priklad. Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro néz ma kazda z kvad-
ratickych rovnic

az® +2bx +1=0, b2 4+2ax+1=0

dva rizné realné koteny, pricemz pravé jeden z nich je obéma rovnicim spole¢ny.
(MO 57-B-I)

Priklad. Uvazujme dvé kvadratické rovnice

22 —ax—b=0, 22 —br—a=0

s redlnymi parametry a, b. Zjistéte, jaké nejmensi a jaké nejvétsi hodnoty muze
nabyvat soucet a+b, existuje-li pravé jedno realné cislo z, které soucasné vyhovuje
obéma rovnicim. Urcete déle vSechny dvojice (a,b) redlnych parametrd, pro néz
uvazovany soucet téchto hodnot nabyva. (MO 57-B-II)

Piiklad. Reélna ¢isla a, b maji nasledujici vlastnost: kvadraticka rovnice 2 —

—ax +b—1 =0 ma v mnoziné redlnych ¢isel dva rizné koreny, jejichz rozdil je
kladnym kofenem rovnice 22 — ax + b+ 1 = 0.

(i) Dokazte nerovnost b > 3.

(ii) Vyjadiete kofeny obou rovnic pomoci b.

(MO 59-B-I)

Piiklad. Necht f(z) = 2% + ax + b je kvadraticky trojélen takovy, Ze rovnice
f(f(x)) = 0 ma ¢étyfi redlné kofeny (pocitdno véetné ndsobnosti), pficemz soudet
néjakych dvou z nich je roven —1. Dokaite, ze b < —1/4.  (Mecz Domaslav 2010)

Priklad. Budte a, b, c redlné ¢isla. DokaZte, Ze alespoii jedna z rovnic

mé realny kofen. (Rusko 2007)

Ptiklad. Urdete pocet neprazdnych podmnozin A G M = {2°,2! ... 2%005}
takovych, ze rovnice 22 — S(A)x + S(B) = 0 ma celo¢iselné kofeny. Symbolem
S(A) zde rozumime soudet vSech ¢isel z mnoziny A a B =M\ A. (Rusko 2005)
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Priklad. Budte a, b, ¢ redlné ¢isla takova, Ze pro kazdou dvojici rovnic

2>+ axr+b=0,

224+ br+c=0,

2 +ecx+a=0
existuje pravé jedno spolecné realné feseni. Urcete vSechny hodnoty, kterych muze
nabyvat vyraz a? + b* + 2. (MEMO 2009)

Priklad. Necht a, b jsou rtiznd realna cisla takové, Ze rovnice
(2% + 20ax + 10b)(2? 4 20bz + 10a) = 0

nema zadné realné kofeny. Dokazte, Ze hodnota 20(b — a) neni celociselna.
(Rusko 2010)

dratické trojcleny s koeficienty 1 u kvadratického
) =0 a g(f(z)) = 0 nemé redlné kofeny, pak

0 a g(g(z)) = 0 nema realné kofeny.
(Rusko 2007)

Priklad. Budte f(z) a g(x) kva
¢lenu. Dokazte, ze pokud f(g(x)
alespoii jedna z rovnic f(f(z)) =

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Josef Tkadlec: Seminaf Umént vidét v matematice.
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Grafové ulohy
\ Tomds ,Savlik" Pavlik

Na pfednasce si kromé zakladnich definic ukdzeme hlavné nékteré zajimavé ulohy,
které se daji pékné fesit pomoci teorie grafi. Vétsina prikladi se fesi trikem, takze
neni tfeba hlubsich znalosti. Také si ukazeme, jak se v grafech vyuziva extremalni
princip.

Definice

Definice. Graf G je usporddand dvojice G = (V, E), kde V je neprazdna mno-
zina a E je mnozina dvoubodovych podmnozin V. Potom V nazyvame mnozinou
vrcholii a E mnozinou hran.

Definice. Graf G je bipartitni, pokud jeho vrcholy miizeme rozdélit na dvé dis-
junktni podmnoziny A a B tak, aby V{u,v} € E:u€ A & v € B.

Definice. KruZnice na n vrcholech je graf, jehoz mnozinou hran je
E={{vi,vi1}ri=1,2,...,n} U{vp, 01 }.

Definice. Graf je rovinny, pokud ho Ize nakreslit do roviny bez krizeni hran.
Sténa grafu je ¢ast plochy, ktera je ohrani¢ena hranami grafu a pritom zadnou
neobsahuje.

Definice. Stupen vrcholu je pocet hran, které ho obsahuji.

Jednoduché priklady

Piiklad 1. Dokazte, Ze graf je bipartitni, pravé kdyZz neobsahuje Zddnou kruznici
liché délky.

Piiklad 2. Méjme graf na n vrcholech. Kazdy vrchol mé stupen alespon 1 <
< k < n. Dokazte, ze existuje kruznice o alespon k vrcholech.

Piiklad 3. Méjme uplny graf na deviti vrcholech. Kazkou hranu obarvime jed-
nou ze t¥l barev. Dokazte, ze v tomto grafu existuje jednobarevny trojtihelnik,
kdyz vite, ze graf obsahuje pravé tii bilé hrany. (IMO 1992)

Priklad 4. Je déna tabulka n X n, v niz je zaplnéno 2n poli¢ek. Dvé policka jsou
spojena zelenou hranou, pokud jsou na stejném fadku, a ¢ervenou hranou, pokud
jsou ve stejném sloupci. Dokazte, Ze existuje kruznice, ve které se stfidaji barvy
hran. (IMC 1999)

Priklad 5. Je déan rovinny graf takovy, Ze vSechny jeho stény jsou ohranicené
tfemi hranami. Kazdy vrchol obarvime jednou ze t¥i barev. Dokazte, ze pocet
trojuhelnikt, které maji kazdy vrchol jinak barevny, je sudy.
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A hura do Egypta!

Piiklad 6. Dva archeologové se nudi, a tak se rozhodli zahrat si hru. Je dan ro-
vinny graf takovy, Ze vnéjsi sténa je ohranicend Ctyimi hranami a vSechny ostatni
tfemi hranami. Dva prot€jsi vrcholy jsou modré a druhé dva cervené. Jeden ar-
cheolog ma modrou a druhy cervenou barvu. Stfidavé obarvuji dosud neobarvené
vrcholy az jeden spoji dva své pavodni vrcholy svoji barvou. Hra konéi remizou,
pokud jsou obarvend vSechna pole a nikdo zatim nevyhral. Dokazte, ze vzdy ma
nékdo vyhravajici strategii. (PraSe, 17. rocnik, 3. série)

Piiklad 7. Archeolog se pfi prizkumu pyramidy ztrati v labyrintu. Oznadi si
kfizovatku, kde praveé stoji, jako s. Vymysli nasledujici strategii prohledavéni:
(i) ZAdnou chodbou neprojde dvakrat stejnym smérem.
(ii) Pokud pfijde na kiizovatku, kde jesté nebyl, oznadi si cestu, po které prisel.
Tuto cestu pouzije k odchodu, jen kdyz neméd jinou moznost.

(iii) Pokud uz nem4 kam jit podle pravidla (i), doZene a sni ho mumie.
Dokazte, ze pokud existuje vychod, prizkumnik ho touto strategii najde, a v opac-
ném pfipadé zemfe na kiiZzovatce s. (PraSe, 22. ro¢nik, text k seridlu)
Priklad 8. Pii vykopavkach se nasla tabulka n x n, kde v kazdém poli je vy-
ryt jeden hieroglyf. Plati, Ze zadné dva fadky nejsou uplné shodné. Dokazte, Ze
miizeme odebrat jeden sloupec tak, aby se tato vlastnost zachovala.

Piiklad 9. Na prizkumné vypravé o n > 6 lidech se kazdy znd s piesné tfemi
kolegy. Vyprava dorazi na kfizovatku a musi se rozdélit. Dokazte, ze se zvladne

rozdélit na dvé Casti tak, aby kazdy znal alespon dva kolegy, se kterymi bude
pokracovat déle. (CS sttetnuti 1997)

Literatura a zdroje

Cerpal jsem hlavné z PraSeci knihovny http://mks.mff.cuni.cz/library/, a to kon-
krétné ze starsich ptispévka Aléi Skalové a Jardy Hanéla, ¢imz jim dékuji.
[1] T. Andreescu, G. Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press, 2008.
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Teézisté v kombinatorice

\ Monca Pospisilova

Uvod

Kombinatorické tlohy, ve kterych mame danymi atvary pokryt urc¢itou plochu, lze
elegantné resit pomoci obarvovani. Zde se nauc¢ime tytéz tlohy fesit jinak. Vyuzi-
Uvidime, ze zpravidla dojdeme k trivialnimu sporu typu ,sudé neni liché“ nebo
naopak.

Obvykle se plocha pokryva ,kostickami“, které se odborné nazyvaji k-mina
nebo polymina (napf. trimina, tetramina, pentamina). V nasledujicich tlohach se

na obrazku:

a)

ey

My

— e —
mOX; +---+m,0X, = 0,
kde O je tézisté bodu Xy, ..., X,, s hmotnostmi my,...,m,. V naSem piipadé
body Xi,..., X, predstavuji tézisté tetramin, jez maji ale vSechny stejnou ,,hmot-

nost“, proto plati:

—_— =

—
OX;++0X,=10.
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Navod jak zacit

Mvoey

Vvev

Jednotkova vzdalenost bude délka strany malé dil¢i kosticky. Potom soucet vsech

z-ovych i y-ovych soufadnic t6zisf k-min musi byt roven 0.

Piiklady

Piiklad 1. Ctvercova podlaha je pokryta dlazdicemi typu 2 x 2 a 1 x 4. Jedna
dlazdice se ale rozbila. K dispozici mame dlazdici druhého typu. Ukazte, ze neni
mozné dlazdice preskladat tak, aby podlahu pokryly.

Piiklad 2. Dokazte, Ze Sachovnici 10 x 10 nelze pokryt 25 tetraminy typu 7.
Piiklad 3. Dokazte, ze Sachovnici 10 x 10 nelze pokryt 25 tetraminy typu 1.

Piiklad 4. Dokazte, Ze Sachovnici 8 X 8 nelze pokryt 15 tetraminy typu T a
jednim tetraminem typu O.

Piiklad 5. Mame Sachovnici n X n bez rohovych poli. Pro jaké n lze Sachovnici
pokryt tetraminy typu L?

Piiklad 6. Stifedové soumérny utvar je sloZzeny z n tetramin L a k tetramin [.
Dokazte, Ze n je sudé. (Prasolov)

Piiklad 7. Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnacti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde
vSude muze byt dilek 1 x 17

Priklad 8. Mame Sachovnici n x n pokrytou tetraminy typu 7. Necht a, b, ¢, d
jsou pocty tetramin vSech ¢tyf moZnych orientaci (dle obr. b) oznadenych A, B,
C, D. Dokazte, ze 4 | (a+b—c—d) (Dobosevych)

Priklad 9. Lze néjakou stfedové soumérnou plochu pokryt tetraminy typu L a
triminy typu ,roh“? Polymina je zakdzano otacet ¢i prevracet.
Literatura a zdroje

[1] Harun Siljak: Centroids and Tiling Problems, Mathematical reflections 5,
2009.
[2] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.
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Angle chasing
\

Michal ,,Kenny" Rolinek

Angle chasing neboli ¢esky ,,pocitdni 1hli“ je nejsilnéjsi geometricka technika vi-
bec. Prestoze jsou jeji principy jednoduché, ovladnout ji dikladné se podaii mé-
lokomu. Na predndasce si ukdzeme zakladni strategie pii feSeni dloh a vyfeSime
s jejich pomoci tlohy jak klasické, tak i ty nejzajimavéjsi tlohy z poslednich let.

Zaklady angle chasing

Tvrzeni. (charakteristika tétivovych étyfthelnikd) Necht ABCD je konvexni
¢tyrihelnik. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ABCD je tétivovy (mé opsanou kruznici).
(ii) |[<ACB| = |<ADB].
(ili) [<ABC|+ |<ADC| = 180°.

Tvrzeni. (tsekovy thel) Necht ABCD je étyiiihelnik vepsany do kruznice k a
p primka prochazejici bodem A. Na piimce p zvolme bod X tak, aby thel X AB
byl ostry. Pak plati, Ze p je te¢na kruzmice k, pravé kdyz |<X AB| = |[<ACB|.

Definice. (antirovnobéznost) Je ddn tthel <XVY. Je-li piimka p rovnobézna
s osovym obrazem piimky q podle osy thlu <XVY, pak pfimky p,q nazveme
antirovnobézné vzhledem k thlu <X VY.

Tvrzeni. (O antirovnobézkich) Je ddn tthel <X VY. Pak riizné pfimky p, q jsou
v ném antirovnobézné, pravé kdyz jejich priseciky s rameny thlu tvoii tétivovy
Ctyrahelnik.

Dobré rady

) Urcete, které thly jsou v tloze dominantni.
) Rozmyslete si, které thly umite vyjadfit pomoci dominantnich thla.
(iii) Na kruznicich pracujte s velikostmi oblouk.
(iv) Postupujte odpfedu (,,Vim, ze ...“) i odzadu (,,Stacilo by mi ...*).
) Do obrazku kreslete s rozmyslem.

) Naucte se (idedlné nazpamét!) thly v béZnych situacich a ty pak v tlohéach
hledejte (jsou tam castéji, nez si myslite).
(vii) Preformulujte zadéni tak, abyste méli v ruce co nejsilnéjsi tvrzeni.

Typické priklady

Piiklad 1. Na stranidch BC, CD ¢&tverce ABCD jsou zvoleny body P, @ tak,
Ze |<QAP| = 45°. Dale budte X = APN BD, Y = AQ N BD. Ukazte, ze body
X, Y, P, Q, C lezi na jedné kruznici.
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Priklad 2. (Lemma o dvou kruznicich)  Jsou dény kruZnice k, I, které se pro-
tinaji v bodech A, B Na kruznici k& zvolme bod X a sestrojme Y jako prusecik
pfimky X B s kruznici l. Ukazte, Zze nezavisle na volbé bodu X mé trojuhelnik
AXY vizdy stejné vnitini ahly.

Priklad 3. (Brocard point) Je dan trojuhelnik ABC'. Sestrojme kruznici, kterd
se dotyka strany AB v bodé A a prochazi bodem C. Analogicky (cyklickou zamé-
nou) sestrojme dalsi dvé kruznice. Ukazte, Ze tyto kruZnice se protinaji v jednom

bodé.

Priklad 4. (Simson line) Je dan trojuhelnik ABC a bod D na jeho kruznici
opsané. Z bodu D spustime (!) kolmice na strany BC, CA, AB a jejich paty
oznac¢ime P, @), R. Dokazte, ze P, @, R lezi v pfimce.

Priklad 5. (O pfetrzené kruznici)  Uvnitf rovnobéznika ABCD je dan bod P
takovy, ze plati |[<APB| + |<CPD| = 180°. Dokazte |[<PBC| = |<PDC]|.

Piiklad 6. Jsou dany kruZnice k, I, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me
K, L po tadé dotykové body jejich spole¢né tecny zvolené tak, ze bod B je vnitinim
bodem trojuhelniku AK L. Na kruZnicich k£ a [ zvolme po fadé body N a M tak,
aby bod A byl vnitfnim bodem tsecky M N. Dokazte, ze ¢tyftahelnik KLMN je
tétivovy, pravé kdyz pfimka M N je tecnou kruznice opsané trojuhelniku AK L.
(MO A-60-1)

Lehké priklady

Piiklad 7. Je déan tétivovy ctyithelnik ABCD. Ozna¢me P = ABNCD, Q =
= BC N DA. Dokazte, ze osy uhlat <APD a <BQD jsou na sebe kolmé.

Priklad 8. Je dan pravouhly trojihelnik s pravym thlem u vrcholu C. Osy uhlu
BAC a ABC protnou strany BC' a C'A postupné v bodech P a @. Paty kolmic
vedenych z bodi P a @ na primku AB oznacme postupné M, N. Urcete velikost
thlu MCN. (Britskd MO 1995)

Piiklad 9. Ctverec ABCD je vepsany do kruznice k. Na kratsim oblouku AB
kruznice k zvolme bod P. Déle budte X = PDNAB,Y = PC N BD. Dokazte, ze
XY 1 BD.

Piiklad 10. Prisecik tthlopficek lichobézniku ABCD vepsaného do kruznice k
se stfedem O € AB ozna¢me E. Naleznéme bod F' tak, aby AOEF byl rovnobéz-
nik. Ukazte, ze |AP| = |PD|. (KMS 09/10)

Priklad 11. Necht ABC je ostrothly trojihelnik. Sestrojme body K, L, M, N
tak, aby ABM N a LBCK byly shodné pravothelniky pfipsané zvenéi ke stranam
AB a BC'. Dokaite, ze pfimky AL, NK, MC prochézeji jednim bodem.
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P¥iklad 12. Ctverec ABCD je vepsany do kruznice k. Na kratsim oblouku C'D
kruznice k zvolme bod L. Déle budte K = ALNCD, M = ADNCL a N =
= M KNBC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na jedné kruznici. (MO A-54-III)

Stredn& obtizné priklady

Priklad 13. (Miquel point of quadrilateral) Je dén tétivovy ¢tyfuhelnik ABC'D
abody P=ABNCD, @ = ADNBC. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikm
ABQ, CDQ, ADP, BCP prochézeji jednim bodem.

Priklad 14. Nechf [ je stfed kruznice vepsané AABC. Déle zvolme E € AT tak,
aby BE | Al. Ukazte, ze bod E lezi na spojnici bodi dotyku kruznice vepsané
se stranami AC, BC.

Priklad 15. Necht K je bod na strané AB trojihelnika ABC. Pfimka CK
protne kruznici opsanou podruhé v bodé L. KruZnice opsané trojuhelnikim AK L
a BK L ozna¢me postupné ki, ko. Dokazte nasledujici tvrzeni:
(i) AC je te¢nou kq, pravé kdyz BC je tecnou k.
(ii) Necht AC protne k; podruhé v bodé P (P # A) a BC protne kg podruhé
v bodé Q (Q # B). Ukazte, Zze body P, Q, K lezi v pfimce.

Priklad 16. V trojuhelniku ABC oznaéme Ag patu vysky z vrcholu A. Ukazte,
Ze paty kolmic vedenych z bodu Ag na zbylé strany trojihelnika a zbylé vysky lezi
v pfimce.

Priklad 17. Necht AK, BL, CM jsou vysky v ostrotthlém trojihelniku ABC' a
H jeho ortocentrum. Ozna¢me S = BLNK M, P stied tse¢ky AH aT = LPNAM.
Ukazte, ze T'S 1. BC.

Piiklad 18. Kruznice ki a ko se stfedy Op, Os se protinaji v bodech A, B.
Poloptimka OB protne ko podruhé v bodé F' a polopfimka OB protne k; po-
druhé v bodé E. Rovnobézka s E'F prochazejici bodem B protne ki, ks postupné
v bodech M, N. Ukazte, ze plati MN = AFE + AF. (Rusko 1995)

Piiklad 19. KruZnice k m4 stfed na strané AB tétivového étytthelnika ABC D,
pfi¢emz zbylé strany tohoto ¢tyiihelnika jsou tecny kruznice k. Ukazte, Ze plati
|AD| + |BC| = |AB|. (IMO 1985)
Piiklad 20. Dvé kruznice se protinaji v bodech A, B. Bodem B vedme pfimku,
ktera protne prvni kruznici v bodé C' a druhou v bodé D. Te¢na k prvni kruznici
vedend bodem C' protne te¢nu ke druhé kruznici vedenou bodem D v bodé M.
Rovnobézka s CM prochazejici prusecikem AM a CD protne AC v bodé K.
Ukazte, ze BK je te¢na druhé kruznice.

Priklad 21. Necht AD, BE, CF jsou vysky v ostrothlém AABC. Dale P, Q,
R jsou postupné stiedy tusecek E'F, F'D, DE. Ukazte, ze kolmice vedené z bodi
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P, @, R postupné na piimky BC, C A, AB prochézeji jednim bodem.

Priklad 22. Rovnoramennému trojuhelniku ABC (|AC| = |BC|) je vepsana
kruzZnice, ktera se dotyka jeho stran AB, BC postupné v bodech D a E. Primka
prochéazejici bodem A riazna od AF protina kruznici vepsanou postupné v bodech
F a G. Pfimka AB protind EF a EG postupné v K a L. Ukazte, ze |DK| =
= |DL|. (MEMO 2008)

Priklad 23. Dvé zrcadla tvoii thel <X VY. Z bodu A uvniti tohoto thlu vy-
Sleme paprsek svétla, ktery se odrazi v bodech B, C lezicich postupné na primkach
VX a VY a pak se vrati opét do A. Ukazte, Ze stfed kruznice opsané V BC lezi
na piimce V A. (KMS 09/10)

Piiklad 24. Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. Spoleéna te¢na t se jich
dotyka postupné v bodech K, L. Déle teéna ke kruZnici opsané K LA vedena
bodem A protne ¢t v bodé H. Ukazte, Ze H lezi na spojnici stfedu k a (.

Tézké priklady
Piiklad 25. V tétivovém cétyfthelniku ABC D existuje na uhlopfi¢ce AC takovy
bod E, Ze plati |AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Déle bud M stied kruZnice k opsané
trojuhelniku BDE. Kruznice k protne AC podruhé v bodé F. Ukazte, Ze pfimky
FM, AD, BC prochazeji jednim bodem. (MEMO 2010)

Piiklad 26. Uhlopiicky lichobéznika ABCD se protinaji v bodé P. Bod Q lezi
mezi rovnobézkami BC' a AD tak, ze |[<AQD| = |[<CQB| a piimka CD oddéluje
body P a Q. Dokazte, Ze |[<BQP| = |[<DAQ). (IMO shortlist 2007)

Priklad 27. Oznaéme D stfed strany BC' rovnoramenného trojihelnika ABC
(|JAB| = |AC|). Bod E lezi vné trojuhelnika ABC' tak, aby CE | AB a |BE| =
= |BD|. Bud M stied tse¢ky BE a bod F nalezneme na kratsim oblouku AD
kruZnice opsané trojihelniku ABD tak, aby M F | BE. Dokazte, ze ED 1 FD.

(China girls MO 2010)

Piiklad 28. Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsany do pilkruznice s pri-
mérem AB. Ozna¢me P, @), R, S paty kolmic z bodu Y postupné na piimky
AX, BX, AZ, BZ. Dokazte, Ze ostry tithel mezi pfimkami PQ a RS mé poloviéni
velikost nez tthel <XOZ, kde O je stied tsecky AB. (USAMO 2010)

Piiklad 29. Kruznice k; a ko se stfedy Op, Os se protinaji v bodech A, B.
Piimka vedend bodem A protne podruhé kruznice k1, ks po fadé v bodech Y, Z.
Necht se te¢ny vedené body Y a Z postupné ke kruznicim k7, ko protnou v bodé
X a P =Y0O; N ZO;3. Oznacme jesté O stfed kruznice opsané k trojuhelniku
0102 B a (@ jeji druhy prusecik s pfimkou X B. Dokazte, ze PQ je primeér kruznice
k. (China 1991)
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Piiklad 30. Je dén rovnobéznik ABC D a bod E takovy, Ze ¢tyiuhelnik BCED
je tétivovy. Bodem A vedme piimku ¢ a jeji priseéiky s tseckami DC a BC
ozna¢me postupné F' a G. Predpokladejme, Ze plati |EF| = |EG| = |EC|. Dokazte,
ze { je osa Ghlu <DAB. (IMO 2007)

Priklad 31. Necht ABC je trojuhelnik, v némz priseéiky strany BC s osou
thlu <BAC a téznici z vrcholu A oznac¢ime postupné N a M. Déle budte P a
Q@ body, v nichz kolmice k AN vedend bodem N protne postupné MA a BA.
Konecéné O je prusecik kolmice k AB vedené bodem P a piimky AN. Dokazte, ze
0Q 1 BC. (APMO 2000)

Priklad 32. (Pascal theorem) Body A, B, C, D, E, F lezi na jedné kruznici.
Ukazte, ze body P = AENBF, Q= BDNCE, R= AD N CF lez na pfimce.

Piiklad 33. Ozna¢me O stfed kruznice opsané AABC. Pfimka vedend bodem
O protne AB, AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me R a S sttedy CM a BN.
Ukazte, ze |[<ROS| = |<BAC]. (KMS 09/10-7)

Piiklad 34. Na kratsim oblouku BC kruZnice opsané trojihelniku ABC zvolme
bod K. KruZnice k,l maji obé vnitini dotyk s kruznici opsanou v bodé K. Prvni
z nich se dotyka strany AB v bodé M a druha se dotykd AC v bodé N. Dokazte,
7e stfed kruznice vepsané ABC lezi na M N.

Priklad 35. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik, jehoZ strany jsou vSechny
ruzné dlouhé. Oznaéme M, N a P postupné stfedy stran BC, CA a AB. Osy
stran AB a BC protinaji pfimku AM postupné v bodech D a E. Koneéné bud
F = BD N CE bod uvnitt ABC. Dokazte, ze body A, N, F, P lezi na jedné
kruznici. (USAMO 2008)

Literatura a zdroje

[1] Férum Mathlinks — www.mathlinks.ro.
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Teorie her
Al&a Skdlovd

Co je teorie her?

Hrou rozumime jakoukoliv konfliktni situaci dvou a vice hraci, ve které kazdy
hra¢ ovliviiuje vysledek. Patti sem jak klasické hry (Sachy, ¢lovéce nezlob se), tak
i situace, které se hram, jak je zndme, viibec nepodobaji (firmy na trhu si navza-
jem konkuruji, zvitata soupefi o zdroj potravy nebo teritorium, ... ). Konfliktni
neznamend nutné, ze hracéi hraji proti sobé (takzvany antagonosticky konflikt), ale
pouze to, Ze se navzajem ovliviuji.

Teorie her se zjednodusené receno zabyva tim, jak ma hrac¢ hrat, aby vyhral
(pFipadné prohral co nejméné).

Abychom mohli povédét, jak se ma hra¢ zachovat, aby co nejvice ziskal, po-
trebuje védét, co je pro néj podstatné. Protoze v matematice se Spatné pracuje
s hodnocenim ,vyhrat dvé hrusky je o trochu lepsi, nez jedno jablko, a o hodné
lepsi, nez vyhrat kokos*, ohodnotime si vSechny mozné vysledné situace realnymi
C¢isly tak, aby vyhodnéjsi situace méla vétsi ¢islo nez méné vyhodna. Naptriklad po-
kud by se jednalo o sézky, mohli bychom za tato ¢isla vzit pfimo pocet vyhranych
nebo prohranych korun.

Par pojma

(1) hrdc¢ — GCastnik hry.

(2) strategie — predpis pro hréice, jak se zachovat. Kazdy hra¢ mize mit celou
mnoZzinu strategit, samoziejmé klidné jinych nez soupefi.

(3) optimalnd strategie — strategie, ktera hrac¢i prinese nejvétsi zisk.

(4) vyplatni funkce — udava zisk nebo ztratu® konkrétniho hrace. Zavisi na
zvolenych strategiich vSech hraca.

(5) raciondlni hrd¢ — chova se tak, aby dopadl co nejlépe. Obecné hrééi inteli-
gentni byt nemusi a mohou se rozhodovat napf. na principu nahody.

(6) hra s dplnou/neiplnou informaci — velmi dileZité je také, zda maji hraci
veskeré dostupné informace ve hie, ¢i jen ¢ast, nebo dokonce zadné. Pri-
padné védi-li, ze i ostatni védi. Viz prvni ptiklad.

(7) kooperativni/nekooperativni hra — v kooperativni hie se hrac¢i mohou pfe-
dem domlouvat, pfipadné se délit o zisky. V nekooperativni hie nesméji
ani jedno.

27Ztrata je vlastné jen zisk s minusem. (-;
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Piiklad 1. Dva hradi, Xenie a Yetti, hraji nasledujici hru. Oba si nezavisle na
sobé vyberou prirozené cislo od 1 do 10, napisi je na papirek a poté své volby
zvefejni. Je-li soucet obou sudy, dostane Xenie od Yettiho korunu, v opac¢ném
pfipadé mu korunu da ona.

(1) Jakou strategii Yettimu poradite, aby nebyl oskuban? (hraje se nekoneéné
krat)

(2) Jak se hra/strategie zméni, pokud Xenie smi vybirat pouze sud4 ¢isla a
Yetti to nevi? (hraje se jednou)

(3) Jak se hra/strategie zméni, pokud Xenie smi vybirat pouze sud4 ¢isla a
Yetti to vi? (-: (hraje se jednou)

Hry v explicitnim tvaru

Jsou hry, ve kterych se hraci stfidaji ve volbé strategii, predpoklada se, ze vSichni
hradi jsou racionalni. K témto hram teoreticky® lze nakreslit ,,rozhodovaci strom*,
coz je graf, jehoz uzly jsou stavy, ve kterych se hra mtize nachazet, a hrany jsou
mozné tahy hracu.

Piiklad 2. Tii zdkonodarci hlasuji o tom, maji-li si zvysit platy. VSichni tfi si
zvyseni preji, ale hlasovani je verejné, takze toho, kdo bude hlasovat pro, ceka
ztrata obliby u voli¢t v hodnoté c. Prospéch ze zvyseni platu je b, b > c. Hlasuji-li
postupné a oteviené, je lepsi volit jako prvni, nebo jako posledni?

Hry v normdlnim tvaru

Jsou hry, kde kazdy hra¢ ma na vybér jen konecné strategii. VSechny mozné vy-
sledky je tedy mozné zapsat do (vicerozmérné) tabulky. My se budeme zabyvat
jen hrami dvou hracu, takovym se fika dvojmaticové. Prvné jesté dvé definice:

Definice. Necht je ddna neprdzdnd n-prvkovd mnozina Q = {1,2,...,n}, n
mnozin S1,S2,...,S, an realnych funkci uy,us,...,u, definovanych na kartéz-
ském soucinu Sy x Sg X - -+ X Sy,. Hrou n hra¢t v normalnim tvaru (HNT) budeme
rozumét usporddanou (2n + 1)-tici

(Q; 51,82, ..., Sn;u1(S1y. -y 8n)s v s Un(S1,- -y 8n)).

Mnozinu ) nazveme mnozinou hrac¢t, mnozinu S; nazveme prostorem strategii
hréce i a funkci u;(s1, ..., S,) nazveme vyplatni funkci hrace . Je-Ii hodnota vy-
platni funkce pro daného hrace kladna, hovorime o zisku, je-li zaporna, hovoiime
o ztrate.

3Teoreticky proto, Ze napiiklad pro $achy by graf dosahoval ob¥ich rozmérii a pro praktické
ucely by byla nutné optimalizace.
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Definice. Dvojice strategii (s*,t*) se nazyva rovnovazny bod, pravé kdyz plati:
up(s,t*) <wuy(s™,t") pro kazdé s € S

a zarovern
us(s™,t) < ug(s*,t%) pro kazdé t € T.

Neboli rovnovazny bod je takova dvojice strategii, u které se ani jednomu hraci
nevyplati jednostranné odchyleni. Rovnovazny bod nemusi byt vzdy optimalnim
feSenim (viz piiklad 5). A v ryzich strategiich nemusi dokonce ani existovat (pfiklad
1.1), nebo jich muZe existovat vic (pfiklad 6). Pokud ale povolime tzv. smisené
strategie*, pak rovnovazny bod vzdy existuje.”

Priklad 3. Dvé firmy se uchézi o dvé stavebni zakézky vypsané jednim tiadem,
velkou (za 15 miliont) a malou (za 9 miliont). Firma v obélce posle, zda si preje
pracovat sama na velké, sama na malé nebo spolupracovat na obou. Ufednik poté
rozdéli zakazky podle nasledujicich pravidel:

(1) Pokud o né&jakou zakidzku projevila zdjem pouze jedna firma, dostane ji
celou.

(2) Pokud obé firmy projevi zajem o stejnou zakizku a o druhou zadna, budou
kooperovat na obou a rozdéli se rovnym dilem. Stejné tak nabizeji-li obé
spolupraci.

(3) Pokud se jedna z firem uchazi pouze o jednu zakdzku a druhd nabizi koo-
peraci na obou, ziska firma, kterd nabizi realizaci celé stavby 60% a druhé
40%, jde-li o velkou stavbu. Jde-li o malou, ziské firma, kterd nabizi celou
realizaci 80% a druhé 20%. Na zbyvajici zakazce si zisky déli naptl.

Co poradite majiteli?

Piiklad 4. V chlivku ziji dvé prasatka, tlusté a malé. Na jedné strané chlivku je
packa, po jejimz zmacknuti se trochu naplni korytko na druhé strané chlivku. Malé
prasatko nemé dost sil tlusté prasatko od korytka odstréit, kdezto tlusté prasatko
odstréi malé bez problému. Zisky z jednotlivych strategii zachycuje nésledujici
tabulka. Tlusté prasatko voli fadky, jeho zisky jsou prvni ¢isla. Malé prasatko voli
sloupce a jeho zisky jsou druhé disla.

Kdo tedy bude sedét u koryta a kdo béhat a mackat?

strategie ‘ stiskni paku sed u koryta
stiskni paku (8,-2) (5,3)
sed u koryta (10,—-2) (0,0)

4Strategie, které pomoci pravdépodobnosti kombinuji ptivodni ryzi strategie.
5Existenci rovnovazného bodu ve smisenych strategiich dokazal roku 1951 J. F. Nash, tzv.
Nashova rovnovdha.
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Priklad 5. (Véziiovo dilema) Policie zatkla Igndce a Gustava a vyslycha je
o samoté tak, aby se nemohli domluvit. Pokud budou oba zapirat, dostane kazdy
dva roky za mensi prohtesky, které jim policie umi prokazat. Pokud jeden druhého
uda a druhy bude mlcet, dostane udavac pouze 1 rok a druhy dostane 10 let. Pokud
se oba udaji navzajem, dostanou po péti letech. Co je optimalnim feSenim této
situace a jaky je rovnovazny bod?

P¥iklad 6. (ManzZelské dilema) Manzelé se rozhoduji, kam vecer piijdou. Zena
by rada na box, kdezto muz do opery. Oba ale budou spokojenéjsi, kdyz budou
spolu, nez kdyz bude kazdy jinde, viz tabulka (Zena voli sloupce, muz fadky). Jak
byste jim poradili, nesméji-li se predem domlouvat?

strategie ‘ box opera
box (1,2) (0,0)
opera (0,0) (2,1)

Specidlnim pfipadem her v norméalnim tvaru je antagonisticky konflikt dvou
hraci. Oba hraci hraji pfimo proti sobé a zisk jednoho se rovna ztraté druhého.
Vyznacuje se tim, ze pfislusnd matice mé konstantni soucet v kazdém poli. Proto
se témto hram fiké rovnéz s konstantnim souctem. Takové hry jsou nutné nekoo-
perativni. Pat¥i sem piiklady 1, 3 a 4.

Zéavér

Teorie her ptvodné vznikla zejména pro modelovani situaci v ekonomii (slavny
matematik John Forbes Nash ziskal Nobelovu cenu za ekonomii v roce 1994 praveé
za vyzkum v teorii her), ovSem velmi dobré uplatnéni nalezla jak v evoluéni biologii,
tak ve spousté dalsich obori. Je to velmi bohatéd disciplina a toto byla jen mala
ukdzka. Pokud bys chtél/a védét vic, muzes zacit tieba s knizkou [2]. Je psand
zejména pro biology, tedy se nemusis bat, Ze by v ni matematika byla vysvétlovana
prilis slozité.

Literatura a zdroje

[1] pfednaska RNDr. Magdaleny Hyksové, Ph.D. na MFF UK, zimni semestr
2010/2011: Teorie her.

[2] John Maynard Smith: Ewvolution and the Theory of Games, Cambridge
University Press, 1982.

[3] Miroslav Matias: Teorie her a optimding rozhodovdni, SNTL — Nakladatel-
stvi technické literatury, Praha, 1974.
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Ciferné soucty

\ Lenka Slavikovad

Uvod

V této prednasce se sezndmime s nejdilezitéjsimi vlastnostmi cifernych souctt a
ukdZzeme si, jak jich vyuZit pfi feSeni konkrétnich prikladu. Ackoliv lze ciferny
soucet Cisel pocitat v soustavach o réiznych zdkladech, my se omezime vyhradné
na soustavu desitkovou.

Jak jisté vis, kazdé prirozené ¢islo n lze napsat pravé jednim zpisobem ve tvaru

n:ak-10k+ak,1-10k_1+---+a1-10+a0,

kde k je nezdporné celé ¢islo, a; € {0,1,...,9} pro i € {0,1,...,k}, ap # O.
Cifernym sou¢tem ¢isla n budeme rozumét ¢islo s(n) = ag + a1 + - - - + ax.

Tvrzeni. Necht m,n jsou prirozend ¢isla. Pak plati
s(n)=n-9 Zk>1 L1okJ

(i) s(n) = (mod 9),

(iii) s(m +n) s(m) + s(n),

(iv) s(mn) < s(m)s(n).

Priklad. (motiva¢ni, lehky) Dokazte, Ze mezi 39 po sobé jdoucimi pfirozenymi
¢isly mizeme vzdy najit néjaké, jehoz ciferny soucet je délitelny 11.
(Ruskd MO 1961)

vy v

Rizné metody pouZzivané pri eSeni prikladii

VyuZiti poznatki z Tvrzeni

Zac¢neme jednoduchym piikladem na aplikaci nerovnosti (iii) (misto ni mtzes po-
uzit rovnéz nerovnost (iv)).

Priklad 1. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené &islo m plati s(2n) < 2s(n) <
< 10s(2n). (MKS 2004)

Reseni. Plati s(2n) = s(n +n) < s(n) + s(n) = 2s(n), z ¢ehoz plyne prvni

z dvojice nerovnosti, které chceme dokdzat. Nyni si uvédomime, Ze s(n) = s(10n),

a podobné jako v pfedchozim piipadé dostdvame s(n) = s(10n) = s(2n + 2n +

+2n + 2n + 2n) < 5s(2n).

Priklad 2. Dokaite, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati s(8n) > s(n).
(Lotysska MO 1995)
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V nasledujicich pfikladech vyuzijeme faktu, Ze ciferny soucet libovolného priro-
zeného ¢isla dava po déleni 9 stejny zbytek jako ¢islo samé (vlastnost (ii) zminénd
vyse).

Piiklad 3. Existuje piirozené &islo n takové, Ze s(2") = s(27+1)?
Priklad 4. Najdéte vSechny moZné hodnoty cifernych souc¢tt druhych mocnin
prirozenych cisel. (Doméci kolo MO 1993)

DalSi nerovnost pro ciferny soucet

Pro ciferny soucet prirozeného ¢isla n plati nasledujici jednoduché nerovnost:
s(n) < 9(|logn] +1)

(Vyrazem logn budeme v celém tomto textu rozumét desitkovy logaritmus éisla
n.) JelikoZ vyraz na pravé strané neni nic jiného nez devitindsobek poctu cifer
¢isla n, celd nerovnost ¥ika pouze to, ze mezi vSemi k-cifernymi C¢isly mé nejvétsi
ciferny soucet &islo 99...99. Diky zndmé vlastnosti logaritmu loga® = bloga je
pravé uvedena nerovnost ¢asto uzitecné pii feseni prikladt, v nichz se vyskytuji
ciferné sou¢ty mocnin pfirozenych cisel.

Ptiklad 5. Urcete hodnotu vyrazu s(s(s(4444%444))). (IMO 1975)

Piiklad 6. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo N existuje pfirozené ¢islo n >
> N takové, ze s(3") > s(37F1). (Ruska MO)

Vlastnosti ¢isel tvaru 10% — 1
Jiz jsme si vsimli, ze ¢islo

99...99 =10" — 1

—_——

k

mé nejvétsi ciferny soucet mezi vSemi k-cifernymi ¢isly. Nyni se pfesvédcime, Ze
stejny ciferny soucet jako 10¥ — 1 méa i pomérné velky pocet nasobkti tohoto &isla.
Tvrzeni. Necht k je piirozené ¢islo. Pak kazdy néasobek ¢isla 10¥ — 1 mé ciferny

soucet alesporti 9k. Je-1i navic n pfirozené ¢islo sphiujici 1 < n < 10, plati dokonce
s(n(10F — 1)) = 9k.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze vlastnost, kterou jsme si pravé uvedli, je pro
¢isla tvaru 99...99 charakteristicka.
Piiklad 7. Dokazte, ze piirozené é&slo n > 1 je tvaru 10¥ — 1 pro néjaké k
piirozené, pravé kdyz plati s(n) = s(2n) = --- = s(n?).
(Soutéz Jézsefa Kiirschdaka 1989)
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Ukazme si par aplikaci predchoziho tvrzeni:

Piiklad 8. V zavislosti na n pfirozeném urcete hodnotu vyrazu

$(9-99-9999---99...99).
—
2’”
(USAMO 1992)

Priklad 9. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje n-ciferné prirozené
¢islo N, které je délitelné svym cifernym souctem a jehoZ vSechny cifry jsou nenu-
lové. (IMO 1998 Shortlist)

Priklad 10. Nechf S je mnoZzina pfirozenych &isel, v jejichz desitkovém zapisu
jsou pouze nuly a jednicky, pficemz jednicek je nejvyse 1988. Dokazte, ze existuje
pfirozené ¢islo, které nedéli Zadny prvek mnoziny S. (Turnaj mést 1988)

Priklad 11. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo k existuje nekoneéné aritme-
tickd posloupnost s diferenci nesoudélnou s 10 takova, Ze ciferny soucet kazdého
jejiho ¢lenu je alespon k. (IMO 1999 Shortlist)

Omezenost posloupnosti tvaru s(a”m)

Tvrzeni. Necht a, m jsou pFirozend ¢isla. Pak posloupnost s(a™m) je omezena,
pravé kdyz a = 10* pro néjaké nezaporné celé éislo k.

Posledni ptiklad této pfednésky je (mozné trochu piekvapivou) aplikaci pred-
choziho tvrzeni.

Priklad 12. Necht a, b jsou pfirozena ¢isla takova, Ze s(an) = s(bn) pro vSechna
piirozena ¢isla n. Dokazte, Ze a/b = 10* pro né&jaké celé ¢islo k.
(Adrian Zahariuc, Gabriel Dospinescu)

Literatura a zdroje

[1] T. Andreescu, G. Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press, 2008.

Dale jsem cerpala ze stranek www.artofproblemsolving.com a z archivu PraSatka.
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Mnoziny velké a vétsi
‘ Alexander ,,Olin" Slvik

Uvod
Co jsou to mnoziny? Kdy jsou dvé mnoziny stejné velké a kdy je naopak jedna
vétsi nez druha? A co vlastné jsou ¢isla? Tyto otazky si zacali klast matematici
na prelomu 19. a 20. stoleti, kdy uz sice byly mnohé partie matematiky znacné
rozvinuté, k mnozindm (a nejen jim) se vSak stale pfistupovalo spiSe intuitivng,
bez solidniho matematického podkladu. Ucelem této prednasky je pokusit se na
tyto otdzky odpovédét nebo alespori odpovéd naznadit.

Paradoxy aneb Kde je chyba?

Nésledujicich nékolik myslenkovych postuptt mélo pomérné zasadni vyznam pro
rozvoj teorie mnozin a matematické logiky. Vzilo se pro né ponékud nespravné
oznaceni paradozxy, ackoliv jde o sporna tvrzeni.

Paradox. (Russeliv) Nechf m je mnoZina vSech mnoZin takovych, Ze nejsou
svym vlastnim prvkem, tedy m = {z:z ¢ z}. Plati m € m?

Paradox. (Cantortv) Ozna¢me V mnozinu v8ech mnozin. Dle Cantorovy véty
plati V < P(V), ovSem zaroveni snadno nahlédneme, ze P(V) C V| tedy by mélo
platit i V = P(V) (pro vysvétleni symbold viz dale).

Paradox. Jak vypadad mnoZina ¢ definovana jako mnozina vSech cisel, které lze
popsat nejvyse dvaceti ¢eskymi slovy? MnozZina ¢ je urc¢ité konecnd, protoze ¢eskych
slov je kone¢né mnoho, tedy ma nejvétsi prvek. Patii do mnoziny ¢ ¢islo definované
jako ,nejvétsi prvek mnoziny cisel sestavajici z prvki, které lze popsat dvaceti
¢eskymi slovy, zvyseny o jedna*?

Soucasnd vSeobecné pouzivana teorie mnozin (Zermelova-Fraenkelova teorie
s axiomem vybéru, ZFC) se s témito nepffjemnymi skutecnostmi vyrovnava tak,
ze jednoduse zadny z vyse uvedenych objektd neuznava jako mnozinu. Predné je
hlavnim rysem této teorie, ze neni nijak zaloZena na prirozeném jazyce, pouze
na jazyce matematické logiky. V tomto jazyce je zformulovano nékolik axiomi,
které popisuji, co vlastné mnoZiny jsou (presnéji jak lze vytvofit mnoziny z jinych
mnozin) a ostatni objekty se za mnoZiny nepovazuji. Rozbor téchto ,zakladnich
kament“ moderni teorie mnozin je nad ramec tohoto prispévku.

Mohutnost mnoZin

Uvazme nésledujici situaci: na lekci tanecnich se seslo mnoho chlapct a divek —
tolik, ze kdybychom je chtéli spocitat, tak bychom se pfi tom skoro urcité ,sekli“.
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Presto muzeme pomérné snadno zjistit, které pohlavi je v sale vice zastoupeno.
Jednoduse vyhlasime volenku (v tuto chvili nezaleZi na tom, zda pénskou, ¢i dam-
skou) a jakmile parovani ustane, vSimneme si, jestli ,na ocet* zistali néjaci hosi,
nebo dévéatal. Pokud vichni tanéi, je jasné, Ze je chlapct i divek stejné mnoho.

Tyto Gvahy snadno prepiSseme do formalnich definic, hovoficich o mohutnostech
mnozin.

Definice. Rekneme, #e mnoziny z, y maji stejnou mohutnost, pokud existuje
prosté zobrazeni mnoZiny x na mnoZinu y (piSeme x ~ y). Rekneme, %e mnoZina
r ma mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti y, pokud existuje prosté zobra-
zeni mnoziny x do mnoziny y (zapisujeme z < y). Rekneme, %e mnozina x ma
mohutnost mensi nez y, pokud existuje prosté zobrazeni mnoziny r do mnoziny
Yy a neexistuje prosté zobrazeni mnoziny y do mnoziny = (zapisujeme x < y).
Analogicky definujeme vztahy x =y, © > y.

Jaké problémy nastanou, pokud se podivime na nekoneéné mnoziny, tj. kdyz
pripustime, Ze se v tanecnich seslo nekoneéné mnoho lidi? Mohlo by se ndm tieba
stat, ze chlapci i divky budou oéislovani (vSemi) pfirozenymi &isly. Pii panské
volence si pak hoch 1 vyvoli jako partnerku divku 2, hoch 2 divku 4, obecné hoch
n divku 2n — v8ichni hosi tandi, ale ,polovina“ dévéat zistala sedét! TotéZ se ndm
miize stat pri damské volence: kdyby treba divka n Sla na parket s chlapcem 2",
je patrné, zZe z chlapcu ,témér nikdo“ netanci. Pfesto je patrné, Ze by mohli tancit
v8ichni (tfeba kdyz bude n tancit s n). Tento problém fesi nédsledujici véta:

Véta. (Cantor-Bernsteinova)  Pokud pro néjaké dvé mnoziny x, y plati zdroveri
r<yax=y, tak plati i x ~ y.

Jak je to s mohutnostmi béZnych mnozin ¢isel? Nésledujici tvrzeni se mize zdat
prekvapujici — vzdyt raciondlnich ¢isel je o tolik vic nez pFirozenych!
Tvrzeni. NxZ~QaR=~C, aleN<R.

Definice. Rekneme, Ze nekoneénd mnozina x je spocetna, pokud x ~ N. V opac-
ném piipadé je nespocetna.

Priklad. Historicky zajimava je otédzka existence transcendentnich &isel, tedy
realnych cisel, ktera nejsou fesenim zadné rovnice tvaru

nx™ + ap_12" P+ 4 a1z 4 ag =0,

kde ag,a1,...,a, € Z. S prostfedky teorie mnozin lze rozhodnout snadno — staci
ukdzat, ze doplnék této mnoziny (mnozina tzv. algebraickych ¢isel) je spocetna
mnozina.”

67de mlcky predpokladame, e vsichni pFitomni jsou opravdu ,tancechtivi®, a tedy si nene-
chaji ujit zadnou pfilezitost k tanci.

"Lze ukézat, Ze napf. e nebo 7 jsou transcendentni &isla.
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Definice. Potenc¢ni mnozinou mnoziny x nazveme mnozinu vSech podmnozin
mnoziny x, zna¢ime P(z).

Véta. (Cantorova) Pro kazdou mnozinu x plati x < P(z).

Cantorova véta nam Fika, ze Skala mohutnosti mnozin neni omezené — kdykoliv
si vezmeme néjakou mnozinu, jsme schopni k ni najit mnozinu s vétsi mohutnosti.
To vsSak neni vSechno. Uvazme posloupnost mnozin

Sjednotime-li vSechny tyto mnoziny, dostaneme mnozinu, kterd ma mohutnost
vétsi nez kterdkoliv z mnozin v posloupnosti.

Daéle nas mize zajimat, ,,0 kolik“ je potenéni mnozina vétsi nez ptivodni mno-
zina. Redeno presnéji a konkrétnéji, ptame se, zda existuje takovd mnozna z, Ze
plati

N <z < P(N).

Tato otazka po dlouhéa 1éta zaméstnavala matematiky, az se nakonec ukazala pie-
kvapiva skute¢nost — jde o tzv. nerozhodnutelné tvrzent, tedy v teorii ZFC nejsme
schopni tento vyrok ani dokazat, ani vyvratit.

Pfirozena cisla

Axiomy teorie mnozin hovofi pouze o mnozinach, o Cislech neni nikde zminka
— chceme-li tedy pracovat s objekty, jako jsou pfirozend d¢isla ¢i N, musime je
nadefinovat jako mnoziny. Konstrukci pfirozenych Cisel provedeme tak, Ze za pfi-
rozené &islo prohlasime mnozinu vSech mensich pfirozenych éisel. Nula® je tedy
prazdnd mnozina, jednicka je {0}, dvojka {0,1} = {0,{0}}, 3 = {0,1,2} =
={0,{0},{0,{0}}} atd.

Snadno nahlédneme, Ze obecné plati® n + 1 = n U {n}. Dale ndm tato definice
prirozenym zpusobem generuje znamé usporadani prirozenych ¢isel: n < m, pravé
kdyz n € m, an < m, pravé kdyz n C m. Na tomto misté radéji precizujme pojem
usporadani:

Definice. Relaci < na mnoziné u nazveme (¢asteénym) usporddanim, pokud pro
vsechna z,y,z € m plati:
(i) z <z,
(i) (z dyAny D)=z =y,
(i) (xr QyAydz)=zJz.

8V teorii mnozin zpravidla nulu za p¥irozené &islo povazujeme.

9Toto tvrzeni neni tplné spravng, jelikoZ je v ném pouzito séitani, které zatim neni nijak
definovano. Zpravidla se mnozina n U {n} znad¢i s(n) a nazyva se ndslednik n.
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Plati-li navic pro kazdé x,y € u alespoil jedna z moznosti x <y, x &> y, hovorime
o linearnim usporadani. Pokud jesté k tomu plati, ze kazda podmnozina v C u ma
v uspofadani < nejmensi prvek (tedy existuje takové x € v, Ze pro vSechna y € v
plati z < y), jde o dobré uspotradani.

Poznamka. Kazdé usporadani piirozené existuje ve dvou verzich — neostré a
ostré. Neostra verze je definovana vyse, ostra verze zakazuje rovnost. Pfikladem
takové dvojice je napi. < a < na prirozenych cislech.

Bézné usporadani prirozenych d¢isel je dobré, oproti tomu usporadéani celych
¢isel dobré neni, stejné tak tfeba usporadéani redlnych ¢isel v intervalu (0, 1). Kazdé
linearni usporadani koneéné mnoziny je nutné dobré.

Vsimnéme si nasledujici (prakticky ziejmé) vlastnosti pfirozenych ¢isel: pokud
libovolnou kone¢nou mnozinu linedrné usporadame, je toto usporadani stejné jako
uspofddani néjakého piirozeného ¢isla (tedy mnoziny po sobé jdoucich pfirozenych
¢isel) pomoci €. Prirozena ¢isla jsou tedy jakési modelové pfiklady usporadani ko-
ne¢nych mnozin. Chtéli bychom vytvorit podobné reprezentatny i pro dobra uspo-
fad4ni nekonednych mnozin. Témito reprezentanty budou ordindlni &isla (kratce
ordindly).

Ordinalni Cisla

Definice. Mnozinu v nazveme ordinalnim ¢islem, pokud je na ni € ostré dobré
usporadani a pro vsechna x € u plati x C u.

Priklad. Vsechna piirozena ¢isla jsou ordindlni ¢isla, mnozina N je také ordi-
nalnim ¢islem (v této souvislosti ji zpravidla znacime w).

Jaka jsou dalsi ordinalni ¢isla? Nap¥. w U {w}, coZ velmi pfipomina konstrukci
prirozenych ¢isel. Toto ordinalni ¢islo odpovida uspoiradéani pfirozenych cisel, ke
kterym jesté navic pfidame ,nekonecno“, tedy prvek, ktery je vétsi nez vSechna
prirozend c¢isla. Vlastnosti ordindlnich ¢isel ¢isel shrneme v nasledujici véte:

Véta. (Vlastnosti ordindlnich ¢isel)
(i) Prvky ordinalniho ¢isla jsou opét ordinalni ¢isla.
(ii) €, resp. C je ostré, resp. neostré dobré usporadani (znacime <, resp. <)
na tidé'® vsech ordinélnich ¢&isel (kterou znacime On).
(iii) On neni mnozina.
(iv) Kazdé dobré uspoiddani néjaké mnoziny je isomorfni'! uspoiddani pravé
jednoho ordinélniho ¢isla (tzv. ordindlni typ uspofddani).

10 T¥{da je v ZFC soubor viech mnozin, které spliiuji néjaky zadany vyrok. Mize, ale nemusi
jit o mnozinu (pak hovofime o vlastni tridé).

1 Jsou-li dvé uspotadané mnoziny isomorfni, znamena to, e mezi nimi existuje isomorfismus,
tedy bijekce, kterd zachovava usporadani.
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(v) Sjednoceni a priinik mnoziny (souboru) ordinélnich ¢isel je opét ordindlni
¢islo. Navic pro mnozinu ordindlnich ¢isel u je jeji sjednoceni o = |Ju
supremem této mnoziny, tedy jde o nejmensi'? ordinélni ¢islo, pro které
plati, Ze pro vsechna 3 € u je § < «. Analogicky prinik je infimem této
mnoZziny.

Definice. Ordinalni ¢islo o nazveme izolované, jestlize existuje takové ordinalni
¢islo 8, ze a« = U {fB}. Ordinélni ¢islo, které neni izolované, nazveme limitni.

Piiklad. VsSechna pfirozena ¢isla jsou izolovanymi ordindly, oproti tomu w je
limitni ordindl.

Stejné jako na prirozenych ¢islech, i na ordinédlnich ¢islech muzeme zavést za-
kladni aritmetické operace.

Definice. (Aritmetika ordindlnich éisel)

(i) Soucet ordindlnich ¢isel o, 8 (znacime a+ ) definujeme jako ordindlni typ
tzv. lexikografického uspofdadani na mnoziné ({0} x o) U ({1} x B), tedy
uspoiadani, které se v ramci o i 3 ,,chova stejné“ jako < a vSechny prvky
z 3 jsou vétsi nez vSechny prvky z o'

(ii) Souéin ordinélnich ¢isel o, § (znacime « - ) definujeme jako ordindlni typ
lexikografického uspoiddani na mnoziné 3 x a.14

(iii) Ordinalni mocninu definujeme rekurzivné:

(a) %=1,
(b) aftt=af . q,
(c) of =J{a":0 <~y < B} pro 3 limitni.

Poznamka. Ordindlni soucet i souéin jsou asociativni, nejsou vSak obecné ko-
mutativni: napf. 1+ w =w #w+ 1, 2-w = w # w - 2. Plati vSak distributivita
zleva: a- (B+y)=a-B+a- 7.

Poznamka. Ordinalni mocnina je pro nekoneéné exponenty téméf nemozna na
predstavu. Neni mozné napf. pfedstavovat si w* jako lexikografické usporadani
nekonecénych posloupnosti pfirozenych cisel, protoze toto usporadani neni dobré a
navic je mnozina téchto posloupnosti nespocetna, zatimco w* je spocetnd mnozina.

12Ve smyslu uspoiadani <, neboli €.

13Ptesnéjsi popis ,technického provedeni“ je tento: z prvkit v € a ,vyrobime“ uspotadané
dvojice (0,v) a z prvka § € § zase (1,4). Vzniklé mnoziny sjednotime a vysledné usporddani se
nejprve ,diva“ na prvni slozky uspotrddanych dvojic. Pokud jsou stejné, rozhodne se podle dru-
hych slozek. Dvojice jsou tedy usporadany ,,jako ve slovniku®“ — nejprve podle prvniho pismena,
pak podle druhého, odtud pojem lexikografické usporadani.

140paéné poradi v kartézském souéinu je z historickych davodd.
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Kardinalni Cisla

Zatimco ordinalni éisla popisuji usporadani mnozin, kardinalni ¢isla (krétce kardi-
naly) popisuji mohutnosti. Zkonstruujeme je jednoduse tak, Ze pro kazdou mohut-
nost vezmeme ze vSech ordinalti dané mohutnosti ten nejmensi (ve smyslu uspo-
fad4ni ordindli).

Definice. Rekneme, Ze ordinalni éislo k je kardinalni é&islo, pokud pro vSechna
a < k plati a < k.

Piikladem kardinélnich ¢isel jsou opét prirozend €isla a w. AvSak w + 1 jiZ neni
kardinélni ¢islo, jelikoz w+ 1 ~ w. Ttidu vSech ordindalnich ¢isel znac¢ime Cn, tfidu
vsech nekoneénych ordinélnich éisel Cn™.

Tvrzeni. TFida Cn je dobfe uspofddana € (ostfe) i C (neostie).

Definice. Pro libovolnou mnozinu u definujeme mohutnost ¢i kardinalitu jako
kardindlni ¢islo k splitujici u ~ k (znacime |ul).

Definice. (Aritmetika kardinalnich éisel)

(i) Soucet kardindlnich éisel k, A (znadime k + \) definujeme jako mohutnost
mnoziny ({0} x k) U ({1} x A).
(ii) Sou¢in kardindlnich ¢isel k, A (znacime k - \) definujeme jako mohutnost
mnoziny k X A.
(iii) Kardinalni mocninu x* definujeme jako mohutnost mnoZiny vsech funkci
z A do k.

Véta. Pro nekonecénd kardindlni ¢isla k, A plati kK + X\ = k- A = max(k, ).

Je vidét, ze sc¢itani a nasobeni kardinalu se chova pomérné ,nudné“. Oproti
tomu kardinalni mocnina je velmi divoka — obecné jsme o ni schopni Fict jen velmi
malo. Tato skutecnost neni dana tim, ze by tvrzeni o kardindlni mocniné byla
obtizné dokazatelna, ale tim, Ze jsou mnohd z nich z povahy teorie ZFC prosté
nedokazatelnd (viz otdzka mohutnosti potenéni mnoziny vyse).

Véta. Existuje pravé jeden tfidovy isomorfismus tfid On a Cn™, znacime ho N.

Plati Xy = w, Ry je prvni nespodetny ordinal (kardinél). Je jasné, ze R je rostouci
funkce, navic se zda byt enormné rychle rostouci (vzdyt uz R, je nepfedstavitelné
velkd mnozina). Néasledujici tvrzeni je tedy téméf Sokujici:

Tvrzeni. Funkce X m4d (vlastni) téidu pevnych bodi (tj. takovych ordindlnich
¢isel, pro kterd plati R, = «), kterd je isomorfni s On.
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Diskrétny kalkulus (alebo ako pocitat

sumy)
‘ Misko Szabados

Urcite ste uz vSetci poculi o derivaciach a integraloch. Tie davaja do savislosti ob-
sah pod grafom funkcie s tym, ako rychlo funkcia rastie. My si ukédzeme analogické
vztahy pre postupnosti a uvidime, Ze tym vznikne metdda na ratanie sim.
V prispevku budeme pracovat s postupnostami {s;, },cn & niekedy si rozsirime
indexy aj na zéporné éisla (ved predo nie).
Diferencie alias rozdiely

Definicia. Pre postupnost s definujeme postupnost As tak, Ze'®
(AS)p = Sp+1 — Sn.

Postupnost As budeme nazyvat diferenciou postupnosti s, alebo jednoducho
rozdielmsi postupnosti s. Predtym, ako si ukazeme, ako sa tato operacia sprava na
konkrétnych postupnostiach, uvedieme este definiciu:

Definicia. Pre k € Ny definujeme k-tu klesajicu mocninu = ako

=z -1)...(z—k+1), 2%=1.

Sn, n nk 2n c" (Z)

(As), |1 |knE=L |27 | (c—1)c™ | (")

Dalsie uzitoéné vztahy dostaneme pre niektoré operacie s celymi postupnostami
s,t. E je operator posunu definovany v poznamke dole!®.

S cs s+t st

As | cAs | As+ At | sAt + EtAs

Cvicenie 1. Uréte diferenciu postupnosti n?, n2", Fibonacciho postupnosti a
nejakej vami oblibenej postupnosti.

Cvicenie 2. Ak4 je k-ta diferencia postupnosti n£? A postupnosti n*?
Cvicenie 3. Roznéasobte (z + y)2 a upravte na tvar obsahujtici iba klesajiice

mocniny.

15Vo vysokoskolskej re¢i by sme povedali, ze A je operator. Ak navyse definujeme operator
posunu (Es)n = sn+1, mdZeme jednoducho pisat As = Es — s.
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Cvicenie 4. Uréte diferenciu postupnosti 1/n. Viete dodefinovat klesajicu moc-
ninu pre zaporné c¢isla?

Cvigenie 5. Pomocou viacnasobnych diferencif spocitajte Y-, _o (7)(—1)Fk".

Cvicenie 6. Operator rozdielu sme mohli definovat aj inak, konkrétne (Vs),, =
= $p — Sp—1. Akl analogickt funkciu by sme potrebovali namiesto klesajicej moc-
niny, aby sa diferencovanie spravalo pekne?

Sumy

K operétoru diferencie teraz definujeme inverzny operator a (mozno) prekvapivo
zistime, Ze je to klasickd suma. Pozor na to, Ze budeme pouzivat znacenie odligné
od toho klasického.

Definicia. Pre postupnost s oznacme Y s lubovolnti postupnost S, ktora sphia
AS = s. Symbolom ZZ s oznacme Cislo Sy — S,.

Veta. Cislo ZZ s nezavisi na volbe postupnosti S z Y s. NavySe plati

b—1

b
(nasa) Z s = (klasick4) Z Sn

Pojem naSej sumy by bol samotucelny, ak by preii neexistovali zaujimavé vztahy.
[ " o b - SN
V prvom rade sa sprava slusne vodi séitaniu: ., s+ Yy s = >_. s. Dalsie vzfahy
dostaneme obratenim vztahov o diferencii.

Sn 1 nk 2n c" (Z)

(Ns)a |n+C [T +C [20+C | £5+C | () +C

Posledny vztah v nasledujucej tabulke sa nazyva sumdcia per partes. Je analo-
gicky integrovaniu per partes a odvodzuje sa zo vzorca pre diferenciu stic¢inu dvoch
postupnosti.

s cs s+t sAt
s ledis [ Dos+>t | st—> EtAs

Priklad. Vyjadrite Zﬁ:o n2".

Riesenie. Polozme s, = n a t, = 2", potom As = 1 a At = 2". Pouzime per
partes:

D sAt=st—» EtAs=n2" =) 2" =n2" — 2" = (n —2)2".
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Uvedomme si ale, ze sme sa dopustili istej nekorektnosti, kedZe na lavej strane
méame postupnost a na pravej ¢islo. To ale lahko napravime tym, Ze vyrazy obsa-
hujtice n stotoznime s prislusnymi postupnostami. Mozeme teda pokracovat:

k+1

k 1
D S O e R
n=0 0

Cvienie 7. Spo¢itajte 1-2+2-3+---+(n—1)-n.

Cvidenie 8. Vyjadrite n® pomocou klesajicich mocnin a odvodte vzorec pre
Pr2d 4.k

Cvicenie 9. Spocitajte 12 — 22 +32 —42 + ... 4 (2n — 1)% — (2n)%

Cvicenie 10. Spoditajte 1-3-54+3-5-7+---4+(2k—5)-(2k—3)-(2k —1).
Cvigenie 11. Spocitajte 12(7) +22(5) + - + n?(7).

Cvicenie 12. Sucet H, =1+ % +- 4+ % sa nazyva n-té harmonické ¢islo a ma
munoho stvislosti s prirodzenym logaritmom. Vyjadrite Y nH,,.

Literatara a zdroje
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Mocnost a chordaly
‘ Pepa Tkadlec

Uvod

Za mocnosti bodu ke kruznici se skryva elementarni tvrzeni, které vSak az pte-
kvapivé zjednoduSuje argumenty a zprihlediiuje feSeni mnohych tloh. Priklady
fesitelné pomoci mocnosti jsou také v posledni dobé velmi populdrni na vsech
trovnich matematické olympiddy (véetné té mezindrodni). Mocnost je tedy né-
stroj nad jiné uzite¢ny, a proto nevédhejme a pustme se do vykladu.

Definice a zakladni vlastnosti

Definice. Je dan bod M a kruznice k se sttedem O a polomérem r. Mocnosti
bodu M ke kruznici k rozumime ¢islo p(M, k) = |[MO|? — r2.
Necht M je bod a k(O;r) kruznice.
(i) Cislo p(M, k) je nulové pravé tehdy, kdyz bod M lezi na kruznici k. Cislo
p(M, k) je kladné/zédporné prévé tehdy, kdyz M lezi vné/uvniti kruznice
k.
(ii) Bud N dalsi bod. Je-li p(M, k) = p(N, k), pak |[MO| = |[NO|.
(iii) Pokud M lezi vné k, ozna¢me T ten bod kruznice k, pro ktery je pfimka
MT ke kruznici k te¢nou. Pak plati p(M, k) = |[MT|?.
(iv) (zésadni!) Necht pfimka p vedend bodem M protne k v bodech A, B. Pak
MA - MB = p(M,k), kde tisecky M A, M B nahlizime jako orientované.

Tvrzeni. Necht ABCD je étyfiihelnik a Q = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy
pravé tehdy, kdyz |QA| - |QD| = |QB| - |QC.

Definice. Necht k, | jsou kruzmice. MnoZinu bodi X spliujicich p(X,k) =
= p(X,1) nazyvdme chordalou kruznic k, I.

Tvrzeni. Chordéalou dvou nesoustiednych kruznic je pfimka kolmé na spojnici
jejich stiedii.

Poznamka. Obecnéji: Pfimka kolmé na spojnici stfedt kruznic &, [ je mnozina
téch bodit X, pro néz je rozdil p(X, k) — p(X,!) roven dané konstanté.

Definice. Bodu, ktery ma stejnou mocnost ke tiem danym kruznicim, rikame
potencni stied.

Poznamka. Mocnost se neobycejné skvéle kombinuje s tsekovymi thly a velmi
dobte s Cévovou a Menelaovou vétou nebo s kruhovou inverzi.
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BéZné konfigurace

Nasledujici t1i situace se v tlohach vyskytuji tak casto, Ze si zaslouzi oproti vSem
ostatnim zvyraznit. Budte ve stfehu a vzdy, kdyZ na podobné rozestaveni bodt
narazite, vzpomente si na mocnost.

Piiklad. Necht pfimka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Bud
T libovolny bod na k. Pak pfimka MT je teénou k pravé tehdy, kdyZ |[<MAT| =
= |<MTB,.

Priklad. KruZnice k, [ se stfedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spolecnou tecnu kruznic k, [, kterd se jich dotyka v bodech T, U, v bodé
P. Pak |PT| = |PU|.

Piiklad. Kruznice k, [ se protinaji v bodech X, Y. Bodem M vedeme p¥imky p
resp. ¢, které protnou kruznice k resp. [ v bodech A, B resp. C, D. Pak body A,
B, C, D lezi na jedné kruznici pravé tehdy, kdyz M € XY.

Dost uz bylo tivodu, vrhnéme se na priklady. Jsou fazeny zhruba dle obtiznosti,
ale tato je vzdy relativni, tak se neboj fesit priklady i na preskacku.

Lehké priklady

Piiklad 1. Na prodlouzeni tétivy K L kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T, U. Ozna¢me M stied tsecky
TU. Ukazte, ze ¢tyfthelnik KLMO je tétivovy.

Piiklad 2. Necht ABCD je ¢tyfthelnik vepsany do kruznice k takovy, Ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé Q). Ozna¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC vedenou bodem Q. Zvolme T' € k tak, aby MT byla te¢nou kruZnice
k. Dokazte, ze |MT| = |MQ)|. (PraSe 2005)

Priklad 3. Na strandch AB, AC ostrothlého trojuhelnika ABC' lezi body K, L.
Ukazte, ze spolecna tétiva kruznic nad praméry C K, BL prochazi ortocentrem H
trojuhelnika ABC.

Piiklad 4. Mséjme pravouhly trojihelnik ABC s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici k1, ktera se dotykd AB v bodé A a
prochazi bodem D. Dale téz kruznici ko, kterd se dotykd AB v bodé B a téz
prochazi bodem D. Ozna¢me E druhy prusecik kruznic k1 a ky. Dokazte, ze thly
BAC a DEC jsou shodné.

Priklad 5. Na kruZnici m jsou dany body K, L tak, ze K L neni primér. Uvazme
vsechny dvojice kruznic k, [ lezici uvniti m, které se m dotykaji v bodech K, L a
samy se protinaji v bodech X, Y. Ukazte, ze pfimka XY prochézi pevnym bodem.
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Piiklad 6. Oznaéme H ortocentrum ostrotihlého trojuhelnika ABC'. KruZnice
ko se stfedem ve stfedu strany BC' prochazejici bodem H protind stranu BC
v bodech A;, As. Body Bi, By, C1, Cs definujeme podobné. Ukazte, Ze body Aj,
As, B1, B, C1, Cs leZi na jedné kruZnici. (IMO 2008, P1)

Piiklad 7. Je déna kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a ptimka p, kterd ji
neprotind. Uvazujme libovolnou kruznici [/, kterda ma vnéjsi dotyk s kruznici k a
dotyka se i pfimky p. Ptislusné body dotyku ozna¢me A a B. Pokud body O, A,
B nelezi v pfimce, sestrojime kruznici m opsanou trojihelniku O AB. Dokazte, Ze
vS8echny takové kruznice prochézeji spoleénym bodem rtznym od bodu O, anebo
se dotykaji téZze primky. (MO 57-A-1-5)

Piiklad 8. Na piimce p lezi body A, B, C, D v tomto pofadi. Kruznice nad
pruméry AC, BD se protnou v X, Y. Na piimce XY zvolime bod P (P ¢ BC).
Pt#imka CP protne kruznici nad AC podruhé v bodé M, pfimka BP kruznici nad
BD v bodé N. Ukazte, ze ptimky AM, DN, XY prochéazeji jednim bodem.
(IMO 1995, P1)

Priklad 9. Trojuhelnik ABC je vepsany do kruznice k. Te¢na ke k vedend bo-
dem C protne ptimku AB v bodé P. Ozna¢me M stied C'P. P¥imka M B protne
kruznici £ podruhé v bodé Q. Pfimka P(Q protne k podruhé v bodé R. Dokazte,
ze trojuhelnik ARC je rovnoramenny. (Alex Zhai)

Stfedné obtizné priklady

Priklad 10. Oznaéme AD, BE, CF vysky trojuhelnika ABC. Pfimky EF, F'D,
DE protnou piimky BC, CA, AB po fadé v bodech L, M, N. Ukazte, Ze body
L, M, N lezi v pfimce. Bonus: Na co je tato pfimka kolma?

Piiklad 11. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik vepsany do kruZnice se stfe-
dem O. Necht P je jeho prusecik tthlopricek, Q = ADNBC a R = ABNCD.
Oznac¢me S druhy prusecéik kruznic opsanych trojuhelnikim ABP a C'DP. UkazZte,
ze body R, P, S lezi v pfimce. Déale ukazte, ze i body @, S, O lezi v pfimce.

Piiklad 12. Ozna¢me O stfed kruznice opsané trojihelniku ABC. Body P,
Q@ lezi na stranach AC, AB. Oznacme K, L, M stfedy tsecek BP, CQ, PQ.
Predpokladejme, Ze kruznice opsana trojuhelniku K LM se dotykad primky PQ.
Dokazte, ze |OP| = |0Q). (IMO 2009, P2)

Priklad 13. Necht ABC je trojuhelnik. Kruznice prochézejici body B, C po-
druhé proting strany AB, AC v bodech C’, B’. Ukazte, ze pfimky BB’, CC’,
HH' prochazeji jednim bodem, kde H, H’ jsou ortocentra trojuhelnikiit ABC,
AB'C'. (ISL 1995, GT7)
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Priklad 14. Necht ABC je trojihelnik s ostrym tthlem u vrcholu A a ozna¢me M
stfed strany BC. Na AM zvolme bod D a zkonstruujme kruznice k, [ prochazejici
bodem D, které se dotykaji piimky BC po fadé v bodech B, C. Pi¥imka AB resp.
AC' protne kruznici k resp. | podruhé v bodé P resp. Q. Ukazte, Ze tecna ke
kruznici k£ vedend bodem P a te¢na ke kruznici [ vedena bodem @ se protinaji na
AM. (Vietnam TST 2010)

Piiklad 15. Teény ke kruznici k se stfedem O v bodech A, B se protnou v bodé
P. Na kratsim oblouku AB zvolime bod C (rtzny od stfedu). Oznaéme D =
= ACNPB a E = BCnNAP. Dokazte, ze stfedy kruznic opsanych trojahelnikim
ACE, BCD a PCO lezi v pfimce. (ARO 2010)

Piiklad 16. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyké jeho stran BC, C A,
AB v bodech D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojuhelnika ABC' tak, Ze kruZnice
vepsand trojuhelniku BC'X se dotykd BC' v D a stran CX, XB potadé vY, Z.
Ukazte, ze body F, F, Y, Z lezi na kruznici.

Priklad 17. (Brianchon theorem) Predpokladejme, Ze Sestithelniku ABCDEF
se d& vepsat kruznice. Ukazte, Ze pfimky AD, BE, C'F prochézeji jednim bodem.

Triky

Mocnost bodu ke kruznici pouzitd vtipné a ve spravny okamzik casto velmi rychle
vytesi jinak nepfijemnou tlohu. Nékdy si vystacime s mocnosti samotnou, jindy je
potieba ji vhodné zkombinovat naptiklad s Vietovymi vztahy. Obzvlasté fikanym
trikem je pak chapani bodu jako kruznice s nulovym polomérem.

Piiklad 18. Je déna kruznice k a bod A rizny od jejiho stfedu. Urdete mnozinu
stfedi kruznic opsanych vSem trojihelnikim ABC), jejichz strana BC' je prumérem
kruznice k. (MO 56-A-1-5)

Piiklad 19. Uvazujme ty paraboly uréené rovnici 22 4px+q = 0,p, g € R, které
protinaji osy z, y ve tfech riznych bodech. Ke kazdé trojici prisec¢ikt uvazme kruz-
nici, ktera jimi prochéazi. Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochazeji jednim
bodem. (Spanélsko 1997)

Piiklad 20. Je dan trojiuhelnik ABC a I, O stiedy jeho vepsané a opsané kruz-
nice. Ozna¢me A’ prisecik pfimky BC a kolmice na Al vedené bodem I. Body
B’, C' jsou definované podobné. Ukazte, ze body A’, B’, C’ lezi v pfimce, ktera
je kolma na OI.
Priklad 21. KruZnice vepsand trojihelniku ABC se dotyka jeho stran AB, BC,
CA v bodech F, D, E. Oznacme pismeny Y1, Yo, Z1, Zs, M stiedy tsecek F'B,
BD, DC, CE, BC. Koneéné bud X = Y1Y> N Z1Z5. Dokazte, ze XM 1 BC.
(Alex Anderson)
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Priklad 22. KruZnice k, [ maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Bod A probiha kruznici
l. Na kruznici k£ najdeme body B, C, aby AB, AC byly te¢ny kruznice k. P¥imky
BT,CT protnou kruznici [ podruhé v bodech D, E. Najdéte mnozinu prusecikt
pfimek DE a tecen ke kruznici [ v bodé A. (KMS 2009/10, 13)

Piiklad 23. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyké stran AC, BC' v bo-
dech E, D. Prusec¢ik ADNBFE ozna¢me G. Zkonstruujeme body U, V', aby ABUE
a ABDV byly rovnobézniky. Dokazte, ze |GU| = |GV|. (ISL 2009, G3)

Literatura a zdroje

Cerpal jsem pievazné z archivii mezinarodni matematické olympiady stejné jako
z narodnich olympidd, korespondenénich semindii (PraSe a KMS) a z pfispévku
Aléi Skdlové, jiz timto dékuji.

Hinty

v s

Bézné konfigurace
Hint. Usekovy thel.

Hint. Bod P ma k obéma kruznicim stejnou mocnost. Mocnost se dd mérit po
tecnach.

Hint. Oboje je ekvivalentni |[MA|- |MB| =|MC|-|MD|.

Lehké priklady

Hint 1. Mséite z bodu A. Vzpomeiite na Euklidovu vétu o odvésné (nebo jen
odhalte podobné trojihelniky).

Hint 2. Dokazte podobnost M DQ a M @B pomoci uu a pomoci mocnosti vy-
vodte |MT|* = |[MQ|?.

Hint 3. Ukazte, ze H ma stejnou mocnost k obéma zadanym kruznicim. Pouzijte
pfi tom, ze BC'ByCy je tétivovy (By, Cy znadéi paty vysek).

Hint 4. Uvédomte si, ze DFE protne AB v jejim stfedu M. Pak ukazte, 7e AMCFE
je tétivovy.

Hint 5. Prusecik P tecen k m v bodech K a L mé ke kruznicim k,[ stejnou
mocnost |[PK|? = |PL|?, tedy lezi na jejich chordéle.

Hint 6. Kdyz je AB vodorovna, musi byt spojnice druhého pruseciku k, Nk a
H svisla, takze C lezi na chordéle k,, k. Pozorné dokoncete.

Hint 7. Piimky AB protinaji k¥ podruhé v pevném bodé. Z néj méfte mocnost.
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Hint 8. Stadi ukdzat, ze ADNM je tétivovy. To vyuhlete s vyuZitim toho, Ze
BCNM je tétivovy.

Hint 9. Dokreslete B’, aby BPB’C byl rovnobéznik. Pak QPB’'C je tétivovy.
Zbytek dotihlete.

Stiedné obtizné priklady

Hint 10. Body L, M, N maji stejnou mocnost ke kruznicim opsanym trojihel-
nikim ABC a DEF'. Bonus: Na pfimku O, T, H.

Hint 11. Bod R je poten¢ni stied tii kruZnic, takZze R, P, S mame. Vytuhlete
t&tivové ¢tyfuhleniky BOSO a AOSD a podobné odvodte i Q, S, O.

Hint 12. Pomoci tsekovych thli ukazte podobnost K LM a APQ. Nésledné
ovéite, ze body P, Q naji stejnou mocnost ke kruznici opsané trojuhelniku ABC.

Hint 13. Ukazte, ze body H, H' a BB’ N CC’ maji vSechny stejnou mocnost ke
kruZnicim nad praméry BB’, CC".

Hint 14. TéZnice je chordéla k a [, takze BCQP je tétivovy (mocnost z A).
Hledany prisecik oznacte X a dokazte, ze trojihelnik PX(@ je rovnoramenny
(u P, Q znate uhly).

Hint 15. Spoctéte, ze kruznice opsané BC'D a AOBP se dotykaji. Dokreslete
prusecik tecen k AOBP v A resp. B a ukazte, Ze je to potenéni stied vsech tii
zadanych kruznic. Vyvodte, Ze tyto maji i druhy spoleény prisecik rizny od C.

Hint 16. Srovnénim Menelaovy a Ceévovy véty pro ABC a EF resp. XBC a
Y Z ukazte, ze FF a Y Z protinaji BC v témze bodé. Z néj méfte mocnost.

Hint 17. Dokreslete t¥i kruznice tak, aby se kazda dotykala jedné dvojice primek
z nabidky AB a DE, BC'a EF, CD a F A, a navic aby pfimky AD, BE,C'F byly
chordalami vzdy dvou z téchto tii kruznic. Takové kruznice kupodivu lze sestrojit
pro libovolny tec¢novy Sestithelnik ABCDEF.

Triky

Hint 18. KruZnice opsand trojihelniku ABC protina piimku AO podruhé v pev-
ném bodé (mocnost st¥edu k).

Hint 19. Vietovy vztahy. Pozor na 2 pripady.

Hint 20. Dokazte, ze rozdil mocnosti bodu A’ k opsané a vepsané kruznici troj-
tihelnika ABC' je 72 (r je polomér vepsané), ¢ili konstanta. Miize se hodit védét,
7e stfed oblouku BC' je stfed kruznice opsané trojuhelniku BIC.
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Hint 21. Interpretujte pfimky Y7Y5 resp. Z1Z5 jako chordaly kruznice vepsané
a bodd B resp. C.

Hint 22. Je to chordala (spole¢nd vnitini teéna) k al. Teénu k [ v A chapejte jako
chordalu [ a A, zbyva ukazat, ze DE je chordala k a A, tj. ze |DA|*> = |DT|-|DB|
(a obdobné pro E), coz je podobnost néjakych dvou trojihelnikii. Pfeneste vhodny
uhel pomoci stejnolehlosti.

Hint 23. Dokreslete kruznici pfipsanou ABC vzhledem k A. Vhodné popfena-
Sejte délky tseku z vrcholi k bodim dotyku. Vyjde, ze pfimka AD je chordala
pripsané a bodu V a BF je chordéla pfipsané a bodu U. Tedy G lezi na chordale
U a V, coz jsme presné chtéli.
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Logika, dikazy, argumentace

\ Honzik Varihara

Kazdy priklad, ktery potkate, kazda véta, kterou vidite, vSechno v matematice je
postavené na principu exaktniho dokazovani. Je to pfimo zdklad matematiky, a
jako dtim musi stat na pevnych zakladech, tak i matematika je potfebuje mit co
nejpevnéjsi. At se jednd o celou matematiku, anebo vas$ maly priklad, ktery resite
do PraSatka.

Na dGvod par definic

Definice. (Vyrok) Vyrokem nazveme kazdé tvrzeni, jemuz Ize (v principu) jed-
noznacné priradit pravdivostni hodnotu.

Definice. (Vyrokova formule) Vgrokovou formuli nazveme vyrok zavisly na
jedné ¢i vice proménnych.

Definice. (Konjunkce) Jsou ddny vyroky A, B. Vyrok C zni: ,A je pravdivy a
zaroven B je pravdivy.“. Pak C nazveme konjunkci A a B a zna¢ime C = A\ B.

Definice. (Disjunkce) Jsou ddny vyroky A, B. Vyrok C zni: ,A je pravdivy
nebo B je pravdivy.“. Pak C nazveme disjunkci A a B a zna¢ime C = AV B.

Definice. (Negace) Necht V je vyrok a vyrok W zni: ,, Neplati vyrok V.“ pak
W nazveme negaci vyroku V a znac¢ime W =V".

Definice. (Kvantifikdtory) Necht X je mnozina a V' vyrokova formule. Vyrok
,»Pro kazdé x € X plati V(x)“ budeme symbolicky zapisovat jako (Vx € X):V (z).
Vyrok , Existuje x € X takové, Ze plati V (x)“ zapiSeme jako (3x € X): V().
Piiklady.
(i) Vyrok: Nebe je modré.
(ii) Vyrokova formule: n € N je sudé &islo.
(iii) Konjunkce: Pepa je kluk a 7 je prvoéislo.
(iv) Disjunkce: T. A. Edison vymyslel zérovku nebo Eva s Vagkem vyhrali loni
slavika.
(v) Negace: Neni pravda, ze 12 je prvoéislo.
(vi) VSechnitko: Pro vSechna x € R plati - 0 = 0.
(vii) Existitko: Existuje aspon jedno n € N takové, ze n? = 1.

Piiklad. Znegujte nésledujici viroky a zamyslete se, zda plati:
(i) Kazdé prvodislo je liché.
(ii) (Vo € R)(Jy € R):22 > .
(iii) (In € N)(Vm € N): n + mje sudé.
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(iv) (Vn € N)(3Im € N):n + m je sudé.

v) (Va eR)(VbeR)(FceR):a+b+c=0.
(vi) Bp e Z)(Vq € Z)(Vr € Z):pqr = 0.
(vii) (Vz e R,z #0)(3y € R): 2y = 1.

Piiklad. Prepiste nasledujici vyroky pomoci kvantifikdtord, znegujte je a roz-
hodnéte, zda plati:
(i) Kazdé sudé &islo lze zapsat jako soucet dvou lichych ¢isel.
(ii) Kdykoliv jsou x a y dvé rliznd realnd disla, pak jedno z nich je vétsi nez
druhé.
(iii) Sou¢tem dvou sudych ¢isel je sudé ¢islo (muzete pouzit znaceni a | b, které
¢teme ,a déli b“).
(iv) Kazdé piirozené éislo lze zapsat jako soucet ¢ty druhych mocnin celych
Cisel.
(v) Pfirozené ¢islo mize mit libovolny pocet déliteld.

Formalni dikazy
Piiklad. Dokazte tvrzeni (Vz € R)(Jy € R):z > y.

Reseni. Zvolme x € R libovolngé. Polozme y:=z — 1. Pak platiz >z — 1=y a
jsme tedy hotovi.

Piiklad. Dokazte tvrzeni (3p € Z)(Vq € Z)(Vr € Z): pgr = 0.

Reseni. Ukazeme, 7e nula ma onu vlastnost. Bud tedy p = 0 € Z. Dale bud ¢ € Z
libovolné a r € Z libovolné. Pak plati pgr = 0 - gr = 0 a dikaz je hotov!

Piiklad. U nésledujicich tvrzeni rozhodnéte, zda plati, a podle toho formélné
dokazte bud vyrok, nebo jeho negaci.

(i) (Vk sudé)(Im,n liché): k = m + n.

(
(ii) (3n € N)(Vm € N):n +m je sudé.
(i) (Va € R)(Fb e R)(VeeR):a+b+c=0.
(iv) (Vy € R,y #0)(3x € R):xy # 3
(v) (Vz € R)(3y € R):2? > 3y + .
(vi) Vz,y e Rz #y)(Fz € R): (z —x)(2 —y) <0.

Priklad. (Opravdovy! I.)  Frso se prochazi po slovenskych lesich, ale bohuZzel
ztratil mapu. Padl uz vecer a on by chtél zakempovat nékde na louce mimo les.
Jenze bez mapy smér nenajde, ale jesté si pamatuje, ze les mél plochu Skm? a
nem4 diry. Dokazte, ze Frsovi staci ujit 2¢/7S km, aby se dostal z lesa.

Priklad. (Opravdovy! II.) Méme zahradu 4 x 4 policka a chceme si na ni vysadit
nékolik stromki. Jenze tuto zahradu nam zévidi vandalové a jakmile skoncime
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vysazovani, tak prijdou a vykaci nam vsechny stromy ve dvou fadcich a ve dvou
sloupcich. Kolik nejméné stromkti musime vysazet, aby nam po najezdu vandali
aspon jeden zbyl?

Je to vse?

vvvvv

diikaz spravny. Casem si na to vyrobite ten spravny ¢ich, ale pro zac¢atek vam dam
par rad:
(1) VsSechny objekty (proménné, body, ... ), které nejsou zavedeny v zadani,
musite fadné definovat!
(2) Potrddné si projit feSeni a hledat, zda u kazdého vyroku neexistuje bo¢ni
feSeni Ci cesta, kterou jste zapomnéli oduvodnit!
(3) To samé plati u kazdé rovnice ¢i kazdé proménné!
(4) Bylo vSechno ekvivalentni nebo pfipustné pro kazdy objekt vaSeho pfi-
kladu?
(5) Neni jesté potieba u néfeho zkouska?

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Josef Tkadlec: Semind¥ Uménd vidét v matematice.
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Délky v trojuhelniku
\

Martina Vavackova

Motto: “I can calculate everything.”
Ivan Borsenco, zlaty medailista z IMO 2006

Na prednasce si ukdZzeme prostou, ale Gi¢innou zbran pri feseni mnohych geome-
trickych tloh. Pfesvédéime se, Zze s nékterymi tlohami si umime hravé poradit,
ackoliv jejich syntetické Feseni je pomérné komplikované nebo trikové. Jak? Staci
si rozmyslet, Ze je umime spocitat.

Odvodime si nékteré uzitecné vztahy, které nam umozni nahlédnout hloubéji,
a fekneme si, v jakych situacich je vyhodné je pouzit. Nakonec spole¢né vyfeSime

vvvvvv

Metricka kritéria

V dikazovych tlohach se ve vétsiné pripadt vyskytuje jen nékolik typt tvrzeni
(kolmost dvou pfimek, 4 body na jedné kruznici, atd.). Metrickd kritéria slouzi
k pfevedeni téchto tvrzeni na algebraické identity.

vlastnost kritérium
rovnost thli podobnost trojuhelniki
kolmost La? + =02+ d%
3 body na pfimce Menelaova véta
4 body na kruznici mocnost
3 pfimky jednim bodem Cevova véta
Znaceni

V celém néasledujicim textu budu pro prvky trojuhelniku ABC pouzivat jednotné
znaceni:

(i) a, b, ¢ strany, a = |BC|, b= |CA|, ¢ = |AB|

My
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Sinova a kosinova véta, vysky

Véta. (Sinova, kosinovd) V trojihelniku ABC plati:

a b c

— = = =2R, a® = b* + c — 2bccos a.
sina  sinf  sinvy

Tvrzeni. (Ziejmé) V trojuhelniku ABC oznaéme D patu vysky na stranu a.
Pak plati |AD| = ¢sin 8 = bsin~y, |BD| = ccos 8 a |CD| = bcos~.

Cviceni. S vyuzitim poznatki o vyskach ovéfte platnost kosinové véty.

Strany a Gseky
Tvrzeni. (Useky) Jsou-li a,b,c strany trojiihelnika, pak existuji realna ¢isla
x,y, 2z > 0 takova, ze
a=y+z,b=x+z2c=z+y,
neboli
r=s8s—a,y=s—b,z=s—c.
Tato ¢isla odpovidaji délkam tisekii stran vytatych body dotyku kruZnice vepsané.

Cviceni. Najdéte pomér, v némz déli strany trojihelnika body dotyku kruznic
pripsanych.

Tvrzeni. (Obsah trojihelnika)  Pro obsah trojihelnika ABC' plati:
1 . abc
K= §absm'y = 1R
K=sr= (S - a)ra = ITq,
K =+/s(s—a)(s—b)(s—c) = Vayz(z +y + 2).

Cviceni 1. Ukaite, 7e = + % + % = %
.

Ta

Cviceni 2. Vyjadiete R a r pomoci useku x, vy, z. Dokazte, Ze plati R > 2r.

Druhé mocniny
Véta. (Stewartova) Necht ABC je trojihelnik a M libovolny bod na strané
BC'. Polozme |AM| = d,|BM| = m,|CM| = n a strany trojithelnika oznacme
obvyklym zpiisobem. Potom plati

a(d® + mn) = b*m + *n.
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Tvrzeni. (Délka téznice a osy uhlu)  Je-li l, osa ithlu a m, téZnice na stranu a,
pak pro jejich délky plati:

2, 2 2
A R R R T
s bc(l (b—|—c >7 my 5 i

Cviceni. Ukazte, Ze vySe uvedené tvrzeni vyplyva ze Stewartovy véty. Spodcitejte
délku spojnice bodu dotyku kruznice vepsané a pripsané s protéjsim vrcholem.

Tvrzeni. (Kritérium kolmosti)  Ctyitihelnik ABC'D m4 kolmé tihlopticky prave
tehdy, kdyz plati a® + ¢ = b + d2.

Posledni kracek

Ackoliv uz umime geometrickou tlohu prevést na dikaz identity, nemame jesté
zcela vyhrano! Abychom se mohli dopracovat k cili, potfebujeme vSe vyjadfit jed-
notné pomoci zakladnich prvki trojihelnika, tedy stran nebo thli.

Jestlize se nam podafi dospét k vyjadfeni pomoci stran, je tloha prakticky
vyfeSena. Pokud se rozhodneme pro siny a kosiny tthld, musime mit pfi nasledné
Upraveé vyrazi na paméti nekolik véci:

(1) v argumentech je potieba mit stejné ndsobky zakladnich thli,

(2) existuji goniometrické vzorce, nebojime se je pouzivat,

(3) pro soucet thll v trojihelniku plati o + 5 + v = 180°.

Sbirka prikladi

Piiklad 1. Bud H ortocentrum a D pata vysky na stranu BC' v trojihelniku
ABC. Doka’te, ze |AH| = 2Rcosa a |HD| = 2R cos 3 cos 7.

Piiklad 2. Pro libovolny trojihelnik ABC plati, Ze obsah trojuhelnika s vrcholy
v bodech dotyku kruznice vepsané je roven obsahu trojihelnika s vrcholy v bodech
dotyku kruznic ptripsanych. Dokazte.

Priklad 3. Méjme trojuhelnik ABC. Ukazte, Ze obsah trojihelniku s vrcholy
v bodech dotyku kruznic pfipsanych je mensi nez ¢étvrtina obsahu AABC.

Priklad 4. Necht ABC je trojthelnik a hg, hy vysSky z vrcholi A a B. Ukazte,
ze pokud a > b, pak
a+ ha Z b + hb~

Piiklad 5. Necht a, b, ¢ jsou strany trojihelnika. Dokazte, Ze
2v/s(s—a) <2m, <b+ec,
kde m, je téznice z vrcholu A.
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Priklad 6. (Steiner-Lehmus theorem) Dokazte, Ze pokud jsou dvé osy thli
stejné dlouhé, pak uz je trojihelnik nutné rovnoramenny.

Priklad 7. Méjme trojuhelnik ABC se stfedem kruZnice vepsané I. Oznadme
A prusecik osy uhlu C'AB se stranou BC a dale D bod stfedové soumérny s [
podle stfedu A;. Dokazte, Zze body A, B, C a D lezi na jedné kruznici, pravé kdyz
b+ ¢ = 2a.

Piiklad 8. V ostrothlém trojuhelniku ABC se stfedem I kruznice vepsané
ozna¢me P patu vysky na stranu BC a M stfed strany BC. Pfimka M1 pro-
tne vysku AP v bodé F. Ukazte, ze |[AF| =r.

Priklad 9. Je déan trojahelnik ABC se stiedem I kruznice vepsané. Oznacéme D
prisecik osy thlu <BAC se stranou BC a I, stfed kruZznice pfipsané strané BC.
Dokazte, ze plati
1 1 2
+ = :
|AI| * |I1.|  |AD|

(MO A-59-1I)

Piiklad 10. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC se stfedem I kruznice vepsané.
Ukazte, ze alespon jedna z usecek AB, AI, BI, CI mé necelo¢iselnou délku.
(USAMO 2010)

Priklad 11. V trojthelniku ABC, jehoz vnitini Ghly spliuji « > +y, oznaéme I
stfed kruznice vepsané, M stied strany AC a N stied oblouku AC kruZnice opsané
(toho, jenz obsahuje B). Dokazte, ze |[<IMA| = |[<INB]. (KMS, gama)

Priklad 12. V trojihelniku ABC je M stied strany BC. KruZnice vepsana se
sttedem I se dotyka strany BC v bodé D, stied tisecky AD oznac¢me S. Dokazte,
ze body S, I, M lezi na jedné piimce.

Piiklad 13. V trojuhelniku ABC je O stied kruznice opsané, AD jeji prumér.
Tecna ke kruznici opsané vedena bodem D protne piimky AB, AC po fadé v bo-
dech M, N a AD protne BC' v bodé P. Dokazte, ze je-li |AP| = 2|BP|, lezi body
O, B, C, M a N na jedné kruznici.

Priklad 14. Necht ABC je trojuhelnik a I, stfed kruznice pfipsané strané BC.
Oznac¢me po fadé F a F pruseciky os thldt ABC a BCA se stranami AC a AB.
Dokazte, ze EF 1 OlI,.

Priklad 15. Mé&jme ostrothly trojuhelnik ABC. Paty vysek na strany AC a AB
oznac¢me po fadé B, C;. Déale oznac¢me P, @) pruseciky kolmic vedenych z bodi
C1, B; na stranu BC. Dokazte, ze prisecik pfimek PB; a QC; lezi na vysce na
stranu BC'. (China TST 1996)

54



Martina Vavackova: Délky v trojahelniku

Podékovani a zdroje

Na zavér bych chtéla podékovat Michalu Rolinkovi za spolupraci a poskytnuti
materidlt. Zdroj: http://www.mathlinks.ro/.
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