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Ctvrta dimenze

Jednou v hospodé U Karla IV.

uvidél jsem kus prostoru ¢tvrtého.

Ctyfi pillitry u stropu nad salem

letély tam sobé kolmo navzajem,

coz neni mozné v dimenzi tieti,

kde nejvyse tii pillitry k sobé kolmo leti.

Tak jsem poznal diky Otci vlasti,
jaké jsou v pillitru skryty slasti,
jak vSem Cechfim rozsifuje obzory
o n-dimenzionalni prostory!

— Emil Calda






Burnsideovo lemma

\ Haria Bendova

ABSTRAKT. Burnsideovo lemma je silny nastroj pii feSeni jistého typu kom-
binatorickych tloh. V tomto prispévku jsou na konkrétnim piikladu vysvétlené
potiebné pojmy a néasledné i samotné lemma. Pfispévek také obsahuje sadu né-
kolika dalsich prikladu.

Jedna se o velice silny néastroj pii pocitani jistych kombinatorickych tloh, které
by ndm bez znalosti tohoto lemmatu pFipadaly nefesitelné.

Piiklad. Kolik rtznych ndhrdelnikt lze sestavit ze 3 sklenénych a 5 dfevénych
koralkt? Koréalky jsou navleCené na sntrce, takze dva nahrdelniky lisici se jen
pootocenim povazujeme za shodné.

Kdybychom nedodali posledni vétu, byla by odpovéd lehké, hledany pocet by
byl (g) = 56 (poc¢itame ,pevné“ nahrdelniky, tj. ndhrdelniky, u kterych zélezi na
natoceni). Nam ovSem nékteré nédhrdelniky splynou, takze jich bude méné. Jednou
z moznosti, jak spocitat kolik jich tedy je, je pouzit Burnsideovo lemma. Casem
si povime, co toto lemma fiké i jak ho na takovy pfiklad aplikovat. Nejdfiv si ale
priblizime nékolik pojmu.

Permutace, grupa

Permutace mnoziny X je prosté zobrazeni mnoziny X na X, tzn. zddné dva
prvky se nezobrazi na stejny prvek (prosté) a zdroven se na kazdy prvek néco
zobrazi (na). Jde tedy o néjaké ,prehdzeni* prvké mnoziny X.
Grupa permutaci! v podstaté znamena, e mame mnozinu, na ni permutace a
mezi permutacemi jakoZto prvky mnoziny bindrni operaci sklddani (slozit 2 permu-
tace znamend provést je za sebou — POZOR, zalezi na poradi — béZné se permutace
skladaji zprava doleva). Ke kazdé permutaci existuje permutace k ni inverzni (slo-
Zenim permutace s permutaci k ni inverzni dostaneme identitu).
Necht S(X) je grupa permutaci na mnoziné X. Pojmem podgrupa rozumime pod-
mnozinu grupy S(X) takovou (oznafme ji G), kterd s kazdou permutaci obsahuje
i jeji inverzi a navic je uzaviend na skladani (tzn. s kazdymi dvéma permutacemi
obsahuje i jejich sloZeni — z ¢ehoz mimo jiné vyplyvd, Zze obsahuje i identitu).

V nasem prikladu si mnozinu X predstavme jako mnozinu vsech moznych ,,pevnych® nahr-
delnikti ze 3 sklenénych a 5 dfevénych kordlku, tedy takovych, u kterych zalezi na natoceni.

Za podgrupu G grupy vsSech permutaci na X budeme brat jen ty permutace, které odpovidaji
néjakému otoéeni ndhrdelniku (véetné identické permutace), tj. oto¢eni o k-45°, k=0,1,...,7.

KLiCOVA SLOVA. kombinatorika, nédhrdelniky, obarveni, permutace, grupa, podgrupa, orbita,
pevny bod
ITohoto pojmu netfeba se bat. =)
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Orbita, pevné body

Pro x € X ozna¢me O, = {m(x); m € G} takzvanou orbitu prvku x; v podstaté
to jsou body, kam se mizu z x dostat pouzitim permutaci z G. Mnozinu vsech
orbit, tj. {O,; = € X}, budu znacit O.

Vsimni si, Ze pokud y € O,, tak O, = O,. Intuitivné je to jasné — pokud se
z jednoho mista mohu dostat do druhého, tak se z obou mohu dostat do tychz
mist. A neni problém toto pieformulovat do pfesného diukazu.

Z toho ovSem plyne dilezity disledek: orbity tvoii rozklad mnoziny X. Tim se
mini, ze kazdé x € X lezi v pravé jedné orbité. Zjevné totiz x € O,. Pokud by
x lezel jesté v néjaké jiné orbité, tj. x € Oy a O, # Oy, pak je dle piedchoziho
odstavce O, = O, coz je spor. V mnoziné O jsou tedy mnoziny, které jsou po
dvou disjunktni a jejichz sjednoceni je celé X.

V nasem prikladu tvoii orbity skupiny nahrdelnikd, které se na sebe daji prevést pouhym
otocenim (tj. néjakou permutaci z G). Nasim cilem je tedy spoéitat pocet vSech orbit.

Bod z se nazyvéa pevngm bodem permutace 7, pokud 7(z) = z. Jedna se tedy
o body, které permutace 7 zachovad (nepohne s nimi)). Mnozinu v8ech pevnych
bodu permutace 7 budeme znacit X, = {x € X; n(z) = z}.

Uvéazim-li tedy néjakou permutaci z G z naseho ptikladu, tj. néjaké otoceni ndhrdelniku, pevné
body této permutace budou vSechny takové nahrdelniky, které se pfislusSnym otocenim nezméni.
Je snadné ovérit, ze v pripadé€ naseho néhrdelniku ze 3 sklenénych a 5 drevénych koralki je
mnozina pevnych bodu identické permutace celé X, tedy vsech (g) = 56 ndhrdelnikiu (kazdy se
zobrazi sdm na sebe) a ostatni permutace (otoceni o k-45°, kK =1,2,...,7) nemaji zddny pevny
bod. Kdybychom ovsem méli jiny nédhrdelnik, t¥eba ze 4 sklenénych a 4 dfevénych koralkl, pak uz

by napftiklad otoc¢eni o 180° pevné body meélo, kupfikladu nédhrdelnik, kde se koralky pravidelné
stiidaji.

Burnsideovo lemma
A ted jiz koneéné prijde na fadu ono slibené bajeéné mazané . ..
Lemma. (Burnsideovo)

1
o =— -3 |X,
01= 17 2 1%l

TeG

Mozna interpretace: ,,Pocet orbit je roven priamérnému poctu pevnych bodi
permutaci v G.“

Pékny diikaz je v piispévku Roberta Samala: ,,Burnsideovo lemma aneb kterak
nahrdelniky spocitati®.

Aplikujeme-li lemma na né$ piiklad, dostaneme, Ze podet orbit (to jest piesné
to, co chceme spocitat — podet riznych ndhrdelnikii, nezilezi-li na natoceni) je
roven

(56 +0+---+0)=T.

ool



Hana Bendova: Burnsideovo lemma

Ulohy

Piiklad 1. Jak se zméni vysledek piikladu z ivodu, budeme-li moci ndhrdelnik
i prevracet?

Piiklad 2. Kolik nahrdelnikti lze sestavit z k sklenénych a 8 — k dfevénych
koralka?

Priklad 3. Kolika zpusoby lze obarvit policka Sachovnice

(1) 3x3

(2) 4x4

(3) nxn
dvéma barvami? Dvé obarveni povazujeme za stejna, pokud lze dostat jedno z dru-
hého pootocenim Sachovnice.

Piiklad 4. Reste piedchozi tlohu za pfedpokladu, ze je Sachovnice sklenéna,
(sklo je pruhledné, Sachovnice se ted dé i preklapét).
Piiklad 5. Détské skladanka obsahuje 3 Cervené, 3 modré a 3 zelené ¢tvercové

desticky. Kolika zpisoby je lze sestavit do velkého Ctverce 3 x 3, nezalezi-li na
natoceni?

Priklad 6. Kolika zptsoby lze obarvit stény krychle

(1) 2 barvami?
(2) k barvami?

Dvé obarveni povazujeme za totozné, pokud lze jedno dostat z druhého otocenim
krychle.

Priklad 7. Kolika zptisoby muzeme obarvit hrany krychle

(1) 2 barvami?
(2) k barvami?

Piiklad 8. Kolika zptisoby mtzeme obarvit vrcholy krychle

(1) 3 barvami?
(2) k barvami?

Priklad 9. Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit nékterou z thlopficek.
Kolik rtiznych krychli mizeme ziskat?

Priklad 10. Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit Sipku mifici k nékterému
z vrcholu krychle lezicich v této sténé. Kolik riznych krychli mizeme ziskat?

Priklad 11. Jak se zméni odpovéd v predchozi tiloze, mtZeme-li na libovolny
pocet stén Sipku nenakreslit?

Piiklad 12. Kolika zptsoby lze na stény krychle umistit ¢isla 1-67 Kolika zpt-
soby to lze udélat tak, aby byl soucet protilehlych ¢isel 77
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Piiklad 13. Kolika zpiisoby lze obarvit stény ¢tyfsténu
(1) 2 barvami?
(2) k barvami?

Dvé obarveni povazujeme za totozné, pokud lze jedno dostat z druhého otocenim
¢tytsténu. Co se stane, pokud budeme uvazovat vSechny symetrie ¢tyrsténu?

Priklad 14. Kolika zpisoby miZeme obarvit stény pravidelného dvanactisténu,
méame-li k dispozici 2 barvy?

Piiklad 15. Kolika zplisoby mtiZeme obarvit hrany pravidelného dvanactisténu,
mame-li k dispozici 3 barvy?

Priklad 16. Kolika zpusoby muzeme obarvit vrcholy pravidelného dvanacti-
sténu, ma-li byt polovina bilych a polovina ¢ernych?

Priklad 17. Kolik riznych nadramki je mozné vytvorit ze 3 bilych, 3 éervenych
a 3 Cernych koralkt, nemaji byt zadné dva koralky stejné barvy vedle sebe? Dva
naramky, které na sebe umime prevést pouhym pieklopenim nebo otocenim, po-
vazujeme za stejné.
Priklad 18. Pro vSechna pfirozend N a n dokazte, ze n déli ZZ=1 NNSD(n.k)
kde NSD(a, b) znadi nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b.

Ulohy jsou &erpany ze sbirky Priklady z algebry od Davida Stanovského, a
z knihy Metody teseni matematickych uloh II od kolektivu autort Jifi Herman,
Radan Kucera, Jaromir Simsa.

Podékovani
Tento text Cerpa ze starSich prispévki
[1] Robert Sdmal, Burnsideovo lemma aneb kterak ndhrdelniky spocitati, Ro-
kytnice 1998,
[2] Zuzanka Safernova, Burnsideovo lemma, Rapotin 2007.
Velké ¢ast je pfimo prevzata z jednoho ¢i druhého, proto dékuji obéma autortim,
nebot mi velmi uSetfili préci.



Posloupnosti ala kombinatorika
‘ Jarda Hancl

ABSTRAKT. Tento prispévek se zabyva kombinatorickymi vlastnostmi posloup-
nosti, které jsou prezentovany pouze na ptikladech. V prvni ¢asti se studuji ko-
neéné posloupnosti, ve druhé ¢asti se vhodné vybiraji podposloupnosti a nakonec
je uvedeno nékolik velmi zajimavych vlastnosti geometrickych a aritmetickych
posloupnosti.

Konecné posloupnosti

Vétsina tloh v této sekci bude o konecénych posloupnostech, proto Konecnou po-
sloupnosti délky n budeme rozumét kazdou uspordadanou n-tici ¢isel aq,as, ...,
Q.

Priklad 1. Kazdé ¢islo v posloupnosti x1, xa,. .., z, je bud —1 nebo 0 nebo 1.
Urcete nejmensi moznou hodnotu souctu S' vSech souciniit z;x; pro 1 <7 < j < n.

Priklad 2. Kazdé ¢islo v posloupnosti z1,xa, ..., z, lezi v intervalu [—1,1]. Ur-
cete nejmensi moznou hodnotu souctu S vSech soucint z;z; pro 1 <1 < j < n.

Piiklad 3. Mezi 2n redlnymi ¢isly x1, o, ..., Tn, Y1, Y2, - - - , Yn Plati nerovnost
Ti+Ta+ -+ T >Y1+Y2+ -+ Yn.
Avsak, zaménime-li v ni libovolnou dvojici ¢isel x; a y;, nerovnost prestane platit.

Zjistéte, pro které hodnoty n je to mozné.

Piiklad 4. Kladnd ¢isla ay,as,...,a, spliuji pro libovolné k = 1,2,....,n — 1
vztah ap < apy1 < 2ak. Dokazte, ze v sou¢tu S = +a; = ag £ -+ £+ a,, umime
nastavit znaménka tak, ze 0 < S < a;.

Piiklad 5. Rozdil nejvétsiho a nejmensiho z ¢&isel xq,2x9,...,2, je 1. Urlete
nejvétsi rozdil mezi Cisly

T1+ T2 T1+Ta+ -+ Ty
Y1 =21, Y2=—F5 --+» Yn = :
2 n
Piiklad 6. Soucet redlnych ¢isel 1, xa, ..., x, je roven 0, pfesto ale pro néjaké
1€ {1,2,...,n} plati z; = 1. DokaZte, ze nejvétsi z ¢isel
|‘r1 - I2|, |l‘2 - 1‘3|, SERE) ‘xn—l - l‘n|, |‘T" - ‘Tl‘

je alesponi 4/n.

KLiCOVA SLOVA. posloupnosti, kombinatorika, aritmetickd posloupnost, geometrickd po-
sloupnost
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Piiklad 7. Soucet ¢lenii cyklické posloupnosti x1, xs, . . . , z, je roven 0. Dokazte,
ze existuje index k takovy, Ze vSechna cisla

Ty Tk + Tht1y «-oy T+ Tht1 + -+ Thpn—1

jsou nezaporna.

Piiklad 8. Dokazte, ze pro libovolnou posloupnost x1, zs, ..., x, readlnych ¢&isel
existuje index k € {1,2,...,n} takovy, Ze plati nerovnost

n

k
E Ti — E €Ty
i=1

i=k+1

< max{|z;| : 1 <i<n}.

Piiklad 9. Soucet druhych mocnin redlnych ¢&isel x4, zo,. .., x, je roven 1. Ur-
Cete nejvétsi moznou hodnotu souétu absolutnich hodnot vsech 2" ¢isel tvaru
tri a0+,

Priklad 10. Pro reilnd ¢isla x1 < 2o < ... <z, se souftem 0 plati |z1| + |z2| +
+ -+ |x,| = A. Dokazte, ze x, — x1 > 2A/n.

Podposloupnosti

Vybereme-li ¢ast ¢lend nékteré posloupnosti a zachovame-li jejich poradi, hovorime
o téchto vybranych cislech jako o wvybrané podposloupnosti. Vybirat podposloup-
nosti muzeme vSelijak, mrknéme se na par fint:

Piiklad 11. DokazZte, Ze z libovolné posloupnosti 101 rtznych ¢isel 1ze vybrat
jedendcticlennou podposloupnost by, b, .. .,b11 takovou, ze bud plati by < by <
< --+ < byp nebo plati by > by > -+ > byy.

Priklad 12. Vsechna disla posloupnosti z1,zs,...,2, jsou z intervalu [0, 1].
Plati, Ze hodnoty 1, x2,...,z, nelze disjunktné rozdélit na dvé skupiny tak, ze
soucet Cisel v obou skupinach je vétsi nez 1. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu
souctu S = 1 + x2 + - -+ + x,,. Pro ktera n je tato hodnota dosazitelna?

Priklad 13. Bud soudet &isel aq,as,...,a, roven 2n a nejvétsi z nich rizné od
n+ 1. Dokazte, ze je-li n sudé, pak lze z posloupnosti a1, as, ..., a, vybrat nékolik
¢lenu tak, aby jejich soucet byl roven n.

10



Jarda Handl: Posloupnosti ald kombinatorika

Piiklad 14. Mgéjme piirozena Cisla x1, To, ..., Tn, Y1,Y2, - - - , Ym takova, Ze soucty
r1+xo+ -4+ x, ay +yo+ -+ Y jsou rovny témuz ¢islu mensimu nez m - n.
Dokazte, ze v rovnosti

T1+T2+ 0+ T =Y1+¥Y2+  +Un

lze vyskrtnout nékolik séitanct (ne vSechny) tak, aby vzniklo opét platné tvrzeni.

Aritmetické a geometrické posloupnosti

Aritmetickou posloupnosti s po¢ateénim ¢lenem a a diferenci d rozumime posloup-
nost a1, as, as, . .. definovanou predpisem a; = a+ (i —1)d. Geometrickou posloup-
nosti s pocatecnim ¢lenem a a kvocientem ¢ rozumime posloupnost ai,as,as, ...
definovanou pfedpisem a; = ag’~*.

Piiklad 15. Prvni ¢len a; i diference d aritmetické posloupnosti jsou pfirozena
¢isla. Dokazte pak, Ze néktery c¢len posloupnosti bude mit v dekadickém zapisu
¢islici 9.

Priklad 16. Nekonec¢nd posloupnost x1,xs,...,x, realnych ¢isel spliuje pro li-
bovolna m,n vztah
1
T — Ty — Ty <
‘ m—+n m n| m+n

Dokazte, ze potom je tato posloupnost aritmeticka.

Piiklad 17. Pro libovolné n > 3 najdéte aritmetickou posloupnost délky n
tvorenou slozenymi a navzajem nesoudélnymi ¢isly.

Priklad 18. Existuje nekoneéné geometrickd posloupnost kladnych ¢isel aq, . ..
takovd, Ze a; je celé pravé tehdy, kdyz ¢ € {1,2,...,2010}7

Piiklad 19. V geometrické posloupnosti kladnych ¢isel se vyskytuje nekonecéné
mnoho celych ¢isel. Rozhodnéte, zdali potom musi byt jeji kvocient celé ¢islo.
Literatura

[1] J. Herman, R. Kudera, J. Simsa, Metody eseni matematickych loh II,
Masarykova Univerzita, Brno, 1991
[2] Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998
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Spiralni podobnost

Franta Konopecky

ABSTRAKT. Obséhly a souhrnny elaborat o spirdlni podobnosti (tj. slozeni stej-
nolehlosti a otoceni), urdeny jednak jako uceleny studijni materidl vyuzitelny i
pro samostudium, druhak jako obsdhly zdroj ptfiklad s navody a feSenimi. Pocet
prikladu: 15, pocet cviceni: 5, pocet tvrzeni o spirdlni podobnosti: 10.

Uvod
Spirdlni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny, které fesi né-
které jinak velmi slozité tlohy. Cilem tohoto piispévku je sestavit uceleny souhrn
poznatki o spirdlni podobnosti, ukazat pouziti na prikladech a umoznit plnohod-
notné nastudovani problematiky.

Definice. Spirdlni podobnost je slozeni otoceni a stejnolehlosti podle téhoz stie-
du. Je urena stfedem spiralni podobnosti O, orientovanym thlem otoc¢eni @ a
koeficientem stejnolehlosti k > 0. Znacime ji S(O, &', k).

Spiralni podobnost S(O, d, k)

S
_\\\ \\ \ / \_g
-~ , _
L ﬁ -
- & _
- ¥ - _ b
b AN k=2

Motivacni priklady

Piiklad 1. V roviné jsou dény rizné velké stejné orientované podobné troju-
helniky ABC a A’B’C’. Stredy use¢ek AA’, BB', CC' ozna¢me po fadé A”, B”,
C". Ukazte, Ze i trojuhelnik A” B”C" je podobny predchozim trojihelnikiim.

KLiCOVA sLOVA. spiralni podobnost, geometrie, zobrazeni, podobnost, hardcore, studijni
text, stejnolehlost, otoceni

12



Franta Konopecky: Spirdlni podobnost

Reseni. Trojahelniky ABC a A’B'C’ jednozna¢né urcuji spirdlni podobnost S
(0, W, £), ktera ptevadi jeden na druhy (to bude jedno z nésledujicich tvrzeni).
Trojthelniky OAA’, OBB’, OCC’ maji stejny tihel u vrcholu O a stejny pomér
prilehlych stran. Jsou tedy podobné, a to i s téZnicemi, podobné jsou tak i troj-
tihelniky OAA"”, OBB", OCC". Nova spiralni podobnost S(O, @'y, g) zobrazuje
trojuhelnik ABC na A” B”C". Spiralni podobnost je podobné zobrazeni, trojihel-
niky jsou podobné.

Piiklad 2. Je dén étyttahelnik ABCD s rtiznobéznymi protéj$imi stranami. Pri-
seCik pfimek AB a C'D ozna¢me () a prusecik pifimek AD a BC oznafme R.
Ukazte, ze kruZnice opsané trojuhelnikim BCQ, ADQ, ABR, C DR prochézeji
jednim bodem.

13
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Reseni. Protoze se viechny ¢tyii kruznice protinaji ve stfedu spiralni podobnosti
O, které zobrazuje A — B, D — (|, je dtikaz dokonéen.

S nynéjsimi znalostmi je predchozi ditkkaz neplatny, ale za nékolik malo oka-
mzikt bude vSe opravdu takto jednoduché!

Vlastnosti spiralni podobnosti

Tvrzeni 1. (Zékladni vlastnosti)  Pro spirdlni podobnost plati:

(i) Je to podobné zobrazeni, obrazem p¥imky je piimka, obrazem ¢tverce je
¢tverec, obrazem stiedu usecky je stfed obrazu usecky, obecné obrazem
utvaru je jemu podobny tutvar.

(ii) Uhel mezi pfimkou a jejim obrazem je tihel otoceni.

(iii) Pomeér délky tsecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti.

oD \&
T4

@)

Tvrzeni 2. (Specialni ptipady)  Spiralni podobnost S(O, W', k) se pti specialnich
hodnotach &, k redukuje néasledovné.
(i) Pro W = 0 dostdvdme stejnolehlost se sttedem O a koeficientem k.
(ii) Pro w = 180° dostdvdme stejnolehlost se stfedem O a koeficientem —k.
(iii) Pro k = 1 dostavame otoceni kolem O o tihel .
(iv) Prok =1 a w = 180° dostdvame stfedovou soumérnost se stiedem O.
(v) Zadna kombinace O, W, k ndm ned4 posunuti nebo nepimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (Spiralni podobnosti chodi po dvou!)  Necht spirdlni podobnost se
stiedem O prevadi A — C' a B — D. Pak jednoznac¢né urcena spiralni podobnost,
ktera pievadi A — B a C — D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se
muze lisit.
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Tvrzeni 4. (Existence a jednozna¢nost) V roviné jsou dany body A, B,C,D
takové, ze ABDC' (v tomto poradi!) neni rovnobéznik. Pak existuje pravé jedna
spiralni podobnost, kterd prevadi A — C, B — D. (V piipadé rovnobézniku
ABDC bychom potfebovali posunuti, které spiralni podobnost neposkytuje.)
Ndvod. Jednoznacnost: feknéme, ze existuji dvé takové spiralni podobnosti Sy
a So s ruznymi stfedy O; a O,. Zustane v identité S; o 82_1 bod O; na misté?
Existence: je obsazena v tvrzeni 6.
Lemma 5. (S.p. jednoznaéné uréena trojihelnikem OAA’.) Bud S(O, W, k)
spirdlni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati ndsledujici.
(i) Pro rizné body A jsou vSechny trojihelniky OAA’ podobné.
(ii) Libovolny trojuhelnik OAA’ zpétné jednoznacné urcuje spirdlni podobnost
S(0, W, k).
Znaceni. Orientovany thel ABC, tedy thel od polopfimky — BA k poloptimce
—_—
— BC, budeme znacit <ABC.
Tvrzeni 6. (Konstrukce stfedu; existence) Bud ABBA’ ¢&tyfihelnik takovy,
Ze se pfimky AB a A'B’ protinaji v bodé Q. Potom druhy prisecik O kruZnic
—
opsanych trojihelnikiim QAA’ a QBB' je stfed spirdlni podobnosti S (07 <AOA’,

%), kterd zobrazuje A — A', B — B'.

Dikaz. Pokud O splyva s @, redukuje se spiralni podobnost na otoceni. Pred-
pokladejme O # Q. Podle predchoziho lemmatu 5 nam staci k existenci spiralni
podobnosti se stfedem v O ukézat podobnost trojihelniki OAA’ a OBB’. Tu
prubne shodnost hli. Diky rovnostem obvodovych thli je

|<AOA'| = |[<AQA’| = |<BQB'| = |<BOB'|,

|<BB'O| = |<BQO| = |<AQO| = |<AA'O|

a trojuhelniky OAA’ a OBB’ jsou podobné.

Q
,/\ 7/*0 . O
By B Aﬁ‘ }
// II
A/A A/A
K predchézejicimu tvrzeni K nasledujicimu tvrzeni
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Tvrzeni 7. (Prisecik ¢tyt kruznic, Miquel’s point of quadrilateral) Bud ABB'A’
Ctyruhelnik s riznobéznymi protéjsimi stranami. Priisec¢ik piimek AB a A'B’
ozna¢me @, prusecik piimek AA’ a BB’ ozna¢me R. Potom stied spirdlni po-
dobnosti O, kterd zobrazuje A — A’ a B — B’, je priise¢ikem kruZnic opsanych
trojuhelnikim AA'Q, BB'Q, ABR a A'B'R.

Diikaz. Podle tvrzeni 3 je O stfedem dvou spiralnich podobnosti. Diky prvni
z nich lezi podle tvrzeni 6 na kruznicich opsanych ABQ a A’B’Q a diky druhé na
kruZnicich opsanych AA’R a BB'R.

Poznamka. Predchozi tvrzeni ndm zéroveri (uz regulérné) dokizalo druhy mo-
tivacni priklad.

Cviceni na spiralni podobnost

Nasleduji dalezita cviceni na pochopeni principt spirdlni podobnosti. Jejich vyfe-
Seni (vétsinou pomoci nékterych tvrzeni) je esencidlni k pochopeni tézsich piikladi.
Pouzivejte v nich hlavné analogie k motiva¢nimu piikladu 1. Dale si zkuste pomoci
tvrzeni 4 o existenci a jednoznacnosti zdivodnit, ze spiralni podobnost mtzete po-
uzit, a navic jednoznac¢né. Poté ze zakladnich vlastnosti o podobnosti a lemmatu
5 hledejte dalsi spirdlni podobnosti, pfipadné vyuzijte existence ,,dualni“ spiralni
podobnosti podle tvrzeni 3.

Cviceni 1. Na sténé visi dvoje hodiny, jedny jdou o étvrthodinu napied. Jak se
pohybuje stied spojnice konci velkych rucicek?

Cviceni 2. KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B. Bodem A se otaé¢i ptimka,
ktera protind kruznici £ podruhé v bodé K a [ podruhé v L. Jakou mnozinu
vykresluje stied tsecky KL?

Cviceni 3. Zadani stejné jako v predchozim piikladé, akordt se ptame, jakou
mnozinu vykresluje bod N tsec¢ky KL, pro ktery |KN| = 2|LN]|.

Cviceni 4. Zadani stejné jako v pfedchozim prikladé plus je tsecka K L doplnéna
na rovnostranny trojuhelnik K LM. Co maluje bod M?

Navod. Dokazte, ze ma ¢tyfuhelnik BLM K pofad stejny tvar (z obvodovych
Ghld a stejného tvaru rovnostranného trojtahelniku). Vsechny trojuhelniky BLM

jsou si tim padem podobné a spirdlni podobnost se stfedem v B, tthlem <L BM a
koeficientem |BL|/|BM| zobrazuje kazdy bod L do néjakého bodu M.

Cviceni 5. Po tfech riznobé&znych pfimkéich se rovhomérné pohybuji body A,
B, C. Ukazte, ze pokud jsou ve dvou casech t1, ty trojihelniky ABC podobné,
tak uz jsou podobné v kazdém okamziku.
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Shrnuti spirdlni podobnosti

A na zavér vykladu uvaddime dulezité fakty o spirdlni podobnosti, které by si mél
ddrazné osvojit kazdy, kdo ji chce umét pouzivat.

(i) S.p. je podobné zobrazeni, vechny poméry a tvary se zachovéavaji.
(ii) Uhel otoceni je i tthlem odpovidajicich si pfimek v zobrazen.
(iii) Stfedem s.p. prochézi ¢ty¥i kruznice umoznujici nékolikandsobnou rovnost
obvodovych uhli.
(iv) Kazda s.p. m4 vzdy dudlni s.p., kterd mé stejny stfed a poskytuje dalsi
rovnosti thli.
(v) Pokud trojthelnik tvofeny tfemi rovnomérné se pohybujicimi body mé
dvakrat stejny tvar, ma porad stejny tvar.
Bohuzel nejsou tvrzeni o spirdlni podobnosti obecné znama, takze je dobré
miti na paméti i naznaky jejich dikaz, abyste mohli pouzité fakty zdivodnit. Viz
cviceni 5.

Priklady na spiralni podobnost

Priklad 3. (Simpsonova pfimka) Bud ABCD tétivovy ¢tyfuhelnik. Ukazte, Ze
paty kolmic z D postupné na pfimky AB, AC, BC lezi na jedné p¥imce. Paty
oznacme postupné P, Q, R.

Ndvod. Doplitte do obrazku bod S tak, aby byly trojuhelniky DQS, DRA a DPC

—_—

podobné. Spirélni podobnost S(D, <PDC, ;g—g}) zobrazuje trojici bodt P-Q-R na
C-S-A, které lezi na pfimce.

Priklad 4. (USAMO 2006) Necht ABCD je ¢tyfahelnik a necht E, F' jsou
body postupné na straniach AD, BC' takové, Ze déli strany ve stejném poméru
|AE| : |ED| = |BF| : |FC|. Pfimka EF protind pfimky BA a C'D postupné
v bodech S a T. Dokazte, ze kruznice opsané trojiuhelnikim SAE, SBF, TCF a
T DFE maji spoleény bod.

Ndvod. Najdéte spirdlni podobnost zobrazujici A — B a D — C a vyuzijte
tvrzeni 6 o konstrukci stiedu.

Priklad 5. (PraSe 27-3-8) ABC je ostrothly trojihelnik s vyskou AD. Body X
a Y lezi po fadé na kruznicich opsanych trojihelnikim ABD a ACD tak, ze X,
D, Y lezi na jedné prfimce a X # D # Y # B. Oznac¢me déle M stied strany BC
a M’ stfed tsecky XY. Dokazte, ze piimky MM’ a AM’ jsou kolmé.

Ndvod. Najdéte spiralni podobnost svazujici t¥i Thaletovy kruznice.

Re$eni. Dvé rlizné feseni najdete na http://mks.mff.cuni.cz/archive/27/3.pdf.
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Priklad 6. (Od Kennyho) Strandm AB a BC trojthelnika ABC pfipiseme
zvenéi podobné pravotihelniky? BK LC a M N BA. Ukazte, ze ptimky NC, ML a
AK prochézeji jednim bodem.

Ndvod. Vezmeéte vhodnou spirdlni podobnost a zobrazte na sebe kruznice opsané
nasim pravotithelnikiim.

Priklad 7. (Zobecnéni IMO 2005) Mé&jme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD, ktery
neni lichobéznik. Na stranach AB a CD jsou body E a F, které déli své strany
ve stejném poméru |AE| : |[EB| = |CF| : |FD|. Prise¢iky thlopficek a piimky
EF oznaéme P, ), R. Potom pro rzné polohy bodu F prochazi kruznice opsané
trojthelniku PQR jesté jednim pevnym bodem (rtiznym od pruseciku thlopiicek
P).
Ndvod.

(i) Vykreslete vSechny kruznice vztahujici se ke spirdlni podobnosti prevadéjici

A—C,B—D.

(ii) Pomoci obvodovych thla ukazte, Ze stfed oné spirdlni podobnosti lezi na
kruznici opsané trojuhelniku PQR.

Priklad 8. (Od Kennyho) Je dan pétitthelnik ABCDE takovy, Ze jsou si troj-
thelniky ABC, ACD, ADFE podobné. Ozna¢me T prisecik BD a CE. Ukazte, ze
pfimka AT je kolmé na spojnici stfedi S; a So kruznic opsanych trojthelnikiim
ABC a ADE.

Ndvod.
(i) Sta¢i vam ukazat, ze |ASi| = |51T| a |ASz| = |S2T.
(ii) Pomoci spirdlni podobnosti dokaZte rovnost uhlt |[<BAC| = |[<«BTC| a
ABC'T je tétivovy.

Priklad 9. (IMO Shortlist 2006) Bud ABCDE konvexni pétitithelnik takovy, Ze
jsou si trojithelniky ABC, ACD, ADE podobné. Uhlopticky BD a CE se protinaji
v P. Ukazte, ze pfimka AP puli stranu C'D.

Ndvod. Ozna¢me Q priiseéik BD a AC, R prise¢ik DA a EC. Diky Cévove Véte3
nam staci ukdzat |AQ| : |QC| = |AR| : |[RD|. Ctyfahelniky ABCD a ACDE si
odpovidaji ve spiralni podobnosti, tedy i jejich praseciky thlopricek, a jsou tak
zachovany potfebné pomeéry.

2Pravoiuhelnik je obdélnik nebo &tverec.
3Cévova véta: Na stranich a, b, ¢ trojuhelnika ABC jsou postupné body Ai, Bi, Ci.

Primky AA;, BB1, CC1 se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz plati rovnost I‘ggill . }gf‘il‘ .
. ‘CBI‘ =1
|ABq] ’
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Priklad 10. Je dan pravothly trojihelnik ABC' s pravym thlem u C. Oznaéme
M stied pfepony a D takovy bod odvésny BC, Ze plati |CD| = |CM]|. Necht dale
P znadi prusecik kruznic opsanych trojihelnikim CM B a BDA, P # B. Ukazte,
Ze primka BP je osou thlu ABC.

Navod.

(i) Najdéte spirdlni podobnost zobrazujici ACPM na ADPA.
(ii) Pomoci ,dudlni“ spirdlky a rovnosti |C'D| = |M A| ukazte shodnost ACPD
a AMPA.
(iii) Uvédomte si, v jakém vztahu jsou vysky ve shodnych trojihelnicich.

Priklad 11. (Cina 1992)  Stied kruznice opsané tétivovému étyithelniku ABC D
ozna¢me O. Uhlopiicky AC a BD se protinaji v P. Kruznice opsané trojihelnikiim
ABP a CDP se protinaji v P a Q. Pfedpokladejme, Ze jsou body O, P a @ rizné.
Dokazte, ze |[<OQP| = 90°.

Navod.

(i) Bod O si definujte jako prusecik os tseéek AC a BD.
(ii) Spiralni podobnost se stfedem v O zobrazuje AC — BD.
(iii) Jestlize oznacime Sy, Sy stiedy thlopficek, tak O, P, Sy, S3 lezi na Tha-
letové kruznici.
(iv) Diky spirdlni podobnosti lezi @, P, S1, Sz téZ na jedné kruZnici.

Priklad 12. (Mathlinks) Ke strandm konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD pfi-
piseme zvnéjsku podobné trojuhelniky ABW, BCX, CDY, DAZ. Ukazte, ze
W XY Z je rovnobéznik.

Ndvod.

(i) Ctyithelnik je rovnobéznikem, jestlize stedy thlopiicek splyvaji.

(ii) Stredy tsecek AC, BD, WY, XZ ozna¢me R, S, T, U. Pomoci spiralni po-
dobnosti prevadéjici ABW na C' DY ukazte podobnost ARST ~ ANABW
podobné jako v prikladu 1.

(iii) Druhou spirdlni podobnosti ukazte ARSU ~ ABCX.

(iv) Z podobnosti trojihelniki plyne T'= U.

Priklad 13. (PraSe 26-6-8) PIV O je konvexni ¢tyfthelnik. Osy stran PI a VO
se protinaji v bodé Y. X je bod uvnitt PIVO takovy, ze |[<XVO| = |[<XPO| <
< 90° a |[<XIV]| = |[<XPO| < 90°. Ukaite, 7e |<VYO| = 2|<XIV].

Ndavod.

(i) Vezméme body X’ a Y’ tak, ze plati podobnosti trojihelnikt AOPX ~
OY'X a AVX'Y' ~ AVXI.

(ii) Pomoci spirdlnich podobnosti se stfedy v O, V zobrazujicimi P — Y’ — I
ukazte |PY’| = |Y'I|, z Gehoz vyplyne Y =Y.
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Reseni. Uplné feseni najdete na http://mks.mff.cuni.cz/archive/26/6.pdf.

Priklad 14. (IMO Shortlist 1992) V konvexnim ¢tyfahelniku ABCD jsou uhlo-
pricky stejné dlouhé. Ukazte, ze pokud vné kazdé strané piipiSeme rovnostranny
trojuhelnik, tak jsou spojnice protéjsich stfedti téchto trojihelnikt na sebe kolmé.

Navod.

(i) Zafixujte AC a rovnobézné posouvejte BD, dedukujte pohyb onéch spojnic
stfedd.
(i) Zjistéte, jestli kolmost plati v limitni poloze B = C.
(iii) Pomoci spirdlnich podobnosti ukazte, Ze se pii pohybu bodd B, D z limitni
polohy do obecné polohy pohybuji protéjsi stredy trojuhelnika stejné.

Priklad 15. (IMO Shortlist 2006) Na stranédch a, b, ¢ trojihelnika ABC' zvo-
lime postupné body Ay, By, C1. Kruznice opsané trojiuhelnikim AB,Cy, BCi Aq,
C A1 B; protnou kruznici opsanou podruhé v bodech Ay, Bs, Cs. Body Az, Bs,
Cj3 jsou stredovymi obrazy bodu A, By, C postupné podle stfedd stran a, b, c.
Ukazte, Ze trojuhelnik As BoCs je podobny trojihelniku Az B3Cs.

Ndvod.

(i) Pomoci znalosti priniku kruznic jako stiedu s.p. ukazte, ze AA;BC ~
~ AAQClBl.
(ii) Oznac¢me st¥edy tsecek b, ¢, AA; postupné Sy, S¢, Saa,. Ukaite ASaa,
S.S, ~ NA3BC.
(iii) S odkazem na cviceni 5 odiivodnéte AAsC1 By ~ AS44,5:.5, ~ NAC;Bs.
(iv) Ukazte shodnost odpovidajicich thlt v AAsBoCy a AA3B3Cs.

Literatura, zdroje a podékovani

Predevsim dékuji Kennymu Rolinkovi, ze mé k tomuto tématu dotlacil a dodal
kopu pé€knych piiklad. Mymi dalsimi zdroji byly:
[1] Archiv prasatka, http://mks.mff.cuni.cz/archive/.
[2] Franta Konopecky, Hybdni s body, http://frakon.matfyz.cz/files/Hybani
SBody.pdf.
[3] Matematické férum http://www.mathlinks.ro.
[4] Yufei Zhao, Similarity (IMO Training 2007), 2007, http://web.mit.edu/
yufeiz/www/similarity.pdf.
Tento elaborat i material o hybani s body bude zanedlouho ke stazeni v kni-
hovné semindie http://mks.mff.cuni.cz/library/.
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Pravidelnost mnohosténu
\ Pitr Korcsok

ABSTRAKT. Prednaska mé za cil ukazat krasu pravidelnych a polopravidelnych
mnohostént a vysvétlit zdkladni pojmy z této oblasti. Taktéz se snazi naznacit
zakladni vztahy, které v mnohosténech a mezi nimi plati.

Pii pripravé svoji prenasky jsem se nechal velmi vyrazné inspirovat starSimi
prispévkami Michala Hrocha (sbornik ze soustfedéni v Olsance 2006) a Roberta
Kaldyho (sbornik z Valdeku 2000), kterym na tomto misté dékuji.

Definice. (Mnohostén)  Mnohostén je koneénd mnozina mnohothelnikd, v niz
plati:
(1) Mnohouhelniky se stykaji pouze na strandch nebo ve vrcholech.
(2) Kazd4 strana mnohothelnika se stykd s pravé jednou stranou jiného mno-
hothelnika.
(3) Pro kazdé dva mnohouhelniky existuje cesta mezi jejich vnitiky.
(4) Pro kazdy vrchol V' plati, Ze existuje cesta mezi vnitiky stén k vrcholu V
prilehlych takova, ze neprochéazi vrcholem V.

Lemma. (Eulerova formule) Pro mnohostény plati
v+ f=e+2,

kde v je pocet vrcholu (vertices), s pocet stén (faces) a e pocet hran (edges).

Poznamka. S toutéz Eulerovou formuli (vztahem) se lze setkat i v teorii grafii a
rika, ze vyse uvedeny vztah plati pro kazdy souvisly rovinny graf. Lze také ukazat,
ze pomoci stereografické projekce 1ze jakykoli konvexni mnohostén reprezentovat
rovinnym grafem.

Lemma. (Dalsi podminky pro existenci mnohosténu)
3f <2, 3v<2e.

Véta. (Steinitzova) Ke kazdé uspofdadané trojici prirozenych cisel [f,v, €], pro
které plati f +v =e+2, 3f < 2e, 3v < 2e, existuje konvexni mnohostén s poc¢tem
stén f, vrcholii v a hran e.

Poznamka. Pokud bychom opét zabrousili do teorie graft, tak zjistime, Ze plati
nésledujici véta. Pro libovolny vrcholové 3-souvisly rovinny graf G (tj. graf, ktery
po vymazani libovolngch 2 vrchold zistava souvisly) existuje konvexni mnohostén,
jehoz grafem je pravé G.

KLiCOVA sLOVA. mnohostén, Eulerova formule, Steinitzova véta, dualita, platénska télesa,
deltaedry, archimédovska télesa, romboedry
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Definice. (Dualita) Dualitou nazyvdme vlastnost mnohosténi, Ze kazdému
z nich odpovida jeden dudini mnohostén, ktery ma vrcholy na misté stén mno-
hosténu ptivodniho, podobné stény misto vrchol, pocet hran se neméni.
Piiklad. Dokazte, Ze plati:
(1) Kazdy mnohostén obsahuje aspoii jednu sténu s méné nez Sesti vrcholy.
(2) f<2v—4.
(3) v<2f —4.
(4) e < 3v—6.
(5) V kazdém mnohosténu existuje aspoii jeden vrchol, v némz se styka méné
nez Sest hran.

Pravidelné mnohostény

Definice. (Pravidelny mnohostén)  Pravidelny mnohostén je mnohostén, jehoz
v8echny stény jsou navzajem shodné pravidelné p-tthelniky (p > 3), takovy, ze
v kazdém vrcholu se styka stejny pocet g (¢ > 3) hran a stén. Takovéto mnohostény,
které jsou navic konvexni nazyvame téz platonskd télesa.

Poznamka. Podminku o stejném poctu hran a stén z predchozi definice muzeme
nahradit jednou z néasledujicich ekvivalentnich podminek
(1) vSechny jeho vrcholy lezi na jedné sféte,
(2) vSechny jeho sousedni stény sviraji stejny thel,
(3) vSechny prostorové uhly tvofené vrcholem a sténami k nému pfilehlymi
jsou shodné.

Poznamka. (Rovnice pro platénska télesa) Vyjdéme z podminky pro pocet stén
sousednich s kazdym vrcholem a ozna¢me p pocet stran kazdé stény, ¢ pocet hran
stykajicich se v jednom vrcholu. Pak z Eulerovy formule vyplyva vztah

2pq
2(p+q) — pq

Lemma. Platénskych téles je pouze pét. Pravidelny ¢tyfstén, Sestistén (krychle),
osmistén, dvanactistén a dvacetistén.

Poznamka. (Dualita) MiZeme si vSimnout duality mezi krychli a osmisténem
a mezi dvanactisténem a dvacetisténem. Pravidelny ¢tyistén je dudlni saim k sobé.
Projevem této duality je i to, Ze stfedy stran kazdého pravidelného mnohosténu
urcuji pravidelny mnohostén duélni.

Polopravidelné mnohostény

V definici pravidelného mnohosténu pozadujeme, aby jeho stény byly navzijem
shodné pravidelné mnohotithelniky a vSechny vrcholy mély stejnou valenci — pocet
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hran/stén z néj vychézejicich. Budou-li nadéle vSechny stény konvexniho mno-
hosténu pravidelné mnohothelniky, mizeme pravidelnost porusit dvéma zpiisoby.
Bud dovolime rtznou valenci vrchol nebo pouziti vicerych typt mnohostén.

Definice. (Deltaedry)  Deltaedry jsou télesa, jejichz stény jsou navzajem shodné
rovnostranné trojihelniky. Nemusi splinovat napf. podminku stejného poctu stén
kolem kazdého vrcholu.

Konvexnich deltaedrti je 8, 3 z nich jsou platénska télesa. Deltaedry vyhovuji
pintuitivnim® kritériim platénskych téles, ale nesplnuji zddnou z uvedenych doda-
teénych podminek.

Definice. (Archimédovska télesa)  Archimédovskd télesa jsou mnohostény, je-
jichz stény jsou ne nutné stejné pravidelné mnohothelniky a jejichz vrcholy jsou
rovnocenné, tj. zadné dva vrcholy nejdou odlisit.

Archimédovskych téles je 13 (platénska télesa ani hranoly a antihranoly za né
nepovazujeme), nejvétsi z nich ma 96 stén. Kazdé archimédovské téleso lze repre-
zentovat kombinaci pravidelnych mnohotihelnikt kolem jednoho vrcholu. Timto
lze matematicky dokazat, ze zadné dalsi archimedovské téleso neexistuje.

Pokud nebudeme pozadovat rovnocennost vrchold, stoupne pocet vyhovujicich
téles na 75, nepocitaje v tom hranoly a antihranoly, jichZ je nekone¢né mnoho.

Uvazujme déle télesa, jejichz stény jsou shodné, ale ne nutné pravidelné mno-
hotihelniky. Méame dvé moznosti.

Definice. (Romboedry)  Stény romboedri tvoii shodné kosoctverce, jejichz dél-
ky thlopii¢ek jsou v pomeéru 1 : /2.

Existuji dva pravidelné romboedry — dvanactistén a ¢tyriadvacetistén.

Definice. (Nastavovana platénsks télesa) Na kazdé sténé télesa vztycime pra-
videlny jehlan, jehoz zadkladnou je ptivodni sténa platénského télesa.

Protoze vyska onéch jehlantt mtze byt libovolnd, mizeme pfidat jesté jednu
omezujici podminku navic. Jedna moznost je pozadovat, aby stény byly rovno-
stranné trojuhelniky, druhd moznost je pozadovat stejné konvexni thly mezi sté-
nami. Druhé z nich je vyhodnéjsi v tom, ze vysledné téleso ziistava vzdy konvexni,
tedy na néj mizeme rekurzivné pouzit stejny postup a tvorit pseudopravidelné
mnohostény 0 9- 3", 24 - 3™ a 60 - 3" trojuhelnikovych sténach.
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Literatura a zajimavé odkazy

[1] Robert Kaldy, Pravidelné mnohostény aneb o hleddni dokonalosti, Valdek
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Geometria
\ Miro Majercik

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékolik lehkych tloh na zikladni obraty v geo-
metrii. Pouzivaji se pfevazné obvodové, tsekové thly a mocnost bodu ke kruznici.

Na prednaske si zopakujeme vety o obvodovych a stredovych uhloch a mocnosti
bodu ku kruznici a budeme riesit priklady, v ktorych sa vyuzivaju. Na zéver si
dokéZeme niekolko jednoduchych vlastnosti trojuholnika, na ktoré sa casto zabtuda
a mozu sa hodit.

Veta. (Obvodové a stredové uhly) Majme kruznicu k so stredom S, jej tetivu
z uhlov AS B nazyvame stredovy uhol prislusny k tetive AB a uhol AM B obvodovy
a plati 2|<AM B| = |[<ASB|.

Veta. (Usekovy uhol)  Majme kruznicu k so stredom S, jej tetivu AB a dotycnicu
AX ku kruznici v bode A. Uhol BAX nazyvame tsekovy uhol a méa rovnaki velkost
ako obvodovy uhol prislusny k tomu obliku AB, ktory lezi v opacnej polrovine
urcenej priamkou AB ako uhol BAX.

Veta. (Mocnost)  Majme kruznicu k a bod P. Bodom P vedieme lubovolni
secnicu kruznice k, ktora ju pretne v bodoch A, B. Mocnost bodu P ku kruznici
k definujeme ako u(P, k) = |PA|-|PB| a je rovnakd pre vSetky secnice kruznice k
prechadzajiace bodom P. Ak t je dotyc¢nica ku kruznici k z bodu P, tak A= B a
p(P,k) = |PAJ.

Priklad. Nech kq, ko st kruznice pretinajice sa v dvoch bodoch A, B. Priamky
p, q také, ze A € p, B € g pretinaju ky a ko v dalich $tyroch bodoch, C, D € ky,
E, F € ky. Dokéaz, ze CD a EF st rovnobezné.

Priklad. Nech ki, ko st kruZnice pretinajtice sa v dvoch bodoch A, K. Potom
zostrojime AK LM taky, 7e A€ LM, L € k1 a M € ko. Kedy bude mat AK LM
najviacsi obsah?

Priklad. Dve kruznice k1 a ks sa pretinaji v dvoch bodoch A, B. Na k; st dalej
dané 2 rozne body C, D. Se¢nica BC' vytina na ko bod E, podobne BD bod F'.
Dokaz, ze ak |DF| = |CE|, tak bod A je rovnako vzdialeny od priamok BC a BF'.

Priklad. Majme 3 zhodné kruznice pretinajice sa v jednom bode O. Ostatné
priese¢niky ozna¢me A, B, C. Dokéz, ze O je ortocentrum AABC.

Priklad. Vnutri strany AC trojuholnika ABC lezi bod D taky, ze |AB| = |CD|
a uhly ACB a ABD maju rovnaka velkost. Os uhla CAB pretina stranu BC
v bode E. Dokaz, ze priamky AB a DFE st rovnobeZné.

KroUcovE SLovA. Geometrie, obvodové thly, tsekovy tthel, mocnost
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Veta. V trojuholniku ABC nech os uhla ACB pretina stranu AB v bode X.

Potom
|AC| B |AX|

|BC|  |BX|’
Tj. os uhla v trojuholniku rozdeluje protilahlii stranu v pomere prilahlych.

Veta. V trojuholniku ABC nech p je os uhla ACB, q nech je os strany AB a k
nech je kruznica opisana trojuholniku ABC. Potom p, q, k sa pretinaju v jednom
bode. T}j., os uhla a os protilahlej strany sa pretinaji na opisanej kruznici.

Veta. V trojuholniku ABC nech O je ortocentrum a vyska na stranu AB nech
sa pretina so stranou AB v bode Y a s opisanou kruznicou v bode X. Potom
|OY| = |YX|. Tj., vyska pretina opisant kruznicu v bode stimerne zdruzenom
s ortocentrom podla strany trojuholnika.

Veta. V trojuholniku ABC nech X je péta vysky na stranu AB a Y nech je
priesecnik osi uhla ACB so stranou AB. Potom

|<ABC| — |<BAC]

XCY| =
<XCY] 5

Tj., uhol medzi osou uhla a vyskou prislichajicou k jednému vrcholu sa rovna
polovici rozdielu zvysnych dvoch uhlov v trojuholniku.

Podakovanie

Prispevok je presné képia prispevku Zuzky Pobisovej z Rapotina 2007. Tymto jej
dakujem.
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Toky v sitich, Hallova véta
‘ Vit ,Vejtek” Musil

ABSTRAKT. Cilem prednasky je seznamit se zakladnimi definicemi a poznatky
tykajicich se toku v sitich a problému hledani maximéalniho toku. Dalsi ¢ast pred-
nasky se zabyva parovanim a dukazem Hallovy véty pomoci aplikace poznatki
o tocich.

Predstavte si ¢ajovnu, kde u kazdého stolecku je kohoutek na ¢aj. K nému se
¢aj distribuuje systémem c¢ajovoditi od jednoho centralniho ¢ajovaru. Jako kazdého
zvidavého milovnika caje vas zajima, kolik maximalné ¢aje k vam muize danym
cajovodem téci.

Ukéazka s cajovnou je zfejmé analogii k mnoha v praxi fungujicim systémim
jako jsou napiiklad rozvody elektrické energie, vodovodu, telefonnich linek, do-
pravni sité a mnoho dalSich, které maji spolecné atributy a stoji zato se jimi
zabyvat. Pro tyto ucely si vybudujeme patfi¢nou abstraktni teorii a ukazeme si
nékolik zajimavych poznatki.

Nejprve si zavedeme pro nas klicové pojmy, bez kterych se neobejdeme.

Orientovangm grafem nazveme uspofadanou dvojici (V, E), kde V' je neprazdné
mnozina a £ C V x V, neboli mnozina néjakych uspofddanych dvojic z V.
Hovofime-li o konkrétnim grafu G, piseme G = (V, E). Prvktam z V fikdme vrcholy,
prvkim z E hrany.

Siti nazveme étvetici (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, z a s dva
riizné vrcholy grafu G (ifkdme jim zdroj a stok), a kapacita c: E — Ry je funkce
ohodnocujici hrany nezapornymi ¢isly.

A jak si takovy graf a sif pfedstavovat? Staci si nakreslit mnozinu puntikt
a mezi nimi néjaké Sipky a mame orientovany graf. Kdyz navic vyzna¢ime dva
vrcholy jako zdroj a stok a ke kazdé hrané napiSeme kladné redlné ¢islo, mame sit.

Tok v siti je kazda funkce f: E — RTq, ktera spliiuje

(1) pro kazdou hranu e € F plati 0 < f(e) < c(e),

(2) pro kazdy vrchol u € V mimo zdroj a stok plati

(z,u)€EE (u,y)EE

Velikost toku je

Zfzx foz

(z,x)EE (z,2)EE

KLi¢ovA sLova. Orientovany graf, sit, tok, fez, toky v sitich, maximalni tok, mnozinovy
systém, systém ruznych reprezentantt, parovnini, Hallova podminka, Hallova véta
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A co nam definice vlastné ¥ika? Pokud pouzijeme nas pfimér s ¢ajovodem,
pak prvni podminka 7ika, ze v zadné Casti ¢ajovodu nesmi téci vice Caje, nez na
kolik je ¢ajovod dimensovan. Druhéd podminka odpovida prirozené piredstavé, ze co
do spoje trubek vtece, to také vytece. Fysikové tento fakt nazvou Kirchhoffovym
zakonem. Velikost toku potom bude mnozstvi ¢aje posilaného do ¢ajovodu.

Protoze nas zajima maximélni tok pro danou sit, uvedme si pro klid v dusi
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kaZdou sit existuje maximalni tok.

Jakkoliv se to miize zdat, toto tvrzeni neni viibec samoziejmé. Tokl je neko-
ne¢né mnoho a jejich velikosti jsou obecné redlnd ¢isla (napfiklad interval (0,1)
v redlnych ¢islech nemd maximum). Pro néds toto tvrzeni neni az tak zajimavé a
proto si jej nebudeme dokazovat. Nasim cilem bude dokézat takzvanou hlavni vétu
o tocich. Nejprve vSak definujeme nové pojmy, aby se nam lépe pracovalo.

Rezem v siti (G, z,s,c), kde G = (V, E), nazveme mnozinu hran R C E tako-
vou, ze v grafu (V, E'\ R) neexistuje Zadna orientovand cesta ze zdroje do stoku.
Kapacita fezu je c(R) = ) . c(e).

Orientovana cesta z bodu a do b neni nic jiného nez ,,jdi z a do b po Sipkach
a nikde se nezdrzuj“. Jak vypadé neorientovana cesta uz kazdého jisté napadne.
Na rozdil od toki je fezl jen koneéné mnoho, proto urcité existuje fez minimélni
kapacity.

Véta. Pro kazdou sit plati

max w(f) = min ¢(R).
ftok RTez

Neboli ,,maximalni tok je roven minimalnimu fezu“

Abychom poodkryli pravdu kolem tohoto tvrzeni, povime si na piednéasce jesté
néco o fezech a cestach. K tomu se ndm bude hodit nasledujici definice.

Nasycend cesta vzhledem k toku f je neorientovand cesta takova, ze pro néjakou
hranu ve sméru od zdroje do stoku tok doséhl své kapacity (neboli f(e;) = c(e;)
pro néjaké i) nebo je nulovy pro néjakou hranu v opa¢ném sméru. P¥irozené, pokud
cesta neni nasycena, fikame, ze je to nenasycend cesta, nebo nékdy také zlepsujici
cesta.

Uz slovo ,zlepsujici“ nam tika, Zze by mohlo jit tok podle této cesty vylepsit.
A skutecné je pravda, ze

Tvrzeni. Tok je maximalni, pravé kdyz je kazda cesta nasycena.
A k velkému prekvapeni ndm samotny dikaz ukéZze, jak maximalni tok na-

jdeme. Co vice si jen prat?
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Algoritmus. (Ford, Fulkerson)
(1) Poloz f(e) = 0 pro vSechny hrany e.
(2) Pokud existuje vylepSujici cesta, vylepsi tok podle této cesty a opakuj,
dokud existuje néjaka nenasycend cesta.
(3) Nyni je f maximalni tok.

OvsSem uplné zadarmo to nebude. Z algoritmu neni vidét, jak takové cesty
hledat. Dokonce existuji i takové sité, kde nevhodnym vybérem vylepsujicich cest
nedosahneme maximalniho toku ani po nekoneéné mnoha krocich. Jisté se vam
podaii takovou sit vymyslet.

Nyni za¢neme trochu z jiného soudku a ukazeme si poné€kud necekané souvis-
losti.

Uloha. Na rytifském plese se seslo nékolik rytif@ a nékolik urozenych dam.
Kazdy z rytift mé na prvni tanec nékolik adeptek, se kterymi si chce zatancit
(kdyz si s dovolenim oéislujeme ddmy od 1 do n, kazdy z rytifa 1 aZ k& m4 svoji
volbu M;, coz je mnozina ¢isel téch dam, se kterymi chce tancit). A nas zajima,
za jakych podminek (volby onéch M;) bude uspokojeno vsech k rytift?

Na tuto otdzku ndm dé spolehlivou odpovéd nésledujici definice a véta.

Definice. Budte X a I kone¢né mnoziny. MnoZinovym systémem nazveme [-tici
M ={M;;ielI, M; C X}. Systém rdznych reprezentantid (SRR) je potom funkce
f:I — X takova, ze

(1) pro vSechna i € I je f(i) € M,

(2) f je prosta.

Takto jsme vlastné pouze piepsali zadani, nebot X je mnozina dam, I mnoZina
rytift, mnozinovy systém jsou volby jednotlivych rytifa a zajima nés, zda systém
ruznych reprezentanti existuje, neboli zda mizeme kazdému rytifi prifadit riznou
urozenou damu, se kterou je ochoten tancit.

Véta. (Hallova) Systém riznych reprezentantii v .M existuje tehdy a jen tehdy
kdyz pro kazdou J C I je pravda, ze ||J..; M;| > |J|. Této podmince se fika
Hallova.

jeJ

Pfirozené se nabizi otazka, jak toto ,parovani® souvisi s toky v sitich. Inu
matematika Casto spojuje zdanlivé odlisna témata, a tak si na pfednasce ukazeme,
kterak ¢ajovod dopomohl rytifim najit tu pravou damu.

Literatura a zdroje

[1] Tomas Valla, Jifi Matousek: Kombinatorika a grafy I, KAM MFF UK,
2008.
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Variace na invariant
‘ Vit ,Vejtek” Musil

ABSTRAKT. Seznameni se s pojmem invariant, jeho predstaveni na ukézkové
tloze a seznam nejcastéjsich invarianta. Prispévek obsahuje mnozstvi riznych
uloh na procviceni, od lehéich az po starsi ¢i aktudlni tlohy MO ¢i IMO.

Jednim ze zakladnich principt feSeni uloh je hledani invariantti, neboli nemén-
nych jevt. Typicky se tato metoda nabizi u tloh, kde v kazdém kroku provadime
néjakou transformaci, zménu nebo vypocet a ptame se, jak mize tento postup ¢i
tfeba hra dopadnout. Hlavni strategie tedy zni: Tam kde se néco opakuje, hledej
to, co zustdvad stejné. Ukazme si pouziti tohoto pristupu na nasledujicim piikladu.

Uloha. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2,3, ... ,2n, kde n je liché pfirozené é&islo.
Vybereme si libovolna dvé ¢isla a, b, kterd smazeme, a misto nich napiseme ¢islo
|a — b|. Ukazte, Ze posledni zbylé ¢islo bude liché.

Reseni. Uvazme soutet S =1+2+ -+ 2n = n(2n + 1). Vidime, Ze S je liché.
Odebranim ¢isel a a b snizime soudet o 2min(a,b), coz je vSak sudé &islo, tedy
S zustane liché. Postupnym mazénim se tedy parita .S nezméni a na konci zbyde
liché ¢islo.

V tomto ptiklad€ byla invariantem parita souc¢tu. Dalsimi uzite¢nymi invarianty
miize byt soucet modulo dané n, vzdalenost néjakych bodl, pocet jevl atd. Ne
vzdy musime najit néco neménného, ¢asto pomuiize najit jev, jenz se sice méni, zato
vsak kontrolovanym zptsobem. Pfikladem budiz posloupnost, jez ma limitu.

Piiklad 1. Ve vrcholech Sestitthelniku jsou napséna ¢isla 1,0,1,0,0,0. V jednom
kroku smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku
ziskat Sest stejnych Cisel?

Piiklad 2. Na zijezdé ma kazdy turista nejvyse tii nepiatele. Dokazte, Ze je
mozno turisty rozdélit do dvou autobusu tak, ze nikdo nejede v autobuse s vice
nez jednim svym nepfitelem. Zobecnéte.

Piiklad 3. Méjme celd Cisla a, b, ¢ a d, ne vSechna stejnd. Opakované budeme
nahrazovat ¢tvefici (a,b, ¢, d) ¢tvetici (a —b,b—¢,c — d,d — a). Ukaite, Ze alespoii
jedna souradnice bude jednou v absolutni hodnoté vétsi nez libovolné kladné ¢islo.
Piiklad 4. Kazdé z ¢isel aq, ..., a, je +1 nebo —1 a plati ajasazas + azazasas +
+ -+ -+ anaiazaz = 0. Dokazte, Ze n je délitelné ¢tyfmi.

Piiklad 5. Ke kulatému stolu méa usednout 2n poslanct, z nichz kazdy ma
nejvyse n — 1 nepratel. Ukazte, Ze je mozno je rozesadit tak, aby nikdo nesedél
vedle svého nepritele.

KLICOVA SLOVA. invariant, diikazové techniky.
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Piiklad 6. Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souc¢tem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jednicek,
nebo dvojek?

Priklad 7. Mé&me mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a, b rizné prvky nasi mnoziny,
muzeme je nahradit ¢isly 0.6a — 0.8b a 0.8a 4 0.6b. Mtzeme nékdy dostat mnozinu
(a) {4767 12} nebo (b) {Jf, Y, Z}v kde |l’ - 4‘7 ‘y - 6‘7 |Z - 12| < 1/\/?; ?

Priklad 8. V kaZzdém z vrcholi pravidelného n-thelniku Ay A, ... A, lezi urcity
pocet minci: ve vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé mince a
premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, ze jedna se posune ve sméru
a druhd proti sméru chodu hodinovych rucic¢ek. Rozhodnéte, pro ktera n lze po
kone¢ném poctu takovych pfemisténi docilit toho, Ze pro libovolné k, 1 < k < n,
bude ve vrcholu Ay lezet n 4+ 1 — k minci. (Celostéatni kolo MO 2009)

Piiklad 9. Na nekoneéném péasu ¢tvereckil lezi kone¢ény pocet minci. V jednom
tahu provedeme nasledujici operaci: Z kazdého c¢tverecku, ktery obsahuje vice jak
jednu minci vezmeme dvé a jednu umistime na sousedni ¢tverecek vlevo a druhou
na sousedni pravy. Pokud se na pasu vyskytuji jen samostatné mince, uz dale
nepokracujeme. Pro dané pivodni rozmisténi minci ukazte, ze kazda posloupnost
tahi skonéi po kone¢né krocich a ve stejné konfiguraci. (IMO 1996)

Piiklad 10. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2, ... ,20. Uvazme néasledujici operaci:
Vybereme dvé ¢isla takova, Zze a — b > 2, a nahradime je ¢isly a — 1 a b+ 1. Urcete
maximalni pocet takovychto operaci.

Priklad 11. Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lent strany A, 28 ¢lent strany
B, 23 ¢lenu strany C, 19 ¢lent strany D a kaZdého zaviel do samostatné kobky.
Po praci se obcas mohli prochézet po dvofe a povidat si. Jakmile si spolu zacali
povidat tfi ¢lenové t¥i raznych stran, Rumburak je za trest preregistroval do ¢tvrté
strany. (Nikdy si spolu nepovidali vice neZ tfi uneseni.)
(a) Mohlo se stét, ze po uréitém ¢ase byli vSichni uneseni ¢leny jedné strany?
Které?
(b) Urcete vSechny Gtvefice celych kladngych ¢isel, jejichz soucet je 101 a které
jako pocty unesenych clendl ctyi stran umoziuji, aby se Rumburakovou
pé¢i Gasem vSichni stali ¢leny jedné strany. (Celostatni kolo MO 2010)

Priklad 12. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé éislo, soucet vSech

péti ¢isel je kladny. Pokud na obvodu pétithelniku jsou z, y a z (v tomto poradi)

a y < 0, mizeme tuto trojici nahradit trojici  + y, —y, y + z. Muze tento proces

probihat nekone¢né dlouho? (IMO 1986)
Literatura a zdroje

[1] Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.
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Obarveni a dlazdéni
‘ Vit ,Vejtek” Musil

ABSTRAKT. Vyuziti obarveni a dlazdéni v dukazech, vysvétleni na prikladu a
sada uloh na procviceni.

Velice uzite¢nou ditkazovou metodou je rozklad mnoziny do nékolika podmno-
zin. Aby se ndm lépe pracovalo pouzivame pro kazdou takovou podmnozinku jinou
barvu. Nejlépe je to opét vidét na prikladu.

Uloha. Sachovnici 8 x 8 Ize pokr§t dominovymi kostkami 2 x 1 pravé 24-9012 =
= 12,988,816 zpisoby. Kolika zpiisoby lze tymiz kostkami pokryt Sachovnici 8 x 8
bez dvou diagonalné protilehlych roha?

Reseni. Na prvni pohled vypadé tiloha obtizné, avsak stac¢i si uvédomit, Ze kazda
dominova kostka pokryje jedno bilé a jedno ¢erné policko. Kazdé pokryti tedy bude
obsahovat 31 ¢ernych a 31 bilych poli. AvSak nase Sachovnice obsahuje 30 bilych
a 32 Cernych nebo naopak, tedy hledané rozmisténi kostek neexistuje.

V prikladu jsme pouzili pojem domino, pro snazsi praci si zavedeme nékolik
podobnych pojmu.

Definice. Objekt, ktery vznikne postupnym spojovanim stejnych polygont tak,
Ze pridany polygon mé s puvodnim objektem spoleénou hranu, nazveme polyfor-
mem. Objektu, jehoz zdkladnim polygonem je Ctverec, fikdme polyomino, speci-
alné polyomino velikosti n, kde n je pocet pouzitych ¢tverci. Pron = 2,3,4,5,6
pouzivame pojmy domino, trimino, tetramino, pentomino, hexomino. Pro kostky
tetramina pouzividme oznaceni I, L, O, S, T,* coz trochu vzdalené pfipomina vSech
5 typt kostek.

Piiklad 1. Je moZno z péti tetramin — od kazdého druhu jednoho — vytvorit
obdélnik?

Piiklad 2. Lze pokryt Sachovnici 8 x 8 pomoci patnacti tetramin T a jednoho
tetramina O7

Piiklad 3. Lze pokryt obdélnik 10 x 10 pomoci 25 tetramin I?
Priklad 4. Je mozno vyplnit krychli 10 x 10 x 10 pomoci 250 cihel 1 x 1 x 47

Priklad 5. Jeden z rohtu étverce (2n + 1) x (2n + 1) je vyFiznut. Pro kterd n lze
pokryt zbyvajici ¢tverce dominy, z nichZ polovina je vodorovné a polovina svisle?

KLiCOVA SLOVA. obarveni, dl4zdéni, ditkazové techniky.
4Cesky ,P, R, O, H, R, A, L, J, S, E, M, pozn. red.
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Piiklad 6. Na jedno z poli¢ek ¢tverce 5 x 5 napiSeme —1 na ostatnich 24 policek
1. Jednim tahem mizeme zménit znaménko u vSech ¢isel v néjakém ctverci a X a,
pro a > 1. Chceme docilit toho, aby na vSech polickach byla 1. Kde muze byt na
zacatku —1, aby to bylo mozné?

Piiklad 7. Na kazdém policku Sachovnice 9 x 9 sedi beruska. V jeden okamzik
kazda beruska preleze na jedno z policek sousedicich rohem s vychozim. Néktera
policka ztistanou volna. Jaky je nejmensi mozny pocet volnych policek?

Priklad 8. Vystavni sifi m4 pidorys tvaru (ne nutné konvexniho) n-thelniku.
Najdéte co nejmensi pocet hlida¢t, ktefi (pro dané n) takovou siti ohlidaji (hlida¢
je bod, ktery vidi véemi sméry).

Piiklad 9. Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnacti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde
vSude muze byt dilek 1 x 17

Priklad 10. Lze do krychle 6 x6x6 umistit 53 cihel velikosti 1x 1 x4 (rovnobézné
se sténami)?

Piiklad 11. Ctverec 23 x 23 je vyplnén ¢tverci 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3. Kolik nejméné
Ctverci 1 x 1 potfebujeme?

Piiklad 12. Na Sachovnici 4 x n neexistuje uzaviend cesta jezdcem, ktera by
prochéazela kazdym polickem pravé jednou. Dokazte.

Priklad 13. Na nékteré pole étvercové Sachovnice n X n, (n > 2) postavime
figurku a pak s ni tdhneme st¥idavé ,sikmo® a ,,pfimo*. ,,Sikmo“ znamena na pole,
které méa s predchozim spoleény pravé jeden bod. ,Pfimo“ znamena na sousedni
pole, které ma s pfedchozim spole¢nou stranu. Urcete vSechna n, pro néz existuje
vychozi pole a posloupnost taht zacinajici ,Sikmo“ tak, Ze figurka projde celou
Sachovnici a na kazdém poli se octne pravé jednou.  (Celostatni kolo MO 2007)

Piiklad 14. Ctverec 6 x 6 je vyplnén dominovymi kostkami 1 x 2. Dokazte, Ze
vzdy existuje primka, ktera déli cely ¢tverec a nedéli zadnou z kostek.

Literatura a zdroje

[1] Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer, UK, 1998.
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Ceévova a Menelaova véta
‘ Tomas ,,gavlfk“ Pavlik

ABSTRAKT. Prednéaska se zabyva pokrocilejsimi metodami feSeni geometrickych
tloh s vyuzitim pomeéri. Diikladné si procviéime Cévovu a Menelaovu vétu a
ukézeme si, jak vypada tloha, kde jdou pouzit.

Jak na poméry v geometrii

Jak vibec poznat tlohu na poméry? Pfi feSeni takovych uloh budeme pouzivat
hlavné podobnost, mocnost bodu ke kruznici, sinovou vétu, Cévovou/Menelaovou
vétu. Pri zapisovani poméru dbejte na prehlednost - pfi pohledu na pomér musite
vidét, co ¥ika (napf. na pojmenovani Ghli pouZivejte zdsadné Feckd pismenka).
O to vétsi si davejte pozor pfi sepisovani vyresené tlohy.

Cevova véta

Véta. (Cevova) Je dan trojihelnik ABC. Body X,Y a Z jsou po Fadé vnitini
body stran BC', AC a AB. Pfimky AX, BY a CZ prochazeji jednim bodem, pravé
kdyz plati

[AZ||BX|[CY] _

o = 1
|BZ||CX||AY |

Piiklad 1. Pomoci Cevovy véty dokazte, Ze se téznice protinaji v jednom bodé.
Piiklad 2. Ozna¢me X, Y, Z ty body trojihelnika ABC, ve kterych se kruznice
vepsand dotykéd jeho obvodu. Dokazte, Ze se jim pfislusné cevidny se protinaji
v jednom bodé.

Priklad 3. Je dén trojahelnik ABC a jeho vnitini bod P, ktery lezi na téznici

z vrcholu C. Ozna¢me X prisecik pfimky AP se stranou BC a Y prusecik BP a
AC. Ukazte, ze |AC| = |BC|, vite-li, Ze ABXY je tétivovy.

Piiklad 4. Méjme trojihelnik ABC. Na vysSce AX zvolme bod P. Dale BP N
NAC =K a CPNAB = L. Dokazte, 7e |[<AXK| = |<AXL|.

Pfiklad 5. (Goniometricky tvar Cévovy véty) Je dan trojihelnik ABC. Body
X, Y a Z jsou po fadé vnitini body stran BC, AC' a AB. Piimky AX, BY a CZ
prochazeji jednim bodem pravé, kdyz plati

sin(<ACZ) - sin(«BAX) - sin(<CBY)

sin(«BCZ) - sin(«CAX) - sin(<ABY) =1

KLiCOVA SLOVA. planimetrie, geometrie, Cévova véta, Menelaova véta, Van Aubelova véta,
sinova véta, podobnost, mocnost bodu ke kruznici, poméry
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Priklad 6. Pomoci goniometrického tvaru Cevovy véty dokazte, Ze se a) vysky,
b) osy Ghlid protinaji v jednom bodé.

Priklad 7. (O existenci isogonal cojugate) Mé&jme trojihelnik a v ném t¥i
céviany protinajici se v bodé P. Kazdou z nich nyni zobrazime v osové soumeér-
nosti podle osy thlu (toho, ze kterého ona ceévidna vychdzi). Tim ziskdme t¥i jiné
cevidny. Dokazte, Ze i ty se protinaji v jednom bodé. Tomuto bodu se rika isogonal
cojugate k bodu P.

Piiklad 8. Méjme trojuhelnik ABC a AL, BM, C'N jsou jeho vysky. Dokazte,
ze se kolmice z bodi A, B a C postupné na pfimky M N, LN, LM protinaji
v jednom bodé.

Menelaova véta

Véta. (Menelaova) Je dédn trojihelnik ABC'. Body X,Y a Z jsou po Fadé body
na pfimkach BC, AC' a AB (jeden z nich je vné ANABC). Body X, Y a Z lezi
v primce pravé, kdyz plati

AZ||BX[ICY] _,
BZ||CX[[AY| ~

Piiklad 9. Dokazte, Ze body, v nichz se protnou strany trojuhelnika ABC
s osami dvou vnitinich a zbyvajiciho vnéjsiho thlu, lezi v pfimce.

Piiklad 10. Kruznice prochazejici vrcholy B a C trojuhelnika ABC' se protne
se stranou AB v bodé€ P a se stranou AC v bodé R. Ozna¢me PRN BC = Q.
Dokazte, ze

QC| _ [RC|IAC]

|QB|  |PB||AB|

Vv

Priklad 11. Méjme trojuhelnik ABC a pfimku vedouci ptes tézisté trojihelnika,
ktera protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. Dokaite, Ze

CN| |BM]| _
INA| ~ |MA] o

Priklad 12. Necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik s |[AC| = |BC|. Kruznice
vepsand se dotyka stran AB a AC postupné v bodech D a E. Bodem B vedeme
piimku rtiznou od BE, kterd protne kruznici vepsanou v bodech F' a G. Necht AB
protina piimky EF a EG postupné v bodech K a L. Dokazte, ze |DK| = |DL|.

(MEMO 2008)
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s

TEZsi ulohy

Nyni si spoc¢itdme nékolik tloh. Bude dobré védét, ze Cevova véta plati i pro
bod vné trojuihelniku a Menelaova véta i pro pfimku, ktera trojihelnik neprotne
(oba ditkazy se délaji obdobné). Nezapomeiite pouzivat také mocnost, podobnost,
sinovou vétu nebo dokonce kombinovat vice Cévovych/Menelaovych vét. Jak se
na tloze pozné, ze miZeme pouzit Cévovu nebo Menelaovu vétu? Posudte sami.

Piiklad 13. Strany AB, BC, CD a DA ¢tyiuhelniku ABCD protne piimka
postupné v bodech K, L, M a N. Dokazte, ze

|BL||AK||DN||CM|
|LC||[KB||NA||MD|

Priklad 14. Méjme ostroihly trojihelnik ABC' a jeho vysky AA’, BB'. Zvolme
bod D na oblouku AC B kruznice opsané trojihelniku ABC. Bud AA'NBD = P
a BB’ N AD = Q. Ukazte, ze stfed tisecky PQ lezi na A’'B’.

Priklad 15. Necht ABC je trojuhelnik a M je jeho vnitini bod, ktery zaroveri
leZi na ose thlu . P¥imky AM, BM a C' M protnou kruznici opsanou trojuhelniku
ABC postupné v bodech A’, B’ a C’'. Dale A/C' " BC = P a B'C' N AC = Q.
Dokazte, ze PQ || AB. (Indie 2010)

Priklad 16. Je dany konvexni Sestitthelnik ABCDEF, kde |[<FAB| = |<BCD)|
a |<BCD| = |<DEF| a |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |EF| = |FA|. Dokaite, ze
pfimky AD, BE a C'F se protnou v jednom bodé. (Trojstietnuti 2008)

Piiklad 17. V trojihelniku ABC zvolme body E a F, tak, ze E € AB, F € AC
a zérovenl |AE| = |AF|. Dale bod M je stied strany BC a EFNAM = Q. Dokazte,
ze

1

|QE| _ |AC]
|QF|  |AB|
Piiklad 18. Teény kruznice opsané AABC v bodech A, B a C protnou strany
BC, AC a AB postupné v bodech P, @ a R. Dokazte, ze P, @ a R lezi na jedné
primce.
Priklad 19. (O skladani stejnolehlosti)  Jsou dané t¥i kruznice. Pro kazdé dvé
kruznice vezmeme prisecik jejich vnéjsich spole¢nych tecen. Dokazte, ze vSechny
tii tyto pruseciky lezi v primce.
Piiklad 20. O néco jiny tvar goniometrické Cevovy véty, avSak stejné dobie
pouzitelny: Je dan trojuhelnik ABC. Body X, Y a Z jsou po fadé vnitini body
stran BC, AC' a AB. Pi¥imky AX, BY a CZ prochéazeji jednim bodem pravé
tehdy, kdyz plati
sin(<AY Z) - sin(«BZX) - sin(<«CXY)
sin(<AZY) - sin(«BX Z) - sin(<«CY X)

=1.
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Piiklad 21. Mgjme tii ceviany AX, BY a CZ trojihelnika ABC protinajici se
v jednom bodé. Ozna¢me P, @), R po radé stfedy tsecek Y Z, XZ, XY. Dokazte,
7e piimky AP, BQ a CR prochézeji jednim bodem. (Mathematical Reflections)

Priklad 22. Necht se cevidny AK, BL a CM v trojahelniku ABC protinaji
v jednom bodé. Oznaéime-li KLNAB =X, LMNBC =Y a KMNAC =Y,
pak dokazte, ze X, Y a Z lezi na jedné piimce.

Piiklad 23. V trojuhelniku ABC jsou body P, @ a R stfedy stran AB, BC a
AC. Cevidny AN, BL a CM se protinaji v jednom bodé. Dale PL N BC = J,
MQNAC =1a NRNAB = H. Dokaite, ze H, I a J leZi na jedné pfimce.

Priklad 24. Je dany trojahelnik ABC. Kruznice dotykajici se strany BC' v jejim
stfedé protne strany AB a AC v bodech R, R a S, S’. Bud RSN BC = P a
R'S'N BC = P'. Dokaite, ze |BP'| = |CP|.

Priklad 25. (Pascalova véta) Body A, B, C, D, E a F lezi na jedné kruznici
v libovolném potradi. Necht ABNDE = L, BOCNEF =M aCDNFA = N.
Dokazte, ze body L, M a N lezi na jedné pifimce.

Priklad 26. Je dany ¢tyrtuhelnik ABCD a body Q = ADNBC, P=ABNCD,
R=ACNBD, K=QRNAB,L=PRNBC =L aT=ACnN PQ. Dokazte, ze
K, L aT lezi na jedné pfimce.

Priklad 27. (Van Aubelova véta) Méjme trojihelnik ABC a v ném ceévidny
AL, BM a CN, které se protinaji v bodé P. Dokazte, ze

|AP| |[MA] |AN]
|PL|  |CM| " |NB|

Literatura a zdroje

[1] Alfred S.Posamentier, Charles T. Salkind, Challenging Problems in Geo-
metry, 1996.

[2] Webova stranka http://www.mathlinks.ro/Forum

[3] Prednasky Uméni vidét v matematice vedené Michalem , Kenny“ Rolinkem
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FaleSné dukazy

\ Monca Pospisilova

ABSTRAKT. Kratky prispévek obsahuje zadani absurdnich tvrzeni, ktera je moz-
né (s malym podvodem :)) dokazat.

Uvod
Falesné dikazy jsou Spatné provedené diikazy, u nichz obvykle neni na prvni pohled
ziejmé, proc jsou chybné. Na falesné dokazanych prikladech se poucime, na jaké
typy chyb je obecné dobré si davat pozor.
Priklady

1
2

(1) Kazdy trojuhelnik je rovnoramenny.
(2) a > b azaroveir a = b.
(3) Kruznice mé 2 stiedy.
(4) 1=2.

(5) Kam se ztratil dolar?
(6) Je kazdy lichobé&Znik rovnobéznik?
(7) 1= —1

8) 2+2=

Na ukdzku se mtizeme podivat na piiklad zvany Curryho paradox (viz obrazek).
Méme ¢tvercovou sit 5 x 13, v ni dva pravothlé trojihelniky a obdélnik. Jeden
trojuhelnik ma odvésny délek 2 a 5 a druhy 3 a 8. Obdélnik méa obsah 16 ¢tverecnich
jednotek.

[

Trojuhelniky pfesuneme dle obrazku, ale ejhle, novy obdélnik ma obsah 15 ¢tve-
reCnich jednotek! Kam se ztratil jeden ¢tverecek?

KLiCOVA sLovA. diikaz, falesny diikaz, paradox
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Dukazové metody v teorii Cisel
‘ Michal ,,Kenny" Rolinek

ABSTRAKT. Prispévek nejen ukazuje klasickd tvrzeni z elementéarni teorie ¢isel,
ale predevsim ukazuje obvyklé postupy pfi jejich pouzivani, a to pfevazné na
tlohéch olympiadniho typu. Dohromady obsahuje 45 ptikladi, z nichz 6 je pfimo
z mezinarodnich olympidd a mnoho dalsich je pfevzato z prestiznich domaécich ¢i
zahrani¢nich soutézi.

Teorie ¢isel je patrné nejrozsahlejsi a téz i nejobtiznéjsi oblast olympiddnické
matematiky. Ziskat v ni orientaci je o mnoho naro¢néjsi nez naptiklad u geometrie,
nebot mnoho bé&znych tvah ptisobi v prvni chvili velmi nezvykle. Tato prednaska

ma za cil pocateéni nedivéru prekonat a pomoci ziskat vhled i do temnych zékouti
této kralovské discipliny.

Umluva. Vsechny proménné v dalsim textu jsou z oboru celjch &isel, nebude-li
feceno jinak.

Zéklady délitelnosti

Tvrzeni. (Zasadni!)  Pro délitelnost zavddime symbol a | b, ktery éteme ,a déli
b“. Plati pro néj nasledujici tvrzeni.
(i) Pokud je p prvodislo, pak plati implikace p | ab=p|aVp]|d.
(ii) Pokud d | a,d | b, pak d | ka + 1b.
(iii) Pokud a | b, pak |a| < |b] (¢asto dokonce 2|a| < |b] atd.).

Tvrzeni. Necht a,b jsou celd Cisla. Jejich nejvétsi spolecny délitel d znacime
(a,b) a plati, Ze d je nejmensi nezdporné ¢islo, které lze zapsat ve tvaru ka + b,
kde k al jsou celd ¢isla. Téz plati (a — b,b) = (a,b), diky ¢emuz Ize (a,b) snadno
vypoditat (tento postup se nazyvéd Euklidiv algoritmus).

Definice. Nejmensi spole¢ny ndsobek pfirozenych éisel a, b budeme znadit [a, b].
Definice. Cisla a, b nazveme nesoudélné, pokud (a,b) = 1.

Piiklad 1. Cisla a,b jsou nesoudélna. Rozhodnéte, co vite o soudélnosti nasle-
dujicich dvojic ¢isel.
(i) a+b,ab
(i) a® + b, ab
(iii) a +b,a—b
(iv) a3, (a +1)°

KLiCOVA SLOVA. Mala Fermatova véta, Cinska zbytkova véta, kongruence, délitelnost, p-
valuace, fad prvku, teorie ¢isel
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Piiklad 2. Naleznéte vSechna pfirozena ¢isla, kterymi lze kratit néktery ze
zlomki tvaru

3p—4q

5p + 2q’
kde p a ¢ jsou nesoud€lna cela ¢isla. (Skolni kolo MO 2008)
Piiklad 3. Ukaite, Ze zlomek

2In+4

14n +3
je v zakladnim tvaru pro kazdé n € N. (IMO 1959)

Piiklad 4. Urcete vSechna celd kladna ¢isla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a
zarovenl m déli 2n — 1. (Krajské kolo MO 2009)

Piiklad 5. Pro pfirozend ¢isla a, b, ¢ plati
a+b+c|abe.

Ukazte, ze a + b+ c je slozené ¢&islo.

Piiklad 6. Pro kterd celd ¢isla n je vyraz

nd—3
n—3

celociselny. (Néboj 2007)

Piiklad 7. Zjistéte, pro kterd piirozend éisla a, b je hodnota podilu

24+ab+a+b—1
a?+ab+1

rovna celému éislu. (Celostatni kolo MO 2008)

Priklad 8. Ukazte, ze pokud je p takové liché prvocislo, ze i 2p + 1 je prvodislo,
pak existuji pravé ¢tyfi prirozend cisla k takova, ze
2p+ k| 2p+ K.
(Variace na celostatni kolo MO 2008)
Priklad 9. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych Cisel x,y takové, Ze
2

Ty
r+y

je prvodislo. (Doméci kolo MO 2008)
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Rozklady, rozklady, rozklady!

Pfirozena cisla maji z hlediska nasobeni velmi zajimavou strukturu. Vsechna jsou
postavena ze zékladnich kamenti, kterym se fika prvocisla. Pfi feSeni tloh byva
casto klicové si prvociselné rozklady pfedstavovat a umét s nimi pracovat. Na-
priklad budeme-li dokazovat, ze a = b, ¢asto bude vyhodnéjsi ukazat, Ze maji ve
svych rozkladech vSechna prvocisla ve stejnych mocninach. Podobné pak muzeme
ukazovat, ze a | b atd.

Tvrzeni. Kazdé prirozené ¢islo Ize jednoznacné rozlozit na soucin prvocisel nebo
jejich mocnin.

Definice. Bud n pfirozené éislo. Pak je pro kazdé prvocislo p jednozna¢né uréeny
exponent v prvociselném rozkladu ¢isla n. Tento exponent budeme oznacovat v, (n)
a fikat mu p-valuace ¢isla n. Pokud (p,n) =1 je vp(n) = 0.

Tvrzeni. Pro libovolné prirozena ¢isla a,b plati

(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b)

(i) vp(a+b) > min{v,(a),v,(b)}

(iii) Pokud vy(a) # v,(b), pak dokonce vy,(a + b) = min{v,(a),v,(b)}.
(Vg vp((a, b)) = mln{vpga))wp( )}

i
(v) vp(la, b]) = max{uv,(a), vp(b)}
Piiklad 10. Ukazte, ze plati (a,b) - [a,b] = ab.

Priklad 11. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozena ¢isla a, b, ¢ plati

[a,b,c]? (a,b,c)?

[a,b] - [b,c] - [c,a] — (a,b)-(b,c)-(c,a)’

(USAMO 1972)
Piiklad 12. Pfirozend éisla a, b, ¢, d splituji ab = cd. Ukazte, Ze plati
(a,¢) - (a,d) =a- (a,b,c,d).
(Polskda MO, Mecz 2009)

Piiklad 13. Necht ay,as,...,ax,b1,ba,...b; jsou pfirozend éisla, kterd spliuji
(ai,b;) = 1 pro kazdé i € {1,2,...,k}. Dale bud m = [by,ba,...,b;]. Ukazte, ze
plati

(alm asm apm

b by b ):(al,ag,...,ak).

(IMO shortlist 1974)

Piiklad 14. Na tabuli jsou napséna pfirozend disla aq,as,...a,. V jednom
kroku vybereme dvé &isla a;,a; takovd, Ze ¢ < j a po fadé je nahradime &isly
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(@i, a;), [ai, a;]. Ukazte, Ze po koneéném poctu krokd dospéjeme do stavu, ktery
takto uz neptijde zménit. (Putnam 2009)

Finta na faktorialy

Nejlépe vyuzijeme vlastnosti p-valuaci pfi manipulaci s délitelnosti faktoriald a
kombinacnich ¢isel. Vétsinu prace za nas odvede nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Bud n piirozené ¢islo. Pak plati
o) = | 2|+ [ 2] 4. 2 o)
N B P op—1
kde s,(n) je ciferny soucet ¢isla n zapsaného v soustavé o zakladu p.
Priklad 15. Urcete kolika nulami konéi ¢islo 2010!.
Priklad 16. Ukazte, ze n! neni délitelné 2™ pro zadné prirozené ¢islo n.
Priklad 17. Dokazte, Ze plati

() EEC R EDEH D)

n p—1

Piiklad 18. Bud p libovolné prvodislo. Najdéte vSechna prirozend ¢isla n takova,
e p déli () pro kazdé k € {1,2,...,n— 1}. (PraSe 26-MySmas)

Priklad 19. Pro kazdé pfirozené ¢islo plati

(n+1)- Kg)(’f)(gﬂ =[1,2,...,n+1].

Dokazte. (Rumunsko TST 1990)

Priklad 20. Naleznéte nejvyssi mocninu dvojky, ktera déli

2n+1 on
( on ) o (277,—1)'
(IMO shortlist 2007)

Zbytky a jejich chovani

Definice. Skutecnost, Ze p | a — b budeme znacit a = b (mod p) a fikat a je
kongruentni s b modulo p.

Tvrzeni. Kongruence o stejném modulu Ize scitat, odecitat a nasobit.
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Definice. Bud p prvodéislo. MnozZinu {0,1,...,p — 1} budeme nazyvat Gplnou
sadou zbytkt.

Tvrzeni. Nenulovym nasobkem uplné sady zbytkii je uplna sada zbytku. Na-
sobkem méame na mysli mnozinu {0, k,2k, ..., k(p —1)}.

Tvrzeni. (,,Zbytky lze délit!“)  Bud p prvocislo a a € Z takové, ze (a,p) = 1.
Pak pravé jedno existuje b € Z,0 < b < p, ze ab=1 (mod p).

P¥iklad 21. Naleznéte vSechny dvojice prvocisel p, ¢ takové, ze p+q = (p—q)>.
(Ruska MO 2001)

Piiklad 22. Ukazte, ze kazdé prvocislo mé nekoneéné mnoho nasobki, jejichz
poslednich 10 cifer je riznych.

Tvrzeni. (Cinska zbytkova véta)  Necht my, ma, ... my jsou po dvou nesoudélnd
Cisla. Pak soustava kongruenci

x =a; (mod my)

az (mod mg)

x = ap (mod my)

ma praveé jedno FeSeni modulo mims ... my.

Piiklad 23. Rozhodnéte, zda existuje nekoneénd mnozina K C N takova, ze
kdykoliv p je prvoéislo a k € K, pak p? + k je sloZené.

Priklad 24. Nechf n je kladné celé ¢islo a aq,...,ar (kK > 2) jsou navzdjem
riznd celd ¢isla z mnoziny {1,...,n} takovd, Ze pro kazdé i = 1,... k — 1 je ¢islo
ai(a;+1 —1) délitelné n. Dokazte, Ze ¢islo ar(a; —1) neni délitelné n.  (IMO 2009)

Piiklad 25. Je dano pfirozené ¢islo n. Ukazte, Ze existuje n po sobé jdoucich
¢isel takovych, ze kazdé z nich je délitelné alespon dvéma riznymi prvocisly.

Priklad 26. Dokaite, Ze existuje prirozené Cislo n takové, Ze pro libovolné celé
¢islo k nemé &islo k2 4+ k + n 7adného prvoéiselného délitele mensiho nez 2008.
(Mezinarodni st¥etnuti éesko-slovensko-polské 2008)

Piiklad 27. Ukazte, Ze existuje nekoneénd rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel
an takova, ze kdykoliv k > 0, pak posloupnost b,, = k + a,, obsahuje jen konecné
mnoho prvodisel. (Ceska MO 1997)

Piiklad 28. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost obsahujici kazdé ptirozené
¢islo praveé jednou takova, aby soucet jejich prvnich & ¢lent byl délitelny &, kdykoliv
keN. (Ruska MO 1995)
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Piiklad 29. Ukazte, Ze existuje pfirozené ¢islo k takové, ze k - 2™ 4 1 je sloZené
pro kazdé n € N.

Umociiovani a Mala Fermatova véta

My

Nejtézsi illohy z teorie ¢isel jsou ty, v nichz se délitelnost micha s umocnovanim a
s¢itanim. Krom trosky potfebné teorie o tom, jak se ¢isla pfi umocnovani chovaji,
je potfeba hlavné celkova orientace a nadhled. Ukazme si, o¢ jde.

Tvrzeni. (Mald Fermatova) Bud p prvoéislo a n ¢islo s nim nesoudélné. Pak
nP~l =1 (mod p).

Tvrzeni. Bud p prvodislo a n ¢islo s nim nesoudélné. Pak existuje nejmensi
pfirozené ¢islo r takové, Zen™ =1 (mod p). VSechna ostatni ¢isla s touto vlastnosti
jsou jeho nasobky. Cislo r pak budeme nazyvat fadem prvku n modulo p a znadit
r = ordy(n).

Tvrzeni. Pokud n® =1 (mod p) a zaroveii n® = 1 (mod p), pak téz n(*? =1
(mod p).

Priklad 30. Ukazte, ze kdykoliv je p prvoéislo a a, b pfirozen4 ¢isla, pak p | ab? —
— ba®.

Priklad 31. Ukazte, Ze pro rizné prvocisla p, g plati
p ¢ =1 (mod pg).

Priklad 32. Bud p > 3 prvodislo. Pak ukazte, Ze
p|2P 2 4372 46772 — 1.

(IMO 2005)

P¥iklad 33. Bud p prvocislo tvaru 4k + 3. Plati, ze p | a® + b2, kde a,b € N.
Ukazte, ze pak i p | a,p | b.

Piiklad 34. Bud p prvoéislo tvaru 3k + 2. Plati, ze p | a® +ab+b%, kde a,b € N.
Ukazte, Ze pak i p|a,p | 0.

Piiklad 35. Ukaite, ze
(n® +1,n° +1) | n(®® 41,

kde a, b, n jsou prirozena Cisla.

Priklad 36. Bud p prvocislo a ¢ pfirozeny délitel ¢isla 2P — 1. Ukazte, ze p | ¢—1.
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Priklad 37. Bud p prvodislo a n, g pfirozend ¢isla takové, ze ¢ | (n + 1)P — nP.
Ukazte, ze p | ¢ — 1. (Vybérko 2007)

Pi#iklad 38. Prvodcislo p déli n-té Fermatovo &islo 22" +1. Ukazte, ze 2"t | p—1.

Piiklad 39. Najdéte v8echny dvojice prvodisel p, q takové, ze

p? +120037 +1,
q>41]2003° + 1.

(Gabriel Dospinescu)

Piiklad 40. Naleznéte vSechny trojice prvodisel p, ¢, r spliiujici soustavu délitel-
nosti

pla"+1, gl +1,7[pT+1.

(USA TST 2003)

Zavérecny naklep!
Nejobvyklejsi metody jsou jiz probrany a nastal cas feSit ty nejobtiznéjsi tlohy
z olympiddni teorie ¢isel. Drzte si klobouky!

Tvrzeni. Bud p liché prvocislo a A, B prirozend disla, kterd nejsou délitelnd p,
a plati p | A — B. Pak pro kazdé pfirozené n plati

vp(A™ — B") = vp(n) + vp(A — B).

Priklad 41. Budte a,b, ¢ pfirozena &isla takova, ze c | a® — b°. Ukazte, ze pak
o] ==, (AMM)

Piiklad 42. Ukazte, ze pro kazdé ptirozené n je ¢islo n! délitelem &isla
(2™ —29) (2™ —2Y) ... (2m —2m ).

Priklad 43. Pro pfirozend ¢isla a,b plati, ze a™ +n | b™ + n pro kazdé n € N.
Ukazte, Ze a = b. (IMO shortlist 2005)
P¥iklad 44. Najdéte vSechna piirozen4 ¢isla, pro néz n? | 2" + 1. (IMO 1990)

Priklad 45. Necht p je prvocislo. Dokazte, Ze existuje prvocislo g takové, Ze pro
zadné prirozené ¢islo n neni n? — p délitelné q. (IMO 2003)
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Priklady z pravdépodobnosti
\

Aléa Skdlovd

ABSTRAKT. V prispévku najdete spoustu neotfelych pfikladi z pravdépodob-
nosti. Teorii nikoliv, budeme se spoléhat predevsim na intuitivni uchopeni prav-
dépodobnosti.

Na rozjezd

Priklad 1. (Ctyistény) Morgana nedavno objevila hraci kostky po babicce —
maji tvar ¢ty¥sténu a jsou na nich ¢isla od 1 do 4 (kazdé pravé jednou). Morganu
by velmi zajimalo, jaka je pravdépodobnost, Ze

(i) pfi hodu étyfmi kostkami padnou vesmés riiznd ¢isla,
(ii) pfi hodu étyfmi kostkami padnou pouze liché éisla,
(iii) soucet ¢isel hozenych na dvou kostkach bude 3 (1,2,4,5,6,7,8,9, 10, sudy,
lichy)?

Priklad 2. (Sklenénky) Mordred pro zménu objevil mésec se sklenénkami. Cel-
kem jich je 100, z toho 30 zelenych a ostatni jsou modré. Pokud Mordred nahodné
vytahne 5 kulicek, jaka je pravdépodobnost, Ze nejvyse dvé budou zelené? A jaka,
ze pravé dvé budou zelené?

Piiklad 3. (Ohrada) Artusiv vranik Lamri se prohdni v obdélnikové ohradé
o stranach 100 a 40 metri. Jedna z delSich stran ohrady pfimo priléha k hradbam
Kamelotu. Jaka je pravdépodobnost, ze je Lamri blize hradbam nez kterékoliv jiné
ze zbylych stran ohrady?

Priklad 4. (Jablka) V kosiku je 15 jablek, z toho 9 §pinavych a 6 umytych.
Sluzka nahodné vytdhne 3, umyje je a vrati zpatky. Jaka je pravdépodobnost, ze
kdyz znovu vytahne 3 jablka, budou vSechna Spinava?

Poradné priklady

Priklad 5. (Dvé poroty) Tiiclennd kamelotskd porota ma dva ¢leny, ktefi neza-
visle na sob€ posoudi pfipad spravné s pravdépodobnosti p, a jednoho ¢lena, ktery
si vzdycky hodi korunou, a padne-li orel, rozhodne spravné. Celkové rozhodnuti
poroty se fidi ndzorem vétsiny. Jednoclenné porota rozhodne spravné s pravdépo-
dobnosti p. Kterd porota ma vétsi Sanci, Ze vyda spravné rozhodnuti?

KLiCOVA sLovAa. Pravdépodobnost, ptiklady z pravdépodobnosti.
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Priklad 6. (Sir Gawain) Sir Gawain jede na rytifské kldni a muize si vybrat,
zda bude soupefit po fadé s ArtuSem-Lancelotem-Artusem, nebo Lancelotem-
Artusem-Lancelotem. Artu$ je samoziejmé mnohem téz$i soupef, nez Lancelot.
Kterou moznost si mé sir Gawain radéji zvolit, chce-li vyhrat dvakrat tésné za

sebou?

Priklad 7. (Hazard) Pravidla oblibené hazardni hry na dvofe krale Artuse
byla nasledujici. Hra¢ si mtize vsadit na jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Potom hodi
tfemi Sestisténnymi kostkami. Pokud se zvolené ¢islo objevi na jedné (dvou, t¥ech)
z nich, dostane zpétky svoji sdzku a navic jedenkrat (dvakrat, tiikrat) tolik, co
vsadil. Pokud se jeho ¢islo na kostkach neobjevi, sazka propada.

Vyplati se tato hra? Jaka je oekdvand vyhra/ztrata na jedno kolo?

Priklad 8. (Mince na stole) Dvorni ddma Floribella se jedno odpoledne ukrutné
nudila, a tak si vymyslela nésledujici hru. Hazi minci na sttl, pokryty ctverecko-
vanym ubrusem. Pokud mince ztstane lezet celd uprostred néjakého ctverecku,
tak vyhrava, v opaéném pripadé prohrala a pokracuje dal v hazeni. Jakou Sanci
Floribella m4, ze se trefi hned na prvni pokus? Strana jednoho ¢tverecku je 1 palec
a mince mé v priaméru 3/4 palce.

Priklad 9. (Turnaj) Rytifsky turnaj vypadd podobné jako tenisovy — na za-
¢atku se vSichni rozlosuji do ,pavouka® a vitéz postupuje do dalsiho kola. Pred-
pokladdejme, Ze nejlepsi rytif, sir Percival, vidycky porazi vSechny ostatni a druhy
nejlepsi, sir Galahad, zase vSechny zbyvajici. Porazeny ve findlovém souboji zis-
kava stiibrny pohdr (vitéz mé samoziejmé zlaty). Jakd je pravdépodobnost, ze
stfibrny pohar ziska sir Galahad?

Priklad 10. (Dvoj¢ata) Na dubnovy turnaj pfijelo osm rytifd, mezi nimi i
dvojcata Balin a Balan. Na zacatku byli rytifi ndhodné rozlosovani. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze se spolu dvojcata utkaji? (Klani probiha stejné jako v pfedchozim
prikladé, tentokrat ale Galahad ani Percival nedorazili.)

Priklad 11. (Schizka) Guinevera s Lancelotem si dali tajnou schiizku v pod-
hradi, nékdy mezi jedendctou vecer a pulnoci. Oba jsou ale ochotni ¢ekat na
druhého jenom 10 minut, a kdyz ten do té doby nepfijde, tak odejdou. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se potkaji?

Priklad 12. (Déti sira Percivala)  Sir Percival se onehdé svéfil Artusovi: ,Kdyz
se ndhodné vyberou dvé mé déti, je stejnd pravdépodobnost, ze maji obé stejné
pohlavi, jako pravdépodobnost, Ze maji riizné pohlavi.“ Artus se ho zeptal, jaka je
pravdépodobnost, ze to budou dvé divky. ,,Stejna, jako ze ndhodné vybrané dité
bude chlapec,* odpovédél sir Percival. Kolik méa sir Percival déti?
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Priklad 13. (Poméry) Morgana poprvé hraje hazardni hru a potfebovala by
poradit, na kterou moznost si ma vsadit. Nebo je to aplné jedno?

(i) Pfi hodu Sesti kostkami alesponi jednou padne Sestka.
(ii) P#i hodu dvanécti kostkami alesponi dvakrat padne Sestka.
(iii) P¥i hodu osmnécti kostkami alespon tfikrat padne Sestka.

Priklad 14. (Nedokonéend hra) Merlin hral véera s Artusem , Rytiti, nezlob se“.
Vsadili se o celou truhlu zlatek a byli domluveni na pét her, ale po tfech hrach byl
Artus odvolan ke kralovskym povinnostem. Jak si maji spravedlivé rozdélit sazku,
kdyz Merlin vedl 2 : 17

Priklad 15. (Tristan v tramvaji) V daleké budoucnosti jezdi Tristan tramvaji
¢islo 5. Pracovni dobu nema stalou, takze na zastavku pfichazi zcela ndhodné.
Jednim smérem bydli jeho maminka, druhym smérem Isolda. Tristan vzdy nasedne
do té tramvaje, ktera prijede diiv, a povecefi bud s maminkou, nebo s Isoldou.
Po pil roce zjistil, Ze s Isoldou vecefel ¢tyfikrat castéji nez s maminkou. Jak je to
mozné? Intervaly tramvaje v obou smérech jsou samoziejmé stejné.

Priklad 16. (Mince a mésce) Merlin postavil Artuse pfed nésledujici tkol. M4
rozdélit 10 st¥ibrnych a 10 zlatych minci do dvou méscu tak, aby mél co nejvetsi
anci, 7e si vytdhne zlatou, bude-li tahat z ndhodného mésce.®

Priklad 17. (Upravené kostky) Mordred ma t¥i Sestisténné hraci kostky, na
nichz jsou ¢isla od jedné do Sesti, ovsem nikoliv nutné vSechna a nikoliv nutné
stejnd na kazdé kostce. S duveérivym sSaskem Dagonetem hraje nasledujici hru.
Nabidne mu na vybér kteroukoliv ze svych kostek (aby to bylo spravedlivé), pak

vvvvv

dostane od druhého zlatku. Umi Mordred ocislovat kostky tak, aby vyhraval?

Priklad 18. (Drak) T¥i rytifi (sir Ector, sir Kay a sir Tandarias) se vydali
zabit draka. V atoku se postupné stfidaji a to v poradi Ector — Kay — Tandarias
— Ector — ... Pravdépodobnost, ze draka pfi vypadu usmrti sir Ector, je 0,4,
sir Kay ma Sanci 0,5 a sir Tandarias dokonce 0,6. Spocitejte pravdépodobnost, ze
posledni ranu zasadi drakovi sir Tandarias.

Priklad 19. (Cervotoé¢ u kulatého stolu)  Kolem kulatého stolu je rovnomérné
rozestavéno n zidli, (n > 4). VSechny jsou ze zdravého dieva, pouze do Artusovy

napravo nebo nalevo (se stejnou pravdépodobnosti) a celou ji skrz naskrz prozere.
Kam si ma Lancelot postavit svoji zidli, aby ji éervoto¢ prozral jako posledni?

57laté mince od stiibrnjych nejdou hmatem rozeznat.
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Piiklad 20. (Carodéjnictvi)  Vime, Ze na Kamelotu holduje arodéjnictvi 0,5%
obyvatel. Ovsem Merlin vynalezl test s nasledujici spolehlivosti. Pokud dana osoba
darod&jnictvi holduje, d4 test pozitivni odpovéd s pravdépodobnosti 95%, pokud
mu neholduje, pak test ukaze negativni odpovéd s pravdépodobnosti rovnéz 95%.
Jestlize sir Gawain mél v testu pozitivni vysledek, jaka je pravdépodobnost, Ze je
skutecné ¢arodéj?

P¥iklad 21. (Pocet orli)  Sasek Dagonet hazi (n + 1)-krat minci, zatimco sir
Ector héazi jenom n-krat, n > 1. Jaka je pravdépodobnost, ze Dagonetovi padne
orel vicekrat nez Ectorovi?

Priklad 22. (Tandariis a Floribella) Manzelé Tandarias a Floribella se nemohli
dohodnout, kdo z nich umyje néddobi, a tak zacali hazet minci. Padne-li panna,
zapisi si P, padne-li orel, zapisi O. Skonc¢i ve chvili, kdy bude na papite jako
posledni POP (pak myje Tandarias) nebo PPO (potom je nadobi na Floribelle).
S jakou pravdépodobnosti bude myt nadobi Tandarias a s jakou Floribella?

Pi¥iklad 23. (Ukol pro Isoldu) Merlin zadal Isoldé nasledujici tikol. Zjednodus
a vhodné interpretuj nasledujici vyraz

pr+ @ —p1)-p2+(1—p1)- 1—p2)-ps+---+1—p1)-1—p2)--- (1= pp-1) - Pn,

kde p; € (0,1) pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Piiklad 24. (Lukostfelkyné) Guinevera a Isolda se utkaly v lukostielbé. V kaz-
dém kole obé vystfeli na ter¢. Pokud jedna z nich trefi a druhd ne, vitézi ta
s presnéjsi muskou. Pokud trefi obé nebo obé minou, pokracuje se dalsim kolem.
Guinevera zasahne ter¢ s pravdépodobnosti g, Isolda s pravdépodobnosti i. Jaka
je pravdépodobnost, ze zvitézi Isolda? Jaka je pravdépodobnost, Ze souboj skonéi
v n-tém kole?

Piiklad 25. (Lukostielci) Lukostfelci Tristan a Percival spolu soutézi. Kazdy
z nich m4 jeden §ip. Krideji spolu po tseéce [0, 1], vyjdou z bodu z = 0 a snazi
se zasdhnout cil umistény v bodé x = 1. Tristan nest¥ili tak dobfe jako Percival.
Pravdépodobnost, Ze z bodu = € [0, 1] zasadhne cil, je #2. Pro Percivala je tato
pravdépodobnost rovna x. Vitézem je ten, kdo zasdhne cil jako prvni. Jaka je
nejlepsi strategie pro Tristana?
Piiklad 26. (Hlasovdni) T¥i rytifi (Artus, Balin a Cador) se v jakékoliv situ-
aci rozhoduji spravné s pravdépodobnosti a = 0,9, b = 0,8 a ¢ = 0,75. Jaka je
pravdépodobnost, Ze porota slozena z téchto tif rytiit rozhodne spravné?6

Cador si po Case vSimne, Ze pravé on se nejcastéji myli, a tak zaCne hlasovat
stejné jako Balin. Jaky vliv to bude mit na hlasovani celé poroty?

6Plati hlas vétsiny.
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Kdyby Cador namisto uvazovani a premysleni zalozil své rozhodnuti na hodu
minci, jak tim ovlivni spole¢ny tisudek?

Reknéme, ze Cador odpadl od idealt rytifstvi a rozhodl se védomé skodit. Co
se stane ted?
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Zajimavé funkce
‘ Alexander ,,Olin" Slvik

ABSTRAKT. Prispévek uvadi pfiklady funkci v redlnych éislech, které se v mnoha
ohledech vymykaji intuitivnim pfedstavam o funkcich. Zejména je diskutovana
spojitost.

Uvod

Jaké znate ze skoly rtizné funkce? Linearni a kvadratické? Ci snad i exponencidlni,
logaritmické a goniometrické? Svét funkci v redlnych éislech ale je mnohonasobné
vétsi — podivame se na nékteré jeho zajimavé obyvatele a jejich vlastnosti, zejména
(ne)spojitost.

Spojitost

O spojitosti a spojitych funkcich jste uz asi zaslechli, i kdyz asi ne ve skole. Bézné
uvadénd intuitivni ,definice” zni: ,,Funkce je spojita, kdyz jeji graf jde nakreslit
jednim tahem.“ Jako ivodni pfedstava to mozna postaci, ovS§em z matematického
pohledu nam vlastné toto tvrzeni mnoho nerikd — neni totiz viibec jasné, co to
vlastné znamend ,nakreslit jednim tahem“. Pro dalsi praci tedy budeme potiebo-
vat formalni definici.

Definice. (mo7na ponékud désiva) Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé a,
pokud ke kazdému kladnému ¢islu ¢ existuje kladné ¢islo ¢ tak, Ze nerovnost

[f(z) — fla)] <e
je splnéna pro vSechna x, pro néz plati
|z —al <.

Na pfednasce si ukadzeme trochu néazornéji, co toto trochu nejasné tvrzeni

vlastné znamena, a presvédcéime se, ze nékteré ,bézné“ funkce jsou vskutku spojité.

Priklad. Funkce f(z) = z je spojitd ve v8ech bodech svého defini¢niho oboru
(tedy R).

Priklad. Funkce f(z) = |z] (dolni celd ¢ast ¢isla ) je spojité ve vSech redlnych
¢islech s vyjimkou celych cisel.

KLiCOVA sLovAa. funkce, spojitost, monoténnost, protipiiklad
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Priklad. (Dirichletova funkce) Funkce f definovand pfedpisem
1 pokud x € Q
fz) = .
0 jinak
neni spojita nikde.

Dirichletova funkce dobfe ukazuje, jak je oSemetné spoléhat se na grafickou
predstavu o funkcich — jeji graf asi tézko nékdo nékdy ,nakresli“. Od takto na-
definované funkce by se i dalo Cekat, Ze to s jeji spojitosti nebude moc slavné.
Nasledujici priklad vSak ukazuje, Ze i zdanlivé  divoka“ funkce muze byt nékde
spojita:

Priklad. (Riemannova funkce) Funkce f definovana pfedpisem
L pokud z € Q, z = %, NSD(p,q) =1
fz) =

q
0 jinak
je spojita ve vSech iraciondlnich ¢islech, v racionalnich neni.

Vlastnosti funkci

Funkce, které jsou spojité ve vsech bodech néjakého intervalu, se v mnoha ohledech
chovaji hezky (alespoil v tom intervalu). Jednou z jejich p¥ijemnych vlastnosti je
takzvané ,nabyvani mezihodnot*:

Véta. Necht funkce f je spojitd na intervalu {(a,b) a plati f(a) < f(b). Potom
pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje takové x € (a,b), ze f(x) =y.

7 grafického nazoru bychom mohli predpokladat, ze funkce s touto vlastnosti
uz automaticky musi byt i spojita. Ukazeme si vsak, ze opak je pravdou.

Piiklad. Funkce f definované piedpisem
sini pokud x # 0
)= {

T
0 pokud z =0

neni spojitd v nule, avSak na libovolném intervalu (byt obsahujicim nulu) mé

vlastnost ,nabyvani mezihodnot®.

Podivejme se na jednu jesté podivuhodnéjsi funkci. Pro jednoduchost se ome-
zime na interval (0, 1).

Priklad. Necht se ¢islo x € (0,1) zapise v desitkové soustavé’ jako x = 0,a1az
asay . . .. Funkci f definujeme nasledujicim predpisem:
f(2) 0,a2,021 4202144 ... pokud je ¢islo 0,a;asas ... raciondlni
€Tr) =
0 jinak,

"Tento zapis bohuzel neni jednoznaény, jak se miZzeme presvédéit napf. na skutecnosti, ze
1=0,999.... Pro ucely sestrojeni této funkce vSak nezalezi na tom, ktery z moznych zapisu ¢isla
pouzijeme.

53



Domaslav '10

pficemz v prvnim pfipadé je n definovano tak, ze ¢islem ag, 1 zacina prvni perioda
v zapisu ¢isla 0,a1a3as . . . . Tato funkce nabyvé na kazdém (jakkoliv malém!) inter-
valu vSech hodnot z intervalu (0, 1). Mimo jiné mé tedy také vlastnost ,nabyvani
mezihodnot®.

Podivame se je$té na to, jak jde dohromady spojitost s monoténnosti®. Cekaji
nas dvé funkce nesouci jména vyznamnych matematika.

Priklad. (Cantorova funkce) Pracujme opét pouze na intervalu (0,1). Stejné
jako v predchozim ptikladu, vyuzijeme zapis ¢isla * = 0,a1aza3 ..., tentokrat
ovSem v trojkové soustavé. V téch cislech x, které lze zapsat bez pouziti ¢islice 1,
nadefinujeme funkéni hodnotu

ay as as a4
f(d?):?+2f3+274+2*5

+ s

jinak feceno, vSechny dvojky nahradime jednickami a vysledek ,precteme” jako
¢islo ve dvojkové soustave. V ¢éislech, v jejichz trojkovém zapisu se néjaka jednicka
vyskytuje, postupujeme tak, Ze za prvni jednickou vSechny cifry pfepiSeme na nuly,
zbyvajici nenulové ¢islice nahradime jednickami a opét se na vysledek podivame ve
dvojkové soustave. Takto sestrojend funkce f je na celém intervalu (0, 1) neklesajici
a spojita, plati f(0) =0 a f(1) = 1, ovSem pokud secteme délky vSech intervali,
na kterych je konstantni (to je t¥eba <%, %) nebo (g, %)), dostaneme jednicku — kde
tedy tato funkce tak narostla?

Priklad. (Bolzanova funkce) Nez zkonstruujeme finalni produkt, budeme po-
tfebovat nadefinovat pomocné funkce. Funkei f; definujeme jako f;(z) = |z| pro
lz| < 1 a pro zbytek realnych ¢isel periodicky: fi(z + m) = fi(z) pro vSechna
r € Ram € N. Pron > 1 pak bude f,(x) = 47"+ . fi(4""1z). Grafy téchto
funkci vypadaji jako ¢im dal vice se zjemnujici ,pily*“. Funkci f pak definujeme
jako

f(x) = fi(x) + f2(2) + f3(x) + falz) + -

Na pravé strané mame soucet nekonecné mnoha funkci, coz je pomérné kompliko-
vany objekt. Bohuzel se budeme muset bez formalnich dikazu spokojit s faktem,
ze takto je funkce f korektné definovana pro vSechna z € R a je dokonce vSude spo-
jita. Na prednésce si ale dokazeme, Ze tato funkce neni na zddném (opét libovolné
malém!) intervalu monoténni.

Pokud ndm na prednasce zbude néjaky ¢as, moznéd se podivame i na néco
dalsiho — v galerii zajimavych redlnych funkci jesté zbyvaji mnohé dalsi skvosty!

8To jest jestli je funkce rostouci, klesajici, neklesajici ¢ nerostouci.

54



Alexander ,,Olin* Slavik: Zajimavé funkce
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[1] Vojtéch Jarnik, Diferencidlni pocet I a II, Academia, Praha, 1984.
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Cauchyho tajemstvi

‘ Pavel Salom

ABSTRAKT. Prispévek na prfikladech ukazuje dvé techniky pii pouzivani AG
nerovnosti a Cauchyho nerovnosti.

Co se predpoklada

Na prednasce se bude piedpokladat, Ze vSichni znaji Cauchyho nerovnost, AG
nerovnost a jsou zvykli na zapis pomoci cyklickych sum. Hodit se bude téz Schurova
nerovnost. Podrobnosti se lze docist v letosnim seridlu. Pro pfipomenuti

Tvrzeni. (Schurova nerovnost) Pro a,b,c > 0, k € N, plati
a®(a —b)(a—c) +b*(b—a)(b—c) + F(c—a)(c—b) > 0.

Tvrzeni. (Cauchyho nerovnost) Nechtn € N awj,us,...u, € R, v1,v9,...0, €
R. Pak plati

(uf +u3 4+ +up)(VF + 03+ +v2) > (wrvy + ugvy + -+ + unvy)?.

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht' n € N a ay,az,...,a, € RY, by, ba, ..., b, €
R*. Pak plati

a;  ap an _ (Va1 + az + -+ ag)®
Ay .
b b2 bn, by +by+ -+ by,

Tvrzeni. (CS na odmocniny) Nechtn € Naas,az,...,a, € RT, by, bs,...,b, €

R*. Pak plati

Vaiby + Vazby + -+ Vapby < V/(ar +az + -+ ag)(br + bz -+ by).

Co nam Cauchy zatajil

Ukézeme si dva nové pristupy k feseni nerovnosti obsahujici zlomky a odmoc-
niny. To vétsSinou byvaji pravé ty méné piijemné nerovnosti. Prvni z nich by se
mohl jmenovat ,AG zlomkobijec*, protoze se hodi na zlomky podobné jako CS
zlomkobijec. Ukazme si jej na prikladé.

Piiklad. Pro kladna a,b, ¢ spliujici a + b + ¢ = 3 dokazte

a 3
2i5m Y

cyc

KLiCOVA sLovA. AG nerovnost, Cauchyho nerovnost
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Ndvod. Upravou a jednoduchym AG dostaneme

a ab? ab? ab

—_— = _—_ > —_— = _
T+02 YT 1= T

coz spolu s jednoduchou nerovnosti 3(ab + bc + ca) < (a + b+ ¢)? = 9 uz dava
dokazovanou nerovnost.

Druhy pfistup se tykd odmocnin. CS na odmocniny funguje dobfe pro odhad
jednim smérem, ale co kdyZ potfebujeme odhad druhym smérem? Na prvni pohled
se mize zdat, ze s pouzitim Cauchyho nerovnosti p¥ili§ nepochodime, ale opak je
pravdou. Heslo zni: ,Neboj se umocnit!“

Piiklad. Budte a,b,c € Rt pevna. Pro z,y, 2z € R takova, ze 22 + 3% 4+ 22 =1,
dokazte

z:\/cﬂxz—+—b2yz—|—c2z2 >a+b+ec.

cyc

Ndvod. Po umocnéni chceme dokazat uz jen

2 Z V(@222 4 02y + ¢222)(a2y? + b222 + 222) > 2(ab + be + ca).

cyc

Pouzitim Cauchyho nerovnosti (¢leny pfeskupime, aby slo pouziti CS lépe vidét)

V(@222 + 0292 + 222)(c222 + a2y? + b222) > aca® + aby? + bez?
a sectenim analogicky ziskanych nerovnosti, dostaneme dokazovanou nerovnost.
Piiklad 1. Pro kladné a,b, ¢, d splitujici a + b+ ¢ + d = 4 dokazte

Z 1+ab20 =2

cyc

Priklad 2. Pro kladné a,b, ¢, d dokazte

Z a® at+b+c+d

a? 4+ b2 — 2

Piiklad 3. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 3 dokazte
2
a
—— >1.
Z a+ 2b2 —

cyc
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Priklad 4.

Priklad 5.

Priklad 6.

Priklad 7.

Priklad 8.

Priklad 9.

Priklad 10.

Priklad 11.

Priklad 12.

Priklad 13.
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Pro kladna a, b, ¢, d spliijici a + b + ¢ + d = 4 dokazte

1
Zl+a222

cyc

Pro kladna a, b, ¢, d spliujici a + b+ ¢ + d = 4 dokazte

1+ ab
>4
Z1—&—1)202 -

cyc

Pro kladné a, b, ¢ splitujici a® + b? + ¢ = 3 dokazte
1
IPR Y
2+a3
cyc
Pro kladné a, b, ¢ spliiujici a? 4 b? + ¢? = 3 dokazte

1
ZQfaZ&

cyc

Pro nezadporna x, v, z splijici 22 + y? + 22 = 1 dokazte

)= (5 2

Pro kladna a, b, ¢ dokazte

a abe
2\ 22\/H @t Dbt octa)

cyc

Pro nezaporna a, b, ¢ splujici a + b + ¢ = 1 dokazte
Z\/a—l—(b—c)2 > V3.
cyc

Pro nezaporna a, b, ¢ spliiujici a + b 4+ ¢ = 2 dokazte

Z\/a;’b—abz\/ﬁ

cyc

Pro nezaporné x, v, z spliujici 22 + y? + 22 = 1 dokaite
Z\/l —xy\/1 —yz > 2.
cyc

Pro nezaporna x,y, z spliiujici « + y + z = 1 dokazte



Véseni obrazu na zed
\ Pepa Tkadlec

ABSTRAKT. Prispévek se cely toc¢i kolem jedné ulohy okrajové se dotykajici
topologie a teorie uzlli, ktera je vsSak feSitelnd pomoci vyhradné stfedoskolskych
znalosti.

Snad kazdy z nas vi, jak funguje véSeni obrazu na hrebik piibity do stény.
Prosté se na obraz ptridéla oko z kusu provazku a to se pfes hiebik pfehodi. Pokud
si chceme na zed povésit skuteéné drahocenny obrazek, miizeme pro jistotu zatlouct
hiebiky hned dva a oko pfehodit pfes oba. Kdyby totiz (nedejboze!) jeden hiebik
povolil, obraz stale ,uvisi“ na tom druhém (ackoliv se ur¢ité povazlivé zhoupne).

Predstavme si ted, Ze za ndmi prijde nds tthlavni nepritel a snazné nis poprost,
zdali bychom mu nepovésili jeho drahocennou olejomalbu na jeho dva hiebiky co
nejbezpecnéji (obycejné prehozeni oka pies oba dva je mu mélo ... ). Jako sprévni
zaporaci zaCneme samoziejmé ihned premyslet, jestli by to neslo vykutit tak, ze
by obrazek vypadal, jako zZe visi na obou hfebicich, ale pfitom by spadnul, pokud
bychom vyndali ten hfebik vlevo. Anebo nebudme trogkaii — neslo by to tieba i
tak, ze by obraz spadnul, pokud bychom vyndali libovolny ze dvou hiebikd?

Touto otazkou a otdzkami tzce souvisejicimi se budeme zabyvat na prednasce.
Pokusime se néjak matematicky popsat, co to znamena, kdyz se fekne, Ze obraz
,visi“, a nauéime se poznat, zda (a jak!) je provizek zasmodrchany. To vSe ale jen
pomoci teorie, kterou si vymyslime sami.

Literatura a zdroje

Cela prednaska byl vystavéna na zakladé podobné prednasky na soustfedéni slo-
venského seminare STROM a za vydatné pomoci ¢lanku

[1] Leland Mclnnes, Picture Hanging Problem, 2003, http://jedidiah.stuff.gen
.nz/link_problem.pdf.
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Turnaje a orientované grafy
‘ Pepa Tkadlec

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zékladni vlastnosti iplnych orientovanych graft
(neboli turnajii) a nabizi fadu tloh na turnaje a nésledné i na orientované grafy
vibec. Zahrnuto je jen nutné minimum definici.

Teorie grafii je Siroké téma se Sirokymi aplikacemi. Abychom si trochu uleh-
¢ili zivot, budeme se v této prednaSce zabyvat pouze orientovanymi grafy, a po
vétsinu Casu dokonce jen jednou konkrétni t¥idou orientovanych grafu — takzva-
nymi turnaji. Nemiizeme se ovSem ani zacit bavit, dokud si neujasnime alespon ty
nejzakladnéjsi pojmy.

Trocha definic

Definice. Orientovany graf G je uspofddand dvojice G = (V, E), kde V' je ne-
prazdna mnoZina a F je mnozina uspofadanych dvoubodovych podmnozin (hran)
mnoziny V. Jinak feeno V jsou puntiky a E Sipky mezi nimi. Je-li e = (u, v) Sipka
v grafu, piSeme (u,v) € E, kde u,v € V, nebo u > v.

Poznamka. Ackoliv to z definice pfimo nevyplyva, my se budeme zabyvat pouze
takovymi orientovanymi grafy, ve kterych mezi kazdou dvojici u,v € V vede Sipka
nejvyse jednim smérem. Také budeme predpokladat, ze Sipky nespojuji vrchol se
sebou samym (tj. netvori smycky).

Definice. Kladnym okolim bodu u nazveme mnozinu téch boda v, pro které
existuje Sipka (u,v). Zna¢ime NT(u) = {v;(u,v) € E}. Analogicky definujeme
zéporné okoli bodu u jako N~ (u) = {v; (v,u) € E}.

Vstupni stupeni deg™ (u) nebo téz in(u) vrcholu u definujeme jako deg™ (u) =
= [N~ (u)|. Cislo in(u) tedy poéita sipky, které vedou do u. Analogicky deg™ (u) =
= out(u) = |[NT(u)| znad¢i vystupni stupen vrcholu u a pocita sipky z u vychazejici.
Vrcholu v, pro ktery plati in(v) = 0, budeme Fikat hrubdk. Vrcholu w, pro ktery
plati out(w) = 0, budeme fikat lama.

Definice. Cesta je posloupnost po dvou riznych vrcholt uy, us, . .., u, pro kte-
rou (u;, u;y1) € E,Vi=1,2,...,n—1. Cyklus je cesta sjednocen s hranou (u,, u1).

Definice. Rekneme, Ze graf G je turnaj, pokud pro kazdou dvojici u,v € V,u # v

je bud (u,v) € E, nebo (v,u) € E. Graf G je tedy turnaj, pokud mezi kazdymi
dvéma jeho riznymi vrcholy vede Sipka.

KLIiCOVA SLOVA. teorie grafii, orientované grafy, turnaje
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Turnaje

Uplnym orientovanym grafiim se ifka turnaje, protoze si je mtizeme piedstavit
jako znazornéni vysledku soutéze, ve které hral kazdy hrac¢ s kazdym praveé jed-
nou a zadna hra neskoncila remizou. O turnajich miZeme z fleku pronést radu
zajimavych tvrzeni. P¥i dikazech téchto tvrzeni budeme s vyhodou pouzivat ma-
tematickou indukci, extremdlni princip (podivame se na nejdels? cestu v grafu,
nejkratsi kruznici, ... ) ¢ pocitdni dvéma zpusoby a samoziejmé budeme celou
dobu bezostysné vyuzivat také toho, ze kazdé dva vrcholy jsou spojeny Sipkou
v néjakém sméru.

Tvrzeni 1. Pokud turnaj neobsahuje lamu, pak v ném existuje trojcyklus.
P¥iklad 2. Rekneme, 7e hra¢ v je polohrubdk v grafu G = (V, E), pokud se
z néj ke kazdému dalsimu hraéi dé dostat pomoci nejvyse dvou Sipek (piSeme
N+t (v) =V \ {v}). Ukazte, ze pokud v turnaji 7' neexistuje hrubak, pak v ném
existuji alespoii dva polohrubéci. Musi nutné existovat tfi?

Piiklad 3. Anglické kralovstvi diive sestavalo z 1001 mést spojenych jednosmér-
nymi cestami. Z kazdého mésta vedlo presné 500 cest a v kazdém mésté presné
500 cest koncilo. Loni se z kralovstvi vyclenila nezéavisla republika, kterd obsahuje

668 meést. Ukazte, ze se d& dostat z kazdého mésta republiky do kazdého mésta
republiky, aniz by ¢lovék musel republiku opustit. (ARO 2004 10.6)

Piiklad 4. Ukazte, Ze v kazdém turnaji existuje cesta, kterd prochazi vSemi
vrcholy.

Piiklad 5. Ukaizte, Ze v turnaji n hraca nastane praveé jeden z nasledujicich dvou
pfipadi: Bud existuje n-cyklus, nebo mtzeme hrace rozdélit do dvou neprazdnych
skupin tak, ze kazdy hrac¢ z prvni skupiny porazil kazdého hrace z druhé skupiny.

(KMS 11 2008)

Piiklad 6. Dano N > m > 3 a turnaj N hrac¢u, ve kterém neexistuje m-cyklus.
Ukazte, ze miizeme hrace ohodnotit ¢isly 1,2,..., N tak, ze kdykoliva > b+m—2,
pak hra¢ ohodnoceny ¢islem a porazil hrace s ¢islem b. (USA TST 2009)

Piiklad 7. Uvédomte si, Ze v kazdém orientovaném grafu plati
Z in(v) = Z out(v).
veV veV
Ukazte, ze v turnajich plati dokonce i
S (in(0))” = 3 (out(v)*
veV veV

(Putnam 1965)
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Jak jsme poznali na prikladu s polohrubaky, vyplati se ¢asto vybrat si jednoho
uCastnika turnaje a zbylé rozdélit podle toho, zda naseho vyvoleného porazili,
nebo s nim prohrali. Diky definici turnaje totiz vime, Ze kazdy dalsi ucastnik
padne do pravé jedné z téchto skupin. Drobné obmény této myslenky vyuzijeme
v nasledujicich dvou pfikladech. Prvni z nich je trikovy, druhy je tézky.

Piiklad 8. Déno je N > 3 bodu ocislovanych 1,2,... N. Z bodu s menSim
¢islem vede vzdy Sipka do bodu s vétsim ¢islem. Obarveni Sipek ¢ervenou a modrou
barvou nazveme jednobarevné, pokud pro libovolnou dvojici raznych vrchola A, B
neexistuje zaroven modré a ¢ervena cesta z A do B. V zavislosti na N urcete pocet
jednobarevnych obarveni. (ARO 2005 11.3)

Piiklad 9. Turnaje se tcastni 10 rytifi. Vime, Ze kdykoliv rytii A porazil rytife
B, pak pocet rytiia, ktefi porazili A, se¢teny s poctem rytiia, které porazil B, da
alespori 8 (¢ili in(A) + out(B) > 8, kdykoliv A > B). Ukazte, ze v celém turnaji
existuje pravé 40 trojcyklu. (Hong Kong 1994)

Orientované grafy

Turnaj je jen specialni piipad orientovaného grafu. Mohli bychom tedy ocekavat,
Ze tvrzeni, kterd jsme dokazali pro turnaje, budou (pfipadné v néjaké lehce po-
zménéné podobé) platit i pro vSechny orientované grafy. Tak je tomu bohuzel jen
velmi z¥idka. Uvédomme si totiz, ze orientovanych grafii je ve srovnani s turnaji
Hfakt hodné“. Specidlné mohou byt takové grafy nepfijemné ,fidké* (naptiklad na
kazdou permutaci se mizeme divat jako na orientovany graf). Spis nez pfejimani
tvrzeni proto bude fungovat piejimani metod. Pomoci fint, které jsme si osvojili
na tlohédch s turnaji, ted budeme zkouset Fesit tlohy na orientované grafy.

Priklad 10. Hrany konvexniho mnohosténu jsou orientované jednosmérnymi Sip-
kami tak, ze z kazdého vrcholu vychazi a do kazdého vrcholu vstupuje alespon
jedna Sipka. Dokazte, ze existuje sténa, na které tvoii Sipky cyklus.

(KMS gama, Romania TST)

Piiklad 11. Devét mést je néjak pospojovano jednosmérnymi cestami, pricemz
z kazdého mésta vedou pravé tii cesty. Také vime, Ze pokud vede pfiméa cesta z A
do B, pak urcité nevede pFiméa cesta z B do A. UkaZte, Ze existuje trojice mést,
mezi kterymi muze Artus jezdit neustale dokola. (Ukrajina)

Piiklad 12. Je déan orientovany bipartitni graf s partitami X,Y. V jednom
kroku vybere Amir vrchol a obréti orientaci v8ech hran, které vedou z, resp. do
tohoto vrcholu. Ukazte, ze lze po kone¢ném poctu kroki dosdhnout stavu, kdy pro
vSechny vrcholy v € X plati in(u) > out(u) a pro vSechny vrcholy v € Y plati
in(v) < out(v). (fran 2002)
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Piiklad 13. Kolem kulatého stolu sedi N rytifi. Na povel kazdy z nich na
nékoho ukaze (nikdo neukazuje na sebe). Dokazte, Ze umime rytifiim nasadit na
hlavy prilbice t¥i barev tak, Ze nikdo neukazuje na kolegu se stejné barevnou
prilbici.

Piiklad 14. Z kaZdého ndmésti ve mésté M vedou presné dvé jednosmérné
ulicky. Dokazte, ze mésto miize byt rozdéleno na 1014 c¢tvrti tak, ze ulicky ve-
dou vzdy jen ze ¢tvrti do jiné ¢tvrti a zaroven pokud vede néjaka ulicka ze ¢tvrti
c1 do ¢tvrti cq, pak zaddné ulicka nevede opacné. (ARO 2002)

Piiklad 15. Francouzskd vyzvédna sluzba vyslala na Kamelot 16 $pehi. Kazdy
z nich sleduje nékteré své kumpény (pokud Speh A sleduje B, pak B nesleduje
Speha A). Kterychkoliv 10 Spehii lze oéislovat tak, Ze prvni $pehuje na druhého,
druhy na tretiho atd. az desaty na prvniho. Dokazte, Ze lze podobné ocislovat
i kazdych 11 $pehd. (Baltic Way 1994, 19/20)

Literatura a zdroje

Piiklady jsem Cerpal pfedevsim z narodnich olympidd (ARO, ¢éili All-Russian olym-
piad), z vybérovych soustfedéni pred IMO (TST, ¢ili team selection test), ze slo-
venského seminaie KMS a z matematického folkléru.

[1] Internetové férum Mathlinks, http://mathlinks.ro
[2] PraSeéi knihovna, http://mks.mff.cuni.cz/library
[3] Archiv KMS, http://kms.sk/archiv
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Cviceni z diofantickych rovnic

\ Honzik Varihara

ABSTRAKT. Toto cvic¢eni slouzi k ziskani hlubsi zkuSenosti s feSenim diofantic-
kych rovnic.

Rozumite si s Diofantickymi rovnicemi? Ne? Tak je na case si s nimi zadit
rozumét a osttilet si své zbrané. Zkuste to tfeba na této:

Piiklad 1. Najdéte vSechny dvojice x,y € N takové, ze
2?47 =2

U diofantickych rovnic se pfi feseni vyuziva hlavné délitelnosti a zbytka po
déleni né€jakym prvocislem. Délitelnost je tfeba vhodné aplikovat, kdyz na jedné
strané rovnice mate vyraz délitelny néjakym prvocislem, protoze potom musi byt
i druha strana timto prvocislem délitelnd a potom si cely tento vyraz muzete
vydélit, coz mtze byt pro dalsi cast feseni klicové. Zbytky po déleni prvocislem
se také pouzivajl na eliminaci feSeni, tedy na dokazani, Ze uz zadna dalsi feseni
nejsou. Vsimli jste si uz, ze napiiklad 2* dava po déleni tiemi zbytek 1, pokud je k
sudé, a 2, pokud je k liché, anebo ze prosta druha mocnina pfirozeného ¢isla dava
po déleni t¥emi nebo ¢tyimi zbytky pouze 1 a 07 Pfi feSeni také nezapominejte na
obvyklé finty jako je pouZivani znamych vzorecki, nerovnosti nebo, jak si ukdzeme
hned na prvnim ptikladé, i zajimavych vlastnosti nékterych cisel.

Priklad 2. F,, je n-té Fibonacciho ¢islo (Fy = 1, Fy = 1, Fy0 = Fyy1 + Fp).
Najdéte vSechny dvojice a,n € N takové, ze

Fn+F2n+F3n:a'+3

Priklady k vaSemu feSeni

Piiklad 3. Urdete, pro kterd n € N je n? +n + 1 druhou mocninou pfirozeného
¢isla.
Piiklad 4. Najdéte vSechny trojice z,y, z € N takové, ze
T +y+z=2xyz.
Piiklad 5. Nasledujici rovnici vyfeste v oboru pfirozenych éisel:
3m® +3m+7=nd

KLICOVA SLOVA. teorie ¢isel, diofantické rovnice, pfirozena ¢&isla, spousta piikladt
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Piiklad 6. Najdéte vSechny dvojice x,y € Z takové, ze

23 P = 2 4y

Piiklad 7. Naleznéte v8echny dvojice celych ¢isel a, b takovych, Ze ¢islo a + b je
kofenem kvadratické rovnice x2 + az + b. (Kraj MO 2007)

Priklad 8. Najdéte vsechny dvojice z,y € N takové, Ze

xl+yl=aY.

(MEMO 2007)

Priklad 9. VyfeSte v pfirozenych ¢islech diofantickou rovnici

Priklad 10.

Priklad 11.

Priklad 12.

Priklad 13.

takové, Ze

Priklad 14.

alb* = —1.
Najdéte vsechny dvojice =,y € N takové, ze
1 + 2I + 2213+1 — y2.

(IMO 2006)

Naleznéte celociselna feseni rovnice
4% +9 =5
Nasledujici rovnici vyfeste v oboru prirozenych cisel:
13z + 3 =2Y.
Najdéte vsechny dvojice cisel = a p, kde x € N a p je prvocislo

2r=1 1 = pa?.

Zjistéte vSechny trojice cisel x,y € N a p prvocislo takové, ze

y?+1=zP.

Literatura

[1] Férum Mathlinks, http://www.mathlinks.ro/.
[2] Vita Kala, Diofantické rovnice, Bernartice, 2005.
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Funkce na pFirozenych a celych cislech

\ Honzik Varihara

ABSTRAKT. V prednéasce se naudéite zdklady funkcionalnich rovnic a nerovnic na
pfirozenych cislech, coz Vam miuze pomoci k lepsimu pochopeni funkcionalnich
rovnic jako celku. A pozdéji prejdeme i na vice nez zaklady.

Ackoliv se toto muze zdat jako izké téma, v podstaté pokryva ty nejlepsi finty
jak z vlastnosti prirozenych ¢isel, tak z funkcionédlnich rovnic a kupodivu mtize
zasdhnout i do kombinatoriky, protoze funkce je vlastné takova krabicka, ktera
néjakou véc ,seSrotuje” a misto ni ,vyplivne“ néjakou jinou, kterd nalezi do je-
jiho oboru. A pokud je to funkce na pfirozenych c¢islech, tak nic nebrani, aby se
v nékterych pripadech chovala jako permutace. Jenze stéle je to funkce, a tak u ni
muzeme hledat vlastnosti, jako je prostota, nebo zkouset dosazovat. Nakonec diky
tomu, Ze pracujeme v celych nebo prirozenych ¢islech, mizeme pouzivat matema-
tickou indukeci nebo (v pfipadé pfirozenych éisel) i nekoneény sestup. Metod se
nabizi opravdu hodné.

Finty funkcionalni
Prvni fintou je dikaz prostoty a jeji vyuziti. Nejlepsi bude, kdyz si toto ukdZzeme
na jednoduchém piikladé:

Piiklad 1. Dokazte, ze kazda funkce f:Z — Z takova, ze pro kazdé m € Z plati

f(f(m)) = —m,

je licha a bijekce.

Idea je jednoducha. Kdyby existovaly dvé hodnoty x a y, pro ktera plati = # y
a zaroven f(z) = f(y), pak by platilo

A nyni vidime, Ze pokud je f(z) = f(y), potom x = y, tedy funkce je prosta.
Vyuziti je jesté trosku sofistikovanéjsi, a to ze pokud mame rovnost dvou funkénich
hodnot, potom se ndm rovnaji i argumenty onéch funkci. Tedy pokud je f prosta
funkce, A néjaky vyraz a B néjaky jiny vyraz, potom f(A) = f(B) implikuje
A=B.

Druhou fintou je vyuziti symetrie, coz je klasicky postup u funkcionélnich rov-
nic. Vyuzivame napiiklad rovnosti typu f(zy) = f(yz), f(z+y) = f(y+ ) apod.
A tohoto dosdhneme pouhym dosazenim x za y a naopak.

KLiCOVA sLovA. funkce, funkcionalni rovnice a nerovnice, pfirozena &isla, cela &isla
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Priklad 2. Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z takové, ze pro kazdou dvojici m,n
celych cisel plati
f(f(m) + f(n)) = f(m) —n.
Priklad 3. Najdéte vSechny funkce f:7Z — 7Z takové, ze pro kazdou dvojici m,n
celych ¢isel plati
f(n+m)— f(n)+ f(m) =2f(mn) —mn.

Treti fintou zastupujici permutace je transpozi¢ni prohozeni. A¢ se to muze zdat
zv14$tni ndzvem, jde v podstaté o zcela jednoduchou véc. Pokud plati f(f(a)) = q,
potom funkce na daném oboru funguje pravé jako transpozice. Tedy vezmeme-li
si a takové, ze f(a) = ¢, tak potom z dané podminky vyplyva pfimo, Ze f(c) = a.
Kdyz si to ¢lovék predstavi na ose ¢isel, tak krasné vidi, jak se néktera ¢isla mohou
prohazovat anebo samoziejmé nékterad budou ukazovat zpatky na sebe.

Priiklad 4. Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z takové, Ze pro kazdé n celé plati

f(f(n)) =n,
f(fln+2)+2)=n.

VyuZiti vlastnosti prirozenych cisel

Prvni fintou je klasickd matematickd indukce. Je to vlastné uplné jednoduchy
princip. Jenze je i stejné silny, jak je jednoduchy. Jen si to zkuste:

Piiklad 5. Rozhodnéte, jestli existuje funkce h: N — N spliiujici
h(h(n)) +h(n+1) =n+2.
Piiklad 6. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici

f(2) =
fin+1)

2
f(n),

V

Druhou fintou je nekoneény sestup. Jak na néj? Jsou dva zpusoby. Jeden, uzi-
vany hlavné v teorii ¢isel, vypada tak, Ze ke kazdému TeSeni naleznete i feSeni
mensi. JenZe na prirozenych ¢islech nemtizeme jit doltt do nekonecna, a tedy se né-
kdy zastavime, coz je vétsinou spor. Druhy zptsob nekonecného sestupu — obecnéji
pouzivany — vyuziva extremalniho principu. Vezmeme-li si, Ze existuje nejmensi
prvek splnujici rovnici, a najdeme i mensi prvek, ktery téz vyhovuje zadani, mame
spor. Zkuste si to sami.
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Priklad 7. Najdéte vsechny funkce f:N — N spliiujici

f(f(n) < f(n+1).

(IMO 1977)

Tteti fintou je postupny vzestup. Je to v podstaté prosty postup. Najdete, jak
se chova nejmensi ¢len, a potom najdete, jak se chova dalsi ¢len. A dalsi. A dalsi.
A7 timto postupem vystavite vSechna pfirozena cisla.

Piiklad 8. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici

A nyni par prikladii na procviceni

Protoze hezkych prikladd neni nikdy dost a nejvic se ¢lovék nauci, kdyz to zkusi
na vlastni kazi, tak tady jich par je.

Priklad 9. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliujici

f@+y)=f(x)+ f(y)
Priklad 10. Najdéte vSechny funkce f: Ny — Ny, jejichZ oborem hodnot je mno-
zina Ny, spliiujici
fln) Zn+(=1)"

Piiklad 11. Existuje néjaka funkce f:N — N spliujici

fF(f(n) + fln+1) =2n?
Priklad 12. Existuje néjaka funkce f:N — N splniujici

f(f(n)) + f(n+1) =3n?
Piiklad 13. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici

U M)) + f(f(n) + f(n) = 3n.

Priklad 14. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici

fm+ f(n)) = f(m) +n.
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Piiklad 15. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
f(F(m) + f(n)) = m+n.
Priklad 16. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
fim+ f(n)) = f(f(m)) +n.
Piiklad 17. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
fmf(n)) = n® f(mn).
Piiklad 18. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
f(f(n)) =3n.
Priklad 19. Najdéte vSechny funkce f:N — N spliiujici
F(fm)) = m +1.
Priklad 20. Najdéte vSechny funkce f:Z — Z spliiujici
Fn+ F(n)) = f(m) —n.
Priklad 21. Najdéte nejmensi moznou hodnotu f(2007) pro f: N — N spliiujici
f@f(y) =vf(z).

(Celostétni kolo MO 2007)

Priklad 22. Najdéte f(2002) a f(2011) pro f:N — N, ktera pro vSechna prvo-
¢isla p, ¢ a vSechny dvojice prirozenych ¢isel a, b splnuje

f(a)- f(b) = f(ab),
fp+aq) = fp) + f(9).

Piiklad 23. Urcete vSechny takové funkce f z mnoziny kladnych celjch ¢isel
do mnoziny kladnych celych ¢isel, Zze pro vSechna kladna cela cisla a,b existuje
nedegenerovany trojuhelnik, jehoz strany maji délky

a, f(b), f(b+ f(a) = 1).

Trojuhelnik je nede enerovany’, nelezi-li véechny jeho VI'ChOly na téze primce.
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