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Funkcionalni rovnice

\ Haria Bendova

ABSTRAKT. Jde o prednasku, ktera uvozuje do problematiky funkcionélnich rov-
nic. V tomto pfispévku jsou popsany zakladni metody feSeni, substituéni a Cau-
chyova, a dale vlastnosti funkci, které mohou byt p¥i feSeni uzite¢né. V neposledni
fadé prispévek obsahuje fadu prikladi.

Uvod

Na této prednasce se dozvite, co jsou to funkcionalni rovnice, a naucite se zakladni
metody jejich feSeni. A aZ pristé napiiklad v olympiddé narazite na néjakou funk-
cionalni rovnici, nebudete stat nechapavé s otevienymi tsty a premyslet, jak mohl

nékdo vymyslet néco tak obludného, ale prosté sednete a vyteSite ji. O veskeré
Soky, kterymi je zpocatku nutné projit, se postaram ja.

Co je funkcionalni rovnice?

Zadani funkcionalni rovnice mize vypadat napriklad nasledovné:

Uloha 1. Najdéte vSechny funkce f : Q — Q spliujici f(z +vy) = f(z) + f(y)
pro vSechna z,y € Q.

Uloha 2. Hledejte viechny spojité funkce f : R — R vyhovujici rovnici

flx+y) = f(z)+ f(y)

proz,y € R.

Uloha 3. Najdéte viechny funkce definované na celé realné ose splitujici funkci-
onalni rovnici

fla+y)+2f(x—y) —4f(x) + 2f(y) =3y? —2? — 2y + zy?; x,y € R.

ad 1. Funkcionalni rovnice (1) ndm fika: ,najdéte vSechny funkce, které spliiuji
rovnici f(z + y) = f(z) + f(y) pro vSechny hodnoty racionalnich é&isel x a y*.
Dodat bychom jesté méli: ,, ... a ovérte, Ze vami nalezené funkce vyhovuji.“ Pro
predstavu prozradim, ze napiiklad funkce f(z) = 2z této rovnici vyhovuje, protoze
fle4+y) =2 +y) a flzx)+ fly) =2z + 2y = 2(z + y), takZe je rovnice f(x +
+y) = f(x)+ f(y) splnéna pro vSechna pozadovana z,y € Q. Funkce f(z) =2 +1
naopak nevyhovuje, protoze f(x +y) =z 4+y+1#xz+1+y+1= f(z)+ f(y).

KLiCOVA sLovAa. funkcionalni rovnice, funkce, substituéni metoda, Cauchyova metoda, hus-
t4 mnozina
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ad 2. Funkciondlni rovnice (2) mé stejny tvar, ale se dvéma zménami. Prvni je,
ze je definovana na celém R a funkéni hodnoty mohou nabyvat na rozdil od téch
v (1) také redlnych hodnot. Druhou je, Ze madme dodanou pomocnou podminku,
ze je funkce spojitd. Bez této podminky lze rovnici v R také vyfesit, ale FeSeni
je osklivéjsi nez nechutné. Diilezité je si tu uvédomit, Ze FeSeni nalezend v (1) by

Ivr

mohla bez vétsich obtiz{ fungovat i v (2) (pfi spravném rozsifeni z Q na R).

ad 3. Tato rovnice je prikladem téch, kde nam vedlejsi vyrazy ,vylézaji“ na
povrch. Kromé funkénich vyrazii typu f(néco) se v ni totiz objevuji i vyrazy typu
22, zy, atd. Rovnice tohoto typu jsou vétsinou jednodussi, protoze feseni v hodné
pfipadech pfimo ,vypadne“ néjakym specidlnim dosazenim za x nebo y, viz tzv.
substituéni metoda feSeni.

Zékladni metody reSeni

Zakladnimi metodami feSeni funkcionalnich rovnic jsou substitucni metoda a Cau-
chyova metoda.

Substituéni metoda

Substitu¢ni metoda spociva, feceno co nejobecnéji, v nasledujicim postupu: Pred-
pokladame, ze uz mame Feseni funkcionalni rovnice a vhodnym dosazenim za pro-
ménné se snazime ukazat, co by mélo toto feseni spliiovat. Nékdy nam vyjde
uziteénd vlastnost funkce (f(x) je suda, prostd, ... ), jindy pfimo tvar, jak musi
vypadat. Pokud dostaneme tvar funkce (nebo si ho odvodime z nalezenych vlast-
nosti), je nutné ho dosadit do zadani a zkouskou ovétit, Ze je skuteéné fesenim.
Osvétlime si to na tloze (3):

Uloha. Najdéte vSechny funkce definované na celé realné ose splitujici funkcio-
nalni rovnici

fla+y)+2f(x—y) —4f(x) +af(y) = 3y* — 2 — 2ay + ay’.

Reseni. Predpokladejme, Ze né&jaka f(x) je feSenim a oznaé¢me f(0) = c. Funk-
cionalni rovnice je splnéna pro vSechny dvojice ¢isel x, y, je tedy splnéna i pro
dvojici ¢isel' = x, y = 0, dosazenim za tuto dvojici dostaneme:

—f(x) + cx = —2?

neboli
f(z) = 2% + cx.

I Dosazujeme specialni hodnoty za proménné, abychom dostali néjakou vlastnost funkce, nebo
konkrétni tvar.
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Dosadime-li v ziskaném vztahu 2 = 0, dostaneme navic f(0) = 0, tedy ¢ = 0 a
jedinym tvarem, jaky miize mit nase funkce f(x), ziistal f(x) = 2%. Z predpokladu,
Ze funkce f(x) feSi nasi rovnici jsme odvodili, Ze nutné musi platit vztah f(z) =
= 22. Ted uz stadi jen ziskany vztah dosadit do zadané rovnice a ovéfit, ze funkce
f(x) = 22 je fesenim naf rovnice.

Vztah, ktery by urcoval, jak musi nutné vypadat funkce spliujici zadanou rov-
nici, nemusi jit z funkcionélni rovnice pfimo ziskat. Proto je tu Cauchyova metoda.

Cauchyova metoda

Cauchyova metoda se zakladd na postupném odvozeni chovani funkce pro pfiro-
zend ¢isla, poté pro celd, posléze pro racionélni a s trochou $tésti (pokud to zadéani
poZaduje) nakonec pro vSechna redlna ¢isla.

Cauchyovu metodu ozfejmime na tloze (2).

Uloha. Najdéte viechny spojité funkce f : R — R vyhovujici rovnici

flx+y)=flx)+ fly); z,y € R.

Reseni. Ptedpokladejme, Ze mame jedno takové fefeni® f(x). Dosazenim z =

=0 ay = 0 zjistime, Ze nutné® plati f(0) = 0. Dosazenim* y = —z dostavame
f(—=2) = — f(z). Matematickou indukef snadno® dokdzeme vztah f(z1 +xo+- -+
+x,) = f(z1) + f(z2) + -+ + f(zn), specidlné pak pro x1 = w9 = - =z, = T

vztah f(nx) = nf(x) pro kazdé redlné cislo = a prirozené(!) ¢islo n. Oznaéme si
f(1) = c. Pak f(n) = nf(1) = cn pro kazdé pfirozené ¢islo n. Volbou z = m/n
ve vztahu nf(z) = f(nz) dostavame nf(m/n) = f(n-m/n) = f(m) = ecm, neboli
f(m/n) = c-m/n. Vztah f(z) = cx tedy plati pro kazdé kladné(!) racionalni ¢islo
x. Diky vztahu f(0) = 0 a f(—z) = —f(x) mame platnost vztahu f(z) = cx pro
kazdé(!) racionalni ¢islo z. ProtoZe je mnozina racionalnich éisel Q hustd® v R
a protoze je funkce f(x) spojitd, musi f(z) spliiovat vzorec f(x) = cx na vSech
realnych ¢islech.

Zkouskou’ provedenou dosazenim do rovnice v zadani tlohy snadno ovéiime,
Ze funkce f(x) = cz, kde ¢ € R, je opravdu FeSenim.

2Vibec nemusime védét jaké Feseni. Dulezité je si ¥ici: ,,Kdybychom feSeni méli, tak by pro
néj platily néasledujici véci ... “

3Funkcionalni rovnice ma byt pro funkci f(z) splnéna pro vsechny dvojice z,y € R, proto
musi byt splnéna i pro konkrétni dvojici hodnot z = 0,y = 0.

4Rovnice je splnéna pro viechny dvojice z, y, takze musi platit i pro specialni volbu y = —zx.

5Na zacatku davame f((z1 + z2) + x3) = f(x1 + x2) + f(x3) = f(x1) + f(x2) + f(x3), atd.

67e Q je hustd v R znamena, e libovolné blizko kteréhokoli realného &isla najdeme néjaké
racionalni ¢islo.

7Aspoii se zminit o zkousce je velice potfebné, protoze jsme zjistili, co by musela funkce
spliiovat, kdyby existovala, ale nevime jesté, jestli kdyz funkce spliiuje f(z) = cz, tak vyhovuje.
Mize se stat, Zze bude vyhovovat jen pro urcita ¢ nebo pro zadné.
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Ne vzdy je ale feseni takto pfimocaré a v jistém smyslu jednoduché. Mnohdy
je potfeba postupné, navzajem na sebe navazujicimi kroky, odvodit celou fadu
skuteénosti (vlastnosti), z nichZ koneéné poskladdme, jak mtze funkce vypadat.

Zakladni vlastnosti funkci

Funkce mohou mit tyto vlastnosti divérné znamé ze stiedni skoly:

(a) sudd, resp. lichd: plati f(x) = f(—x), resp. f(x) = —f(—x) pro vSechna
zeR

(b) rostouct, resp. klesagici: pro libovolnd z < y je f(x) < f(y), resp. f(x) > f(y)
(¢) mnezdpornd (nebo kladnd): f(x) > 0 (nebo f(x) > 0)

(d) prostd: funkce nenabyva Zadné hodnoty vic nez jednou (x # y = f(x) #

# 1Y)

(e) na: funkce nabyva vSech hodnot aspoii jednou

(f) bijekce: funkce nabyva vSech hodnot pravé jednou (kazdému z z defini¢niho
oboru nélezi pravé jedno f(x) z oboru hodnot)

(g) spojitd: zjednodusené feceno ji jde nakreslit jednim tahem

Tyto vlastnosti ve slozitéjsich tlohach velmi pomahaji, nebo jsou dokonce nut-
nym krokem k feseni. Rozeberme postupné jejich uzitec¢nost.
ad (a). Sudost nebo lichost uleh¢uje praci na polovinu, pokud je potfeba fe-
§it rovnici zvlast pro kladnd a zdporna ¢isla. Pomaha téZ, pokud ndm riznym
dosazovanim vyjde soustava rovnic — je dal$i pomocnou rovnici.
ad (b). Je velice dilezitd, protoze mize v tlohéch fesenych pomoci Cauchyovy
metody nahradit spojitost. Také z ni plyne, ze je funkce prostd. Vyznamna je i
jeji slabsi varianta ¢ < y = f(z) < f(y), resp. f(z) > f(y), kterd taktéz muze
nahrazovat spojitost, ale uz nefika, ze je funkce prostd.
ad (c). Tato vlastnost se zkratka miize hodit :)
ad (d). Velice dulezitd vlastnost, kterd dava f(a) = f(b) = a = b, pfiemz a a
b mézou byt i vyrazy. Pokud je funkce zarovenn na®, dostavame, Ze je bijekct.
ad (e). V naprosté vétsiné piipadu zajistuje, ze pro kazdé x existuje y takové,
ze f(y) = z. Pokud je funkce zaroveii prostd, je to bijekce.
ad (f). Shrnuje v sobé vlastnosti funkce prosté a na a zéroven dodavé silnou
implikaci jestlize f(z) =y, tak f~1(y) = .
ad (g). Jak bylo vidét v prikladu (2), feSeném pomoci Cauchyovy metody, hodi
se spojitost pfi rozsireni z néjaké husté ¢iselné mnoziny na R. Touto hustou ¢iselnou

8 Na obor hodnot.
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mnozinou mohou byt vSechna racionalni ¢isla, vsechna iracionalni ¢isla, zlomky ve
tvaru a/2°% kde a € Z, b € N, atd.

Piiklady

Nebude-li fefeno jinak, hledaji se realné funkce definované na celé redlné ose.
Uvedené vztahy jsou vzdy (pokud neni uvedeno jinak) splnény pro kazdé =,y € R.

Piiklad. f(z+y) +2f(x —y) —4f(x) +xf(y) = 3y? — 22 — 2zy + 29>
Priklad.
Priklad.

flz+vy) = f(y)a®, a >0, a+#1 je parametr.
Faty) — 20— y) + f@) - 2f() =y — 2.
Priklad. f(z+vy)+ f(z —y) — f(x) = f(y) + = — >
Piiklad. f(z+y)+ f(z —y) = f(z) + 62y /f(y) + 2°.
Priklad. f(z+y)+2f(z—y)+ f(z) +2f(y) =4z +y.
Piiklad. f(z+y) —3f(z —y) =2° (f(y) +1 - y?/2) — 2f(2) + y(4o — y).
Priklad. f(z)f(z+y) = (f(v)*)(f(z —y))?a?™, a > 0,a # 1 je parametr.
Piiklad. f(z+y)+2f(z—y) =3f(z) —v.
Priklad. 2f(z+y)+ f(z —y) = f(x)(2a¥Y + a7 ¥), a > 0,a # 1 je parametr.
Priklad. f(z+y)+ f(z —y) =2f(x) cosy.
Priklad. yf(z)+zf(y) = f(z +y).
Priklad. f(2z +y) = f(z +2y)f(z +y).
Piiklad. f(5z) = f(7®) + x.
Piiklad. f(z? + f(y)) =y + (f(2))*.
Priklad. f(z— /(4) = [(f(s)) + /() + f(z) -
P¥iklad. Najdéte viechny funkce f : R™ — RT, pro které plati

(1) f(zf(y)) = yf(z) pro vSechna kladnd z, y,
(2) f(xz) — 0 pro x — cc.

(V)

Priklad. Najdéte vSechny funkce f: (—1,00) — (—1, 00), jez splituji
(1) flz+f(y) +2f(y)) =y + f(z) +yf(x) pro viechna z,y > —1,
(2) funkce f(x)/z je rostouci na (—1,0) i na (0, c0).
Priklad. Najdéte n&jakou funkei f : QT — QT takovou, %e pro vSechna kladn4
raciondlni x, y plati f(zf(y)) = f(x)/y.
Priklad. 2f(x+ §) = V3f(x) + cosx —sinx, f je omezena.
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Piiklad. f(z+y) = f(z)+
Piiklad. f(z+y) = f(z)+
Priklad. f(z+vy)= f(z)+

( (), [ je spojité.
(
(
Priklad. f(z+y) = f(x)f(y), f je spojita.
(
(
(
(

f
f(y), f je rostouci.

f(y), f je omezena na daném intervalu (a,b), a < b.

Priklad. f(z+y)= %, f:RT — RT je spojité, =,y > 0.

:%’f R* — R* je spojitd, x,y > 0.

r—y)=2(f(z) + f(y)), [ je spojita.
v —y)=2f(x)f(y), f je spojita.

Piiklad. f
Piiklad. f
Piiklad. f

Podékovani

V tomto prispévku neni v podstaté nic, co bych napsala ja. Mj velky dik patfi
Frantovi Konopeckému, z jehoz piispévku z Rapotina z roku 2007 ten muj vychazi.
Hromadu piiklad@ na konci tohoto textu jsem pievzala od Pavla Podbrdského
z ¢lanku o funkcionélnich rovnicich ze dne 20. prosince 2000.



Pickova formule
‘ Jarda Han¢l

ABSTRAKT. Prispévek nejprve seznami ¢tenare s celou fadou tvrzeni, ktera sou-
viseji s mfizovymi body. V druhé ¢&asti vyslovime Pickovu formuli pro pocitani
obsahii mnohotuhelnika s vrcholy v mfizovych bodech, naznac¢ime dukaz a uve-
deme nékolik prikladu.

V prispévku nejprve nastinime, co to vlastné takova mfizka je, a pak vyslo-
V druhé casti se zabyvame jednim z nastinénych problémi, Pickovou formuli. Ta
tvrdi, ze umime jednoduse spocitat obsah mnohothelnika, jehoz vrcholy lezi v mii-
zovych bodech. Konkrétnéji, tento obsah zavisi pouze na poc¢tu miizovych bodu
uvnif a na hranici mnohothelnika. Ale za¢néme pomaleji:

MriZové body a jejich krasa

V tomto textu budeme pracovat s mnozinou miizovych bodid. Nez abych néjak
slozité zavadél tento pojem, vystacime si s jeho geometrickou interpretaci. Tedy
budu-li mluvit o mnoziné m¥{zovych bodt, budu myslet body roviny (v niz mam
zavedenou kartézskou soustavu soufadnic), které maji obé soufadnice celociselné.
Neboli body

{lz,y] s 2,y € Z}.

Nyni si ukazme fadu péknych tvrzeni, nékterd lehéi, jind pekelné tézka (tfeba
Schinzelova véta byla dokdzana pred 10 lety):

(i) Blichfeldt’s Theorem: Kazdy omezeny rovinny obrazec M s obsahem ostie
vétsim nez A libovolné zasazeny do jednotkové étvercové mrizky mize byt
posunut tak, aby pocet miizovych bodt uvniti M byl alesponi A + 1.

(ii) Browkin’s Theorem: Pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje v roviné étve-
rec, ktery mé pravé n mrizovych bodi uvnitt.

(iii) Circle Lattice Theorem: Pro libovolné piirozené ¢&islo n existuje v roviné
kruh, ve kterém lezi pravé n mfizovych boda.

(iv) Steinhaus Theorem: H. Steinhaus dokazal jesté vic. Dle jeho tvrzeni pro
kazdé n dokdzeme najit kruh s obsahem n, na jehoz hranici lezi pravé n
mfiizovych bodt.

(v) Schinzel Theorem: Pro libovolné ptirozené ¢islo n existuje v roviné kruz-
nice, na které lezi pravé n miizovych bodi.

(vi) Gauss’s Circle Problem: Ozna¢me N(r) polet mifZovych bodd uvnit¥

KLiCOVA sLOVA. Pickova formule, mfiZzovy bod, miizka
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kruhu o poloméru r a stfedu v pocéatku. Pak plati

L7]

N(r)=1+4lr] +4) [V — ]

(vii) Minkowski Convexr Body Theorem: Omezend konvexni oblast v roving,
ktera je symetrickd kolem pocatku a méa obsah alespon 4, musi obsahovat
alespon tii m¥izové body. Obecnéji, v n dimenzich, miZeme prohlasit, ze
kazda omezenda konvexni oblast symetrickd kolem pocatku, kterd mé obsah
alespon 2", obsahuje alespon tfi mrizové body. Tuto vétu mtzeme odvodit
z Blichfeldt’s theorem.

(viii) Je-li 2 < n < 32, pak umime najit 2n mfiZovych boda s celodiselnymi
soutadnicemi z,y € [1,n] takovych, Zze zddné t¥i nelezi na jedné piimce.
Pocet riznych feseni (nepocitaje rotace a soumérnosti) pro n = 2,3,...,
je1,1,4,5,11,22,57,51,156 ... Pro velké n existuje hypotéza, Ze je mozné
vybrat nejvyse (¢ + €)n mi{Zovych bodt tak, aby Zzadné t¥i nelezely na
spoleéné piimee, kde ¢ = (272/3)"® = 1,87.

Podobné nejvétsi pocet mrizovych bodu s celo¢iselnymi souradnicemi
x,y € [1,n] takovjch, ze zadné Gty¥i nelezi na jedné kruznici, je k(n?/3 —¢)
(Guy 1994, p. 241).

Pickova formule

A nyni ke zlatému hiebu vecera. Uréité ses uz mockréat potkal(a) s néjakym tako-
vymto piikladem: Uréi, jaky obsah ma mnohothelnik nakresleny na obrazku! A ve-
dle zadani byl nakresleny néjaky mnohotihelnik, pficemz vSechny jeho vrcholy byly
takzvané mriZové body. Obvykle bylo potfeba obrazek rozdélit na nékolik ¢tvercd,
trojuhelnik a obdélnikt a secist jejich obsahy. To ale mtze byt pékna otrava, a
tak pan Georg Pick v roce 1899 vymyslel mnohem chytrejsi metodu.

Pickova formule iik4, ze obsah jednoduchého? mnohotihelniku s vrcholy v mii-
zovych bodech (fikejme mu tfeba miiZovy mnohothelnik) mizeme spocitat takto:
Oznaéme V pocet mifzovych bodt, které jsou uvniti mnohothelniku, a H bud
pocet mrizovych bodi, které jsou na jeho hranici. Hledany obsah je pak roven
V+H/2-1.

To je ptrekvapeni, co? Jak by mohlo jit spoc¢itat obsah néceho, co mize byt
kdovijak slozité, tak jednoduse? Jaktoze vzorec viubec nezohledriuje tvar mnoho-
thelniku? Na tom prece taky zalezi, ne?

9Jednoduchy obrazec poznime podle toho, Ze jeho obvod neprotini sebe sama.
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Af se ndm to lib{ nebo ne, Pickova formule plati. Pro¢ tomu tak je, si vysvétlime
na prednésce, zde uvedme jen, kudy se dikaz zhruba ubira:

(i) Plati-li Pickova formule pro né&jaké dva polygony'® se spoleénou ¢4sti ob-
vodu, plati i pro polygon, ktery dostaneme, kdyz je spojime.
(ii) Vzorecek plati pro jednotkovy Gtverec, a tedy i pro libovolny obdélnik.
(iii) Vzorecek plati i pro jakykoli trojihelnik.
(iv) Pickova formule plati pro v8echny mnohothelniky.
Nu, a je to. Nejen ze ted mize$ hravé pocitat obsahy, ale Pickova formule se
hodi i feSeni nejriznéjsich prikladt. Zkus si rozmyslet nasledujici problémky:

Priklad 1. Plati néjakd obdoba Pickovy formule i v prostoru?

Priklad 2. Dokaz, ze kazdy mnohothelnik s vrcholy v mfiZovych bodech méa
racionalni obsah. (Kazdy znamend opravdu kazdy, tedy i nejednoduchy!)

Pfiklad 3. Pilbodem nazyvejme libovolny bod o soufadnicich (k/2,1/2), kde k
a [ jsou celd ¢isla. Kazdy pulbod urcité jde vyjadrit jako stfed tsecky spojujici dva
miizové body mnoha riznymi zptsoby. Predstav si, Zze mas ptlbod lezici uvniti
néjakého mrizového mnohothelniku. Dokaz, Ze jej mtzeme dostat jako stfed tsecky
spojujici dva miizové body, které samy leZi uvnitr tohoto mnohothelniku.

A na zavér bych chtél podékovat Vitovi Kalovi, jehoz piispévek dal tomuto
prvni formu. Pokud byste se chtéli o mfizovych bodech dozvédét vice, zkuste tieba
stranku http://mathworld.wolfram.com/PointLattice.html.

10Polygon neni nic jiného nez piejaty vyraz pro mnohothelnik.
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Sinova véta
‘ Tomas ,,gavlfk“ Pavlik

ABSTRAKT. V prednéasce se budeme zabyvat pouzitim a skldadanim sinovych vét
v dikazovych ulohach.

Véta 1. (Sinova véta)  Pro kazdy trojihelnik ABC s vnitfnimi ahly «, (3, 7,
stranami a, b, ¢ a polomérem kruznice opsané R plati

a b c

= 2R.

sina  sinf8  sinvy

Ulohy na zahfati

Piiklad 2. Méjme trojihelnik ABC, prusecik osy thlu ACB se stranou AB

. ..« |AP| _ |AC|
oznacme P. Dokazte, ze 1BPl = 1B

Priklad 3. Je dan trojuhelnik ABC, stfed strany BC ozna¢me M. Nechf na
strané AB lezi bod P. Ozna¢me @) prisecik AM a PC. Dokazte, ze |CQ| = |AB|
pokud vite, ze |[AP| = |PQ)|.

Priklad 4. Mé&jme rovnostranny trojuhelnik ABC, jeho stfed oznaéme G. Na
strané AB lezi bod D takovy, ze |AG| = |AD|. Postupné ozna¢me F a F' pruseciky
pfimky DG s AC a BC. Dokaizte, ze |DE| = |EF|.

Ulohy stiedni obtiZnosti

Priklad 5. V rovnobé&Zzniku TUVW jsou na stranich TU a UV po fadé body
X, Y tak, ze [TX| = |VY| > 0. Pfimky TY a VX se protinaji v bodé P. Dokazte,
ze P lezi na ose thlu VWT.

Piiklad 6. Mgjme tétivovy ¢tyfuhelnik ABC D s pruseéikem thlopficek P. Do-
kazte, ze plati

|AP|-sina+ |CP|-siny = |BP|-sin 8+ |DP| -siné.

Priklad 7. Je dan trojihelnik ABC. Bud S stfed strany AB a V ortocentrum
AABC. Pfimka p je kolmice na SV prochazejici bodem V. Jeji pruseciky s pfim-
kami AC, BC oznaéme P, Q). Dokazte, ze |V P| = |[VQ)|.

KLICOVA SLOVA. geometrie trojihelniku, sinové véta, trigonometrie
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Té&zké alohy

Prfiklad 8. Mame zadany pravouhly lichob&znik ABCD takovy, ze |[<ABC| =
= |<BCD| = 90°. Na strané¢ AD najdeme bod N takovy, Ze ‘ANl‘ ‘IABl‘ Dokazte,
ze |AB| + |CD| = |AD|, pokud vite, ze |[<BNC/| = 90°.

Véta 9. (Cevova véta) V trojihelniku ABC méjme body X € BC,Y € AC,
7 € AB. Pak AX, BY a CZ se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz plati

|BX||CY||AZ|

|CX||AY||BZ|

Priklad 10. Mgjme trojuhelnik ABC. Na vy$ce AX zvolme bod P. Dile K =
= BPNAC a L = CP N AB. Dokaite, ze |[<AXK| = |[<AXL|.

Priklad 11. Je dén rovnoramenny trojuhelnik ABC (« = 8 = 50°). Na strané
AB naleznéme bod K tak, ze |[<ACK| = 50°, dale sestrojme bod L na strané BC
tak, aby |[<CAL| = 30°. Uréete |[<ALK].

Literatura

Prednaska cerpda priklady ze seminafe Michala ,Kennyho* Rolinka Uméni vidét
v matematice a ze stranek www.mathlinks.ro/Forum.
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Tétivové ctyrahelniky
\ Tomds ,Savlik" Pavlik

ABSTRAKT. Zopakujeme si zdkladni vlastnosti tétivovych étyfuahelniki a pro-
cviéime na tulohach. Prednaska bude spise lehka, koncipovana jako pfiprava na
olympiadu.

Véta 1. (o obvodovych a stfedovych thlech) Méjme kruznici se stfedem S,
jeji tétivu AB a libovolny bod M na vétsim oblouku AB. Uhel ASB nazyvame
stfedovym a tthel AM B obvodovym k piislusné tétivé AB. Plati, ze |<ASB| =
= 2|<AMB].

Véta 2. (o tsekovych thlech) Méjme kruznici a na ni tétivu AB. Vedme piimku
t, ktera se dotyka kruznice v bodé A. Odchylku AB od t nazveme tsekovym tihlem
k tétivée AB. Usekovy tihel ma stejnou velikost jako p¥islusny obvodovy tihel.

Definice 3. Ctyitihelnik je tétivovy kdyZ mu Ize opsat kruznice. Pro takovy
¢tyiuhelnik plati, ze soucet protéjsich ihli je 180°.

Lehké dlohy

Piiklad 4. Maéame zadané dvé kruznice k a [ s pruseciky X a Y. Bodem X vedme
primku, kterd protind k v bodé A a l v bodé C. Nyni i bodem Y vedme ptimku.
Ta protind k v bodé B a l v bodé D. Dokazte AB || C'D.

Piiklad 5. Mame zadané dvé kruznice k a [ s pruseciky X a Y. Sestrojime
AAXB takovy, ze A € k, B € |l aY € AB. Najdéte, kdy bude mit AAXB
nejveétsi obsah.

Priklad 6. Mame zadané t¥i kruznice k, [ a m prochéazejici spoletnym bodem
P. Dalsi pruseciky kruznic k, I, kruznic [, m a kruZnic k, m oznaCme postupné A,
B, C. Nyni zvolme na kruznici k¥ bod K rtzny od A, P, C. Pfimka KA protne
l v bodé L a primka LB protne m v bodé M. Dokazte, ze bod C lezi na pfimce
KM.

Priklad 7. Nechf D je bod na pfeponé AB pravothlého trojihelnika ABC. Déle
X je stfed kruznice opsané AACD a Y stfed kruznice opsané ABDC'. Dokazte,
ze body C, D, X a Y lezi na jedné kruznici.

Priklad 8. ABCD je tétivovy ¢tyftuhelnik s kolmymi thlopfickami. Oznacéme po
fadé p, ¢ kolmice z boda D, C na pfimku AB. Déale ozna¢me X prusecik piimek

KLICOVA SLOVA. geometrie, tétivové ctyfthelniky
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AC a p, obdobné Y prusecik pfimek BD a q. Dokazte, ze XY CD je koso¢tverec
nebo ¢étverec.

Stredné lehké alohy

Piiklad 9. Na kratsim oblouku AB kruZnice opsané ¢tverci ABCD je bod P.
Necht PDNAB =X a PCNBD =Y. Dokazte, ze |[<XY B| = 90°.

Piiklad 10. M¢jme ¢tverec ABCD. Na jeho strané BC je bod P, na strané C'D
bod @ a plati |[<QAP| =45°. APN BD = X, AQN BD =Y. Doka’te, Ze body
X, Y, P, Q a C lezi na jedné kruznici.

Priklad 11. M¢éjme pravouhly lichobé&znik ABCD (AB || CD, ABLAD). Se-
strojme kruznici k, ktera se dotyka pfimky AB v bodé A a pfimky C'D v bodé D.
Dale sestrojme kruznici [. Ta se dotyka pfimky AB v bodé B a prochézi bodem
C. Necht kruznice k a [ maji vnéjsi dotyk v bodé P. Dokazte |[<PDC| = |<PCB].

Stiedné tézké Glohy

Priklad 12. Nechf L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku C'D kruznice
opsané ¢tverci ABCD. Oznacme K prusecik primek AL a C D, M prusecik primek
AD a CL a N prusecik piimek M K a BC. Dokaite, Ze body B, L, M, N lezi na
téze kruznici.

Piiklad 13. Necht kruZnice k s primérem AB protind kruznici [, jejiz stfed je
v bodé A v bodech C' a D. Uvazujme bod M, razny od bodu C a D, ktery lezi

na kruznici /. Ozna¢me P a @) po fadé pruseciky primek CM a DM s kruznici k.
Dokazte, ze M BPQ je rovnobéznik.

Literatura

Prednaska cerpa piiklady ze seminaie Michala ,Kennyho“ Rolinka Uméni vidét
v matematice a z PraSe¢i knihovny (mks.mff.cuni.cz/library).
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Geometrie trojuhelnika
‘ Michal ,,Kenny" Rolinek

ABSTRAKT. Prednaska dukladné seznamuje se znamymi vlastnostmi trojuhel-
nika. Téz ukazuje, jak se d& rovnou ze zadani geometrické tulohy poznat, které
postupy bude tfeba pouzit. To vSe samozifejmé na nepreberném mnozstvi pri-
klada.

Cilem této prednasky je dikladné seznameni se zndmymi vlastnostmi trojiuhel-
nika. Sami uvidite, ze dobra orientace v trojuhelniku je klicem k vyfeSeni mnoha
uloh nejen z ceské MO. Téz si ukdzeme, jak se da rovnou ze zadani geometrické
ulohy poznat, které postupy bude tieba pouzit. To vSe samoziejmé na nepreber-
ném mnozstvi piikladti. Sméle do toho!

Vysky
Vibec nejvice zajimavych vlastnosti v trojihelniku maji vysky. Obecné se da fici,
ze vysky jsou pé&kné diky tomu, Ze vytvareji mnoho tétivovych ¢tyfthelnika (t&ch
pravych uhld!) a snadno se tak d& vyjadfit téméF kterykoliv thel jimi uréeny.
Pomoci vysek se téz da pracovat se stiedy riiznych tsedek, jak dale uvidime. Ulohy
s vyskami jsou témi nejpiijemnéjsimi.
Tvrzeni. Vysky se protinaji v jednom bodé. Budeme ho nazyvat ortocentrum

a znacit H. Zapamatujeme si, Ze |<AHB| = 180 — . Ortocentrum lezi uvnitf
trojithelnika, pravé kdyz je trojithelnik ostrouhly.

Tvrzeni. Zobrazime-li ortocentrum osové dle kterékoliv strany nebo stredové dle
kteréhokoliv stfedu strany, obraz padne na kruznici opsanou.

Tvrzeni. Stredy stran, paty vysek a stiedy tisecek spojujicich vrcholy s ortocen-
trem lezi na jedné kruznici. Ta se jmenuje kruznice deviti bodi nebo téz Feuerba-
chova kruznice. Tato kruznice ma polovicéni polomér nez kruznice opsana.

Priklad. Je dén tétivovy étyftahelnik ABCD. Dokazte, Ze spojnice ortocenter
AABC a ANABD je rovnobézna s CD.

Priklad. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik s kolmymi tthlopfickami. Oznaé-
me po Fadé p, q kolmice z bodi D, C' na pfimku AB a dale X prusecik pfimek AC
a paY prusecik pfimek BD a q. Dokazte, zZe XY CD je kosoctverec nebo ¢tverec.
Priklad. Necht ABC je ostrothly trojthelnik. Oznaéme K a L paty vysek z vr-

choli A a B, M stied strany AB a V prisecik vysek trojuhelniku ABC. Dokazte,
ze osa thlu KM L prochézi stfedem tsecky VC.

KLIGOVA SLOVA. Planimetrie, trojuhelnik, geometrie, Svrékiv bod, Simsonova pfimka, Feu-

erbachova kruznice, ortocentrum, kruznice vepsané, kruznice opsana, kruznice pfipsana, téznice,
osy uhla

15



Staré Mésto '09

Priklad. Necht ABC je ostrothly trojahelnik, v némz vnitini thel p¥i vrcholu
A ma velikost 45°. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C. Uvazujme déle libovolny
vnitini bod P vysky CD. Dokazte tvrzeni: Pfimky AP a BC' jsou navzajem kolmé,
pravé kdyz tsecky AP a BC jsou shodné. (skolni kolo 2008)

Priklad. 7Z paty vysky vedené z vrcholu A trojahelnika ABC vedme postupné
kolmice na zbylé dvé vysky a na strany b a c. Ukazte, Ze paty téchto kolmic lezi
v pfimce.

Priklad. Je déan ostrothly trojuhelnik ABC s vyskami AX, BY, CZ a ortocen-
trem H. Necht M a N jsou postupné stfedy tseéek BC a AH. Dokazte MN LY Z.
(Francouzska MO)

Osy Ghlii a Svrekav bod

I osy hltt nam dovoli pékné pocitat vzniklé tthly. Nicméné pro né plati i zajimavy
metricky vztah a nemutzeme si byt Gplné jisti, z které strany se na tlohu vrhnout.
Pocitani thla je ovsem Castéjsi a je-1i ve hi'e i kruznice opsand, neni o ¢em premyslet

(Svrékiiv bod).
Tvrzeni. Osy thlii se protinaji v jednom bodé. Jejich priisecikem je stfed kruz-
nice vepsané a jeho standardni oznaceni je I. Zapamatujeme si, ze |<<AIB| = 90 +
+ 3.
Tvrzeni. Bud ABC trojuhelnik a necht D € BC lezi na ose thlu «. Pak plat{
|BD|  |AB|
|ICD|  |AC|
Tvrzeni. Osa strany, osa protéjsiho tihlu a kruznice opsana se protinaji v jednom
bodé. Budeme ho nazyvat Svrékiv bod a znacit S.

Tvrzeni. Pro Svrékiiv bod S piislusejici strané AB plati
541 = 1$B| = |31,

kde I je stfed kruznice vepsané.

Piiklad. V roviné je dan tthel X SY a kruznice k o stfedu S. Uvazujme libovolny
trojuhelnik ABC s vepsanou kruznici k, jehoZz vrcholy A a B lezi po fadé na
polopfimkach SX a SY. Urcete mnozinu vrcholi C vSech takovych trojuhelnika
ABC. (skolni kolo 2007)

Priklad. Necht I je stfed kruznice vepsané trojihelniku ABC a P jeho vnitini
bod, pro ktery plati

|<PBA| + |<PCA| = |<PBC| + |<PCB].
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Dokazte, ze |AP| > |Al|, pFi¢emZ rovnost nastane, pravé kdyz P = I.
(IMO 2006)

Piiklad. V tétivovém ¢&tyiuhelniku ABCD ozna¢me L, M stfedy kruznic ve-
psanych po fadé trojuhelnikim BCA, BCD. Déle ozna¢me R pruse¢ik kolmic
vedenych z bodid L a M po fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, ze trojihelnik
LMR je rovnoramenny. (Celostatni kolo 2007)

Piiklad. ABCD je tétivovy ¢tyfahelnik. Ozna¢me paty kolmic z bodu D na
strany AB, BC, CA po fadé P, @), R. Dokazte, Ze osy thli <ABC a <CDA se
protinaji na pfimce AC, pravé kdyz |RP| = |RQ)|. (IMO 2003)

KruZnice opsana

Kruznice opsana samoziejmé téz vytvari tétivové ctyruhelniky, a proto bude i zde
pocitani thla nasi hlavni zbrani. Obcas si ovSsem praci s poc¢itdnim Ghld mtzeme
usnadnit tim, Ze pouzijeme néjaké znamé tvrzeni, naptiklad to o Simsonové pfimce.
Tvrzeni. Osy stran trojihelnika se protinaji v jednom bodé. Je jim stied kruz-
nice opsané a znac¢it ho budeme O. Zapamatujeme si, ze |[<AOB| = 2v. Bod O
lezi uvniti trojihelnika, pravé kdyz je trojihelnik ostroiihly.

v

Tvrzeni. Stred kruznice opsané lezi na jedné piimce s tézistém a ortocentrem
trojuhelnika. Tato pfimka se nazyva Fulerova primka.

Tvrzeni. Bud ABC trojiihelnik a D bod na jeho kruznici opsané. Pak paty
kolmic z bodu D na strany trojihelnika lezi v piimce. Tato pfimka se nazyva
Simsonovou primkou bodu D.

Piiklad. Ukazte, Ze stifed Feuerbachovy kruZnice lezi na Eulerové pfimce.

Piiklad. Na krat$im oblouku C'D kruznice opsané pravothelniku ABCD zvolme
bod P. Paty kolmic z bodu P na piimky AB, AC a BD ozna¢me postupné K,
L a M. Ukazte, ze thel LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je ctverec.

(Celostatni kolo 2009)

Piiklad. Uvazme body A, B, C, D a E takové, ze ABCD je rovnobéznik a
BCED je tétivovy ¢tyfuhelnik. Bodem A vedme piimku ¢. Ta protne tsecku DC
v bodé F' a pfimku BC' v bodé G. Pokud plati |[EF| = |EG| = |EC]|, ukazte, ze £
je osa tthlu DAB. (IMO 2007)

Té&Znice
Ze vsech dosud zminénych bodt a ¢ar v trojihelniku je s téznicemi nejvétsi po-

tiz. Nejsou-li ony stfedy tsecek zaroven stiedy néjakych kruznic, je pocitani thla
téméi netcinné. Je tfeba né€jak vyuzit onu shodnost. Nejcastéjsim postupem je
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dokreslovani naptiklad stfednich pficek. Je mozné téz uzit obsahy nebo tfeba stej-
nolehlost.

Tvrzeni. TézZnice trojihelnika se protinaji v jediném bodé, jimz je tézisté T. Za-
pamatujeme si, Ze tthel AT B nelze jednoduse spocitat. Téznice se téz déli v poméru
2:1.

Tvrzeni. (ne Gplné znamé, ale uzitetné) Je dédn trojihelnik ABC. Mnozina
bodii X, pro néz maji trojihelniky ABX a ACX stejny obsah, je pravé téznice
na stranu a (rozuméj celd primka).

Piiklad. Je déan tétivovy ¢tyfuhelnik ABC'D. Oznac¢me S jeho prusecik thlopii-
¢ek a paty kolmic z bodu S na primky AB a C'D oznaéme FE a F'. Dokazte, Ze osa
usecky E'F' prochézi stiedy stran BC' a DA. (Vybérko 20087)

Piiklad. Je déna kruznice k se stfedem S a jeji teéna p s bodem dotyku A. Na
piimce p lezi téz bod B. Usecku AB zobrazime v néjakém otoceni kolem bodu S
na tusecku A’B’. Dokazte, Ze piimka AA’ pili tsecku BB'. (Turnaj mést)
Piiklad. V AABC je I stfed kruznice vepsané, M stied strany AC a N stied
oblouku AC kruznice opsané (toho, co obsahuje B). Dokazte |[<IM A| = |<INB].

(KMS — gama)
Priklad. Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik se shodnymi stranami AB a CD,
které nejsou rovnobézné. Oznacéme E, F stiedy thlopticek AC a BD. Piimka EFF
protina usecky AB a C'D po fadé v bodech G a H. Ukazte, ze |<AGH| = |[<DHG]|.

(MEMO 2009)

KruZnice vepsana a pripsané

Krom zjevného faktu, Ze miZeme kupiikladu pocitat thly ¢i provadét rtzné stej-
nolehlosti, je velmi uzitecné téz pocitani délek rtznych tsecek. U téchto kruznic
tedy téz vétsinou vdhame, ktery pfistup pouzit.

Tvrzeni. Budte X,Y a Z body, v nichz se kruznice vepsand trojihelnika ABC
dotyka postupné stran a, b a c. Pak plati

—-b
\BX|:%,

Obdobné vztahy plati i pro délky ostatnich tsekii.

Tvrzeni. Podobné se daji vyjadiit délky usekii pro body dotyku s kruznici pii-
psanou.
Tvrzeni. Necht p je polomér kruznice vepsané, S obsah trojiihelnika a s polovina
jeho obvodu. Pak plati

S = ps.
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Priklad. Na strané AB trojahelnika ABC oznaéme X bod dotyku s kruznici
vepsanou a Y bod dotyku s pfislusnou kruznici vepsanou. Ukazte, ze stfed tsecky
XY je téz stiedem tsecky AB.

Priklad. ABCD je te¢novy ctyftuhelnik. Ukazte, Ze kruznice vepsané trojtuhel-
nikim ABC a C'DA maji vnéjsi dotyk.

Piiklad. Na pieponé AB pravothlého trojihelniku ABC uvazujme body P a
Q takové, ze |AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Ozna¢me M prusecik kolmice z vrcholu
A na pfimku C'P a kolmice z vrcholu B na pfimku C'Q). Dokazte, ze ptimky PM
a QM jsou navzajem kolmé.

DalSi zajimava tvrzeni

Tvrzeni. (Feuerbach) Feuerbachova kruznice se dotyka kruznice vepsané i vsech
kruznic pripsanych.

Tvrzeni. (Morley) Bud ABC trojihelnik. Bodem A a vnitikem AABC vedme
polopiimku AX; takovou, 7e |[<BAXi| = §, a naopak bodem B vedme polo-
pfimku BXs (opét prochdzejici vnitikem ABC') takovou, Ze |<ABXs| = g Pri-
secik téchto dvou poloprimek ozna¢me C’. Obdobné sestrojime body A’ a B'. Pak
je trojithelnik A’ B’C’ rovnostranny.

Tvrzeni. (Napoleon) Jestlize nad stranami daného trojihelnika ABC jsou vné,
resp. zevniti sestrojeny rovnostranné trojuhelniky, pak jejich stfedy tvori rovno-
stranny trojuhelnik.

Tvrzeni. (Ceva) Je dédn trojihelnik ABC. Body X,Y a Z jsou po Fadé vnitini
body stran BC', AC a AB. Pfimky AX, BY a CZ prochézeji jednim bodem, pravé
kdyz plati

|AZ||BX||CY|

|BZ||CX||AY|
Tvrzeni. (Menelaus) Je ddn trojuhelnik ABC. Body X, Y a Z jsou po Fadé
body na piifmkédch BC, AC a AB (jeden z nich je vné ABC). Body X, Y a Z lezi
v piimce, pravé kdyz plati ten samy pomér

[AZ||BX]|CY] _

e = L
|BZ||CX||AY|

Posledni varka prikladi

Priklad. V roviné je ddna tise¢ka AB. Sestrojte mnozinu tézist vSech ostrothlych
trojuhelniki ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vySek H a stied [
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kruznice vepsané trojuhelniku ABC' lezi na jedné kruznici.
(Celostatni kolo 2006)

P¥iklad. Ukazte, Ze uvnitt AABC existuje pravé jeden bod P takovy, ze |PA|?+
+|PB|? + |AB|? = |PB|* + |PC|? + |BC|? = |PC|? + |PA|? + |CA|*.
(IMO shortlist)
Priklad. V trojtahelniku ABC, jehoZ strany vyhovuji rovnosti |[AB| 4+ |BC| =
= 3|AC|, ozna¢me I stfed jeho vepsané kruznice a D a E body, v nichZ se vepsand
kruznice postupné dotyka stran AB, BC. Jsou-li K a L obrazy bodu D a E
ve stfedové soumeérnosti se stiedem I, je ¢tyfuhelnik ACK L tétivovy. Dokazte.
(IMO shortlist 2005)

Priklad. Bud ABC ostrothly trojuhelnik takovy, ze |AB| # |AC|. KruZznice
o pruméru BC' protind strany AB a BC postupné v bodech M a N. Ozna¢me
O stfed strany BC. Osy uhlt BAC a MON se protinaji v bodé R. Dokazte, Ze
kruZnice opsané trojuhelnikim BM R a C N R se protinaji na strané BC'.

(IMO shortlist 2004)
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Jak uspét v MO
|

Michal ,,Kenny" Rolinek

ABSTRAKT. Krom matematického umu rozhoduje o umisténi na soutézich rov-
néz mnoho jinych véci (zptsob piipravy, psychologie atd.). Pravé o nich tato
prednéaska pojednava.

Mohlo by se zdat, ze tspéch v MO je odvozen pouze od schopnosti umét resit
ulohy. To ale zdaleka neni cela pravda. Urcité nejeden z vas ma pocit, ze by mohl
v MO dosahovat mnohem lepsich vysledkd. Zkusim vdm nyni predat par tipt a
figli, které pomohly napiiklad mné, tfeba vam to k né¢emu bude.

Jak by méla vypadat dlouhodoba priprava?

Resit korespondenéni seminéie.
Z¥idit si Gcet na www.mathlinks.ro.
Sehnat si dobré knizky (Engel, Andreescu, ro¢enky MO).

Co kratkodoba priprava?

Resit starsi ro¢niky pfimo té konkrétni soutéze (krajského kola atd.).
Resit tréninkove.

Zjistit si obvyklé pocty bodi soutézicich.

V pripadé doméci MO je dobré si projit navodné tlohy ¢i alternativni
feseni domaciho kola.

A den predem?

Hlavné nedélat zddnou matiku :).
Dobre se vyspat!

No a na soutézi?

No, toho je hrozné moc. Od potadi, v némz fesit priklady, ptes pristup k sepisovani,
az po vhodné jidlo a piti. Detaily se dozvite na prednéasce.

KLICOVA SLOVA. matematickd olympiadda
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Kombinatorika na zelvach

‘ Tomd&sek Roskovec

ABSTRAKT. Procviéime si zdkladni kombinatorické dovednosti znamé ze stiedni
skoly a zkusime tyto dovednosti aplikovat na méné typické piiklady. A taky se
budeme bavit.

V prvni ¢asti prednasky se budeme zabyvat zakladnimi kombinatorickymi pti-
klady, v druhé casti se seznamime s typickymi pfiklady na téma rozdéleni do
prihradek.

Priklady na rozehrati

Piiklad 1. V kupé pro osm osob sedi sedm zelv. Kolika zpisoby se mohou
posadit, vime-li, Ze dvéma z nich se dé€la Spatné, pokud sedi proti sméru jizdy, a
Michelangelo chce sedét u okynka a vedle Leonarda? Michelangelovi ani Leonardovi
se Spatné nedéla.

Priklad 2. Kolika zptisoby miizeme pieskladat pismena ve slové ZEEELVY tak,
aby 7adna dvé pismena E nestéla vedle sebe?

Piiklad 3. Krotitel Zelv uvddi do manéZe n hodnych Zelv beréncich a m zlych
zelv tygrich. Pokud by dvé z téchto tygiich zelv §ly bezprostiedné po sobé, urcité
se zacnou prat. Kolika zptsoby(v zévislosti na n a m) mtze zelvy p¥ivést?

Piiklad 4. Zelvy hraji v kanalizaci poker. Kolika zptisoby miize Rafaelo Miche-
langelovi rozdat karty, nechce-li, aby mél od néjaké barvy vice nez 4 karty?

Mirné pokrocilé priklady

Piiklad 5. Donatelo vymyslel pro své kamarady veselou hru. Musi vymyslet
co nejvice kombinaci pismen ze spojeni ZELVYVAKCI tak, aby byly samohlasky
sefazeny podle abecedy.

Priklad 6. Na vystavu pfivedl terarista nékolik exemplaii vzacnych Zelv, které
chce srovnat do fady. P¥inesl si 6 karet, 7 kajmanek a 8 Zelv slonich. Zelvy jsou
ovSem socidlné naro¢né a tak musi zachovat nésledujici pravidla: Kazda kareta
musi stat bezprostiedné mezi kajmankou a Zelvou sloni, zddné dvé Zelvy sloni
nesmi stat vedle sebe a zadné dvé kajmanky nesmi stat u sebe. Kolik zpusoby
mize tu havéf srovnat?

Priklad 7. 2n Zelv stoji srovnano do kruhu (jde o Zelvy kruhové, takze se neni
¢emu divit). Kolika zptisoby z nich mtzu vybrat v Zelv, které se vydaji na vypravu,
za predpokladu, ze zadna Zelva neptjde se svou sousedkou.

KLiCOVA sLOVA. kombinatorika, pocet zptisobil, Zelvy.
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Tomasek Roskovec: Kombinatorika na zelvach

Priklad 8. Michelangelo hraje s Donatelem a Leonardem voleny marias (Rafaela
nechtéli, protoze podvadél p¥i rozdavani). Kolika zptsoby mohou byt rozdany
karty, vime-li, Ze voli Donatelo? Kolika zptisoby mohou byt karty rozdéleny mezi
hrace po odlozeni talonu?

Déleni do prihradek

Priklady na déleni do prihradek lze rozlisit podle nékolika kategorii a pfi pocitani
jednotlivych prikladu je dilezité tyto typy rozliSovat.

Déleni rozlisitelnych predméta do piihradek s pevnou velikosti
Tyto tlohy nevyzaduji nové pohledy, Tesi se jako typické kombinatorické tlohy.

Piiklad 9. Ctyii zelvy si mezi sebe déli 28 dominovych kosticek. Kolika zptisoby
to mohou provést?

Piiklad 10. Po napinavé soutézi v dominu jsou vyhlaSeny tii nejlepsi Zelvy a
poradatel ma mezi né rozdélit Sest cen. Vitéz dostane tii ceny, druhy dvé a tieti
jednu cenu. Kolika zptisoby si mohou ceny rozdélit?

Piiklad 11. ZmozZeny intelektuélné naroénym dominem, rozhodly se Zelvy uspo-
fadat turnaj v judu. Pro prvni kolo je zapotiebi z 16 Zelv vylosovat osm dvojic,
které spolu budou zapasit. Kolika zptisoby muzeme prvni kolo vylosovat?

Déleni nerozliSitelnych predméta do prihradek s pohyblivou velikosti

Pred fesenim tiloh se ndm bude hodit kratkd avaha. Predstavime-li si jedno kon-
krétni rozdéleni jako prihradky srovnané za sebou s pfedméty srovnanymi za sebou,
dostaneme jakousi posloupnost slozenou z predmétd a hranic mezi prihradkami.
Tim jsme ale prevedli problém pfihradek na zakladni kombinatorickou tlohu poc¢tu
posloupnosti se zadanym poétem prvkall.

Piiklad 12. Dvanéct Zelv chytilo na rybaiské vypravé sedm tresek a pét platyst.
Kolik je moznosti rozdéleni si tlovku, vime-li, ze kazda Zelva dostane rybu? A kolik
je moznosti v pfipadé, ze nékteré zelvy jsou vegetarianky a zadné ryby nechtéji?

Priklad 13. Kolika zpusoby lze naklast Sest Zelvich vajec do ¢tyf dér v pisku,
vime-li, Ze z bezpec¢nostnich divodt se nesmi klast vice nez dvé vejce do jedné
diry?

HPrvky zde rozumime dvojiho druhu; umistované piedméty a hranice mezi dvéma p¥ihrad-
kami.
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Piiklad 14. Stary terarista odkazuje svym dvéma synim své vzacné Zelvy. Roz-
déluje jim 2n Zelv slonich, 2n kajmanek a 2n karet'?. Kolika zptsoby je miize
podélit, aby oba dostali stejny pocet Zelv.

Déleni rozliSitelnych pfedmétt do prihradek s pohyblivou velikosti

Posledni typ tloh mize byt pii osklivych vymezujicich podminkéch velice obtizny,
ale bez pridanych podminek je pocet moznosti roziazeni z predméti do ¢ prihra-
dek 2. Pro piiklady s podminkami je zapotiebi zdravého rozumu a zakladnich
kombinatorickych dovednosti.

Piiklad 15. Ctyfi zelvy i s Tiiskou jedou vytahem skrz osmipatrovou budovu.
Kazda zelva (i Ttiska) vysko¢i do néjakého patra. Kolika zptlisoby se mohou roz-
mistit po budové? Kolik z toho bude ptipadi, kdy v kazdém patie vysko¢i nejvyse
jedna Zelva (pfipadné jeden T¥iska)?

Piiklad 16. Kolika zptisoby muzeme uspoiadat dvacet ¢isel tydeniku ,,Chovatel
zelv* do knihovnicky o péti policich, vime-li, Ze do kazdé police se vejde jakykoli
pocet Casopist?

Piiklad 17. Pri fazeni ,Chovatele“ se ukazalo, ze jedno ¢islo chybi. Proto je
zapotiebi zorganizovat 33 zelv do tii patracich skupin, které prohledaji obyvak,
loznici a terarium. Kolika zpusoby muzeme skupiny zorganizovat za predpokladu,

Ze na prohledani loznice je zapotfebi pravé polovina Zelv nez na terarium a obyvak
dohromady.

Literatura

[1] Herman Jif{, Kucera Radan, Simsa Jaromir: Metody feseni matematickyjch
uloh II, Masarykova univerzita, Brno, 2004.

1204 slova kareta, nikoli karta.
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Matematicka indukce

‘ Tomd&sek Roskovec

ABSTRAKT. Ti, ktefi o indukci neslySeli, o ni uslysi, kdo ji uz zn&, ten ziska
jistotu v jejim pouzivani.
V prednésce se budeme zabyvat diikkazovou technikou, kterd se pouziva napiic¢
celou matematikou od jednoduchych souctovych vzorci pres kombinatoriku, teorii
grafi az k deriva¢nimu poctu.

Zakladni myslenka a jednoduché aplikace

Neforméalné feceno nam princip matematické indukce fika toto: Pokud dokéazu
udélat prvni krok a pokud dokazu po libovolném kroku udélat jeden navic, pak
dokéazu udélat libovolny pocet kroki.

Matematicky feceno dokazujeme, Ze néjaké tvrzeni plati pro vSechna pfirozena
¢isla. Budeme tento fakt zapisovat jako T'(n), kde T' znaéi néjaky vyrok, do kterého
dosadime n prirozené. Bude ndm stacit dokazat pouze dvé véci. Nejprve dokazeme
T(1), takzvanou bézi, poté musime dokdzat implikaci T'(n) = T'(n + 1), takzvany
indukéni krok.

Pro nazornost vytesime prvni piiklad. Dokadzeme vzorec pro ¢astecny soucet
geometrické rady. Plati, ze

n

—1 _
Zaq —(11_
=1

n

,q#1,neN.
q
Nejprve potiebujeme urcit, podle jaké proménné povedeme indukci. V tomto

pripadé jde evidentné o ¢islo n. Prvni krok dokazeme jednodusSe tim, Ze dosadime
jednicku.

l1—q
a—— =a

l—gq
Takze rovnost ziejmé plati. Ted potfebujeme dokazat indukéni krok, neboli plati-li
vzorec pro ¢islo n, pak plati i pro n+ 1. Takze z rovnosti pro ¢islo n ekvivalentnimi
Upravami dostaneme rovnost pro n.

n
. l—q
i—1 __
Zaq —ali
=1

n

q

l—q”

n
d ag™ tag"t =a - +ag"t!
i=1

KLiCOVA sLovA. ditkazové metody, matematickd indukce, indukce
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n+1

) 1— o™ n+1 1—
Z agi~'=a q +1q (1-9)
i=1 —q

n+1 1— qn+1

i—1 __
Zaq =a—g—,
=1

Tim je vzorec dokazan.

A ted poéitani . ..

Priklad 1. Dokazte, Ze soucet prvnich n pfirozenych ¢isel je roven w

Piiklad 2. Dokazte, Ze soucet druhych mocnin prvnich n pfirozenych éisel je
n(n+1)(2n+1)

roven 6 .

Piiklad 3. Dokazte vétu pana Binoma. Tedy vztah

n n!

(@+d)"=>_ maib"—i,n €N.

i=1

Piiklad 4. Dokazte, ze pro n pfirozena je vyraz n®+ (n+1)3 + (n+2)3 délitelny
deviti.
1 1

Priklad 5. Dokaz, ze pro n pfirozené plati 15 + 2—13 +o o < 1.

Priklad 6. Necht funkce f pro kazdé n > —1 spliiuje vztah f(n +2) = 2f(n +
+ 1) — f(n). Pokud plati f(0) =1 a zaroven f(1) = 2, tak plati f(n) =n+ 1 pro
vSechna cela n > —1.

Piiklad 7. Méjme n pfimek v roviné. Dokaz, Ze tyto pfimky déli rovinu nejvyse
na in(n+ 1)+ 1 oblasti.

Piiklad 8. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
P24 4n=1+2+---+n)°.
Piiklad 9. Dokaz, Ze oblasti v rovinné mapé, kterd je tvofena n kruznicemi,

z nichz kazda protind vsechny ostatni, lze obarvit dvéma barvami tak, Ze spolu
nesousedi zadné dvé oblasti stejné barvy.

Priklad 10. Dokaz, Ze pro vSechna n € N plati
A+173H 1 +27%)---(1+n"3) <3,
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Piiklad 11. DokaZ, Ze mezi kazdymi 2"+! &isly lze najit 2™ &isel takovych, Ze
jejich soucet je délitelny 2.

Piiklad 12. Dokazte, Ze nerovnost

1 1

ntl ntal T

>

N

1
2n
plati pro vSechna n > 2.

Piiklad 13. Dokaz, Ze vyraz 1 4 2472 4 34n+2 4 gdn+2 4 5dn+2 | g4n+2 je pro
vSechna n > 0 délitelny tfinacti.

Piiklad 14. Dokaz, ze pro kazdych n kladnych redlnych éisel plati

aiy+az+---+ap
n

Varaz - an <

(nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem).

Literatura

Cerpal jsem ze stargiho pfispévku Hani Bendové, kterd cerpala z textu Sasi Kazdy,
obéma uvedenym dékuji.

[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical induction
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Dvoji pocitani

\ Zuzka Safernovd

ABSTRAKT. Dvoji po¢itani nebo také pocitani dvéma zpusoby je princip zalo-
zeny na nasledujicim ,ziejmém® faktu: spocitdme-li prvky mnoziny dvéma raz-
nymi zpusoby, dostaneme stejny vysledek. Tento princip se da uplatnit ve vice
odvétvich matematiky, my se vSak zaméfime prevazné na kombinatoriku.

Nasledujici priklad je klasickou ukazkou pouziti poc¢itani dvéma zptisoby:

Motivaéni priklad. Predpokladejme, Ze se na party potka koneény pocet lidi
a néktefi z nich si na uvitanou potfepou rukama (zadny ¢lovék nevita sdm sebe,
stejné tak se zaddni dva hosté nevitaji vicekrat). Potom pocet lidi tfesoucich si
rukama lisekrat je sudy.

Diikaz. Oznaéme osoby jako Py, Ps, ..., P,. Spocitejme dvéma zptisoby velikost
mnoziny uspofadanych dvojic (P;, P;), kde jedna takovato konkrétni uspofadana
dvojice znamend, ze P; si potfasl rukou s P;. Necht z; znaéi, kolikrdt P, potfasl
rukou a necht y je celkovy pocet tfeseni rukou na péarty. Na jednu stranu je pocet
dvojic (P;, Pj) roven Y., z;, protoze kazda osoba P, ma na vybér z; moznych
osob P;. Na druhou stranu kazdé potieseni rukou pfispéje do poctu dvojic dva-
krat, protoze ho zapocitame jak ve dvojici (P;, P;), tak ve dvojici (P}, P;). Tedy
Yo x; = 2y. Je-li soucet n Eisel sudy, pak i lichych s¢itanctt muselo byt sudé
(pokud secteme lise lichych ¢isel a k tomu kolik chceme sudych, vysledek bude
lichy).

Priklad 1. Graficky odvodte vztah: 13 +23 + ...+ n3 = (1+2+... +n)2%

Piiklad 2. Kazdy ¢len komise je zaroveri ¢lenem pravé tii podkomisi, pficemz
kazda podkomise ma praveé tii ¢leny. Dokazte, Ze pocet ¢lent je roven poc¢tu pod-
komisi.

Piiklad 3. 200 studentu se G¢astni matematické soutéze, kde se fesi 6 priklada.
Je zndmo, ze kazdy ptiklad spravné vypocitalo alespon 120 lidi. Dokazte, ze musi
existovat dva ucastnici takovi, ze kazdy priklad vyrtesil asponl jeden z nich.

Priklad 4. Dokazte:

()L 06

Priklad 5. Dokazte:

n

3ok <Z) = n(n+1)2"2,

k=0

KLICOVA SLOVA. dvoji pocitani, pocitani dvéma zptlisoby
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Priklad 6. Dokazte:

Priklad 7. Dokazte:

Priklad 8. Dokazte:
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Extremalni princip

\ Zuzka Safernovd

ABSTRAKT. Extrémalni princip je velmi jednoduché, zato vSak G¢innd metoda
pro feseni nejriznéjsich problému. Spociva, jak jiz ndzev napovida, ve vySetFovani
extrémnich pfipadu. Jinak feceno, vybereme pfipad, ktery je néjakym zpusobem
vyjimeény (nejvétsi, nejmensi) a ukdzeme, Ze tento pfipad je FeSenim celého pro-
blému.

Nasledujici priklad je klasickou ukézkou pouziti:

Motivaéni priklad. V roviné je dan koneény pocet bodi takovych, Ze vSechny
nelezi na jedné primce. DokazZte, Ze existuje primka, kterd prochazi pravé pres dva
z nich.

Reseni. Necht P je bod al pfimka. Ozna¢me d(P,[) vzdalenost bodu P od pifmky
l. Necht S je mnozina vSech kladnych vzdalenosti d(P,1), kde P probihé vSechny
body a [ vSechny pfimky, které prochazeji alespon dvéma zadanymi body, ale
neprochézeji bodem P. Mnozina S je neprézdnd (vSechny body nelezi na jedné
pfimce) a koneénd. S m4 tedy nejmensi prvek, feknéme, Ze je to d(P, m). Tvrdime,
Ze primka m prohazi pravé dvéma ze zadanych bodu. Pro spor predpokladejme,
ze m prochézi tfemi body P;, P, a P3. Oznac¢me @) bod na m, ktery je nejbliz k P.
Alespoii dva z bodd Py, Py, P3 lezi na stejné strané vzhledem k @ (jeden z nich
mize byt s @ totozny), feknéme P, a Ps (viz obrazek). Pfedpoklddejme, ze body
jsou oznacené tak, ze Py je bliz k P nez P3. Necht n oznacuje pfimku prochézejici
body P a Ps. VSimneme si, Zze d(Pa,n) < d(P,m), coZ je ve sporu s volbou P a m.
Z toho vyplyva, ze pfimka m prochazi jen dvéma zadanymi body, ¢imz je ptiklad
vyfesen.

P

ﬁl Q ﬁQ ﬁS m

Piiklad 1. Ukazte, Ze pro nekoneénou mnozinu bodiu toto tvrzeni platit nemusi.

Piiklad 2. Necht A je mnozina 2n bodt v roviné, ze kterych zadné t¥i nelezi
na pfimce. Pfedpokladejme, Ze n bodt je obarvenych cervené a n modie. Dokazte
nebo vyvratte: Existuje n tisecek, ze kterjch Zddné dvé nemaji spole¢ny bod a
jejichz koncové body jsou vidy dvojice rtiznobarevnych bodi z mnoziny A.

Piiklad 3. Na veéirku netancoval zadny chlapec s kazdym dévéetem, ale kazdé
dévce tancovalo aspon s jednim chlapcem. Dokazte, Ze existuji dva pary C'D a

KLICOVA SLOVA. extrémadlni, nejmensi, nejvetsi
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C'D’, které spolu tancovaly a pfitom C netancoval s D' a C' s D.

Priklad 4. Necht B a C jsou dvé koneéné mnoziny biljch a ¢ernych bodu v ro-
viné takovych, ze kazda tisecka spojujici dva body stejné barvy obsahuje navic bod
barvy druhé. Dokazte, ze vSechny body lezi na piimce.
Piiklad 5. Dokazte, Ze neni moZné najit rizné piirozena Cisla x,y, z,t tak, aby
platilo:

¥y =27+t

Piiklad 6. 3009 cisel ay, ... ,aspoo je napsano podél kruznice tak, ze kazdé ¢islo
je rovno absolutni hodnoté rozdilu svych dvou nasledujicich soused po sméru
hodinovych rucicek (tedy a1 = |ag — ag|,a2 = |az — a4l,... ,asp00 = a1 — az|).

Soucet vSech cisel je 2006. Urcete tato cisla.

Piiklad 7. V roviné je dano n bodu takovych, ze kazdé tii body tvoii trojihelnik,
jehoz plocha je mensi nez 1. Ukazte, ze vSech n bodt lezi v trojihleniku o obsahu
mensim nez 4.

Priklad 8. Necht S je takova neprazdnd mnozina celych ¢isel, Ze

(1) pokud z iy pat¥i do S, pak i rozdil « — y patii do S,

(2) v8echny nasobky libovolného prvku x € S patii do S.
(a) Dokazte, ze existuje takové celé ¢islo d € S, ze S sestava ze vSech ndsobki
¢isla d.
(b) Ukazte, Ze ¢ast a) lze aplikovat na mnozinu {ma + nb;m,n € N} a dokazte,
Ze vysledné d je nsd(a,b).

P¥iklad 9. Umistéte ¢isla 1,2,... ,n2 (bez opakovani) v libovolném potadi do
tabulky n x n. UkaZte, Ze existuji dva (svisle, vodorovné, diagonalng) sousedni
¢tverecky, jejichz hodnoty se lisi o alespon n + 1.

Piiklad 10. Kazdy ¢len parlamentu ma nejvyse 3 nepfatele mezi zbyvajicimi
¢leny. Ukazte, Ze lze ¢leny parlamentu rozdélit na dvé ¢asti tak, aby kazdy mél ve
své skupiné nejvyse jednoho nepiitele.

Piiklad 11. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru 6n — 1.
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Tecky, carky, ale morseovka to neni
mily pane
‘ Aléa Skalovd

ABSTRAKT. V prispévku najdete jak zdkladni pojmy a tvrzeni z teorie grafu, tak
priklady na totéz. Rovnéz se seznamite se jmény dulezitych grafovych algoritmu,
na jejichz nazornou ukazku se muzete tésit na prednasce.

Zakladni pojmy

Definice. Graf G je usporddand dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd mnozina
a E je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Jinak feceno V je mnozina
vrcholii a E je mnozina hran. Je-li e € E hrana grafu, pak e = {u, v}, kde u,v € V.

Definice. Graf G' = (V' E’) se nazyvéd podgrafem grafu G, jestlize V' CV a
E' CE.

Definice. Dva grafy G = (V,E) a G' = (V', E’) nazveme isomorfni (stejné),
pokud existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni f : V — V' tak, Ze plati {u,v} €
E pravé tehdy, kdyz {f(u), f(v)} € E".

Tvrzeni. Jsou-li dva grafy G a H isomorfni, pak maji isomorfni také své pod-
grafy. Tedy presnéji ke kazdému podgrafu G' grafu G existuje podgraf H' grafu
H, ktery je isomorfni podgrafu G’ (a naopak).

Cviceni. Dokaz, Ze nasledujici t¥i grafy jsou (po dvou) neisomorfni.

KLiCOVA SLOVA. grafy, grafovy isomorfismus, rovinné grafy, skére grafu, grafové algoritmy
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Specialni pfipady grafu

(i) Uplny graf na n vrcholech (K,,) je graf kde E = (‘2/), tedy graf, ve kterém
jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou.

(ii) Uplny bipartitni graf na m a n vrcholech (K,,,) je graf, kde V =
= V1 U Vs, pro V4, Vs disjunktni a E = {{v1,v2} : v1 € V1,09 € Va}.

(iii) Cesta na n vrcholech (P,) je graf, ve kterém F = {{v;,v;41} : i = 1,
...,n — 1}, tedy graf tvofeny jednou ,Earou”.

(iv) Kruznice na n vrcholech (C),) je graf, kde E = {{v1,v,}} U {{v;,vi11} :
i=1,...,n— 1}, tedy graf tvofici ,kruznici.

Cviceni. Dokaz, Ze graf je bipartitni, pravé kdyZ neobsahuje Zaddnou kruznici
liché délky.

Definice. Orientovany graf G je uspoiddana dvojice G = (V, E), kde E CV XV,
rozlisujeme tedy, odkud a kam hrana vede. Hranu e z vrcholu u do v zapisujeme
e = (u,v).

Definice. Ohodnoceny graf je usporddand trojice (V, E,w), kde V a E jsou jako
v predchozich definicich a w je funkce w : E — R, tedy funkce, ktera kazdé hrané
priradi realné cislo.

Definice. Rekneme, Ze graf G je souvisly, jestlize mezi kazdymi dvéma jeho
vrcholy existuje cesta. Komponenta grafu je maximalni souvisly podgraf. Kazdy
graf Ize jednoznacné rozlozit na komponenty.

Definice. Sled je posloupnost ne nutné riiznych vrcholi (vo,v1,...,v,), kde
{vi,vi11} € E, tedy kazdé dva sousedni vrcholy jsou propojeny hranou. Tah je
sled, ve kterém se neopakuji hrany, tj. {v;,viy1} # {vj,vj41} pro i # j. Cesta je
tah, ve kterém se neopakuji vrcholy, tj. v; # v; pro i # j. Uzavieny tah, uzavieny
sled a uzaviend cesta jsou tah, sled a cesta, ve kterych vy = v,,.

Skére grafu

Definice. Stupném vrcholu nazveme pocet hran, které jej obsahuji a znacime
dege(v). Tedy jinak napséno degg(v) = |{e;v € e € E}|. Skére grafu G je po-
sloupnost stupiit vSech jeho vrcholi.

Cvic¢eni. Mohou mit dva neisomorfni grafy stejné skére?

Véta. (Havlova) Necht D = (dy,da,...,d,) je posloupnost prirozenych ¢isel.
Predpokladejme, ze di < ds < ... <d, <n — 1. Oznacéme symbolem D’ posloup-
nost (d},dh,...,d), kde
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d; proi <n—dy,
di—1 proi>n-—d,.

Potom posloupnost D je skdre grafu pravé tehdy, kdyZ posloupnost D’ je skére
grafu.

Véta. (Princip sudosti)  Pro kazdy graf G plati ) _, degc(v) = 2|E].

Cviceni. Rozhodni, mohou-li byt nasledujici posloupnosti skérem grafu, a pokud
ano, tak takovy graf najdi:
i) 12335

(i) 33335666666

(ili) 333335666666 6 6, je-li navic hledany graf bipartitni

(iv) 1133335689

(v) 124445

(vi) 111223455

Dusledek. (Principu sudosti) Ma4-li graf G alespori jeden vrchol lichého stupné,
potom musi mit aspon dva takové vrcholy.

Tvrzeni. (Spernerovo lemma)  Existuje duhovy trojiihelnik.'?

Rovinné a eulerovské grafy

Definice. Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici. List je vrchol stupné
jedna. Kostrou grafu G rozumime kazdy strom T, pro ktery T(E) C G(E) a
V(T)=V(G).

Véta. Pro kazdy strom T = (V, E) plati |[E| = |V]| — 1.

Definice. Rovinny graf je graf G, ktery je mozné nakreslit do roviny bez kii-
Zeni hran. Sténou rovinného grafu G nazveme minimalni ¢ast roviny ohranicenou
hranami.

Definice. Eulerovsky graf je graf, jehoz vSechny vrcholy a hrany je mozné sefadit
do uzavieného tahu. Takovy tah nazyvame eulerovsky. Obcas se eulerovsky nazyva
i tah, ktery neni uzavieny (ale stale po ném chceme, aby prochéazel vSemi hranami
(rozmysli si, Ze pii souvislosti je pozadavek na prochdzeni vSech vrcholii ,navic®)).

Véta. Graf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a stupen kazdého vrcholu
Jje sudy.

13Nechéapes, o co jde? Pfijd na prednagku. (-:
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Dusledek. Graf je mozné nakreslit jednim tahem bez opakovani hran, je-li sou-
visly a stupen nejvyse dvou vrcholi je liché ¢islo.

Véta. Orientovany graf je eulerovsky pravé tehdy, je-li souvisly a pro kazdy
vrchol plati, 7e jeho vstupni a vystupni stupeti se rovnaji*.

Grafové algoritmy

Jsou postupy, které ti pro obecny graf (obéas pro néj pozadujeme t¥eba jesté
souvislost) pomohou vyfesit n&jaky tkol. Podivas-li se na Havlovu vétu, tak ta
nam uz p¥imo ¥k postup (tedy algoritmus), jak poznat, Ze néjakd posloupnost je
skérem grafu. Rovnéz pro nalezeni eulerovského tahu byl vynalezen algoritmus.

Cvi€eni. (Problém minimdlni kostry) Pro souvisly graf G = (V, E) s nezépor-
nym ohodnocenim hran w naleznéte kostru 7' = (V, E’) grafu G s nejmensi moznou
hodnotou w(E").

Tento problém ma vice rtznych feseni. Na prednasce si pfedvedeme Jarnikiv
a takzvany ,hladovy“ algoritmus. Bude-li ¢as a chuf, tak dojde i na bortvky'®.

Cviceni. (Dijkstriv algoritmus)  Vymysli postup, ktery v souvislém grafu (s ne-
zdpornym ohodnocenim hran) najde nejkratsi cestu z vrcholu u do vrcholu v.

Smés prikladu

Priklad 1. (IMO 1964) DokaZ, Ze pro libovolné obarveni hran tplného grafu
K7 tfemi barvami najdeme v tomto grafu tfi hrany, které jsou obarveny stejnou
barvou a tvofi trojuhelnik.

Piiklad 2. Méjme Sachovnici 3 x 3, na které jsou v dolnich rozich dva bili a
v hornich rozich dva c¢erni koné. Uré¢i nejmensi pocet taht, ve kterych si koné
vyméni pozice (tj. bili koné budou nahote a ¢erni dole).

Piiklad 3. PraSatka si spolu zahrala turnaj v polStafové bitce. Postupné se
utkala kazdé z kazdym. Dokaz, Ze mezi PraSatky existuji néjaka tii (fikejme jim
A, B a C) takovd, ze A porazilo B, B porazilo C a C porazilo A, vis-li, ze kazdé
PraSatko béhem turnaje alespon jednou zvitézilo.

Priklad 4. Obarvime-li vSechny hrany grafu K¢ dvéma barvami, dokaz, ze pak
v ném
14Vstupni stupeii je pocet hran, které do vrcholu vchazi, a vystupni podet téch, co z néj

vychazi.
150takar Bortivka (1899-1995).
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(a) existuje jednobarevny trojuhelnik,
(b) existuji dokonce dva jednobarevné trojihelniky (ne nutné stejné barvy).

Priklad 5. Méjme graf G na 2n+1 vrcholech takovy, ze pro kazdou n-tici vrcholt
existuje jiny vrchol, ktery je spojen se vSemi vrcholy z této n-tice. Ukaz, ze pak
existuje vrchol, ktery je spojen se vSemi ostatnimi vrcholy.

Priklad 6. Mé&jme rovinny graf, jehoz kazda sténa (véetné vnéjsi) je trojihelnik.
Kazdy vrchol zcela libovolné obarvime jednou ze tii barev. Dokaz, ze pak existuje
sudy pocet stén, jejichz vrcholy maji vSechny tfi barvy rizné.

Literatura

Prvné bych chtéla podékovat jednak Jardovi Hanclovi a Michalu Rusinovi, je-
jichz prispévky se staly predlohou pro tuto prednasku. Jarda zase vychéazel z pfi-
spévku Jirky Finka, tedy i jemu patii dik. VSechny pfispévky naleznete na adrese
http://mks.mff.cuni.cz/library/library.php pod nazvem Grafové tulohy,
Jednotazky a Teorie grafi.

[1] Jifi Matousek, Jaroslav Nesetfil: Kapitoly z diskrétni matematiky, Karoli-
num, Praha, 2003.

36



Teorie cisel

\ Lenka Slavikovad

ABSTRAKT. Seznamime se se zdkladnimi pojmy a vétami z teorie ¢isel a ukdzeme
si, jak téchto znalosti vyuzit pfi FeSeni konkrétnich ptikladu.

Teorie ¢isel je odvétvi matematiky, které se zabyva vztahy mezi celymi éisly.
Seznamime se s nékterymi zakladnimi pojmy a vétami a ukaZeme si, jak lze téchto
znalosti vyuzit pri feseni konkrétnich ptikladii.

V nésledujicim textu bude N znacit mnoZinu pfirozenych ¢isel, tj. N = {1,2, 3,4,
5,...}, a Z mnoZinu celych éisel.

Nejprv tedy trocha teorie ...

Délitelnost, prvocisla a sloZena Cisla

Definice. Necht a,b jsou celd ¢&isla. Rekneme, Ze a déli b (b je nésobkem a),
pokud existuje celé ¢islo q takové, ze b = aq. Tuto skute¢nost budeme znacit a | b.
Nejvétsim spolecnym délitelem cisel a,b budeme rozumét nejvétsi piirozené
¢islo, které soucasné déli a i b. Znacime (a,b). Cisla a,b nazveme nesoudéln4,
pokud (a,b) = 1. Pfirozené ¢islo nazveme prvocislem pokud mé prévé dva kladné
délitele. Slozena Cisla jsou prirozena cisla, ktera maji alespon tfi kladné délitele.

Véta. Existuje nekonec¢né mnoho prvocisel.
Véta. Pro kazdé prirozené cislo n existuje n po sobé jdoucich slozenych cisel.

Véta. (Bezoutova) Necht a,b € Z, d = (a,b). Potom existuji celd ¢isla x,y
takova, ze ax + by = d.

Kongruence

Definice. Necht a,b € Z, m € N. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo m,
piseme a = b (mod m), pokud m | (a —b).

Jinak feceno, ¢isla a,b jsou kongruentni modulo m, pokud davaji pti déleni
¢islem m stejny zbytek.
Véta. (vlastnosti kongruenci)  Necht a,b,c,d € Z, m € N.

(a) Pokud a = b (mod m), ¢ = d (mod m), pak plati a + ¢ = b+ d (mod m),
ac = bd (mod m).
(b) Pokud ac = bc (mod m) a (¢c,m) =1, pak a =b (mod m).

KLICOVA SLOVA. teorie &isel, délitelnost, kongruence
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Tedy kongruence mezi sebou mizeme scitat a nasobit. Navic mtizeme délit Cisly
nesoudélnymi s modulem.

Definice. Necht' n € N. Pocet vSech prirozenych ¢isel, kterd jsou mensi nez n a
nesoudélng s n, znacime p(n). Funkci, kterd pfirozenému ¢islu prifadi ¢islo ¢(n),
fikame Eulerova funkce.

Véta. Necht n > 1 je prirozené cislo. Je-li n = pi'py* - - - p,* rozklad ¢isla n na
soucin prvocisel (tj. p1,pa,...,pk jsou po dvou ruzna prvocisla, r1,rs,...,T) jsou

prirozend ¢isla), pak plati

r=n() (5) ()

Véta. (Eulerova) Necht a € Z,m € N a plati (a,m) = 1. Pak a*™ =1 (mod
m).

Véta. (mald Fermatova) Necht a je pfirozené ¢islo, p je prvocislo a plati (a,p) =
=1. Pak a?~' =1 (mod p).

Vsimni si, ze malou Fermatovu vétu dostaneme jako disledek Eulerovy véty,
pokud zvolime m = p.

Véta. (Wilsonova)  Necht p je prvodislo. Pak (p — 1)! = —1 (mod p).

A ted uZ kone¢n& néjaké priklady . . .

Priklad 1. Necht a,b, ¢, d € N. Dokazte, ze pokud a—c | ab+cd, pak a—c | ad+bc.
P¥iklad 2. Necht a,b € N. Dokazte, ze pokud 3 | a® +b%, pak 3| a a 3 | b.

Piiklad 3. Dokazte, Ze neexistuje polynom P s celo¢iselnymi koeficienty takovy,
%e plati P(2009) = 2010, P(2011) = 2013.

Priklad 4. Necht p > 3 je prvodéislo. Dokazte, ze 6(p — 4)! = 1 (mod p).
Piiklad 5. DokazZte, Ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych ¢isel n takovych,

TL72_ . 7 ~7
5 m L je celé éislo.

Pi¥iklad 6. Nechf a, b jsou licha nesoudélna ¢isla. Dokazte, Ze (2% 41,20 +1) = 3.

Piiklad 7. Necht a,b,c,d € N a plati ab = cd. Dokazte, ze pak a? 4+ b + % +d?
neni prvocislo.

7e

... a uplné na zavér par diofantickych rovnic. Pokud ses jesté s timto strasidel-
nym pojmem nesetkal, tak véz, ze nejde o nic jiného nez o rovnice, u nichz nas
zajimaji jen celociselna TeSeni.

38



Lenka Slavikova: Teorie Cisel

Piiklad 8. Najdéte viechny dvojice prvocisel (p, q) takové, ze plati p? —2¢? = 1.
P¥iklad 9. Dokaite, ze dvojice (x,y) = (0,0) je jedinym Fesenim rovnice x? +
+ 3% = 2242 v celych &islech.

Priklad 10. Dokate, Ze rovnice z(z + 1)(z + 2)(z + 3) = y* nem4 Fesen{ v pri-
rozenych ¢islech.

Priklad 11. Necht m,n € N, (m,n) = 1. DokaZte, Ze rovnice 2™ + y™ = z" m4
nekonecné mnoho feSeni v celych ¢islech.

Piiklad 12. Piedpokladejme, Ze p je liché prvocislo takové, ze 2p + 1 je rovnéz
prvocislo. Dokazte, ze rovnice 2P 4 2yP 4+ 5zP = 0 ma v celych ¢islech jediné feSeni,
a to trojici (z,y, z) = (0,0,0).
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Triky s polynédmami
\ Misko Szabados

ABSTRAKT. Vezmeme to uplne od zdkladov — povieme si, ako sa na polynémy
pozerat, ¢o si viimat a ako pristupovat k prikladom s nimi. V druhej éasti sa

dostaneme k pokrocilejsim fintdm a kritéridm rozlozitelnosti polynémov.

Definicia. Polyném je vyraz tvaru a,x™ +-- -+ a1z + ag. Cisla a; st koeficienty
polyndému a x je premennd. Spolu s polynémom musime povedat, ¢o mézu byt
koeficienty. Typicky su to celé ¢isla Z, racionalne ¢isla Q alebo realne cisla R.
Typicky stredoskolsky polyném ma realne koeficienty a vnimame ho ako funkciu
z R do R: p(z) = a,2™ + -+ + ag. Casto sa viak bude hodit aj ¢isto algebraicky
pohlad — vnimat polyném ako obyc¢ajny vyraz. Musim vSak povedat, Ze niekedy je
rozdiel medzi polyném ako funkciou a polynémom ako vyrazom. (Povieme si na
prednéske.)
Definicia. Koren polynému p(z) je také ¢islo k z daného definiéného oboru, pre
ktoré plati p(k) = 0.

Pre polynémy mame prirodzene definované delenie so zvyskom, ktoré sa uci aj
na strednej skole. UkdZeme si, Ze polynémy dokézeme (sice nie tplne vzdy) rozdelit
na suc¢iny ¢initelov tvaru (z — k;), kde k; buda korene polynému. Prave pre tento
tvar ndm bude uzitoéné skimaf delitelnost.

Ak mé polyném koeficienty iba z danej mnoziny M, hovorime, Ze je ,nad M.
Odteraz budeme uvaZovat iba polynémy nad R, Z, N, Q alebo C.

Vlastnosti

Veticka 1. Ak je k koren p(x), tak (z — k) | p(x).

Veticka 2. Ak ma polynom stupiia n asporn n + 1 korenov, tak uZ je to nutne
nulovy polynom.

Veticka 3. Polynom stupinia n je urc¢eny hodnotami v n + 1 bodoch.

Veti¢ka 4. Polyném ax? + bx + ¢ ma korene

—b+ Vb? — dac

2a
Veticka 5. Ak a, b a koeficienty p(x) st celé ¢isla, tak a — b | p(a) — p(b).

KrUCoVE SLOVA. polyndémy, triky, kritéria ireducibility
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Veticka 6. Ak ma polyném p(z) = a,x™ + ap_12" 1 + -+ + ag s celociselnymi
koeficientami racionalny koreri ¢ = = (r, s nestdelitelné), tak r | ag a s | an.

Veticka 7. Vietove vztahy: Ak je a, = 1, tak pre koeficienty polynému plati:

a; = (_1)7171- Z kjl T k]1 Ji € {17 T vn}

J1<-<Jji
kde ki, ..k, st korene polynému. Specidlne
ag = (—1)”]61 s kn

—Qp_1=k1+---+k,

Priklady

Priklad 1. Dokazte, Ze ak P je polyndém s celo¢iselnymi koeficientmi a a, b, ¢
rozne celé Cisla, tak sa nemoze stat, aby P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a.

Priklad 2. Zjednoduste:

~—
—~
8
[
=
~~
—~
S
I
~—
—~
8
[
o
~
—~
8
I
=
~
—~
[
)
~

(r—a

Priklad 3. Nech a, b, ¢ sl redlne ¢isla také, ze

a+b+c>0,
ab+ ac+ bec > 0,
abe > 0.

Dokazte, ze potom a > 0, b >0, ¢ > 0.

Priklad 4. Polyném 23 — 3z + 1 m4 tri redlne korene, ktoré oznaéime «, 3, 7.
Napiste polyném tretieho stupna, ktorého korene su ¢isla o + 1, 5+ 1, v+ 1.

Priklad 5. Majme p, q redlné polynémy, p # 0. Dokazte, Ze existuje polyném r
s redlnymi koeficientmi taky, ze p(x) | r(q(z)).

Priklad 6. Nech P(z) je polyném stuptia nanajvys$ 6 nad Z taky, ze 7 | P(x)
pre kazdé x € Z. Ukazte, ze potom 7 deli vSetky koeficienty P(z).
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Triky s polynémami

Priklad 7. a, b, c st korene polynému 2% — 522 + 3. Kolko je % + % + % ? A kolko
a* + bt + *?

Priklad 8. Zistite sucet koeficientov polynému

P(z) = (1 — 222 — 323 + 42* + 52° — 62% — 72" + 82% + 92% — 10219)29%9,

Priklad 9. Dokazte, ze /11 + 4v/7 — /11 — 4y/7 je celé &slo.

Priklad 10. Pepa ma a, b, ¢ celé ¢isla také, ze

pre u,v € Z. Dokazte, ze vSetky a, b aj ¢ maju rovnakt absolatnu hodnotu.
Priklad 11. M4 polyném 2% + 2% + ... + z + 1 redlne korene?

Priklad 12. Najdi vetky redlne korene 2° + 22* 4 423 + 822 + 162 + 32.
Priklad 13. N&jdi vetky korene 30z3 — 3122 4 10z — 1.

Priklad 14. Najdi vetky korene x% + 222 + 322 + 2z + 1.

Kritéria ireducibility

Ako sme videli, ¢asto potrebujeme vediet, aké méa polyném korene. Niekedy, najmé
ked hladdme celocislené korene, vsak polyném vobec Ziadne nemusi mat. Aby sme
to zistili, sta¢i ndm vediet, Ze sa polyném nedé rozlozit na siucin dvoch polynémov
napr. s celoéiselnymi koeficientami — tj. Ze je nerozlozitelny (ireducibilny).
Veta. (Eisensteinovo kritérium)  Majme polyném f(z) = ap,z™ 4+ -+ ag a
prvocislo p také, ze
(i) pla; i=0,1,...,n—1,

(ii) pfan,

(iii) p? 1 ao.
Potom f(x) je ireducibilny nad Q.
Veta. (Cohnovo kritérium) Ak @, --ajag je prvocislo zapisané v desiatkovej
sustave, tak polynom a,x™ + - - - + ag je ireducibilny nad Z.
Priklad 15. Da sa polyném 22° + 22 + 223 + 222 + 22 + 1 rozlozit nad ZJ ?
A ¢o polyném 6z + 2% + 3z + 17

Priklad 16. Ukazte, ze polyném 3z* + 1522 + 10 sa ned4 rozlozit nad Z.
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Priklad 17. Ukazte pomocou Eisensteinovho kritéria, Ze sa polyném 2 4 z + 2
ned4 rozlozif nad Z. Pouzite substiticiu = y + a pre vhodne zvolené a.

Literatura

[1] Sasa Kazda: Polynomy, Sborni¢ek Rapotin, 2007.
[2] Michal Rusin: Zdkladni vlastnosti polynomd, Sborni¢ek Ramzova, 2006.
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Vytvortujici funkce

‘ Pavel Salom

ABSTRAKT. V pfispévku najdete definici vytvorujici funkce, zobecnénou bino-
mickou vétu, kterd je uziteénd pri feSeni priklad, a prehledovou tabulku porov-
navajici operace s posloupnostmi a odpovidajici operace s vytvorujicimi funkcemi.
Nejedna se o studijni text.

Co je vytvorujici funkce?

Definice. Necht (ag, a1, as, ... ) je posloupnost redlnych ¢isel. Potom funkce dana
predpisem

o0
a(z) = E a;xt = ag + a1z + asx? + . ..
i=0
se nazyvé vytvorujici funkce posloupnosti (ag, a,az, ... ).

Je-li posloupnost (a;);2, od né&jakého ¢lenu nulova, je jeji vytvofujici funkce
obycCejny polynom. V obecném pfipadé se jedna o ,nekonecny polynom® — tzv.
mocninnou fadu. Mocninné Fady budeme séitat a nésobit stejné jako polynomy®.

Co se da vytvorujicimi funkcemi pocitat?

Diky své povaze se daji vytvorujici funkce velice elegantné pouzivat v kombinato-
rice a pravdépodobnosti a pfi praci s posloupnostmi. Pro motivaci mald ochutnavka
problémi, ve kterych mohou vytvorujici funkce dobfe poslouzit

(i) dokazovani kombinatorickych identit jako napiiklad

S (0" - (1)

(ii) hledani explicitniho vzorce pro rekurentné zadané posloupnosti jako je na-
priklad Fibonacciho posloupnost, rozmnozovani bunék, atd.,

(iii) pocet triangulaci n-uhelniku, pocet alkanovych radikéld tvofenych n uh-
liky, atd.

Co bude potfeba

Budeme potfebovat urcitou zru¢nost pfi praci s polynomy a mocninnymi fadami.
Casto budeme pouzivat vztah

1
17:1+x—|—:c2+m3+..., kde |z| < 1, (W)
—x

KLICOVA SLOVA. vytvotujici funkce, zobecnéna binomicka véta
16 Ptestoze neni zcela jasné, ze takové zachazeni je korektni, a ve skuteénosti je korektni jen

pro x z urcitého intervalu kolem nuly.
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a rizné formy binomické véty.
Zobecnéni binomické véty
Obycejna binomickd véta ma tvar

(1+z)" = (Z)xk, n € N.
k=0

Zobecnénd binomicka véta'” vypada podobné
= /r
(1+z) = Z (k)ﬂck, reR,
k=0

kde ale je soucet nekonecny a vystupuji v ném zobecnéna kombinacni ¢isla

(D _ T(T—1)(r—2)}€.!.-(r—(k—1))7 reRkEN, (S) .

Specialnim uziteénym piipadem je ,magicky vztah“'®
1 n—1 n n+1\ 5
— R eN. Q
o= ) (D) (D) )

Jak si odpovidaji operace s posloupnostmi a funkcemi

Abychom uméli pomoci vytvorujicich funkci spocitat néco netrividlniho, je potieba
se s nimi naucit dobfe pracovat. Pfedpokladejme, Ze posloupnost (a;)$2, ma vy-
tvorujici funkei a(x) a posloupnost (b;)5°, mé vytvorujici funkei b(z). Nésledujici
tabulka podava struc¢ny prehled, které operace si navzajem odpovidaji.

operace s posloupnostmi operace s funkcemi
(0,0,0,a0,a1,as,...) r3a(x)
(ao,0,0,a1,0,0,as,...) a(z?)

(3ag, 3a1, 3az, 3as, . ..) 3a(x)

(ao, 3ai,3%az, 3%as, .. .) a(3x)

(as,as,aq,...) a(z)*f#

(ao + bo, a1 + by,as + ba,...) a(x) + b(x)

17T se odvodi snadno, pokud vime, co to je Tayloriv rozvoj, ale tak daleko se na piednasce
poustét nebudeme.
18Kombinaéni &isla ve vzorci odpovidaji takzvanym kombinacim s opakovanim.
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(aobo, agby + aibg, agbs + a1by + asby,...) a(z)b(x)
(ag,ap + ai,ag +aj + asz,...) a(z)
(
(

11—z
a1,2a2,3a3,4a4,...) a'(x)
0 o, Qala 3a23 }lag ) f(l(l')

Piiklad 1. Vejtek se v Americe rozhodl nakoupit pohledy vSem prasitkim na
soustfedéni (téch je 36). V suvenyrech ale méli jen t¥i druhy pohled a jednotlivych
druhd bylo postupné 10, 20 a 30. Kolika zptsoby mohl pohledy nakoupit?

Piiklad 2. Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu 4 kostkami padne soucet 147

Priklad 3. Zjistéte, zda existuje podmnozina X C Ny takovd, Ze rovnice n =
=a+ 2b, a,b € X, mé pro kazdé n € Ny praveé jedno feseni.
Piiklad 4. Je déno pfirozené ¢islo n. Oznaéme A pocet zptisobt, kterym lze n

zapsat jako soucet lichych ¢isel (mohou byt stejnd). Ozna¢me B pocet zpusobi,
kterym lze n zapsat jako soucet navzajem ruznych ¢isel. DokaZte, ze A = B.

Priklad 5. Je dano konecné mnoho (alespori dvé) aritmetickych posloupnosti
takovych, ze kazdé prirozené ¢islo patii pravé do jedné z nich. Dokazte, Ze potom
nékteré dvé z danych posloupnosti maji stejnou diferenci.

Piklad 6. Dokazte S r_, (1) (") = (*7).

n—k n
Priklad 7. Dokazte ), (nfk) = F, 41, kde se scita pfes ta k, pfes ktera ma
vyraz smysl.

Piiklad 8. Stojime pied schodistém, které ma n schodu. Kazdym krokem vy-
jdeme jeden nebo dva schody. Kolika zpusoby lze schodisté vyjit?

Priiklad 9. Najdéte explicitni vyjadieni n-tého ¢lenu posloupnosti zadané vzta-
hem z 49 — 6241 + 92, =2"+naz; =129 =0.

Priklad 10. Kolik existuje n-Clennych posloupnosti tvofenych pismeny a, b, ¢, d,
v nichZ a nikdy nesousedi s b?

Priklad 11. Spodtéte pocet triangulaci konvexniho n-tthelniku.

Piiklad 12. Ve fronté pred divadlem stoji 2n lidi. Listek stoji 50K¢, pricemz
n lidi ma padesatikorunu a dalsich n stokorunu. Pokladni ale nemé zrovna zadné
drobné. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi ndhodném sefazeni fronty bude mit po-
kladni pro kazdého nazpatek?

Priklad 13. (spiSe pro zajimavost) Dokazte, Ze pokud je zrovna 13. den v mésici,
je to nejpravdépodobnéji patek!
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O geometrickych nerovnostech
‘ Jaroslav Svréek (P#F UP v Olomouci)

ABSTRAKT. Prispévek na pfikladech osvétluje zdklady i pokrocilejsi metody fe-
Seni geometrickych nerovnosti.

vevs

tarni matematiky, nebot vyzaduje od matematikt pracujicich v této oblasti nad-
standardni schopnost propojit své znalosti z oblasti algebraickych nerovnosti a ge-
ometrie (pfedevsim planimetrie). Mezi nejvyznamnéjsi a soucasné nejznaméjsi geo-
metrické nerovnosti pfitom patii nerovnost Weitzenbockova, Finsler—-Hadwigerova,
Neuberg—Pedoeova, Erdos—Mordellova, Eulerova a dalsi.

Cas od ¢asu se takové nerovnosti objevuji také v nasi MO, v matematickych
korespondencnich seminafich a dalsich soutézich uréenych matematicky talento-
vanym stfedoskolakim. Ke kratké prezentaci uvedené tematiky poslouzi napt. na-
sledujici tilohy.

Uloha 1. Necht a,b,c jsou délky stran a 2s = a + b + c. Dokazte, Ze plati
nerovnosti

a) 3(ab+bc+ca) < (a+b+c)? <4(ab+be+ ca),

b) 8(s —a)(s—b)(s—c) < abe,

c) ab(a+b)+bc(b+c)+calc+a)>48(s—a)(s—0b)(s—c),
d) a b c

b—|—c—a+c—|—a—b+a—|—b—c

Uloha 2. Nechf a,b, ¢ jsou délky stran a S obsah trojihelniku, pak plati
302 +3b% — 2 > 4V3S.

Dokazte.

Uloha 3. Necht a, 3,7 jsou velikosti vnitinich Ghld v trojihelniku. Dokazte
nerovnosti

9
a) sin® o+ sin? 3 + sin? y < 7
b) sina + sin 8 + siny > sin 2« + sin 25 + sin 2.

Uloha 4. Uhlopficky tétivového étyfuhelniku ABCD se protinaji v bodé M.
Dokazte, ze plati nerovnost

|AB] n |CD| |BC|  |DA]| < |IMA| |MC| |MB| |MD]
|CD| * |AB| |DA|] |BC| ~ |MC| |MA| |MD| |MB|

KLICOVA SLOVA. geometrické nerovnosti, nerovnosti v trojihelniku
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Déleni do skupinek
\ Pepa Tkadlec

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje tlohy, v jejichz feseni se nékde vyuzije myslenka
bijekce, potazmo déleni do skupinek. Ulohy jsou fazeny viceméné podle obtiznosti.

Uvod

Typicka kombinatoricka tloha se nas pt4, kolik prvki z néjaké mnoziny ma pozado-
vanou vlastnost. Zpravidla byva snadné uréit pocet v8ech prvki mnoZiny (feknéme
N). KdyZ se ndm potom podafi celou mnozinu rozdélit do stejné velkych skupinek
(feknéme, Ze jich bude tieba k), z nichz v kazdé je pravé jeden prvek s pozadova-
nou vlastnosti, mame vyhrano. Hledané ¢islo je totiz urc¢ité N/k. Tuto myslenku
hned demonstrujme na velmi snadném prikladu.

Piiklad 1. Do taneénich chodi 30 spoluzdki. KdyZ se tancovala polka, nikdo
nezustal na ocet. Kolik je v tane¢nich chlapci?

Reseni. Druhd véta nam vlastné iik4, Ze umime chlapce a dévéata poparovat
(jeden chlapec, jedno dévce) tak, Ze nikdo nezbyde. Chlapct a dévéat tedy musi
byt stejné, a to konkrétné polovina z 30 neboli 15.

Nase tivaha se mize zdat trividlni az trapna, budeme ji ale rozvijet na dalsich
ulohéch, které uz tak snadné nebudou. Postupme tedy v obtiznosti o maly kricek
vyse.

Pfiklad 2. Uvazujme mnozinu {0,1,2,3,...,100}. Vyberme z ni né&jakych 10
prvkil (ne nutné rtznych) a ty sectéme. Vyjde ndm soucet castéji vétsi, nebo
mensi nez 5007

Piiklad 3. Na kruZnici je ddno 2009 bodu. Zvolime ndhodné dva body a spo-
jime je tseckou. Ze zbylych 2007 bodd opét vybereme dva a spojime je. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se budou nadmi nakreslené tsecky protinat? Co kdybychom
vybrali ze zbytku jesté jednu dvojici? Jaka by byla potom pravdépodobnost, Ze se
nékteré dvé tsecky protnou?

Priklad 4. Zjistéte, kolik je t¥iprvkovych podmnozin mnoziny {1, 2,4, 5,8, 10, 16,
20, 32,40, 80, 160}, které maji soucin svych prvka vétsi nez 2009.

Je nékolik véci, na které si pfi tomto typu feseni musime davat pozor.

(i) VSechny skupinky musi byt stejné velké.
(ii) Kazdy prvek musi pfipadnout do néjaké skupinky.

KLiCOVA sLOVA. kombinatorika, pravdépodobnost, bijekce
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Pepa Tkadlec: Déleni do skupinek

(iii) Zadny prvek nesmi pfipadnout do vice skupinek.
Obcas nas postup muze byt ponékud trikovy. Viz nasledujici dvé ulohy

Piiklad 5. Rozhodnéte, zda existuje funkce f:R — R takova, Zze vztah

f(:c)+f(x;1) +f(ﬁ) — 2009

je splnén pro pravé 100 riznych realnych cisel x.

Piiklad 6. Na kruznici ndhodné zvolime 2009 bodu. Zjistéte, jaka je pravdépo-
dobnost, Ze libovolny trojuhelnik na téchto 2009 vrcholech je tupouhly.

No a nyni uz nam nezbyva nez se podivat na opravdu tézké tlohy. Potésit vas
ale mtize, Ze jejich obtiznost spociva predevsim v tom, Ze se jen velmi tézko fesi
jinak. Pomoci metod a fint, které jsme pravé natrénovali, je zvladneme levou zadni

=)

Piiklad 7. Méjme tabulku velikosti a x b, kde a, b jsou nesoudélné. Levy dolni
roh tabulky si ozna¢me C, pravy horni roh D a pravy dolni roh E. Po hranicich
dilkd tabulky se nyni mizeme pohybovat, avSak jen nahoru nebo doprava. Kolik
je cest z C do D, které nikdy nevstoupi dovnitf trojihelniku CDE?

Priklad 8. Necht n a k jsou kladn4 cel4 ¢isla, kde k > n a k—n je sudé. Je déno
2n lamp oznacenych ¢isly 1,2, ..., 2n, pficemz kazdéa z nich mtze byt zapnutd ¢i
vypnutd. Na pocatku jsou vSechny lampy vypnuté. Uvazujme posloupnost kroki:
v kazdém kroku jednu z lamp pfepneme (vypnutou zapneme, zapnutou vypneme).

Oznacme N pocet vSech takovych posloupnosti k& kroki, jez vedou do stavu,
kdy vSechny lampy 1 az n jsou zapnuté a vSechny lampy n+ 1 az 2n jsou vypnuté.

Ozna¢me M pocet vSech takovych posloupnosti k& kroki, jez vedou do stavu,
kdy vSechny lampy 1 az n jsou zapnuté a vSechny lampy n+ 1 az 2n jsou vypnuté,
pricemz zadna z lamp n + 1 az 2n nebyla nikdy zapnuta.

Uréete podil N/M.

Literatura

Ulohy jsem cerpal ze starsich ro¢nikti PraSatka, z rtiznych trovni matematické
olympiddy a z vlastni hlavy.
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Stejnolehlost a kruznice
‘ Pepa Tkadlec

ABSTRAKT. Prispévek opakuje zdkladni vlastnosti stejnolehlosti. Dale vysvét-
luje princip skladani stejnolehlosti a na zavér dava vse do souvislosti s mocnosti
bodu ke kruznici a kruhovou inverzi.

Uvod

Co maji spole¢ného stejnolehlost a mocnost bodu ke kruznici se zédkladnimi vlast-
nostmi kruhové inverze? V jednoduchosti by se dalo fici, Ze jakousi ndsobivost.
Pomoci téchto tii fint si totiz umime v geometrickych tlohach vyrabét souciny a
podily rtznych délek, které pak mezi sebou mizeme porovnavat. Zacneme stejno-
lehlosti, jejiz role je klicova, a postupné se ptes ulohy, ve kterych bude potieba
stejnolehlosti hned nékolik, dopracujeme az k tém, kde uz sama nestaci. Abychom
si ujasnili pojmy, zminime na zacatek nékolik definic a vét.

Trocha definic

Definice. (Stejnolehlost) Je ddn bod S a redlné ¢islo k, k # 0. Stejnolehlost se
stfedem S a koeficientem k je zobrazeni H (S, k), které pfifazuje:

(i) kazdému bodu X # S bod X' tak, ze plati |SX'| = |k| - |SX| (pfitom
pro k > 0 lezi bod X' na polopfimce SX a pro k < 0 je bod X’ bodem
polopfimky opacné),

(ii) bodu S bod S’ = S.

Je-li X vzor a X' obraz ve stejnolehlosti H(S, k), piSeme

H(S,k): X — X"

Véta. Slozenim dvou stejnolehlosti Hy(S1,k1), Ha(Sa,ka) (k1 - ko # 1) vznikd
stejnolehlost H3(Ss, ks), kde Hy € HyHy a ks = k1 - ka. Pokud ky - ko = 1, vznikd
posunuti.

Véta. (Desargues) Necht ABC a KLM jsou dva trojuhelniky. Pfimky AK,
BL, CM prohazeji jednim bodem nebo jsou vSechny rovnobézné, pravé kdyz body
X=ABNKL,Y=BCNLM, Z=ACNKM lezi v pfimce.

Definice. (Mocnost) Mocnost bodu M ke kruznici k(S,r) (znaceno m(M,k))
je cislo |MS|)* —r2.

KLiCOVA SLOVA. stejnolehlost, mocnost, kruznice, geometrie, planimetrie
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Véta. Je-li p pfimka prochazejici bodem M a protinajici kruznici k v bodech
A,B, pak |[MA| - |MB| = |m(M,k)| nezdvisle na volbé pfimky p.

Definice. (Kruhova inverze) Necht je ddna kruznice k(I,r). Kruhova inverze
prifadi bodu X bod X' lezici na polopfimce I X tak, aby platilo

|IX]|-[IX'| = r?.

Specialné I — oo a oo — I. Bod I nazyvame stied inverze.

Véta. Obrazem primky v kruhové inverzi je piimka, nebo kruznice. Obrazem
kruznice je kruznice, nebo primka.

Uloha mimo misu

Piiklad 1. V pravoihlém trojihelniku ABC s pravym thlem u vrcholu C je D
pata vysky na preponu. Necht 7,71, 7 jsou postupné poloméry kruznic vepsanych
trojuhelnikim ABC, ACD, BCD. Dokazte, Ze 72 + r3 = rZ.

Obycejna stejnolehlost

Notnéa radka tloh se da vyresit jen pouhou obratnou manipulaci se stejnolehlosti.
Na takové se podivame nejdriv. Jak poznat, ze mize pomoci pravé stejnolehlost?
Dobrym voditkem byvaji dotykajici se kruznice. Pokud se totiz dvé kruznice k, [
dotykaji v bodé T, je tento stfedem jejich vnéjsi stejnolehlosti. Dale muze stej-
nolehlost pomoci pti dokazovani, ze nékolik pfimek prochazi jednim bodem (kon-
krétné stfedem stejnolehlosti). Hlavu také nevésime, pokud se v zadani vyskytuje
hojnost stiedti tisecek — tam mnohdy situaci vyjasni stejnolehlost s koeficientem
2.

Piiklad 2. KruZnice k, [ maji vnitini dotyk v bodé T'. Na [ zvolime body A, B
tak, ze AB se dotyka k v bodé S. Dokazte, ze T'S je osou thlu AT B.

Priklad 3. Kruznice k, [ maji vnéjsi dotyk v bodé T'. Navic se obé vnitiné
dotykaji kruznice m postupné v bodech R, S. Druhy prusecik pfimky RT s kruznici
m ozna¢me Q. Dokazte, ze |[<T'SQ| = 90°.

Piiklad 4. V trojuhelniku ABC protinaji osy vnitinich Ghli kruZznici opsanou
postupné v bodech S, Sg, Sc. Kruznice vepsana se dotyka stran a, b, ¢ postupné
v bodech K, L, M. Dokazte, ze ptimky S4 K, SpL, Sc M prochazeji jednim bodem.

Priklad 5. Necht ABC je trojthelnik a necht D je pruseéik teény ke kruznici
opsané trojuhelniku ABC v bodé A a pfimky BC'. Necht E je pruseéik kolmice na
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BC v B a osy strany BA. Analogicky necht F je priise¢ik kolmice na BC v bodé
C a osy strany C A. Dokazte, ze D, E, F lezi v pfimce.

KdyZ jedna nestaci

Obcas jedna stejnolehlost nestaéi a my si musime vypomoci sklddanim. Vyuzivime
toho, Ze slozenim dvou stejnolehlosti vétsinou vznikd opét stejnolehlost, a to se
stfedem na pfimce uréené ,dil¢imi“ stiedy.

Piiklad 6. V roviné jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, [, pficemz k lezi
uvnitf {. Bud m kruZnice, kterd mé s k vnéjsi dotyk v bodé K a s [ vnitini dotyk
v bodé L. Dokazte, ze KL prochazi pevnym bodem X nezévislym na volbé m.

Priklad 7. Bud ABCD konvexni étyfuhelnik a P bod na strané AB takovy, ze
kruznice vepsana trojuhelniku CPD majici stfed v I se dotyka kruznic vepsanych
trojuhelnikim APD, PBC postupné v bodech K, L. Ozna¢me E = AC N BD a
F = AK N BL. Dokazte, ze body FE, I, F lezi v pfimce.

Piiklad 8. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, ve kterém |BA| # |BC|.
Ozna¢me postupné w; a we kruznice vepsané trojuhelnikim ABC, ADC. Pted-
pokladejme, Ze existuje kruznice w, kterd se dotyka polopfimky BA za bodem A,
polopiimky BC' za bodem C' a pfimek AD, C'D. Dokazte, Ze spoleéné vnégjsi teény
kruznic wy a wy se protnou na kruznici w.

Priklad 9. KruZznice k, I, m maji po dvou vnéjsi dotyk (INm = A, kNm = B,
kNl = C). Kruznice n mé se vemi navic vnitin{ dotyk postupné v bodech K, L,
M. Dokazte, ze piimky AK, BL, CM prochézeji jednim bodem.

Konecné nasobime

A uz je to tady! Uspéiné jsme se prokousali pfes stejnolehlost a skladani a je
na case zacit nasobit délky. Zaclenime tedy do naseho arzenalu mocnost bodu ke
kruznici, uz na zac¢atku zminénou kruhovou inverzi nebo naptiklad Euklidovy véty
o vysce a odvésné a jdeme na to.

Priklad 10. Dokazte, Ze onen pevny bod X z piikladu 6 mé ke vSem kruznicim
m stejnou mocnost.

Piiklad 11. Je dana pilkruznice ¢ nad primérem AB a na ni bod C. Bodem
C vedeme kolmici p k AB. Zkonstruujme nyni kruznici k tak, aby se dotykala ¢
v bodé T, AB v bodé D a p v bodé P. Dokazte, ze C D puli tthel ACP.

Piiklad 12. Méjme ¢tyifuhelnik EFGH takovy, Ze se daji sestrojit kruznice e, f,
g, h se stfedy po fadé v bodech E, F', G, H tak, aby se kruznice e, g obé dotykaly
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(vnéjsim dotykem) kruznic f, h. Ukazte, Ze pak body dotyku téchto kruznic tvori
tétivovy ¢tyruhelnik.

Piiklad 13. Déna je kruznice k a piimka p, kterd ji protind v bodech A,B.
Oznac¢me C' stied jednoho z oblouktt AB. Bodem C vedeme piimky 7, s. Jejich
pruseciky s pfimkou p a druhé priseciky s kruznici k£ oznacime R,, Ry, S,, Sk.
Dokazte, zZe tyto ¢tyfi body lezi na kruznici.

Priklad 14. Do kruhové tsece jsou vepsany dvé navzdjem se dotykajici kruznice
k, l. Dokazte, Ze jejich spole¢né vnitini teCna prochazi pevnym bodem.

Piiklad 15. V roviné je dédna pfimka d a na ni body A, B. KruZnice k, I, m,
n se sttedy K, L, M, N se vSechny dotykaji d. Pfitom k a [ maji vnéjsi dotyk
v A, m an maji vnéjsi dotyk v B a K a M lezi v téZe poloroviné uréené piimkou
d. Navic existuje kruznice w, kterda ma se vSemi ¢tyfmi vnitini dotyk. Dokazte, ze
KM a LN se protinaji na d.

Literatura

Zéavérem bych chtél podékovat Martinu Tancerovi, Michalu Rolinkovi a Alce Skd-
lové, z jejichz pTispévkl jsem cerpal. Vétsina tloh je prevzatd z riiznych drovni
matematické olympiady, starsich ro¢niki PraSatka ¢i slovenského seminare KMS.
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Soustavy rovnic

\ Honzik Varihara

ABSTRAKT. V prispévku najdete spoustu prikladd na soustavy rovnic fazenych
dle obtiznosti a spoustu tipl, jak na né. Na pfednasce se ale dozvite néco navic,
a to jak pocitat rizné na prvni pohled nesnadné rovnice systémem symetrickych
mnohoclent a také feseni ptikladi obsazenych ve sbornicku.

Soustavy rovnic jsou esencialni soucéasti algebry. Na jejich feSeni se pouziva
spousta metod a na pfednésce si ukazeme zdkladni a mirné pokrocilé metody
jejich feSeni. Tedy zadné prilis vysokoskolska matematika, ale nebude to ani néco,
co se ukazuje ve kole (s vyjimkou Keplerova gymnézia v Praze). Tato pfednéska je
pojata jako nalejvarna z rovnic, takze po ni si budete s kazdou rovnici na potkani
tykat. Zde si muzete zkusit par prikladt, at vidite, jak na tom jste:

Piiklad 1. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

2?4yt =z,
24 a? =y,
22+y2:x.

Priklad 2. Reste soustavu rovnic

‘T+y:2a
t oyt =2

Piiklad 3. Reste cyklickou soustavu ve tfech proménnych

2
T+ — =2z,

x

2
y+*:21’,

Y

2
z4+ - =2y.

z

Kromé stfedoskolskych algebraickych metod (méte rovnici a upravujete ji) mi-
Zete jednotlivé rovnice vzajemné s¢itat (po dvou, tfech nebo rovnou vechny), na-
sobit anebo jednu vyjadrit a dosadit do ostatnich. Dale miizete pouzit pékné a
hlavné zndmé vzorce (ono se to nezdé, ale znamy soucet sin?z + cos?z = 1 se
pouzivé az v jedné pétiné vSech rovnic s goniometrickymi funkcemi), nebo uspo-
radat dle velikosti jednotlivych proménnych, které se v prikladé vyskytuji, a nebo

KLICOVA SLOVA. Soustavy rovnic, cyklické soustavy rovnic, symetrické mnohoéleny, rovnice
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nakonec pouzit odhady podle nerovnosti (AG nerovnost, soucet ¢tverci). Jesté se
daji rovnice Fesit metodou symetrickych mnohocleni, kterou si ukazeme p¥imo na
prednasce. A nyni par piiklada (které budou (dle vaseho zajmu) pfedvedeny na
prednéasce):

Lehci priklady

Priklad 4. Reste soustavu rovnic

w2 +1=2y,
v 4+1=2z
2241 =2z

P¥iklad 5. Reste soustavu rovnic (alespoii dvéma zptisoby)

2

z? = yz,
y? = zx,
2% = xy.

Priklad 6. Reste soustavu rovnic

2c+y+3z=k,
2y+z+ 3z =k,
2z+x+ 3y =k.

Priklad 7. Reste soustavu rovnic

2 =y+242,
vV =z41+2,
2 =r+y+2

Stredné tézké priklady
Priklad 8. Reste soustavu rovnic

sinx = cosy,
siny = cos z,

sinz = cos x.
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Priklad 9. Reste soustavu rovnic

z=y"+1,
y:23+1a
2=a%+1.

Priklad 10. Reste soustavu rovnic

12

I+;—E,
12

y+§—;v
12

1 1 1
Priklad 11. Najdéte hodnotu — + — + —, kdyz:
x oy z

rz+y+z=25,
2 49?4+ 2% =15,
Ty = 22

Tézké priklady

Priklad 12. (Polskda MO)  Reste soustavu rovnic

x5 = 5y — 4z,
y® = 52" — 4z,
2% =51% — 4y.

Priklad 13. Reste soustavu rovnic
z(y+z+1)=y*+22 -5,
y(z+az+1)=22+2> -5,
2z +y+1)=2249% 5.
Priklad 14. Reste soustavu rovnic

r+y=a,

25+ 4 = db.
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Priklad 15. Reste soustavu rovnic

x+y2
y+x2:x

I
<

Priklad 16. Reste soustavu rovnic

.2
sin x—|—coszy=y ,

siny +cos’z = x
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