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Seznameni s topologii

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. V prednésce se sezndmime s uplnymi zéklady obecné topologie a s od-
délovacimi axiomy. V jistém smyslu se jednd o zobecnéni metrickych prostort, kde
misto metriky budeme mit jen jakousi slabsi strukturu. Ta ndm pofadd umozni mluvit
o takovych pojmech jako naptiklad spojitost zobrazeni.

Definice. Topologicky prostor je dvojice (X,T), kde X je mnozina, T C P(X) a
jsou splnény podminky

(1) XeT,0eT,

(2) pokud 71, T, € T, pak I NTH € T,

(3) pokud 7" C T, pak T € T.
Prvky 7 nazveme oteviené mnoZiny, soubor 7 nazveme topologie.
Priklad. Rozmyslete si, Ze se jedné o topologie:
T = P(X) (diskrétni topologie),
T ={X,0} (antidiskrétni topologie),
pro X nekone¢nou mnozinu 7 = {T : X \ T je konecnd} U {0},
pro (X, p) metricky prostor

T ={T: pro kazdé = € T existuje € > 0 takové, ze U(zx,e) C T},

kde U(z,e) ={y € X : p(x,y) < €} (topologie generovand metrikou),
e pro X = {a,b}, T ={0,{a}, {a,b}} (Sierpiriského prostor).
Definice. Mnozina V C X je okoli bodu x € X, pokud existuje oteviend mnozina
U takova, ze x ¢ U C V.
Tvrzeni. Mmnozina T je oteviend pravé tehdy, kdyz kazdy jeji bod ma néjaké ote-
virené okoli U takové, ze U C T.
Definice. Soubor B C T je bdze topologie T, pokud pro kazdé T € T existuje
B’ C B spliujici T = JB'.
Definice. Soubor B(z) C T je lokdlni bdze v bodé x € X, pokud kazdy prvek B(x)
obsahuje x a pro kazdé U okoli z existuje B € B(x) spliiujici B C U.
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SEZNAMENI S TOPOLOGII

Tvrzeni. Topologie je jednoznacéné uréend souborem {B(x) : x € X}, kde B(z) je
lokéalni baze v bodé x.

Priklad. Topologie na R s bazi {U(x,¢) : x € X, e > 0} je topologie generovana
metrikou p(z,y) = |z — y|.

Definice. Mé&jme (X,7T), (Y,S) topologické prostory, zobrazeni f: X — Y na-
zveme spojité, pokud pro kazdou otevienou mnozinu v Y je jeji vzor oteviend mno-
zina v X, tj. pro kazdou S € S plati f~1[S] € T.

Priklad. Kazdé konstantni zobrazeni je spojité.

Priklad. Rozmyslete si: Kazdé zobrazeni z prostoru s diskrétni topologii je spo-
jité. Kazdé zobrazeni do prostoru s antidiskrétni topologii je spojité. Pro zobra-
zeni z R do R se standardni topologii je definice ekvivalentni s ,klasickou“ de-
finici spojitosti, totiz pro kazdé x € R a ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze plati
o=yl < 8= |f() - fy)] <=

Oddélovaci axiomy

Definice. Topologicky prostor X nazveme

e Ty, pokud pro kazdd = # y € X existuje oteviend mnozina U spliujici
Un{z,y} =1,

e 71, pokud pro kazdd = # y € X existuje oteviend mnozina U spliujici
zeUy¢U,

e Ty (Hausdorffiv), pokud pro kazda = # y € X existuji disjunktni oteviené
mnoziny U, V spliaujici x € U,y € V,

o T3 (reguldrni), pokud je Ty a pro kazdé x € X, F C X uzavienou a neobsa-
hujici = existuji disjunktni oteviené mnoziny U, V splaujici z € U, FF C V,

. T3% (dplné reguldrni, Tichonoviv), pokud je Ty a pro kazdé x € X, F C 1X
uzavienou a neobsahujici x existuje spojitd funkce f : X — [0,1] spliiujici
f@)=0,f(y) =1 prokazdé y € F,

e T, (normdlni), pokud je T} a pro kazdé F, H C X disjunktni uzaviené mno-
ziny existuji disjunktni oteviené mnoziny U,V spliujici F C U, H C V.

Véta. Plati Ty, = T3% = T3 =T, =T, = Tp.

Poznamka. Topologie generovand metrikou je Ty. Proto tfeba Sierpinského pro-
stor o¢ividné neni metrizovatelny (neni ani 77).

Priklad. Najdéte prostor, ktery je T, ale ne Ty. Analogicky 71, ale ne T, resp.
T5, ale ne T3.

Ndvod. Priiklady prvnich dvou uz jsme vidéli. Treti priklad se d& zkonstruovat
tfeba pomoci Q a R\ Q, kde okoli racionalnich ¢isel budou obsahovat jen racionalni
Cisla a okoli iracionalnich ¢isel budou obsahovat racionalni i iracionalni ¢isla.
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Geometrické nerovnosti

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje vybér z geometrickych nerovnosti. V prvni ¢asti se
zaméiuje na ruzné aplikace trojuhelnikové nerovnosti, ve druhé uvadi nékolik znamych

a obtiznéjsich tvrzeni.

Umluva. Délky stran trojihelnika ABC budeme znaéit a, b, ¢ a piisluiné protéjsi

vnitini dhly o, 3, v.
Uloha. (Motivaéni) Pro kladna éisla splitujici a + b+ ¢ = 8 dokazte

V1+aZ+V4A+02+9+ 2> 10.

Zbrané
Pripomenme si nésledujici tfi uzitecné tvrzeni.

Tvrzeni. (Kosinova véta) Plati a? = b + ¢? — 2bccos .

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro nezdporné ¢isla ay, . .., a, plati
ai+ -+ ap
—— > a1 ... ay.
n
Rovnost nastava pro ay = -+ = ay.
Tvrzeni. (Cauchy-Schwarzova nerovnost) Pro redlnd ¢isla ay,...,a, a by,...
plati

Sy w > (Yan)

Rovnost nastava, pokud a; = Ab; pro néjaké A € R.



DAVID HRUSKA

Troj(ostro)ahelnikova nerovnost

Zac¢neme jednoduchou, ale velmi uzite¢nou a fundamentalni nerovnosti a jeji geome-
trictéjsi modifikaci.

Tvrzeni. Nezaporna redlna cisla a, b, ¢ tvori strany trojihelnika, pravé kdyz spl-
nujia+b>c,b+c>aac+a>>b (pokud pfipustime degenerované trojihelniky
zméni se nerovnosti na neostré). Tento trojihelnik je ostrouhly, pravé kdyz plati
a? 4+ b2 > b +c? > a? ac®+a® > b? (rovnosti piipoustdji pravotihlé trojihel-
niky).

Casto je vyhodnéjsi jedna z nasledujicich formulaci:

Tvrzeni. Nejkratsi kfivka (lomend ¢dra) spojujici body A a B je tsecka AB.

Tvrzeni. (substituce) Kladnd ¢isla a, b a ¢ jsou délkami stran néjakého trojiihel-
nika, pravé kdyz existuji kladna cisla x, y a z spliujici a = x +y, b = x+ z a
c=Yy+z.
Uloha 1.V konvexnim &tyfuhelniku najdéte bod s nejmensim souc¢tem vzdéalenosti
od vrcholt. Jak se vysledek zméni v nekonvexnim piipadé?
Uloha 2. Pro bod P uvniti konvexniho étyithelniku ABCD dokazte AP+ PD <
AB+ BC + CD.
AB+ AC
Uloha 3. V trojihelniku ABC ozna¢me M stied BC. Dokazte AM < L
Uloha 4. Dokaite, Ze ve ¢tyithelniku existuje thlopiicka u a strany z, y tak, Ze
plati 22 + 32 < u?.
Uloha 5. Dokazte
(i) (a+b+c)? < 4(ab+ be + ca),
(i) 57+ 2+ 25 <2,
c

i) —4 40 >3
b+c—a a+c—b a+b—c ™

Ptolemaiova nerovnost

Tvrzeni. (Ptolemaiova nerovnost) Pro strany ¢tyfihelnika a, b, ¢, d a jeho thlo-
pricky e, f plati ac + bd > ef. Rovnost nastava pravé pro tétivové ctyithelniky.
Prosime potlesk, prichéazeji ... aplikace!

Uloha 6. Necht P je vnitini bod rovnobé&Zniku ABCD o obsahu S. Ukaite |AP| -
|CP|+ |BP|-|DP| > 5.

Uloha 7. (Tézkd) V konvexnim Sestitthelniku ABCDEF plati |[AB| = |BC],
BC DE FA 3
(CD| = |DE|, |EF| = |[FA|. Ukaste 12€1 4 IDEL | 1FAL

+
Kdy nastava rovnost?

|BE| ' |DA] " |[FC|] = 2
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Dalsi klasicka tvrzeni

Uloha. (Fermattiv bod) V trojihelniku ABC najdéte bod P minimalizujici hod-
notu |AP| + |BP| + |CP|.
Poznamka. Vsimnéte si, Ze pro étyfuhelnik byla tato tloha vyrazné jednodussi.

Uloha. (Nejmensi obvod) Je dan trojihelnik ABC. Najdéte trojihelnik s vrcholy
na jeho stranich (na kazdé jeden) s co nejmensim obvodem.

Tézky kalibr

Véta. (Erdés — Mordell) Uvniti trojihelnika ABC uvazme bod P. Jeho kolmé
projekce na strany oznacme D, E a F. Pak plati

|PA| +|PB|+ |PC| > 2(|PD| + |PE| + |PF|)

a rovnost nastava pravé pro rovnostranny trojihelnik.

Véta. (Finsler — Hadwiger) Plati
A2+ 4+ >4V35+ (a—b)2 + (b— ) + (c —a)?.

Véta. (Euler) Plati |OI|*> = R(R — 2r), kde R ar jsou poloméry kruznice opsané
a vepsané. Specialné tedy R > 2r.

Navody

1. Je to prusecik uhlopficek, pripadé vrchol s nekonvexnim vnitinim dhlem.

2. Bodem P vedte pfimku mimo vnitiek trojuhelniku APD, kterd odsekne kus
¢tyfthelniku. Nakombinujte nékolik trojihelnikovych nerovnosti.

3. Dopliite na rovnobéznik ABXC.
4. Aspon jeden vnitini thel ¢tyfahelnika neni ostry.
2
. Vv v 7 7 .. v . . see Ve a,b
5. (i) Sectéte tii vhodné nésobky t.n. (ii) PouZijte substituci. (iii) Pouzijte } 3+ >

2
(ZZLI;)’ kladnost jmenovatelfl plyne z t.n.

6. Posuiite trojihelnik CDP na stranu AB (tedy D - A, C — B a P — P'.
Pouzijte Ptolemaiovu nerovnost na ¢tyithelnik APBP'.
7. Oznacte |AC| =z, |CE| =y, |EA| = z a s pomoci Ptolemaia dokazte, ze

IBC| |DE| |FA| c _3
+ + Z 2 )
\BE| " |DA| " |FC| Czyc atb= 2

kde posledni nerovnost plyne z Cauchy—Schwarze.
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To nejlepSi ze stereometrie

DaAviD HRUSKA

ABSTRAKT. Stereometrie znaméa ze Skoly se zabyva prevazné urcovanim objemu a
povrchu téles a konstrukcemi fezii. Stereometrie je vSak mnohem S$irsi téma. Pfispé-
vek uvadi dvacet netradi¢nich trikovych uloh vSech obtiznosti. Obsahuje téz struéné
navody k fesenim.

Lehké alohy

Priklad 1. Rovina protind hrany AB, AC, CD ¢&tyfsténu ABCD. Které vSechny
hrany jesté protina?

Priklad 2. Lze meloun rozdélit na dvé ¢asti tak, aby po snédeni jeho vnitiku zbyly
t1i kusy slupky?

Priklad 3. Krychli 3 x 3 x 3 chceme rozkrajet na 27 jednotkovych kosticek, pticemz
po kazdém fezu mutzeme vSechny doposud vzniklé ¢asti libovolné preskladat. Kolik
fezl je na to miniméalné potieba?

Priklad 4. Obdélnikovy stil ma nohy délek postupné 90 cm, 95 cm, 105 cm. Jak
dlouhou ma ¢tvrtou nohu, vime-li, Ze se nevikl4? (PraSe 29-7-2)

Priklad 5. Jsou dény dvé brambory libovolného tvaru a velikosti. Dokazte, Ze lze
vytvarovat drat tak, aby se dal tésné prilozit ke kterékoliv z nich.

Nesnadné ulohy

Priklad 6. Je dén kuZel s vrcholem V a bodem A na kraji podstavy o poloméru
jedna (|[VA| = 3). Beruska leze nejkratsi moznou cestou z bodu A po povrchu kuzele
opét do bodu A tak, ze obleze cely kuzel. Urcete, v jaké vzdalenosti od V je beruska
ve chvili, kdy je k V nejblize. (PraSe 26-3-5)

Priklad 7. Je dan étyistén ABCD. Body B, C, D vedme postupné roviny kolmé

na AB, AC, AD a ozna¢me A’ jejich prisecik. Body B’, C', D' definujeme obdobné.

Ukazte, ze ¢tyistény ABCD a A’B'C'D’ jsou shodné. (PraSe 26-3-8)
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Priklad 8. Vrcholy pravidelného ¢tyfsténu jsou obarveny zelenou barvou. Nejdiive
obarvime zelené vSechny body, které lezi na pfimce s nékterymi dvéma zelenymi,
nasledné provedeme tutéz operaci jesté jednou. Jsou ted vSechny body prostoru
zelené? (Prase 29-7-4)

Priiklad 9. Lze prostor roziezat na jednotkové krychle tak, aby existovala krychle,
kterd zadnou svou sténu nesdili s nékterou jinou krychli? (Turnaj Mést)

Priklad 10. Lze do krychle vyvrtat takovou diru, aby skrz ni bylo mozno prostréit
druhou stejné velkou krychli?

Priklad 11. V prostoru je dén bod. Jaké je nejmensi n takové, Ze do prostoru
lze rozmistit n disjunktnich kouli (neobashujicich onen bod) tak, aby zcela zakry-
valy vyhled z tohoto bodu (tj. aby libovolné polopfimka z néj vychézejici protinala
alesponi jednu z kouli)?

Priiklad 12. Existuji v prostoru krychle a rovina tak, Ze vzdalenosti vrcholu této
krychle od dané roviny jsou (v néjakém pofadi) ¢isla 1,2,...,8?

Priklad 13. Krychle 20 x 20 x 20 je sloZena z 2000 kvadiika tvaru 2 x 2 x 1. Ukazte,
ze ji lze propichnout jehlou, ktera bude prochézet protéjsimi sténami a nepropichne
zédny kvadiik. (Turnaj Mést 1988)

Priklad 14. V prostoru jsou dany dva rizné velké dvacetistény tak, Ze nékterych
Sest z jejich vrchola tvori vrcholy pravidelného osmisténu. Urcete pomér velikosti
dvacetisténtl. (Sharygin 2010)

Priklad 15. V prostoru je dano n jednotkovych kouli. Na kazdé z nich obarvime ty
body, ze kterych neni vidét zadna z ostatnich kouli. Dokazte, Ze soucet vybarvenych
ploch je roven povrchu jednotkové koule.

Obtizné dlohy

Priklad 16. Na letisti se za zavazadla (tvaru kvadru) plati Gmérné tomu, jaky
maji soucet délek svych tii rozmeéri. Lze usettit tim, Ze své zavazadlo zabalime do
jiného? Tedy existuji kvadry K a L takové, ze K se vejde do L a pfritom ma K vétsi
soucet délek hran nez L?

Priklad 17. Existuje mnohostén P a bod O mimo néj tak, ze z bodu O neni vidét
zadny vrchol P?

Priklad 18. Ukazte, Ze existuje 2012 konvexnich mnohostént, které 1ze umistit do
prostoru tak, aby se kazdé dva dotykaly a pfitom zadné tii nemély spolecny bod.
(PraSe 29-8-7b)

Priklad 19. Uvnitf jednotkové koule se stfedem O je dan konvexni n-stén P obsa-
hujici O. UkazZte, ze soucet vzdéalenosti O od stén P je nejvyse n—2. (Rumunsko)
11
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Priklad 20. Urcete nejmensi pocet prken o Sifce 10 c¢m, jimiz lze zakryt studnu
o pruméru 1 m. Prkna lIze klast pres sebe.

Priiklad 21. Lze mezi dvé rovnobézné roviny umistit nekone¢né mnoho shodnych
mnohostént tak, aby se zddny mnohostén nemohl pohnout bez toho, Ze by se pohnuly
i n&jaké jiné? (Moskva 2000)

Navody
1. Na kterych stranach od roviny lezi které body?

2. Ano. Uvazte valcovou diru skrz.

3. Na samotnou prostfedni krychlicku je potfeba Sest fezl a Sest zfejmé staci. Lze
téz pozorovat velikost nejvétsiho dilu.

4. Polozte stil na desku. Jak vysokd by musela byt noha vedouci z prostredku
stolu?

5. Myslenkové brambory protnéte.
6. Rozstiihnéte plast podle V A a rozbalte ho. Nejkratsi je tisecka.
7. Analogie ve 2D, Thaletova sféra a stfedova soumérnost.

8. Rozmyslete si, které body zezelenaji kvtili dvéma konkrétnim zelenym pfimkam
podle toho, zda jsou tyto pfimky riznobézné nebo mimobézné. Pomuze predstavit
si vrcholy ¢tyfsténu jako polovinu vrcholid krychle.

9. Ano. Vydlazdéte prostor standardné, vyberte si jednu krychli a ,rozposuite“

Sest prilehlych neprotinajicich se ,komind“.

10. Ano. Podivejte se podél télesové uhlopiicky. Do pravidelného Sestitthelniku
o strané délky /2 / V3 se vejde ¢tverec o strané délky jedna.

11. Analogie ve 2D. Opiste bodu ¢étyfstén a vyhled pies kazdou sténu zakryjte
jednou kouli (o hodné rizngch polomérech). Uvédomte si, ze tii koule nestadi.

12. Ano. Rovina = 4+ 2y + 4z = 0 se ,,odklani“ od sméru os rychlostmi v poméru
1:2:4. Cisla 0 az 7 lze zapsat ve dvojkové soustavé. Rovinu lze o 1 vzdalit.

13. Je 3-19% moznych vpichti. Zadny nemfize byt narusen jen jednim kvadiikem
(parita). Zaroven kazdy kvadiik blokuje jediny vpich. Koneéné 3 - 192 - 2 = 2166 >
2000.

14. Z4dné tii vrcholy dvacetisténu netvoii pravotihly rovnoramenny trojuhelnik,
takze ,,délba‘“ vrcholt osmisténu musi byt 3 : 3, a to na dva rovnostranné. Dvacetis-
tén obsahuje rovnostranné trojuhelniky jen dvou velikosti, pomér jejich velikosti je
jako thlopticka pravidelného pétitihelnika ku strané, tedy %(\/5 +1).

15. Vezméte rovinu libovolného sméru se vSemi sférami na jedné strané a rovno-
bézné s ni pohybujte, dokud se nedotkne néjaké sféry.

16. Uvazte objemy e-okoli obou kvadra (tj. jakychsi zaoblenych nadkvadri). Pro
kazdé ¢ je objem e-okoli vnéjsiho kvadru vétsi (obsahuje e-okoli toho vnitfniho uvnitf
12



DAVID HRUSKA
sebe), takze (tvahou o obrovském &) musi mit vétsi koeficient u vedouctho ¢lenu &2
(¢leny s &3 se odectou).
17. Ano. Ke kazdé sténé krychle prilepte rovnobézné s jistymi jejimi hranami dlou-
hou tenkou desticku tak, aby se jeji konce pri pohledu ze stfedu krychle ,schovaly*
za desticky prilepené k jinym sténam. Odmyslete si krychli a Sest desticek spojte
,mosty*, které nebudou z jejiho stiedu vidét.
18. Zkonstruujte nejdiiv 2012 konvexnich mmnohothelniki, které budou vsechny
svislé, viéi sobé mirné pootocené a kazdy dalsi se bude dotykat vSech predchozich
yzespodu®“. Mnohothelniky poté doplnte na velmi placaté jehlany.

19. Vzpomente si, ze povrch vrchliku jednotkové koule je 27-h, kde h je jeho vyska.
Vrchliky odfezané vSemi sténami zakryvaji (s piekryvem) povrch celé koule, takze
soucet jejich povrchi je vétsi nez 47 a soucet jejich vysek nez dva.

20. Uvazme polokouli nad studnou. Svisly primét kazdého prkna urcuje kulovy
polopés o pevném povrchu (ten totiz zavisi jen na tloustce pasu, nikoliv na jeho pozici
— odecitdme kulové vrchliky). Je potfeba zakryt celou polokouli, tedy je potfeba
alespon deset prken. Tolik staci.

21. Ano. Skladejte pravidelné ¢tyfstény do jedné vrstvy do jakési miizky tak, aby
mély jednu hranu ,dole“ a jednu ,nahotfe“ a byly do sebe ,zaklinéné“.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je takika beze zmén prevzat od Pepy Tkadlece, ktery jej vytvoril
na soustfedéni v Oldfichové (2012) a kterému timto dékuji.
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Matematika v Mezopotamii

BARA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Jak vypadala matematika psand na hlinéné desticky pred vice nez tfemi
tisici lety? Naucime se ¢ist klinova ¢isla, budeme pocéitat v Sedesatkové soustavé a
vyfesime si ptiklady, nad kterymi dost mozné dumali mezopotamsti skolaci.

Utrzky z historie

Nazev Mezopotamie oznacCuje izemi mezi dvéma fekami, Eufratem a Tigridem, ne-
zévisle na tom, kdo tamnim obyvatelfim zrovna vladl. Risi se tam vystiidalo nékolik,
kvuli v okoli vyjimeéné trodnosti izemi se o néj totiz ¢asto bojovalo. Pro jednodu-
chost v8ak v tomto textu nebudeme rozliSovat Asyfany, Sumery ani dalsi civilizace
a budeme je oznacovat jen jako Mezopotamce.

Nejstarsi nalezy dokladajici trvalé osidleni pochézeji z desatého tisicileti pred
nasim letopoc¢tem. O Sest tisic let pozdéji uz lidé zacali vytvaret mésta, coz je Casem
donutilo vymyslet pismo a naucit se pocitat.

K velké radosti historikt byla nejdostupnéjsim materidlem hlina, do které se dalo
snadno rypat. Klinové pismo na vysuSenych (¢i vypdalenych, byl-li text obzvl4st di-
lezity) hlinéngch destickach je totiz ¢itelné dodnes. Na rozdil od papyru ¢ papiru se
tabulky nerozlozi a ohen spiS pomuze jejich zachovani, nez aby je znicil. Jen ¢ervi
obcas kus textu smazali a ¢asto je nutné tabulky poslepovat. Jsou také méné skladné,
nicméné tehdejsi pisafi rozhodné neplytvali mistem — jeden fadek mél na vysku sotva
dva milimetry. Tabulku o velikosti dnesni A4 bychom piepsali na asi 830 fadka.

Celkem se hlinénych tabulek naslo na pul milionu, z toho se vi o dvou tisicich
matematickych, pochéazejicich pfedevsim z obdobi 1900 — 1600 pt. n. 1. Tehdy nastalo
dlouhé obdobi miru, které svédcilo rozvoji védy.

Mmnoho tabulek slouzilo jako kalkulacky, obsahuji tfeba nasobilku nebo seznam
druhych mocnin. Jiné zobrazuji geometrické problémy, vétSinou vsak jen obrazek a
¢isla, nikoli vysvétlujici text, natoz dikaz. Tézko ale Fict, kolik tabulek s matema-
tikou se nalezlo doopravdy, protoze vétsinu jesté nikdo z historik necetl. Mozna se
Casem zjisti, ze byli Mezopotamci o mnoho chytfejsi, nez tusime dnes.
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BARA KOCIANOVA
Pocitani v Sedesatkové soustavé

Definice. Pozicéni ciselnd soustava o zdkladu n, n € N, n > 1 je zplsob zapisu

¢isel pomoci ndsobkd mocnin ¢isla n. Pro S € N, a; € {0,...,n— 1} se zdpis

asts_1...G1G0G_1G_3 ... rOVNa ag - n + as—1 - nS 14 ... 4 a-n—+a+a_q-
Lra_o-n72. ..

Takovou definici by mezopotamsti matematici nejspis nenapsali, nicméné pouZi-
vali pozi¢ni Sedesatkovou soustavu a uméli v ni pocitat stejné dobre jako my v desit-
kové. Tedy — skoro. Podobné jako ostatni starovéké civilizace neznali zaporna cisla
ani nulu, a tak napiiklad samotny znak V (jedna) mohl znamenat kteroukoli mocninu
Sedesati. Vyznam se ¢islu pfisuzoval podle kontextu, coz ale stejné muselo ptisobit
zmatky. Casem se nékteii matematici naucili misto nuly vynechévat kousek volného
mista (a je$t& pozdé&ji pouzivali dvé §ikmé ¢ary \\), nicméné nikdy ne na konci éisla.

Dalsi zvlastnosti je, ze nad délenim uvazovali jako nad nasobenim piislusnym
inverzem. Inverz k a v Sedesatkové soustaveé je takové Cislo b, ze a-b = 60. Naptiklad
misto déleni dvanacti mizeme nasobit péti, coz byva jednodussi a diky nepouzivani
nuly na konci se oba vysledky rovnaji: 120/12 = 2/12 = 2-5 = 10. Vyhodou Sedeséti
je, ze mé hned dvanact déliteli. Naopak tfeba ¢islo sedm inverz nemaé, a kdybychom
chtéli napsat jednu sedminu jako soucet zlomki se jmenovatelem mocniny Sedesati,
psali bychom donekonec¢na. Podobné jako kdybychom chtéli napsat jednu tfetinu
jako soucet desetinnych zlomka.

Ve starovéku pojem nekonecna nechépali nicméné na jedné z tabulek lze nalézt
pravdivé vztahy, které se prepisou jako: 60 + 602 + 603 + 650%1 <1 7 S 5 T 602 + 603

Cislo napsané arabskymi &islicemi v Sedesatkové soustave budeme psat s hornim
prubhem a tec¢kou mezi indexy a;, napt¥. 3.15 = 3 - 60 + 15 = 195. Klinové pismo
budeme napodobovat nasledovné: V znaéi jednicku, < desitku. Tyto znaky budeme
pséat za sebe, séitaji se piirozenym zptisobem, napi. VV <<< V V V VV = 2.35.

Piiklad 1. Pievedte mezi Sedesatkovou a desitkovou soustavou:

(1) 2543 =
) % =

(3) 1200,4 =
4) 5=

(5) T11=
(6) 10.5.30 =
(7) 248 =

Priklad 2. Spoc¢téte a vysledek napiste v Sedesatkové i desitkové soustave:

()25 48—
(2) 54045 -3 =
@)gz*“*:
(4) 2 i =
(5) 2 =
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MATEMATIKA V MEZOPOTAMII

(6) 7.30: 15 =

Zacatky geometrie

Mnoho nalezenych hlinénych tabulek dokazuje, ze v Mezopotamii se lidé neomezovali
na snadné pocty, ale fesili i problémy, které s kazdodennim zivotem nemély nic
spole¢ného. A¢ nedélali duikazy a geometrické konstrukce zkoumali jen pro konkrétné
velké utvary, obcas dosli k zajimavym vysledklim. VyTesime si nékolik piikladd a
porovname nase feSeni s obrazky a ¢isly na tabulkach.

Priklad 3. Mgéjme dva soustiedné rovnostranné trojihelniky, vétsi o strané p,
mensi o strané g. Prodluzme vSechny strany malého trojthelniku tak, aby vznikly
tfi shodné lichobézniky. Vyjadiete délky jejich stran pomoci p a ¢ a pro p = V,
q == je napiste v Sedesatkové soustavé. Nakonec spocitejte pomér obsahtl velkého a
malého trojthelniku.

Piiklad 4. Vyjadiete obsah S kruhu na zikladé jeho obvodu o. Pokud o = 3 a
S = 45, zjistéte, jakou hodnotu podle Mezopotamcti mélo p¥iblizné .

Oni ale konstantou kruhu nazyvali &slo 5. Pokud wvylepsend konstanta kruhu je
8= %, jaka je vylepSena ptiblizna hodnota 77

Uloha 5. Na jedné nalezené tabulce se piSe (zhruba):
Povrch a stranu jsem spojil: 5. 1, prebytek,

[T VN]

a % nechas dat:

i, k ¢emuz pftilepis: 1, a tomu 1 se rovna. Ta %, kterou jsi nechal dat,

polozis. Polovinu z 1 ufezes.

z vnittku 1, vyvodis: % je strana.

Reseni. Prvni véta je zadani piikladu, ktery bychom dnes napsali jako kvadratickou
rovnici z2 + 2 = 2. Nésleduje geometrické FeSeni.

Secist povrch a stranu znamené ke ¢tverci = - x pridat obdélnik 1-x. Ten obdélnik
pak roziezeme naptl a polovinu z néj nalepime na c¢tverec tak, abychom dostali
Ctverec o strané x + % bez rohu o strané %

KdyZ nechame dat jednu polovinu a jednu polovinu, ziskdme ¢tvrtinu, coz je
presné obsah chybéjictho rohu. Vime, ze kdyz ke ¢tvrting pridame dalsi tfi (coz je
rovno obsahu pocéte¢niho obrazce, a tedy i pfesklddaného), dostaneme jedna. Jedna
rovné se jedné, to nezni prili§ uzitecné, nicméné si tim uvédomime, ze zadani plus
¢tvrtina je obsah ¢tverce jedna krat jedna. Cili 1 = 2 4+ 1 = (2 4+ 1)2. Proto se

musi rovnat jedné poloviné.

Toto feseni dnes ptisobi ponékud slozité a nepfili§ pouZitelné pro obecnou kvadra-
tickou rovnici. Neznamena to vSak, Ze neuméli fesit jiné rovnice nez vyse uvedenou.
Staci misto misto obdélniku o strané jedna pilit obdélnik o strané b a pak na zaveér
dostaneme, ze obsah ¢tverce o strané x + % se rovna souctu obsahu pocatecniho
obrazce, ktery byl obecné ¢, a obsahu ¢tverce o strané g Jen je potieba umét cislo
c+ % umét odmocnit. Pak miizeme vyftesit rovnici  + bx = ¢ pro nezaporna b, c.
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Method of false position

Nic jako metoda faleSné pozice se v Cestiné nerika, prestoze se jedna o klasicky zptsob
feseni rovnic jedné neznamé, ktery kromé Mezopotamca pouzivali i tfeba egyptsti
nebo arabsti matematici.

Tvrzeni 6. Méjme funkci f : (0,400) — (0,400) tvaru f(z) = ax pro néjaké a
kladné redlné éislo. Pak pokud vezmeme xy > 0 libovolné (false position), rovnici
f(z) =cproc>0 fesi x = ooy * To-

Dikaz. Nakreslete si.

Priklad 7. Vyfeste pomoci této metody rovnici x + %x = 55. Jaka hodnota z( se
nam bude hodit? Jednotlivé kroky napiste i ¢isly v Sedesatkové soustave.

Definice 8. Mana je vahova jednotka odpovidajici 0,5 kg. Gin = mana. Se
= F}o gin.

Priklad 9. Nasel jsem kdmen. Jeho vahu neznam. Pfidal jsem k nému jeho sedminu
a pak jedenactinu té sumy. Zvazil jsem to: 1 mana. Kolik vazil pivodni kdmen?

1
60

Priklad 10. Nasel jsem kdmen. Jeho vdhu neznam. Odebral jsem z néj jednu
sedminu, pak jednu t¥indctinu rozdilu. Zvazil jsem to: 1 mana. Kolik vazil ptivodni
kdmen?

Priklad 11. NaSel jsem kdmen. Jeho vahu neznam. Odebral jsem z néj jednu sed-
minu, pak jsem pridal jednu jedenéctinu rozdilu, pak jsem odebral jednu tfinactinu
sumy. Zvazil jsem to: 1 mana. Kolik vazil ptivodni kdmen?

Priklad 12. Nasel jsem kdmen. Jeho vahu nezndm. K osminasobku jeho vahu jsem
pridal dva gin, pak jsem pridal tfetinu sedminy ¢tytiadvacetindsobku sumy. Zvazil
jsem to: 1 mana. Kolik vazil ptivodni kdmen?

Literatura a zdroje

[1] Pierre Ageron: kurz Historie matematiky, UniCaen, LS 2015/16.
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Fibonacciho cisla

ADELA KOSTELECKA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje nékteré vlastnosti Fibonacciho ¢isel a obsahuje nékolik
dokazovacich dloh. Vétsinu z nich lze interpretovat mnoha zpusoby.

Fibonacciho ¢isla maji mnoho zajimavych vlastnosti. Na pfednésce si ukazeme,
jak nékteré pekné identity dokazovat, a to nejen indukci, ale i kombinatoricky. Né-
které priklady si zndzornime také geometricky.

Definice. Fibonacciho posloupnost je posloupnost F;, celych ¢isel splnujici reku-
renci Fj,1o = F,, + F,,+1 pro vSechna n € N s po¢ate¢ni podminkou Fy =0a F; = 1.

Uloha. (Fibonacciho krélici) Leonardo chova kraliky. Za¢ina s jednim parem. Kaz-
dému péru trva dva mésice, nez se jim narodi prvni mlddata. Potom kazdy mésic
zplodi pravé jeden novy krali¢i par, ktery opét dva mésice ¢eké na své prvni mladata.
Zadni kralici neumiraji. Ukazte, Ze pocet parti po n mésicich je n-t§ ¢len Fibonacciho
posloupnosti.

Fibonacciho ¢islo si mizeme predstavit i jinak nez na prikladu kraliku.

Definice. (Schodisté) Fibonacciho ¢islo F,, je pocet moznosti, jak vyjit schodisté
o n schodech, vynechédvame-li nejvyse jeden schod.

Fn + Fnia = Fni2

Definice. (Dlazdickova) Pocet moZnosti, jak vyskladat tabulku (n —1) x 1 kostié-
kami 1 x 1 a 2 x 1, nazveme n-tym Fibonacciho c¢islem a oznacime ho F,.

Uloha. Ukazte dle nékteré z definic, Ze soucet druhych mocnin dvou po sobé jdou-

cich Fibonacciho ¢isel je opét Fibonacciho ¢éislo.

Uloha. (Cassiniho identita) Ukazte kombinatoricky, ze Fy,_1- F,11 = F2 4+ (—1)".
18
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Priklady

Priklad 1. Ukazte, ze Fyym = Fo - Fopy + Frimq - Frea.
Piiklad 2. Ukazte, 7ze plati FZ + FZ + F2 4+ ...+ F2 =F, - F,11.

Priklad 3. Uvédomte si, Ze poc¢et moZnosti, jak vysklddat tabulku (n — 1) x 2
dominovymi kostkami, je F,.

Piiklad 4. Uvédomte si, Ze pocet moznosti, jak vyskladat tabulku (n+1) x 1 dilky
vétsimi nez 1 x 1, je Fy,.
Priklad 5. Uvédomte si, ze po¢et moznosti, jak rozdélit tabulku n x 1 kosti¢kami

s lichymi rozmeéry, je roven F,.

Priklad 6. Uvédomte si, ze pocet posloupnosti nul a jednicek délky n, které ne-
obsahuji dvé nuly vedle sebe, je roven F,, ;o

Priklad 7. Dokazte Fy + F3+ -+ + Fy,_1 = F5,.

Priklad 8. Ukazte Fy - Fo + Fy - Fy+ -+ Fy, 1 - Fy, = F3 .

Priklad 9. Ukazte, ze plati Fy + Fo + ... + F,, = Fjp0 — 1.

Piiklad 10. Dokazte, Ze pro kazdé n > 4 plati F2 =2F2_| +2F2_, — F?_,.

1+\/5>n1

Priklad 11. Dokazte, Ze pro n > 1 plati F,, < ( 5

Priklad 12. Dokazte, ze pro n > 1 plati F,, 15 > 10F,.

o0
1
Priklad 13. Uréete hodnotu _.
nz_; anl : Fn+1
Priklad 14. Uréete hodnotu i L
) n:2Fn—1'Fn+1.

Literatura a zdroje

[1] Calda Emil: Sbirka Fesengch dloh, Prometheus, 2006.
[2] Polster Burkard: Q.E.D. Krdsa matematického dikazu, Dokotfdn, 2014.
[3] Mirek Olsak: Kombinatorické (Ne)pocitdni, Hostétin, 2013.
[4] Cut The Knot,
http://www.cut-the-knot.org/arithmetic/combinatorics/FibonacciTilings.shtml
[5] Wolfram Math World,
http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html
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Teleskopické soucty a souciny

ADELA KOSTELECKA

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva metodou teleskopickych souctt a souc¢inia. Obsahuje
nékolik prikladi na procviceni této techniky.

Princip teleskopickych souctii a soucini je zaloZzen na vhodném prodlouzeni vy-
razu, ktery nasledné upravime tak, ze dostaneme mnohem jednodussi vyraz nez pred
,prodlouzenim*.

Nejprve si ukdzeme zakladni piiklady na teleskopické soucty. U této metody
chceme z kazdého s¢itance udélat rozdil dvou vyrazi, aby se vyrazy jednoduse ,,ode-
Cetly“.

1 1

1
Uloha. Uréete hOantu V}'frazu ﬁ —+ ﬁ + -+ m

Uloha. Uréete hodnotu vyrazu 1!-14+2!-2+ .- +n!-n.

Nyni si ukazeme nékteré priklady na teleskopické souciny. Zde se podobné sna-
Zime, aby se nam skoro vSechno ,,pokratilo“ a zustal nam jednoduchy vyraz.

1 1 1
Uloha. Dokaite, ze (1+—— ) - (14+ -~ ) -ooc- (14— | < 2.
oha okazte, Ze +1.3 +2.4 +(n—1)-(n+1) <
) 5 5 1 1 1 n+1
Uloha. Dokazte, ze (1—4>.(1—9).....(1—n2>: o
Priklady
Piiklad 1. Uréete hodnotu vy U S 1
i . T n T .
a cete hodnotu vyrazu 1—-—= + o—=— n-(n+1)-(n+2)
1 1
Priklad 2. Dokazte, ze plati ————= + -+ + —————= =19
VIR V09 + /100
1 1 1
Piiklad 3. Dokazte, 7e 1 AR P
rikla okazte, ze +1+2+1+2+3+ +1+2+---+n<
1 1 1
P¥iklad 4. Dokaite, %e plati —— + —— + - - 4
rikla oaze,zepa11_5+3.7+ +(2n—1)'(2n+3)<4
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1 + 1 +- -1 > 24
VI+V3  VE4HVT V9997 + /9999 '

1 1 1 1 1
Priklad 6. Urcete hodnotu \/1—|—1—|—+\/1+—|—~--+ 1+ 5+ —-
4 4 9 n2 (n+1)

Priiklad 5. Dokazte, Ze plati

Priklad 7. Zjednoduste
- (PP41+1) 420 (2242+1)+--+n!- (n®+n+1).
Piiklad 8. Zjednoduste

1 1 1
1D VitlVitl C+10) ve+2-vari  atl) vatn vail

Priiklad 9. Dokazte, Ze

1 1 1 1 11 (n+1)°
14-—>—- 14-—=—— - I+-———— = .
<+2 4 8>(+3 9 27) <+n n? n3) 4n
3 3 3
Priklad 10. Dokaite, 5o o+ .5 1. L 3
22 -1 33-1 nd—1 2
= 1
Priklad 11. Uréete hodnotu _—
7;2 Fn—l : Fn+1
Priklad 12. Uréete hodnotu i Fr
’ Fn—l 'Fn-i-l.

n=2

Literatura a zdroje

[1] Andreescu, Gelca: Mathematical Olympiad Challenges, 2000.
[2] Jaroslav Svrcek: O teleskopickyjch souctech a soucinech,
https://is.muni.cz/el/1431 /jaro2010/MA572/um /didmat2.pdf
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Pellova rovnice

ANH DuNG ,,TONDA“ LE

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva feSenim a hledanim feseni Pellovych rovnic pomoci
vlastnosti fetézovych zlomku. Jedna se o jeden typ kvadratickych diofantickych rovnic.

Jako Pellova rovnice je znama rovnice
xQ - Dy2 = 17 (Q?)

kde D > 0 je pfirozené &islo, které neni druhou mocninou. Regeni hleddme v celjch

vvvvv

Trividlnimi feSenimi Pellovy rovnice jsou dvojice (z,y) € {(1,0),(—1,0)}. Témi
se jiz dale zabyvat nebudeme a automaticky s nimi nebudeme pocitat.

Jak vypadaji reSeni

Pro pochopeni, jak Pellova rovnice funguje, je podstatna nasledujici véta. Nerika nic
jiného nez to, ze kdyz uz jsme nasli néjaké feseni (z,y) Pellovy rovnice, tak umime
pomoci néj najit dalsich nekoneé¢né mnoho riznych feseni.

Véta. Predpoklidejme, ze rovnici x> — Dy? = 1 vyhovuje feseni (z,y) = (p,q),
pro néjaka p, ¢ € N. Pak jsou feSenimi i vSechny dvojice celych (!) ¢isel (x,y) tvaru

(p+qvVD)" + (p— qv/D)"
2 )
(p+9VD)" — (p—gVD)"

2v/D

Vzorecky na prvni pohled spadlé z nebe maji jednoduchy diikaz (prostym do-
sazenim (nerozndsobovat na n-tou!)) i jednoduché odvozeni. Odvozeni (a vlastné i
o malicko delsi dikaz) je nasledujici:

(1)
(2)

Diikaz.  Za predpokladu, Ze (p, q) fesi zadanou rovnici, je

1=p?—-Dg¢* = (p+qVD)(p— qVD),
22



ANH DUNG ,TONDA“ LE

z ¢ehoz nésledné plyne
1=1"=((p+qVD)(p—qVD))" = (p+ ¢V D)"(p — ¢V D)".
Déle je zfejmé, ze existuji pevné dana z, y € N, Ze

z+yVD =(p+q/D)", (3
z—yVD =({p-gq/D)". (4

Pokud totiz roznasobime vyraz (p + q\@)”, urc¢ité dostaneme néjaké prirozené ¢islo
(v nasem znaceni je to ¢islo x) plus y-ndsobek odmocniny VD. Cisla z, y pak zis-
kédme prostym vyFesenim soustavy rovnic (3), (4). To, Ze nam vyjdou i z vySe na-
psanych nechutnych vyrazt cela ¢isla, je ddno ,,pozranim“ odmocnin /D v itateli
zlomkd. ]

Dalsi véta fiké, Ze mnozina feseni Pellovy rovnice je maximalné! mnozina dvojic
(p+aqvD)"+(p—qvD)" (p+qVD)" —(p—qvD)" TR
, pro pevné dani cela
2 2v D
¢isla (p,q) an € N (pokud existuji feseni, tak jsou v tomto tvaru a jind FeSeni uz
dané rovnice nema).

Véta. Méjme dvé riiznd celociselna feSeni (z,y) a (z',y’) zadané rovnice (©). Pak
existuji celd ¢isla p, q a pFirozend ¢isla k, | takova, e © 4+ yv/D = (p + ¢V/D)* a
' +y'vVD = (p+qVD)\.

Dusledek. Pro kazda dvé rizna feSeni existuje ,spolecny délitel“ téchto feseni.
Z existence minimélniho feSeni (nejmensiho délitele vSech ostatnich feSeni) rov-
nice (V) (tuto existenci si kazdy hravé zvladne rozmyslet) pak plyne mnozina reseni

{(z +yVD)} ve tvaru {(p + qv/D)"}.
Véta. Pro kazdé D > 0, D # d?, méa rovnice (V) alespori jedno celo¢iselné resent.

2

Dusledek. Kazda Pellova rovnice® ma mnozinu feSeni (x,y) pfesné ve tvaru

(p+qvD)" + (p —qVD)" (p+qVD)" — (p— ¢v/D)"
2 ’ 2D

pro pevné dana c¢isla p, ¢, an € N.

Zbyva jesté dat navod, jak to prvni nebo alespon jedno feSeni najit. Bude to zaro-
ven i naznak diikazu, Ze toto TesSeni existuje. Pro tyto tcely si ujednotime oznaceni.

Definice. Retézové zlomky budeme znadit zpiisobem

1 1
[a07a17a27"'7an]:a0+—1 a [a07a17...]:a0—|—717
a1+7 a1+7

IProzatim ,maximéalné“, pozdéji ,,pravé.
2S D #d?.
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PELLOVA ROVNICE

kde a1, as,--- € N.

. . v/ e v . p .
Definice. p,, ¢, jsou isla takova, ze nsn(p,,q,) =1 a Br = [ao, a1, ..., an].

Nyni si pomtizeme nékolika nedokdzanymi vétami. Zacind Spetka humusu.

Véta. Kazdé realné cislo r lze jednoznacné vyjadrit pravé jednim zpiisobem ve
tvaru r = [ag,a1,4as,...,a,] nebo r = [ag,a1,as,...]. Prvni zpusob je pro disla
racionalni, druhy pro iracionalni.

Véta. Kazdou iracionalni odmocninu v/ D Ize zapsat ve tvaru v D =

= lag,a1,az,...,ax_1,2a0] = [ag, a1, az,...,ax_1,2a0,01,0a2,...,05x_1,200,01,...].

Véta. Koeficienty ag, ay,... a ¢isla pg, p1,-.-;q0,q1,--. hledame pomoci téchto
rekurentnich vztahu (P, @, jsou dalsi pomocné posloupnosti):

Py =0, P, = ag, P, =a,1Qn-1+ P
2 D-P?
Qozl,leD—aO, Qn:m
P’n/
ap = | D], an = [ 205
Ppo = ag, p1 = agay + 1, Pn = GnPn—1+ Pn—2
g =1, ¢ =a, Qn = ApQn—1 + qn—2

A na co ndm to v8echno je? Odpovéd neni jednoduchd ;). Ale pomtZe ndm v ni
jedind véta, dalsi véta:

Véta. Pro cisla zadana rekurenci v predchozi vété plati vztahy:

Pndn—-1 — Pn—-14n = (_1)n+1,

P2 —Dgp = (-1)""'Qui1, (&)

Ted s ndpovédou, Ze pravé pro n = k (pfipomindme, Ze k je délka periody posloup-
nosti a,, u fetézovych zlomki) je Qr = 1, a detailnim shlédnutim identity (&) ndm
vyvstane, Ze jakmile najdeme periodu k, tak ¢isla qx—1, pr—1 (popfipadé gog—1, P2k—1)
jsou nejmensim feSenim zadané rovnice. Jak tato feSeni pouzivat a jestli jsou sku-
tecné FeSenimi, se dozvite na pfednésce (at zbude aspori st¥ipek tajemna nad timto
krasnym problémem).

A posledni véta je na zamysleni, jak ndm vyfeseni zdkladni Pellovy rovnice mize
pomoct i s dalsimi obecnéjsimi rovnicemi.

Véta. Necht existuje néjaké celociselné feseni rovnice x? — Dy? = +c, pak existuje
téchto reseni nekone¢né mnoho.
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Priklady

Piiklad 1. Reste v celych éislech 22 + 3% — 1 = 4xy.
Piiklad 2. Kdy je alespoii jedno z ¢isel 5a? + 4, ba? — 4 &tverec?

Priklad 3. Necht n je pfirozené &islo. Dokazte, ze pokud je ¢islo2 + 2v/28n2 + 1
celé, pak nutné musi byt ¢tvercem.

Piiklad 4. Dokazte, ze pokud rozdil dvou po sobé jdoucich tietich mocnin je n?,
pak 2n — 1 je ¢tverec.

Priklad 5. DokazZte, Ze pokud 3n + 1 a 4n + 1 jsou ¢tverce, pak n je nasobek 56.

Priklad 6. Pro ktera pfirozena ¢isla n je 3™ — 2 ¢tverec?

Literatura a zdroje

[1] http://mathworld.wolfram.com/PellEquation.html
[2] Frantisek Konopecky: Pellova rovnice, Olsanka, 2006.
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Feuerbachova kruznice a Eulerova primka

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. V prednésce predstavime dvé jednoducha a krasna tvrzeni o trojuhel-
niku, ktera lze nezfidka uplatnit v olympiddnich tlohéch, kterd si procvi¢ime na mnoha
ptikladech. Posléze se pustime do nékterych jejich hlubsich dusledki.

Feuerbachova kruznice a Eulerova piimka

Umluva (zékladni znaceni) Vétéinou budeme v AABC znaéit O stfed kruznice

Mvey

AB ozna¢me M4, Mp, MC. Paty Vysek z vrcholu A, B, C na strany BC), C’A, AB
budeme znacit Hy, Hg, He. Stiedy usecek HA, HB, HC budeme znaéit M4,
My, Myc. Stfed Feuerbachovy kruznice AABC budeme znacit N.

Umluva. Pokud definujeme nékolik bodti analogickym zptisobem, automaticky
vse délame ,po radé“; tedy jako prvni pojmenovavame stfed prvni zminéné tsecky
atd.

Lemma. (Obrazy orthocentra) Obrazy orthocentra H v osovych soumérnostech
podle stran AB, BC, C'A a ve stiedovych soumérnostech podle bodi M4, Mg, Mg
lezi na kruznici opsané trojihelniku ANABC.

S pomoci predchoziho lemmatu a stejnolehlosti nyni odvodime dvé klicova tvr-
zeni. Nenechme se ale mast — i pouhd znalost tohoto lemmatu nam v olympiddnich
prikladech muze ¢asto velmi pomoct.

Tvrzeni. (Feuerbachova kruznice, kruznice deviti bodi) V AABC lezi devét bodii
MA, MB, Mc, HA, HB, Hc, MHA, MHB,MHC najedné kruznici. Stred této kruznice
N je stredem uisecky OH a jeji polomeér je roven poloviné poloméru kruznice opsané

NABC.
Tvrzeni. (Eulerova pfimka) V ANABC lezi body H,T,O v tomto poradi na jedné

[HT| _
piimce, a to v poméru ‘OT‘ =2

Cvicéeni. Dokazte predchozi dvé tvrzeni. Pokud uz néjaké diukazy znate, dokazte
je jinak.
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Jak je vidét, Feuerbachova kruznice a Eulerova pfimka spolu tzce souvisi, spo-
juje je praveé dvojice stejnolehlosti, které prevadi kruznici opsanou na Feuerbachovu
kruznici. Nyni uz pfichazi ¢as na hromadu disledkt této elegantni dvojice tvrzeni.
V nasledujicich prikladech najdeme jak zajimavé olympiadni problémy, tak pékna
tvrzeni z geometrie trojuhelnika.

Body v previeku

Zac¢neme priklady, na které vlastné ani tolik geometrie potfeba neni - vétSinou staci
nahlédnout, ze nékteré body vystupuji v riznych trojihelnicich rtznymi zptsoby.
Casto nam také pomtize stejnolehlost, diky které neziidka lezi na jedné piimce vic
bodti, nez by se zprvu zdalo.

Priklad 1. Dokazte, ze Eulerovy pfimky trojihelniki AABC a
(1) AMsMpMc
(2) AMyaMupMuc
splyvaji.
Piiklad 2. (Hamilton’s Theorem) Mé&jme ¢tvetici trojahelnika AABC, AABH,

ABCH, ANCAH. Dokazte, Ze jejich Feuerbachovy kruznice splyvaji a jejich Eulerovy
piimky prochazi jednim bodem.

Priklad 3. Body dotyku kruznice vepsané NABC se stranami BC, CA, AB
ozna¢me D, E, F. Orthocentrum ADEF ozna¢me V. Pak body V, I, O lezi na
jedné primce. (Iran 1995)

Priklad 4. Méjme AABC sorthocentrem H. Uvazme opsisté trojihelnika AABH,
ABCH, ANCAH. Dokazte, Ze kruznice opsana trojihelniku tvofeného témito opsisti
ma stejny polomér jako kruznice opsanéd ptuvodnimu trojuhelniku.

Priklad 5. Stfedy kruznic pfipsanych ke stranam BC, CA, AB AABC ozna¢me
Ja, JB, Jo. Dokazte, ze stiedy tisecek JaJp, JpJo a JaJo lezi na kruznici opsané
NABC.

Priklad 6. V AABC ozna¢me stiedy kruznic opsanych trojihelnikim ABCO,
ANCAO, ANABO jako O4, Op, O¢c. Dokazte, ze stfed kruznice opsané AOAOp0O¢
lezi na Eulerové pfimce AABC.

Priklad 7. Méjme AABC' s vepsistém I. Uvazme stiedy jeho stran My, Mg, M¢.
Dokazte, Ze stied Feuerbachovy kruznice ABCT lezi na ose thlu <MgM4Mc.

Piiklad 8. (Fuhrmann Triangle) Stfedy kratsich obloukt BC, C'A, AB kruZnice
opsané AABC oznaéme S 4, Sp, Sc. Jejich obrazy v osové soumérnosti podle tisecek
BC, CA, AB ozna¢me K, L, M.V AABC ozna¢me I vepsisté a N stfed Feuerba-
chovy kruznice. Ukazte, Ze pfimka IN je Eulerovou pfimkou AKLM.
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Angle chasing neboli Ghleni

Pokud nas zrovna nenapada néjaky trik, c¢asto je nejjednodussim piistupem dopo-
¢itat nékteré thly. V geometrii (a v té olympiddni o to vic) je vSak typicky potieba
nejprve najit nékolik kruznic, které v tthleni pomohou. Casto se nékde v tloze néjaka
Feuerbachova kruznice schovava a jeji odhaleni a dokresleni nam vyrazné usnadni
praci — nékdy dokonce skoro samo o sobé piiklad vyftesi.

Priklad 9. Zkonstruujte AABC, méte-li danu jeho kruznici opsanou, vrchol A na
ni a jeho orthocentrum H.

Priklad 10. UvaZzme vSechny trojuhelniky s pevnou zakladnou a danym polomé-
rem kruznice opsané. Ukazte, ze se jejich Feuerbachovy kruznice dotykaji pevné
kruznice.

Priklad 11. V ostrothlém rtznostranném AABC oznaéme P patu A-vysky, H
kolmisté, O opsisté, D prusecik AO a BC a kone¢né M stied tsecky AD. Dokazte,
Ze pfimka PM prochézi stfedem tsecky OH. (MO-60-A-I11-5)

Priklad 12. Piimka p se dotyké Feuerbachovy kruznice AABC ve stfedu tsecky
BC. Pruseciky p s pfimkami AB, AC ozna¢me X, Y. Ukazte, Zze body B, X, C, Y
lezi na jedné kruznici.

Priklad 13. Ctyiahelnik ABCD je vepsan do piilkruznice s priomérem AB. Teény
vedené k pulkruznici body C, D se protnou v bodé E a thlopticky AC, BD v bodé
F. Ozna¢me M prusecik EF a AB. Dokaite, ze body E, C, M, D lezi na jedné
kruZznici. (China West 2010)

Priklad 14. Bud ABCD tétivovy ¢tyfthelnik a Hy, Hy orthocentra trojuhelniki
ABC, ABD. Dokazte, ze HiH; || CD.

Priklad 15. KruZnice vepsand AABC se stfedem I se dotyké jeho stran BC, C A,
AB v bodech D, E, F. Bud Y, Z priseciky pfimek DF, DE s rovnobé&zkou k BC
vedenou bodem A. Stredy tsecek DY, DZ pojmenujme F’, E’. Dokazte, Ze body
A, E, F, I, E' F'lez na jedné kruZnici. (American Mathematical Monthly)

Priklad 16. V AABC s orthocentrem H a opsistém O ozna¢me prisecik spojnice
stfedd tseéek BC, OH s osou Ghlu u vrcholu A jako X. Dokazte |[<AX H| = 90°.

Priklad 17. UvaZzme pfimku p, ktera prochazi stfedem usecky BC' a orthocentrem
nerovnostranného AABC. Tato piimka protne kruznici opsanou AABC' v bodech
A’, A”. Ukaizte, Ze orthocentra AABC, ANA’BC, AA” BC tvoii vrcholy pravouhlého
trojuhelniku.

Priklad 18. Mégjme AABC s Eulerovou pfimkou [ a zvolme dvé jeho strany C A,

CB. Uvazme jeho stfedni pt¥icku p prochazejici stfedy téchto dvou stran a spojnici

q pat vysek spusténych na tyto strany. Pfedpoklddejme, Zze p N q = C’. Ukazte, Ze

pak CC’ L 1. (Peru TST 2006)
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Priklad 19. V AABC se piimky AB, HHpg protinaji v X, pfimky BC, HgH¢
v Y aprimky CA, HocHa v Z. Dokazte, ze pak body X, Y, Z lezi na jedné pfimce,
které je kolmé na Eulerovu pfimku AABC.

Priklad 20. Ukazte, Zze Feuerbachovy kruznice trojice trojihelnikd, jez jsou ur-
Ceny vzdy opsistém, orthocentrem a jednim vrcholem daného trojuhelniku, maji dva
spole¢né body.

Priklad 21. Bud H orthocentrum AABC s kruznici opsanou w. Bod P leZici na
w je ruzny od A, B, C. Pruseéik piimek BH, AC oznaéme E. Af Q, R jsou body
takové, ze ¢tyruhelniky PAQB, PARC jsou rovnobézniky v tomto pofadi vrcholu a
primky AQ, HR se protinaji v X. Dokazte, ze EX || AP. (IMO Shortlist 1996)

Poméry mezi body

Casto na nas tuloha vybafne s n&jakymi poméry. Jejich spravnou interpretaci je
mnohdy chytie zvolenéd stejnolehlost. Pokud jsou navic takové body spjaté s Eu-
lerovou piimkou, nevdhdme, a vyuzijeme toho, co o ni znéme.

Priklad 22. V AABC ozané¢me D patu vysky na BC. Rovnobézka s BC' vedena
bodem A podruhé protne kruznici opsanou AABC v E. Dokazte, 7e pfimka DE
prochézi tézistém AABC. (IMO shortlist 2011, upraveno)

Priklad 23. DokaZte, Ze orthocentrum a opsisté daného ostrotthlého A ABC maji
stejnou vzdélenost od strany AB, pravé kdyz pro vnitini thly «, 8 pfi vrcholech A,

B plati rovnost tgatg 5 = 3. (MO-64-B-1I-3)
Priklad 24. Je ddn AABC s opsistém O, orthocentrem H a polomérem kruZnice
opsané R. Ukazte, ze |OH| < 3R. (APMO 1994)
Priklad 25. Je dan AABC s priimérem kruZnice opsané X X', t&zistém T a ortho-

centrem H. Ukazte, Ze piimka TX puli tsecku HX'.

Priklad 26. ABC je trojihelnik s opsistém O a kolmistém H riznym od O.
Ukazte, ze obsah jednoho z trojihelniki AAOH, ABOH, ACOH je roven souctu
obsaht zbylych dvou. (Asia-Pacific Mathematical Olympiad, 2004)

Isogonalita a Inverze

V mnoha tilohéach na inverzi se Feuerbachova kruznice rdda objevi a my ji mizeme
vyuzit k dokonceni tlohy. Neméné ¢asto nam ale inverze poodkryje dalsi zajimavé
vlastnosti Feuerbachovy kruznice.

Ze za¢neme piikladem, ktery uz byl v pfedminulé kapitole, neni ndhoda.

Priklad 27. Body dotyku kruznice vepsané AABC' se stranami BC, CA, AB

ozna¢me D, E, F. Orthocentrum ADEF ozna¢me V. Pak body V, I, O lezi na

jedné piimce. (Irdn 1995)
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Priklad 28. V ostrouhlém AABC pojmenujme F' obraz paty kolmice z B v osové
soumérnosti podle stfedni pticky Mg M. Dokazte, Ze O lezi na BF'. (IGO 2015)

Priklad 29. Méjme nerovnostranny AABC), stied kruznice jemu vepsané ozna¢me
I. Dokazte, ze IN 1 OH pravé kdyz je jeden z thla AABC roven 60°.
(skoro folklér)

Priklad 30. Mégjme AABC. Ozna¢me I stfed jemu vepsané kruznice [. Dotyky
kruznice [ se stranami BC, CA, AB ozna¢me P, (), R. Bud k kruZnice opsani
stfedtim stran trojihelniku APQR. Bud X # C priseéik pfimky CI a kruznice
opsané ANABC, bud Y priiseéik tsecky IX a kruznice k. Bud Z jeden z priisedikt
kruznice ! a kolmice k pfimce C'X vedené bodem Y. Dokazte, ze piimka X Z se
dotyké kruznice I. (PraSe)

Priklad 31. Na ptlkruZnici nad pramérem AB a se stfedem O zvolime body C, D.
Predpoklddejme, Ze se polopiimky AB a DC protnou v bodé M. Ozna¢me K druhy
prusecik kruznic opsanych trojihelnikim AOD a BOC'. Ukaite, ze |<M KO| = 90°.

(Rusko 1995)

Piiklad 32. (Feuerbach Theorem) Ukazte, ze Feuerbachova kruznice AABC' se
dotyka kruznice jemu vepsané i vsech jeho kruznic pfipsanych.

Poznamka. Dotyk kruznice deviti boda s kruznici vepsanou nazyvame Feuerba-
chiv bod AABC a znacdime jej F.

Piiklad 33. (Kosnitha Theorem) V AABC oznalme stiedy kruznic opsanjch
trojihelnikim ABCO, ANCAO, ANABO jako O4, Op, O¢. Pak se ptimky AO4,
BOg, CO¢ protinaji v jednom bodé Ko (nebo jsou rovnobézné).

Ponceletiiv bod

Na zacatku prednasky jsme diky Hamilton’s Theorem zjistili, Ze ma smysl mluvit
o Feuerbachové kruznici orthocentricke ¢tverice bodu - tedy takové ¢tvefice bodu A,
B, C, D, 7e kazdy z nich je orthocentrem zbylych ti¥i. Co se tahkle podivat na jinou,
libovolnou ¢tverici boda?

Definice. Orthocentrickd ¢tvetice bodu je ¢tverice ruznych bodd v roviné takova,
7e kazdy z nich je orthocentrem trojihelnika tvoreného zbylymi tfemi. Neorthocen-
trickd ¢tvetice bodu je necekané takova ctverice, kterd neni orthocentricka.

Je dobré si uvédomit, ze pokud je ¢tvefice bodt orthocentricka, je kazdy jeji bod
orthocentrem trojuhelnika tvofeného zbylymi tfemi. Bud tedy je kazdy bod zvolené
Gtvefice orthocentrem zbylych t¥i (a jednd se o orthocentrickou ¢tvefici), nebo neni
z&dny z nich orthocentrem zbylych t¥{ (a jedné se o neorthocentrickou ¢tvefici).

Tvrzeni. (Hamilton’s Theorem) Méjme orthocentrickou ¢tvefici bodit A, B, C, D.
Pak Feuerbachovy kruznice trojuhelniki AABC, AABD, ABCD, ANCAD splyvaji.
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Tvrzeni. (Poncelet Point) Méjme neorthocentrickou ¢tverici bodii takovou A,
B, C, D. Pak se c¢tverice Feuerbachovych kruznic trojihelnikai ANABC, ANABD,
ABCD, NCAD proting pravé v jednom bodé P, ktery se nazyva Ponceletiv bod
Ctyrihelniku ABCD.

Tvrzeni. Méjme neorthocentrickou ¢tverici bodii ABC D. Dale orthocentrum NABC
nazvéme H. Pak Ponceletovy body neorthocentrickych ¢étveiic ABCD, ABDH,
ACDH, BCDH splyvaji.

Tvrzeni. Méjme neorthocentrickou ¢tverici bodiit ABCD a jejich Ponceletiv bod
P. Oznac¢me paty vysek spusténych z bodu A na piimky CD, DB, BC jako Ag,
Ac, Ap. Pak bod P lezi na kruznici opsané NAgpAcAp.

Vsimnéme si, ze analogické tvrzeni plati také pro paty vysek z boda B, C, D.
Nalezli jsme tedy dalsi ¢tyfi kruznice prochézejici bodem P.

Tvrzeni. (Tonda a Kenny) Ponceletiiv bod neorthocentrické ¢tverice ABCD lezi
na kruznici opsané bodim X = ABNCD,Y = BCNAD, Z=ACnNBD.

Antigonal Conujugates

Vyuzijme nyni nabytych védomosti o Ponceletové bodé k tomu, abychom elegantné
definovali antigonalni dvojice bodt v trojahelniku. Tyto antigonal conjugates pritom
definujeme tfemi na prvni pohled riznymi zptsoby.

Definice. (Definice pied Poncelettiv bod) Méjme AABC a bod D rizny od ortho-
centra, ktery navic nelezi na kruznici opsané AABC. Obraz bodu D v osové sou-
mérnosti podle Ponceletova bodu étvefice ABC'D oznéime D’. Bod D’ nazjvame
antigonal conjugate bodu D vzhledem k AABC.

Definice. (Uhlova definice) Antigonal conjugate bodu D vzhledem k AABC (kde
D je rizny od H, nelezi na kruznici opsané AABC) je bod D’ jednozna¢né uréeny
nasledujici trojici rovnosti orientovanych tthli:

(AD',D'B) = —(AD, DB),
(BD',D'C) = —(BD, DC),
(CD',D'A) = —(CD, DA).

Definice. (Antigonalita, Isogonalita a Inverze) Bod E’ je obrazem bodu E v inverzi
podle kruznice opsané AABC (body E, E’ nesplyvaji s opsistém O). Déle Bod D je
isogonal conjugate bodu E vzhledem k AABC a bod D’ je isogonal conjugate bodu
E’ vzhledem k AABC'. Pak body D, D’ jsou antigonal conjugates.

Umluva. Pokud déle mluvime o bodu D a jeho antigonal conjugate D' v AABC
s orthocentrem H, automaticky pfedpoklddame, Ze bod D (a tedy i D’) je rizny od
A a nelezi na kruznici opsané AABC tedy ¢tverice ABCD, ABCD’ jsou neortho-
centrické.
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Nyni nésleduje sprska cvieni, ve kterych jsou shrnuta dillezita (ale nékdy i lehka)
pozorovani o Ponceletovych bodech a antigonal conjugates. Ne vSechna je ale nutné
délat poporadé, zejména k vyfeseni prvniho se hodi vysledky jingch.

Cviceni. Ukazte, Ze predeslé t¥i definice jsou vskutku ekvivalentni (a korektni).

Cviceni. Rozmyslete si, Ze (uvdZenim degenerovanych piipadi, které jsme v defi-
nici vynechali) ,orthocentrum je antigonal conjugate kruznice opsané“.

Cviéeni. Nahlédnéte, Ze bod D’ je antigonal conjugate bodu D pravé kdyz bod
D je antigonal conjugate bodu D’ (vzhledem k AABC).

Cviceni. Miame AABC, jeho orthocentrem H a bod D. Pak antigonal conjugates
bodu D vzhledem k AABC, NAABH, ABCH, ANCAH splyvaji.

Cvieni. V AABC s orthocentrem H mame dvojici antigonal conjugates D, D’.
Ukazte, ze:

(AD',D'H) = —(AD,DH),

(BD',D'H) = —(BD,CH),

(CD',D'H) = —(CD,DH).

Cviéeni. Body D, D’ jsou antigonal conjugates v AABC. Pak Ponceletovy body
&tvetic ABCD, ABCD' splyvaji.

Cviceni. Méjme NAABC a libovolny bod D rtizny od jeho vrchol a orthocentra.
Obrazy bodu D v osovych soumérnostech podle pfimek BC, C A, AB ozna¢me D 4,
Dp, D¢c. Nahlédnéte, Ze kruznice opsané ABCD 4, ACADg, ANABD¢ prochézi
jednim bodem.

Cviceni. Méjme AABC a libovolny bod D rtzny od jeho vrcholt a orthocentra.
Obrazy bodu D v osovych soumérnostech podle pfimek BC, CA, AB ozna¢me
D4, Dp, D¢, sttedy kruznic opsanych trojihelnikim ABCD 4, ACADg, AABD¢,
ADsDpgDc ozna¢me Sy, Sg, Sc, Sp. Ukazte, Ze obraz bodu Sp v inverzi podle
kruznice opsané trojuhelniku AS4SpSc je antigonal conjugate bodu D v AABC.

A co z toho?

Méame tedy docela hodné docela péknych vlastnosti, které jsou docela dost obecné.
Pojdme se ale podivat na néjaké priklady pouziti predchozi teorie. Pfece jen uz jsme
se ale dostali dal nez saha bézna olympiadni matematika, priklady tedy nebudou ze
soutézi - nékteré priklady dokonce budou pomérné nové véty z pokrocilych partii
geometrie trojuhelnika. Tak vzhiru na né!

Priklad 34. Ukazte, Ze Feuerbachovy kruznice trojice trojihelniki, jez jsou ur-
¢eny vzdy opsistém, orthocentrem a jednim vrcholem daného trojuhelniku, maji dva
spole¢né body.

Piiklad 35. Mé&jme AABC a jeho dva Fermatovy body X, X’ (body zkonstru-

ované prikreslenim t¥i rovnostrannych trojuhelnika z vnéjsku resp. z vnitiku ke
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strandm AB, BC, C'A a uvazovanim priseéikt jejich kruznic opsanych). Ukazte, Ze
stfed tsecky X X’ lezi na Feuerbachové kruznici AABC.

Priklad 36. KruZnice opsand priisecikiim os vnitfnich thli daného trojihelniku
s jeho protéjsimi stranami prochazi Feuerbachovym bodem tohoto trojihelniku.

Priklad 37. Ozna¢me [ vepsisté AABC a F, dotyk kruZnice vepsané s Feuer-
bachovou kruznici (Feuerbachtv bod). Stfedy kruznic pfipsanych ke strandm AC,
AB AABC ozantme Jg, Jo. Obrazy téchto bodu v osovych soumérnostech podle
primek AC, AB oznacme Y, Z. Prusecik pfimek BY, CZ oznacme K. Ukaite, Ze
F, je stfedem tusecky K.

Priklad 38. V tétivovém ¢étyfuhelniku ABCD oznaéme paty kolmic z D na AB,
AC jako X, Y. Orthocentrum AABC oznacme H. Pak pfimka XY pili isecku HD.

Priklad 39. Uvazujme kruznici opsanou AABC' s pramérem P(Q). Dile uvazujme
Simpsonovy piimky bodu P, @ vuci AABC. UkazZte, Ze jejich prusecik lezi na Feuer-
bachové kruznici AABC.

Priklad 40. Bud AABC, na jehoz strandch AB, BC lezi body P, Q tak, ze
¢tytahelnik APQC je tétivovy. Usecky AQ, C'P se protnou v X. Stiedy tisecek AX,
BX, CX ozna¢me K, L, M. Paty kolmic z X na AB, BC nazvéme S, T. UkazZte,
ze kruznice opsané ALSK a ALTM se protinaji na tsecce AC.

Tak si pojdme hrat!

Jak uZ jsme zjistili, pro nasi kruZnici a pfimku toho plati hodné. Doted jsme platna
tvrzeni délili do vétsich, logicky usporddanych kapitol (at uz olympiddnich, nebo
souvisejicich s pokrocilejsi geometrii trojihelnika). V této posledni ¢ésti je jednotici
myslenkou rozmanitost. Nebojte se prikladt, ale ani hintt — nékdy je tfeba pouzit
pomeérné netrividlni tvrzeni. Jesté nez se pustime do pfikladi, pfidame jedno lemma,
které je méné znamé a v jistych situacich ndm poskytne potiebny nadhled.

Lemma. (Anti-Steiner Point) Méjme AABC a libovolnou piimku p prohézejici
jeho orthocentrem H. Pak se obrazy piimky p v osovych soumérnostech podle primek
BC, CA, AB protinaji na kruznici opsané ANABC.

Priklad 41. Mséjme trojuhelnik AABC a jeho orthocentrum H. Tyto ¢tyfi body
uréuji Sest pfimek. Uvazujme mnozinu M vsSech kruznic, které se dotykaji néjaké
trojice z urc¢enych pfimek (takovych, ze vSechny t¥i neprochézeji jednim bodem).
Dokazte, Ze existuje kruznice, ktera se dotyka vsech kruznic z M.

Piiklad 42. UvaZujme ostrouhly AABC, pro ktery plati |[AB| < |AC|. Te¢na

prochézejici bodem A ke kruZnici w jemu opsané protind pfimku BC v bodé D.

Necht G je tézistée AABC a nechf pfimka AG protind kruznici w v bodé H # A.

Predpokladejme, Ze primka DG protina piimky AB a AC po fadé v bodech F a F.

Dokazte, ze |<EHG| = |[<GHF)|. (CPS 2016)
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Priklad 43. Uvnitf AABC je dan bod S. Dokazte, Ze stfedy stran BC, CA, AB,
stredy usecek AS, BS, CS a pruseciky ASN BC, BSNCA, CSN AB lezi vsechny
na jedné elipse.

Priklad 44. Uvazme AABC s patami vysek H4, Hg, Hc. Dokazte, ze Eulerovy
primky AAHgHc, ABHcH4, ANCH Hp se protinaji na Feuerbachové kruZnici
NABC.

Priklad 45. KruZnice vepsand AABC se stiedem I se dotyka jeho stran BC, C' A,
AB v bodech X, Y, Z. Obrazy téchto bodid v osovych soumeérnostech podle os Al
BI, CI ozna¢me X', Y’, Z'. Stiedy stran BC, CA, AB pojmenujme M4, Mg, Mc.
Ukazte, ze pfimky X'M,, Y' Mg, Z' M prochézeji jednim bodem.

Priklad 46. (First Fontené Theorem) Je ddn AABC se stfedy stran M4, Mg, Mc.
Zvolme libovolny bod P a paty vysek spusténych z P na BC, C A, AB oznaCme V4,
VB, Vo. Oznaéme X = MpMcNVeVe, Y = McMAaNVeVa, Z = MaMpNVAVE.
Pak se piimky AX, BY, CZ protinaji v jednom bodé R, ktery lezi na Feuerbachové
kruznici AABC a na kruZnici opsané AV, VpVe.

Piiklad 47. (Second Fontené Theorem) Je ddn AABC abod P, ktery se pohybuje
po pevné pifimce prochazejici opsistém O. Pokud oznacime paty vysek spusténych
z Pna BC, CA, AB jako V4, Vg, Vi, prochazi kruznice opsand AV4VE Ve pevnym
bodem R na Feuerbachové kruznici AABC.

Piiklad 48. (Third Fontené Theorem) Mséjme body P a @Q, které jsou isogonal
conjugates vzhedem k AABC s opsistém O. Pokud ozneCime paty vysek spusté-
nych z P na BC, CA, AB jako V4, Vg, V¢, kruznice opsand AV, VpVe se dotyka
Feuerbachovy kruznice AABC pravé kdyz body P, @, O lezi na jedné ptimce.

Zde si dovoluji ukoncit systém hintt, nebot hinty k nésledujicim problémtm by
byly nepfiméfené dlouhé. Nechavam je tedy jako zdroj volné zabavy.

Priklad 49. KruZnice vepsand AABC se dotyka jeho stran BC, CA, AB v bo-
dech D, E, F. Bud Dp, D¢ priseciky pfimek DF, DE s rovnobézkou k BC' vede-
nou bodem A. Analogicky definujme F¢, Ea, Fa, Fp. Ukazte, Ze Eulerovy pfimky
ADDgD¢, NAEEcE s, NFF4Fg prochazeji Feuerbachovym bodem AABC.

Priklad 50. (Lester’s Circle) Méjme rtznostranny AABC. Ukazte, Ze jeho op-
sisté O, stied Feuerbachovy kruznice N a oba Fermatovy body X, X’ leZi na jedné
kruznici.

Priklad 51. V AABC oznacéme O opsisté a I vepsisté. Dotyky kruZznice vepsané
se stranami BC', CA, AB ozna¢me D, F, F. Pak se obrazy pfimky OI v osovych
soumeérnostech podle DE, EF, F'D protinaji ve Feuerbachové bodé F. ptvodniho
trojuhelnika.

Priklad 52. Dotyky Feuerbachovy kruznice AABC s jejimi tfemi kruznicemi pfi-

psanymi (dotykajicimi se stran BC, CA, AB) oznaéme F,, F}, F.. Ukazte, Ze pak se

piimky AF,, BFy, C'F, protinaji v jednom bodé X. Pokud déle oznac¢ime v AABC
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vepsisté I, stted Feuerbachovy kruznice N a jeji dotyk s kruznici vepsanou F', lezi
body F, I, X, N na jedné pfimce v harmonickém ¢tyfpoméru.

Priklad 53. Kruznice opsana dotyktim kruznic pfipsanych A ABC prochézi Feuer-
bachovym bodem AABC.

Piiklad 54. (Schiffler Point) Stied kruznice vepsané AABC ozna¢me I. Dokazte,
ze Eulerovy pfimky trojuhelnikai AABI, ABCI, ACAI se protinaji v jednom bodé
S na Eulerové pfimce AABC.

Piiklad 55. (Exeter Point) Téznice AT, BT, CT v AABC protnou kruznici k
jemu opsanou podruhé v bodech X, Y, Z. Tecny ke k vedené body B, C se protnou
v bodé D, analogicky te¢ny vedené body C, A se protnou v F a teény vedené body
A, B se protnou v F. Ukazte, Ze piimky DX, EY, F'Z se protinaji na Eulerové
pfimce AABC.

Priklad 56. Stfedy stran BC, CA, AB daného trojihelnika s opsistém O a vep-
sistém I oznacéme My, Mp, Mc. Obrazy pfimky OI v osovych soumérnostech podle
stran AMaMpM¢ se pak protinaji v jednom bodé (Feuerbachoé bodé F,).

Priklad 57. Oznaéme F, Feuerbachtiv bod AABC a M4, Mg, M¢ stfedy jeho
stran. Pak jedna ze vzdalenosti F. M4, F.Mp, F.Mc je sou¢tem zbylych dvou.

Piiklad 58. Stfedni pficka AABC (s opsistém O a vepsistém I) rovnobéznd se
stranou BC protind osy vnitinich ihli u vrcholtt B, C' v bodech A4;, A.. Analogigicky
definujme body B, B,, C,, Cy. Ukaite, ze Eulerovy pfimky trojuhelniktit AA, A,
BB.B,, CC,C} se protinaji na Feuerbachové kruznici AABC.

Navody

1. Vzdy najdéte dvojici bodti, které lezi na Eulerové piimce ptivodniho i jiného
trojuhelniku. Je dobré se podivat tieba na rizna opsisté, kolmisté a devitiste.

2. Na Feuerbachové kruznici ptivodniho trojihelnika najdéte vzdy trojici bodi,
kterou prochazi i ta nova. Druhé vyplyva primo z prvniho, stac¢i se kouknout na
stfed vSech téchto kruznic.

3. Uvédomte si, ze ve vhodné stejnolehlosti se body V', I zobrazi na I, O.

4. Uvazme opsisté vSech t¥i trojuhelnika, které lze zkonstruovat diky stejnoleh-
losti podle spole¢ného devitisté. Bod H je dokonce opsistém vzniklého trojihelniku,
shodného s ptvodnim.

5. Kdo je tady Feuerbachovou kruznici trojihelniku J4JpJo?
6. Vepiste kruznici vzniklému trojihelniku. Pokud stéale nevite, podivejte se o tii
hinty vys.
7. Dokreslete obraz bodu A podle stfedu M 4. Podivejte se, kde se nachézi opsisté a
kolmisté trojuihelniku BCI, protoze oba tyto body vystupuji v néjakém trojtihelniku
na obrazku jako velmi znamé body.
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8. Ukazte, ze devitisté obou trojuhelnikt splyvaji a bod I je orthocentrem Fuhr-
manova trojuhelnika.

9. Co takhle zkonstruovat Feuerbachovu kruznici a podivat se, kde ji podruhé
protne AH?

10. Maji totiz pevny polomér a jejich stiedy lezi na jedné kruznici.

11. Zobrazte H na kruznici opsanou. ,Feuerbachovskd“ stejnolehlost dodéld zby-
tek.

12. Vyuhlete s pouzitim Feuerbachovy kruznice a tsekovych thlt.

13. Zamyslete se nad trojuhelnikem ABF'. Jaké mé orthocentrum? A kde ma svou
Feuerbachovu kruznici?

vvoey

dokreslite jesté dvé vhodné téznice, bude vymalovano.

15. No jaka kruznice to asi bude? S trochou nadhledu je to zjevné - Feuerbachova.
Bude se hodit orthocentrum trojithelnika DY Z.

16. Dokreslete stied tsecky AH a pohrajte si s prislusnou Thaletovou kruznici.
17. Nejprve najdéte pravoihly trojuhelnik AA’A” a pak si rozmyslete, ze vlastné
hledame jen jeho posunuti.

18. Dokreslete druhy priseéik X pfimky CC’ s kruznici opsanou a ukazte, ze stied
usecky X C je patou hledané kolmice, pfi¢emz pouzijte kruznice nad praméry CO,
CH.

19. Dokreslete vSechny t¥i Thaletovy kruznice nad stranami trojihelnika a nahléd-
néte, ze zminéné tii body lezi na chordale kruznice opsané a Feuerbachovy kruznice.

20. Jednim z bodu je trivialné stied tisecky OH. Prozradime, ze druhy lezi na
Feuerbachové kruznici ptivodniho trojthelnika.
21. Uvazte orthocentra trojuhelnikit ABC', PBC. Pomoci vhodného posunuti ukazte,
7ze H je orthocentrem trojuhelnika AQR, takze <<H X A je pravy. Douhlete.
22. Dokreslete A-téznici a pomoci podobnych trojuhelniku dopoctéte pomeér, ve
kterém DFE onu téznici déli.
23. Rozmyslete si, ze Eulerova pfimka je rovnobézné se stranou, pravé kdyz ortho-
centrum lezi ve tfetiné vysky. To ale fikd dana rovnost.
24. Dokreslete Eulerovu pifimku a tézisté. Déle si uvédomte, ze |OG| < R.
25. Uvazte dvojici stejnolehlosti se sttedy T', H (nebo si uvédomte, ze T'O je téZnice
trojihelnika HX X').
26. Vsechny t¥i trojuheniky maji spole¢nou zékladnu. Z vrcholt spustte vysky na
Eulerovu pfimku. Dokreslete tézisté a spustte navic kolmici ze stfedu té spravné
strany. Dvé lehké stejnolehlosti uz praci dokonci.
27. Kam se zobrazi kruznice opsana v inverzi podle vepsané?
28. Je tfeba thlit pfiéemz mizeme pouzit isogonalitu O, H. Feuerbachova kruznice
nam piitom mize praci zpfijemnit.
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29. Zbavte se bodu N a nésledné dokazte obé implikace s vyuzitim skutec¢nosti, ze
body O, H jsou isogonal conjugates. Deltoidy jsou pékné.

30. Invertujte podle kruznice [ a zajimejte se zejména o zbylé dvé zadané kruznice.
31. Invertujte podle dané Thaletovy kruznice.

32. Invertuje podle Thaletovy kruznice nad tseckou danou dotykem vepsané a
pripsané k jedné ze stran trojuhelnika.

33. Pomoci vbe inverze ukazte, ze Ko je isogonal conjugate devitisté V.
34. Ano, tenhle ptiklad je tu uz podruhé, ale ted je naprosto trivialni.
35. A nejsou tieba ¢istou ndhodou ty dva body antigonalni piatelé?

36. Uvazte Ctvefici sestavajici z vrcholt trojuhelnika a jeho vepsisté. Kde je jeji
Ponceletav bod?

37. Pouzijte pfedchozi hint. Dale pomoci vhodné dokreslenych kruznic ukazte, ze
bod K je antigonal conjugate bodu I.

38. Ano, je to degenerované, ale je to tak! Popisovany prusecik je Ponceletiv bod
P étvetice ABC'D a Simpsonova piimka jednou z kruZznic, kterd jim prochdzi (rov-
né7 jim zjevné prochazi Feuerbachova kruznice piivodniho trojihelniku). Bod H je
wantigonal conjugate kruznice opsané“, presnéji H je obraz D podle P.

39. Pouzijte minuly hint. Dale obecné vyjadrete tihel svirany dvéma Simpsonovymi
piimkami v zavislosti na oblouku mezi dvéma body, které je generuji.

40. Ukazte, Ze Ponceletuv bod boda A, B, C, D lezi na tseéce AC kdyZz body
ADNCB,CDNAB, A, C lezi na jedné kruznici.

41. Zkombinujte Hamiltonovu a Feuerbachovu vétu.

42. Pouzijte dvojici harmonickych ¢tyrpomért a pak dokreslete Feuerbachovu kruz-
nici.
43. Pomoci afinniho zobrazeni buno feknéte, ze S je kolmisté.

44. Tyto primky prochazeji stfedy spojnic orthocentra s vrcholy ptuvodniho troj-
thelniku.

45. Ukazte, ze se jednd o Feuerbachiiv bod F.. Body X', Y', Z’ zjevné lezi na
kruznici vepsané. Pak staci uvazit stejnolehlost, ktera prevadi Feuerbachovu kruznici
na vepsanou.

46. Dokreslete druhy pruse¢ik kruznic nad poloméry AO, AP (ktery je Miquelo-
vym bodem néjakého ¢tyfthelniku na obrazku) a navic dokreslete priisec¢ik primky
PV, s druhou dokreslenou Thaletovou kruznici. Nakonec najdéte rovnoramenny li-
chobéznik jehoz vrcholem je V4, oba dokreslené body a hledany priisecik. V ném se
pak protinaji obé ptivodni kruznice.
47. Vsimnéte si, Ze se jednd o Anti-Steinertv bod nasi pevné pfimky vzhledem
k trojihelniku danému stfednimi prickami.
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48. Pouzijte Second Fontené Theorem spoleéné se Six Feet Theorem (paty vysek
z bodti P, P’ lezi na jedné kruZnici se stifedem ve stfedu usecky PP’). Prisecéiky
nasich dvou kruznic splyvaji pravé kdyz splyvaji Anti-Steinerovy body bodt P, P’.
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Hallova véta

Vikl NEMECEK

ABSTRAKT. Hallova véta je pomérné slozité znéjici tvrzeni z teorie grafu. Na pred-
nasce si ukdzeme, ze je vlastné docela intuitivni. Potom se podivame na nékteré jeji
aplikace.

Definice. Necht M je kone¢ny systém! kone¢njch mnozin. Necht N je sjednoceni
vSech mnozin m € M. Potom funkci f: M — N nazveme systém ruznijch reprezen-
tanti pravé tehdy, kdyZ je prostd a soucasné Vm € M : f(m) € m .

Definice. Bud G = (V, E) graf a bud M C E mnozina dvojic vrcholti G. Pak M
nazveme pdrovdni v grafu G pravé tehdy, kdyz je kazdy vrchol G v nejvyse jedné
dvojici v M.

Definice. Méjme graf G = (V, E). Tento graf nazveme bipartitni, pravé kdyz lze
vSechny jeho vrcholy rozdélit do dvou disjunktnich mnozin X, Y tak, Ze mezi zadnymi
dvéma vrcholy patficimi do stejné mnoziny nevede hrana. Mnozindm X a Y budeme
tikat partity grafu G.

Véta. (Hallova) Necht M je kone¢ny systém konecnych mnozin. Pak plati, ze M
ma systém riiznych reprezentanti pravé tehdy, kdyz pro kazdou F' C M a sjednoceni
vSech jejich prvkia UF plati |UF| > |F|.

Véta. (Hallova, bipartitni formulace) Necht G = (V, E) je bipartitni graf s parti-
tami X aY. Pak ma G parovani obsahujici vsechny vrcholy partity X pravé tehdy,
kdy?z pro kazdou M C X plati, Ze z ni vedou hrany k alespori |M| riznym vrcholiim
Y.

Predtim, nez provedeme dikaz, formulujeme vétu jesté potteti, tentokrat jako
tlohu, ktera bude o néco jednodussi na predstavu.

Méjme néjakou mnozinu robotd R a mnozinu baterek B. Kazdy robot je kom-
patibilni s néjakymi baterkami, pfi¢emz libovolna mnozina robott je dohromady
kompatibilni alespon s tolika baterkami, kolik jich je. Ukazte, Ze je mozné dat kaz-
dému z nich néjakou baterku tak, aby kazdy robot dostal baterku, se kterou je
kompatibilni a zadni dva roboti nedostali tu samou baterku.

INéco jako mnozina, akorat se v ném mtizou opakovat prvky.
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Cviceni. Vsimneme si, Ze tato tloha neni Uplné ekvivalentni s Hallovou vétou.
Hallova véta je ekvivalence a tloha po nas chce pouze jednu implikaci. Jednd se
vsak o tézsi z implikaci, opacny smér si lze jednoduse rozmyslet.

Diikaz. Vyrok ,libovolnd mnozina roboti je dohromady kompatibilni alespon s to-
lika baterkami, kolik jich je“ nazveme péarovaci podminkou a v dalsim textu ho
budeme zkracovat jako PP.

Provedeme dtikaz indukci podle poctu robotii.

Mame-li pouze jednoho robota, pak PP fika, Zze tento robot je kompatibilni s ale-
spon jednou baterkou, takze mu néjakou takovou muzeme dat a tim je tloha vyre-
Sena.

Nyni necht je tvrzeni dokdzéno pro v8echny pocty robot mensi nez n a dokazme
ho pro n. Rozdélime si vSechny mozné situace na 2 ptipady.

(1) Nerovnost z PP je pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu R splnéna
ostfe. V takovém pripadé miizeme vzit libovolného robota a dat mu libovol-
nou baterku, se kterou je kompatibilni. Pro ostatni roboty a ostatni baterky
je PP ur¢ité nadale splnéna (i kdyZz uz ne nutné ostie), a umime je tedy
sparovat z indukéniho predpokladu.

(2) Existuje neprazdna vlastni podmnozina R (ozna¢me si ji R'), pro kterou je
PP splnéna neostie, tedy existuje pravé |R’| baterek, které jsou kompatibilni
s alesponi jednim robotem v R’. Mnozinu baterii kompatibilnich s alespon
jednim robotem v R’ si oznadime B’. Robotiim z R’ umime podle indukéniho
predpokladu néjak rozdat baterky z B’ (vS§imneme si, ze |B’| = |R/|, bude
se ndm to pozdéji hodit). Abychom uméli robottum z R \ R’ rozdat baterky
z B\ B’, musime dokézat, Ze i pro tyto mnoziny robottl a baterek je splnéna
PP.

Pro spor pripustme, ze existuje S C R\ R’ takovd, Ze roboti z S jsou
dohromady kompatibilni s méné nez |S| baterkami z B \ B’. Ozna¢me T
mnozinu vSech takovych baterek. Nyni tvrzeni, jehoZz spornost se snazime
dokazat, ¥ika |T'| < |S|. V puvodni situaci byli ale v8ichni roboti z T' kompa-
tibilni pouze s baterkami v S U B’. Roboti z R’ jsou ale kompatibilni pouze
s baterkami v B’. Z toho, Ze pro celé R a B plati PP, odvodime, Ze musi
platit |SU B’| > |T'U R'|. Vzhledem k tomu, Ze mnoZiny S a B, resp. T a
R’ jsou disjunktni, plati i |S|+ |B’| > |T| + |R'|. A protoze |B’| = |R/|, tak
|S| > |T|. Tedy neplati |T'| < |S|, coZ je hledany spor. Ukézali jsme, Ze i pro
R\ R a B\ B’ plati PP, a protoze R’ je neprazdna, plati |[R\ R'| < |R| a
tedy mizeme aplikovat indukéni predpoklad. O

Uloha. Mgéjme Sachovnici n x n a na ni véZe rozmisténé tak, Ze v kazdém sloupci i
radku jich je pravé k < n. Dokazte, Ze bez ohledu na hodnoty n a k lze véze rozdélit
do k mnozin tak, aby v kazdém sloupci i fadku byla z kazdé mnoziny pravé jedna
VeZ.
Reseni. Budeme postupovat indukei podle k.
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Pro k = 1 mizeme dat vSechny véze do jedné mnoziny a tim je tiloha vyreSena.
Nyni méjme tvrzeni dokdzané pro vSechna k < m a ukdZeme, Ze i pro k = m
plati. M&jme bipartitni graf G takovy, Ze vrcholy z jedné partity (ozna¢me si je X)
odpovidaji sloupctim Sachovnice a z druhé (oznacme si je V) fadktum. Mezi vrcholem
z € X ay €Y bude hrana pravé tehdy, kdyz na poli¢ku (z,y) je véz. Nyni pokud
bychom ukézali, Ze tento graf mé péarovani obsahujici celou partitu X (a protoze
|X| = |Y| tak i celou partitu Y), mohli bychom prohlésit véze odpovidajici hrandm
tohoto parovani za jednu z hledanych mnozin a ostatni rozdélit do k¥ — 1 mnozin
podle indukéniho pfedpokladu.

Ukdzeme, ze v G je splnéna PP. Bud X' n&jakd mnoZina sloupct. V nich je
dohromady |X’| -k vézi. Libovolny fadek ale mtize obsahovat nejvyse k z nich, nebot
v kazdém fadku lezi dohromady pravé k vézi. Téchto |X'| - k vézl tedy urcité lezi
v alesponi | X'| riiznych Fadcich, coz jsme chtéli ukdzat. O

Piklady

Piiklad 1. Necht G(V, FE) je bipartitni graf s partitami X a Y, ve kterém pro
kazdou M C X plati, Ze z ni vedou hrany k alesponi |M — 2| vrcholim Y. Ukazte,
ze G méa parovani obsahujici vSechny vrcholy partity X kromé nejvyse dvou.
Priklad 2. Ukazte, ze pro kazdé k > 1 mé kazdy bipartitni graf, jehoz kazdy
vrchol mé stupen pravé k, parovani obsahujici vsechny vrcholy.

Priklad 3. Mgéjme bipartitni graf s partitami X a Y takovy, Ze pro kazdou hranu

plati, Ze jeji koncovy vrchol v partité X ma stupen vétsi nebo roven stupni koncového
vrcholu v partité Y. Ukazte, ze graf ma parovani obsahujici celou partitu X.

Méné primocaré aplikace

Priklad 4. Necht jsou z1,x9,...,z, logické proménné (tedy proménné, za néz
dosazujeme vzdy bud ,pravda® nebo ,nepravda®). Bud V vyrok, ktery obsahuje
konjunkei klauzuli, pficemz kazd4 klauzule je disjunkci pravé tii (ne nutné riiznych)

proménnych x1,ws,...,Z,, z nichz kazd4d mize byt pouzita bud normélné, nebo
v negaci. Vime, ze kazda z proménnych 1, o, . . ., z, se ve V vyskytuje praveé trikrat.
Ukazte, ze existuje ohodnoceni proménnych x1,xs,...,x, takové, ze cely vyrok V

je pravdivy.

Piiklad 5. Méjme tabulku n X n vyplnénou nezdpornymi redlnymi ¢isly. Navic je
soucet ¢isel v kazdém tadku ¢i sloupci roven jedné. Dokazte, ze mtizeme vybrat n
policek tabulky tak, aby v kazdém fadku i sloupci bylo vybrané pravé jedno policko
a navic v zadném z vybranych poli¢ek nebyla napsana nula.

Priklad 6. Méjme tabulku n x n, jejiz prvnich k fadka je vyplnéno ¢isly 1 az n
tak, ze je kazdé ¢islo v kazdém z prvnich k radkt pravé jednou a v kazdém sloupci
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nejvyse jednou. UkazZte, ze ji 1ze doplnit tak, aby bylo kazdé ¢islo od 1 do n v kazdém
rfadku i sloupci pravé jednou.

Priklad 7. Mistrovstvi ve fotbalu se tcastnilo 2n tymu. Celé mistrovstvi trvalo
2n—1 dnu a kazdy z téchto dnt hral kazdy tym pravé jeden zapas. Za celé mistrovstvi
hral kazdy tym s kazdym jinym pravé jednou. FrantiSek byl na mistrovstvi jako
divék a kazdy den se Sel podivat na jeden zapas. Ukazte, Ze bez ohledu na to,
jak dopadla jednotlivd utkdni a které dny byly které zdpasy (pii zachovani vyse
zminénych pravidel), mohl Frantisek sledovat vyhru 2n — 1 réiznych tymd.
(Putnam 2012 B3)

Priklad 8. Méjme rovinny graf G, ktery neobsahuje tplny graf na 3 vrcholech jako
podgraf. Dokazte, Ze 1ze hrany tohoto grafu zorientovat tak, aby z kazdého vrcholu
vychézely nejvyse dvé.

Piiklad 9. Méme mnoZinu n = ¢2+41 bodt. Kazdému bodu u je pfifazena mnozina
barev L(u), kterd mé ¢ + 1 prvka tak, Ze pro kazdé dva rtzné body u, v plati
|L(u) N L(v)| < 1. Dokazte, Ze body lze obarvit tak, aby kazdy bod u dostal barvu
z L(u) a rtzné body byly obarveny rtiznymi barvami. (MKS 21-2-7)

Piiklad 10. Na planeté je 2" zemi (n > 3). VSechny tyto zemé maji vlajku ve tvaru
tabulky n x 1, jejiz policka jsou vybarvena zlutou a modrou barvou tak, ze zadné dvé
zemé nemaji stejnou vlajku. Skupinu zemi nazveme diverzni, pokud z ni lze vybrat
n riznych zemi tak, abychom pti poskladani jejich vlajek pod sebe v urcitém poradi
dostali ¢tverec n x n s (alespoii jednou) jednobarevnou diagondlou. Spoctéte, kolik
nejméné zemi musi ve skupiné byt, aby uz byla urcité diverzni. (ISL 2010 C3)

Navody

1. Zkuste pridat néjaké nové vrcholy.

5. 7 tadkd mize byt jedna partita bipartitniho grafu a ze sloupcii druha. Co budou
hrany?

8. Kromé Hallovy véty se bude hodit i nerovnost mluvici o po¢tu hran v rovinnych
grafech vyplyvajici z Eulerova vzorce.

9. Pii dikazu sporem stac¢i ukazat, Ze jedna barva je v mnoziné L(u) alespoii pro
q + 2 riznych vrchold .

10. Udélat spravny dolni odhad je pomérné jednoduché. Tentokrat nebude stacit
jeden graf, budeme potiebovat hned dva, ovSem na stejnych vrcholech. Pti dikazu

sporem pres Hallovu vétu je potom potfeba rozebrat zvlast ptripady, kdy mnoziny,
kvuli kterym ani jeden z grafu nespliuje PP, maji prazdny resp. neprazdny prunik.
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Uvod do Ramseyovy teorie

VASEK RozHON

ABSTRAKT. Vé&dél jsi, ze housenky byvaji zbarvené tak, ze pfipominaji rostlinu, na
které se pasou? Zkus si néjakou housenku nakreslit a pokus se jeji ¢lanky vybarvit
tfemi barvickami tak, aby se v obarveni nevyskytovaly zadné pravidelnosti, které by
nebohého tvora mohly prozradit. Asi ti to moc neptjde — tu se vyskytne stejna barvicka
tikrat vedle sebe, jindy ¢tyfi stejné barvicky v pravidelnych vzdalenostech od sebe.
Prekvapivé to ani jinak byt nemitze, jak tvrdi van der Waerdenova véta. Existuje cely
matematicky obor zabyvajici se faktem, ze velké objekty casto obsahuji pravidelné
podstruktury. A pravé tohoto oboru (nazyvaného také Ramseyova teorie) se v této
dvojprednasce dotkneme.

Ramseyova véta

Ze vseho nejdfiv zacneme tvrzenim, které moznd znas pod nazvem Dirichlettiv prin-
cip (v angli¢ting také pigeonhole principle a v néméiné zase Schubfachprinzip).

Tvrzeni. (Princip holubniku) V r Suplicich se usidlilo kr + 1 holubt. V alespoii
jednom z nich se jich ted mackd alespor k + 1.

Daéle budeme pokracovat Ramseyovou vétou, podle které se cely matematicky
obor nyni jmenuje. Ta zase tvrdi, Ze prijde-li na vecirek dost velky pocet hosti,
nalezneme pét z nich tak, Ze se kazdi dva z této pétice znaji, nebo se neznaji zadni
dva.

Véta. (Ramseyova) Pro kazdé k a b existuje n takové, ze pokud libovolné obarvime
hrany uplného grafu na n vrcholech b barvickami, nalezneme v ném vzdy jednoba-
revny uplny podgraf na k vrcholech.

Cviceni 1. Rozmysli si, Ze Uplny graf na Sesti vrcholech s hranami obarvenymi
dvéma barvami vZdy obsahuje jednobarevny cyklus délky tfi. Jsi-li v rozverné nalade,
rozmysli si, ze obsahuje i jednobarevny cyklus délky ¢tyfi.

Cvicéeni 2. Anicka a Béra stfidavé barvi hrany tplného grafu na Sesti vrcholech.
Vyhravé ta, ktera prvni obarvi cyklus délky tii svou barvou. Pro¢ hra nemize skoncit
remizou a kdo vyhraje, za¢ina-li Anicka?
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Cviceni 3. Dokaz, ze pro kazdé k a b existuje n takové, Ze obarvime-li néjak hrany
uplného bipartitniho grafu s partitami velikosti n pomoci b barvicek, nalezneme
v ném vzdy jednobarevny uplny bipartitni podgraf s partitami velikosti k.

Cviceni 4. Na kazdém policku étvercové tabulky bydli holub, nebo housenka.
Diagonalu tabulky tvoii policka lezici v i-tém Fadku a i-tém sloupci (pro vSechna
1). Vybereme si néjakych n sloupci a n fadkd z pivodni tabulky a podivdme se
na policka na priisecicich téchto radkt a sloupct, ta tvofi ¢tvercovou podtabulku
velikosti n. Dokaz, Ze:

(1) Pokud je ptvodni tabulka dost velkd, najdeme v ni podtabulku se stranou
dlouhou deset policek, na které bydli jen holubi, nebo jen housenky.

(2) Pokud navic pozadujeme, Ze vybereme-li i-ty fadek, musime zaroven vybrat
i -ty sloupec, predchozi tvrzeni neplati.

(3) Nyni plati stejnd podminka jako v pfedchozim bodu, ale sta¢i ndm, ze pokud
podtabulku rozdélime na tii ¢asti — policka na diagonale, nad diagonalou a
pod diagondlou — v kazdé ¢asti bydli pouze zviratka jednoho druhu. Dokaz,
7e nyni podtabulku se stranou délky deset najit umime. (Zkus tlohu nejprve
vyfesit pro tabulku symetrickou podle diagondly.)

(4) Nyni z pavodni tabulky vystfihneme souvisly ¢tverecek o strané délky de-
set. Milze se stat, ze af uz je puvodni tabulka jakkoli velkd, zadny takovy
Ctverecek obydleny stejnymi zvifatky v ni nenajdeme?

Cviceni 5. (tézké) Dokaz, ze obarvime-li b barvickami vSechna p¥irozena disla,
najdeme mezi nimi jednobarevnou trojici x, y, z takovou, ze z+y = z. Co kdybychom
hledali ¢tvetici, pro kterou plati z + y + z = u?

Ramseyova véta se vztahuje i na obecnéjsi struktury, nez jsou grafy. Pokud na
soustiedéni prijede dostatecny pocet icastnik® a organizatori si pro kazdou trojici
ucastnikti rozmysli, jestli tvofi vhodny tym na vysadek, nebo ne, dokazi najit sku-
pinku deseti tcastniki takovou, ze kazda trojice z nich vybrana je vhodna, nebo
vhodna neni zadna takova trojice.

Véta. (Ramseyova véta pro p-tice) Pro kazdé k, b a p existuje n takové, Ze pokud
libovolné obarvime vSechny p-tice mnoziny s n prvky pomoci b barvicek, nalezneme
v ni vzdy podmnozinu velikosti k takovou, Ze vSechny p-tice z této podmnoziny maji
stejnou barvu.

Hilbertovo lemma

Déle se budeme vénovat vétam podobnym té Ramseyové, které zabezpecuji, ze urcité
velké objekty obsahuji néjakou strukturu. Asi nejstarsi takovou vétou je Hilbertovo
lemma z konce 19. stoletil.

INageho letopoétu.
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Definice. (Krychlickova posloupnost)  Krychlickovd posloupnost délky [ a dimenze
s pro Cisla ag,dy,dso, ..., ds je mnozina vsech ¢isel ve tvaru

ap + ki -dy+ke-do+ -+ ks ds,

kde kazdé k; nabyva hodnot mezi 0 a [ — 1 véetné.
Priiklad. Krychlickova posloupnost dimenze jedna je aritmetickou posloupnosti.

Véta. (Hilbertovo lemma pro ¢isla) Pro jakékoli s a b existuje dostatecné velké n
takové, ze obarvime-li néjak cisla od jedné do n pomoci b barvicek, najdeme v ramci
téchto n cisel jednobarevnou krychlickovou posloupnost délky dva a dimenze s.

Cviceni 6. (tézké) Dokaz pfedchozi vétu.

Véta. (Hilbertovo lemma pro mnoziny) Méjme libovolné s, b a mnozinu X, jejiz
vSechny podmnoziny libovolné obarvime pomoci b barvicek. Je-li X dost velka, exis-
tuji jeji podmnoziny Ag, A1, ..., A, které jsou viechny neprazdné a disjunktni? a
pro které plati, Ze kazdé sjednoceni Ay s néjakou podmnozinou {A;, As, ..., As} ma
stejnou barvu.

Cviceni 7. Uvédom si, ze pfedchozi véta plati pro s = 1.
Cviceni 8. Predpoklddej platnost predeslé véty a dokaz ji s pfidanou podminkou,
ze velikost Ay musi byt alespon sto.

Cviceni 9. Méjme mnozinu X a jeji podmnozinu Y, |Y| = 100. Dokaz, Ze pokud
je X dostatecné velka, existuji a,b € X \ 'Y takova, ze pro vSechna Z C Y je barva
aU Z stejné jako barva bU Z. Jinymi slovy vSechna rozsifeni a a b do Y maji stejnou
barvu.

Cviceni 10. (tézké) Dokaz Hilbertovo lemma pro mnoziny.

Cviéeni 11. Uvédom si, jak spolu souvisi obé verze Hilbertova lemmatu a odvod
variantu pro ¢isla s pomoci varianty pro mnoziny.

Van der Waerdenova véta

Nakonec se podivame na vétu, kterd zajistuje, Ze p¥i barveni pfirozenych ¢isel nutné
dostavame dlouhé aritmetické posloupnosti.

Véta. (van der Waerdenova) Pro jakdkoli pfirozend ¢isla | a b existuje dostatecné
velké n takové, ze pokud libovolné obarvime ¢isla od jedné do n pomoci b barvicek,
najdeme vzdy v ramci téchto n ¢isel jednobarevnou aritmetickou posloupnost délky
l. Navic nejmensi takové ¢islo n nazvéme W (l,b).

Cvi€eni 12. Uvédom si, ze plati: W(1,0) =1, W(2,b) =b+1a W(l,1) =1.

2Tj. prinik kazdé dvojice je prazdna mnozina.
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Tvrzeni. W(3,2) <5-(2-2°+1).

Ndvod. Zacneme s useky po sobé jdoucich ¢isel délky pét — uvédom si, Ze v nich
najdes aritmetickou posloupnost délky t¥i, jejiz prvni dva ¢leny maji stejnou barvu.
Predpokladame, ze tieti ¢len ma opac¢nou barvu.

V druhém kroku je potfeba za sebe poskladat dostatecny pocet péticifernych
blokt. Kdyz jich bude 33, mame uz jistotu, ze dva bloky budou stejné. V téchto
dvou blocich ted mtizeme stejnym zpisobem aplikovat pfedchozi argument. Nakonec
sta¢i najit dvé vhodné posloupnosti délky tii konéici ve stejném cisle. Uvédom si, ze
kvuli tomuto tfetimu ¢islu je potieba pridat dalsich 32 bloka délky pét.

Cviceni 13. Uvédom si, ze jsme byli nehospodérni, nebot W (3,2) = 9.
Tvrzeni. W(3,3)<7-(2-3"+1)-(2- 37:(2:37+1) 4 1).

Ndvod. Zacneme jako v pfedchozim pfipadu a zkonstruujeme dvé jednobarevné
posloupnosti délky tii ,mifici“ do stejného cisla. To ale miiZze byt obarveno treti
barvickou. Je tedy tieba vzit cely blok délky 7-(2-37 + 1), na kterém funguje nase
konstrukce, a zkopirovat ho dostkrat za sebe, abychom méli jistotu, ze najdeme dva
stejné obarvené. Nakonec najdeme t¥i posloupnosti mirici do stejného cisla.

Definice. (Krychlickova posloupnost s okraji) Okraj krychlickové posloupnosti je
krychlickova posloupnost vznikla tak, ze nékolik prvnich indexu ki, ... ,k; pavodni
posloupnosti polozime rovny ! (a ostatni ddle nechdme nabyvat vsech hodnot mezi
0 al—1 vCetné).

Krychlickova posloupnost s okraji je jednobarevna, jestlize jsou vSechny jeji prvky
obarveny stejnou barvou a zérovei je jednobarevny kazdy jeji okraj (kazdy okraj ale
miize byt obarven jinak).

Priklad. Krychlickova posloupnost dimenze s ma s okraju. Poslednim okrajem je
vzdy jediné ¢islo.

Cviceni 14. Zkus zobecnit pfedchozi konstrukce pro W (3, k) s libovolnym k. Uvé-
dom si souvislost s Hilbertovym lemmatem pro ¢isla.

Véta. (van der Waerdenova pro krychli¢kové posloupnosti)

Pro jakakoli prirozena cisla l, b a s existuje dostatecné velké n takové, ze pokud
libovolné obarvime cisla od jedné do n pomoci b barvicek, najdeme vzdy v ramci
teéchto n cisel jednobarevnou krychlickovou posloupnost délky | a dimenze s. Navic
nejmensi takové ¢islo n nazvéme W (l, s, b).

Tvrzeni. W(l,s+1,b) < W(l,s,b)- W(l,1,bWEs0)),
Tvrzeni. W(l+1,1,0) <2-W(,b,b).

Cviceni 15. Uvédom si, Ze z pfedchozich dvou tvrzeni uz lze matematickou indukci
dokézat van der Waerdenovu vétu.

Existuji rizné silnéjsi varianty van der Waerdenovy véty, jednou z nich je Greenova-
Taova véta dokdzana v roce 2004.
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Véta. (Greenova-Taova) Existuji libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti slo-
zené pouze z prvocisel.

Navody

3. Staci dvakrat aplikovat princip holubniku. Nejprve zvol jednu partitu dosta-
te¢né velkou, aby mél libovolny vrchol z druhé partity alespon k hran jedné barvy.
Poté pridavej vrcholy do druhé partity. Staci, kdyz se jich nakonec najde k tak, Ze
posloupnost barev jejich hran bude stejna (a to se musi stét).

4.

(1) Uvazuj postupné jednotlivé fadky a aplikuj na né princip holubniku.

(2) Zkus tabulku rozdélit na t¥i ¢asti stejné jako v tfetim bodu.

(3) Pouzij Ramseyovu vétu; dvojice zvifatek na pozicich (4, 5) a (j,4) odpovidaji
barvé hrany mezi vrcholy ¢ a j. Na diagonalu pak bude potieba jesté jednou
aplikovat princip holubniku.

(4) Sachovnice.

5. Pouzij Ramseyovu vétu; barva hrany mezi ¢ a j bude stejnad jako barva cisla
j — 1. Najdi jednobarevny trojihelnik.

6. Dokazuj matematickou indukci. Pfedpokladej, ze v dostatecné dlouhém bloku
umis najit krychlickovou posloupnost dimenze s. Nésledné za sebe poskladej dost
bloki této délky tak, aby pfi kazdém obarveni byly néjaké dva obarveny stejné.
Nakonec spoj krychlickové posloupnosti z téchto dvou blokd, a ziskej tak posloupnost
dimenze s + 1.

7. Staci vzit mnozinu velikosti b + 1 a posloupnost jejich podmnozin, které se do
sebe postupné zanoruji. Dvé z podmnozin musi mit stejnou barvu, a poslouzi tak
jako AO a AO U Al.

8. Vezmi si mnozinu X = X; U X5, kde | X;| = 100 a X5 je dost velkd. Néasledné
definuj nové obarveni podmnozin X5 tak, Ze nova barva pro Y bude stara barva
mnoziny X; UY.

9. Uvédom si, ze néjaké tvé obarveni mize kédovat i to, jaké staré barvy maji
v8echna rozsireni a do Y. Téch je mnoho, ale jen koneéné mnoho.

10. Postupuj indukci. Podobné jako v pfedchozim cvideni najdi Ag a A; takové, ze
rozsiteni Ag maji stejnou barvu jako rozsifeni Ag U A; do néjaké mnoziny X. V X
pak najdi mensi krychlicku.

11. Napis si ¢isla v binarni soustave.
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Rekurentni posloupnosti

MARTIN ,,i-TY“ SYKORA

ABSTRAKT. Chcete védét, kolik kralikti budete mit za deset let? Odpovéd na tuto
otazku a mnoho dalsich lze ziskat pomoci rekurentnich posloupnosti, tedy posloup-
nosti, u nichz zndme prvnich par ¢lend a zptsob, jak nasledujici ¢leny spocitat z pred-
chozich. Prispévek shrnuje zakladni zptsob, jak prejit od rekurentniho zadani k expli-
citnimu, které je mnohdy vyhodnéjsi, a predklada priklady k procviceni.

Jak se dozvite na pfednésce Fibonacciho ¢isla, spousta problému (véetné mnozeni
kralikt) vede na Fibonacciho posloupnost F,, kterd je zadédna rekurentné vztahy
Fo=0,F, =1a F,19 = F,41 + F, pro vSechna n € N. Takto zadana posloupnost
je sice jednoznacné urcena, ale spocitat hodnotu Fbgig je spiS trest nez tloha. Na
prednésce si ukazeme, jak lze prejit k explicitnimu vyjadreni a jak fesit nékteré tilohy
spojené — nékdy ponékud prekvapivé — s rekurentnimi posloupnostmi.

Homogenni linearni diferen¢ni rovnice (s konstantnimi ¢leny)

Zacneme zlehka — feSenim témér nejjednodussiho pripadu, pod ktery spada i Fibo-
nacciho posloupnost, a nasledné se pokusime uvedeny aparat zobecnit. Pro jedno-
duchost budeme predpokladat, ze rekurentni vztah obsahuje pouze ,dva predchozi
Cleny“, u nichZ jsou konstantni koeficienty, a neobsahuje ¢len nezavisly na hodno-
tach posloupnosti, tedy naptiklad 2n + 1. Pak je posloupnost dédna tzv. homogenni
linedrni diferencni rovnict druhého stupné.

Definice. Homogenni diferen¢ni rovnici druhého stupné s konstantnimi ¢leny ro-
zumime rovnici

Tpto = PTny1 + GTn, (1)
kde neznamou je posloupnost x,, a p a ¢ # 0 jsou dané cisla.
Uvazme kvadratickou rovnici
M —p\—q=0,
kterou formalné dostaneme z rovnice (1) tak, ze nahradime dolni index n + k expo-

nentem k.' Oznaéme A;, Ay jeji dva komplexni kofeny.

I Této rovnici fikdme charakteristickd rovnice rovnice (1).
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Nejprve uvazme A\; # \g. Pak snadno nahlédneme, Ze posloupnosti 22 = A} a
22 = \¥ jsou feSenimi rovnice (1). Z linearity rovnice (1) pfitom plyne, Ze libovoln4
posloupnost ve tvaru x,, = aA] + bAY, kde a, b jsou libovolné konstanty, je fesenim
rovnice (1). Staéi tedy volit vhodné a, b, aby byly splnény pocéteéni podminky, a
tim nalezneme explicitni vyjadfeni rekurentné zadané posloupnosti.

Pokud A1 = Ay = A, lze ukazat, Ze posloupnost A" i posloupnost nA™ je feSenim
rovnice (1). Explicitni vyjadfeni rekurentni posloupnosti pak budeme hledat ve tvaru
2y, = (a + nb)A™.

Pokud ¢leny posloupnosti zavisi na vice predchozich ¢lenech, je situace obdobna:
Od homogenni diferen¢ni rovnice k-tého stupné

Tptk = Ph—1Tntk—1 + Pk—2Tntk—2 + -+ + Don, (2)

po # 0, prejdeme k charakteristické rovnici a ozna¢ime Ay, Ao,...,A\; v8echny jeji
kofeny. Pokud je A; (nenulovy) kofen s nasobnosti n;, pak je posloupnost z%? = nJ A?
pro kazdé j € {0,1,...,n; — 1} feSenim rovnice (2). Hledané feSeni opét nalezneme
jako tzv. linedrni kombinace vyse uvedenych posloupnosti.

A co kdyZ rovnice homogenni neni?

V pfipadé, ze rekurentni formule obsahuje i néjaky vyraz v n, napt. ani2 = apy1 +

vvvvv

Tn+k — Pk—1Tn+k—1 — Pk—2Tn4+k—-2 — ' ° — Polp = f(n); (3)

kde pg # 0 a f(n) je néjakd funkce definovana na Ng. Pfi feSeni ndm velice pomuze
nasledujici lemma.

Lemma. Necht p,, je jedno, tzv. partikuldrni , FeSeni rovnice (3). Potom posloup-
nost b, je feSenim (3) pravé tehdy, kdyZ b, = p, + an, kde a,, je néjaké Feseni

2).

Abychom tedy vyresili nehomogenni rovnici, staci, abychom nalezli jedno jeji par-
tikularni feSeni. To je obecné velice tézké. Ukazeme si ale, jak jej najit, pokud je
prava strana ve tvaru f(n) = \*P(n), kde A je né&jaké nenulové komplexni ¢islo a
P polynom. Pokud ozna&ime [ nasobnost \ jakozto kofene P,? pak existuje partiku-
larni feseni rovnice (3) ve tvaru p, = A"n'Q(n), kde Q je polynom stejného stupné
jako P.

2Pokud A neni kofenem P, pokladame | = 0.
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A k ¢emu to je dobré?

Priklad 1. Kolika zptisoby lze pieskladat Hanojskou véz vysky n na vedlejsi sto-
jan?

Priklad 2. Na kolik nejvice kustt miZeme rozkrajet (rovinnou) pizzu n rovnymi
fezy?

Priklad 3. Zmateny vlastizradce se motd po pfimce. Zac¢ina v bodé 0 a kazdym
krokem se s 50% pravdépodobnosti posune o +1 a s 50% pravdépodobnosti o —1.
Protiteroristické komando pfitom umistilo do bodu 2016 minu. S jakou pravdépo-
dobnosti vlastizradce prezije?

Priiklad 4. Tajna policie zatkla dva délitele X a Y, a Ze byla $tédra, dala jim po
fadé = a y minci. Délitelé si maji hazet minci (kazdy mé pravdépodobnost vyhry
50%) a kdo prohraje, d4 jednu svou minci druhému. Komu dojdou penize, bude
popraven, zatimco druhy propustén. Jaka je pravdépodobnost, ze prezije délitel X7
A co kdyz ma délitel X v kazdém hodu obecnou pravdépodobnost vyhry p?
Priiklad 5. Naleznéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti a,,, ktera spliiuje
rekurentni vztah a,1 — 3a, = 2 a pocatecni podminku a; = 2.

Pi#iklad 6. Kolika se rovna Z K2 ?
k=1

Priklad 7. Kolika se rovnd > & (”) ?

k=1 &
Pfiklad 8. (Fibonacciho posloupnost) Najdéte F,, pokud Fy = 0, F; = 1 a
Fn+2:Fn+1+Fn~
Priklad 9. UkazZte, Ze existuje jedind posloupnost a,, kladnych ¢isel spliujici ag =
laapys =an, —ant1.

Priklad 10. Najdéte n-ty ¢len posloupnosti definované vztahy

a1 =cos(p), az =cos(2p) a api2 =2co8(Q)ant1 — an.

Dalsi priklady

Priklad 11. a9 = a1 = 1, apy2 = apy1a, + 1. Ukaite, Ze agp1e neni délitelné
CtyTmi.
Piiklad 12. Pro pfirozené ¢islo k ozna¢me C(k) jeho ciferny soucet (v desitkové
soustavé). Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo k je posloupnost ag = k, an11 =
C(a,) od n&jakého ¢lenu konstantni. Najdéte tuto konstantu pro k = 20162017,
Priklad 13. a9 =0, a; =1, a, = 2a,_1 + a,_2,n € N. Dokazte, Ze 2k | a,, pravé
tehdy, kdyz 2% | n.
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Piiklad 14. a1 =as =1, a3 = —1 a, = a,_1a,_3. Naleznéte asgis.

Priiklad 15. Pro posloupnost ag, a1, a1, ... plati, Ze pro vSechna nezaporna m > n
MAME Gpptp + Aen = (A2 + a2,)/2. Pokud a1 = 1, kolik je agp16?

Priklad 16. Nechf ag =3, a1 =0, as =2, a,, = ap_2 + a,_3. Ukazte, ze pokud p
je prvocislo, pak p déli a,.

Piiklad 17. ao = a1 = 1, any2 = (a2, + 2)/a,. UkaZte, ze vSechna a; jsou celd
cisla.

Priklad 18. Bud P polynom s celoéiselnymi koeficienty. Vytvoime posloupnost
ap =0, a, = P(an—1) pro n € N. Dokazte, ze pro vSechna k,m € N plati a ,,) =
(ak,am), kde (p, q) oznacuje nejvétsi spoleény délitel éisel p, g.

Priklad 19. Je dano redlné ¢islo a a posloupnost x,, spliujici zg = a a 11 =
2a — (a®+1)/z,. Dokazte, ze pokud je tato posloupnost periodickd, m4 jeji nejkratsi
perioda lichou délku. (iKS, 3. roénik, A1)
Priklad 20. Nechf A a E jsou protilehlé vrcholy osmitihelnika. Policista skéice
z bodu A do bodu FE, kde délitel ¢eka na zatéeni, pfi¢emz v kazdém skoku se posune

na sousedni vrchol. OznaCme a, pocet ruznych cest délky n, které mohl zvolit.
Dokazte, ze a2, 1 =0 a

SN EaC)) et e )
2n — \/§ .

(IMO 1979)
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Algebraické triky

STEPAN SiMsA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje fadu algebraickych trika, které se hodi pii feSeni
ptikladt nebo jejich ¢asti. Velkym zdrojem trika, které clovék vice ¢i méné casto po-
uzije, byvaji nerovnosti a velkym zdrojem na feseni nerovnosti je zase seridl MKS od
Michala Rolinka a Pavla Saloma, ktery najdete na nasich strankach3. Ten tedy dopo-
rucuji preéist kazdému, kdo mé pocit, ze se potiebuje v algebraickych manipulacich
zlepsit.
Umluva. Ulohy jsou v tomto piispévku oznaceny slovem P¥iklad, pokud patii
mezi ty snazsi, a slovem Uloha, pokud patii mezi ty naro¢néjsi.

Poznamka. (Symetrie a cykli¢nost) Vyraz v nékolika proménnych je symetricky,
pokud se nezméni prohozenim libovolnych dvou z nich. Pak miizeme BUNO piedpo-
klddat, Ze proménné jsou v ndmi vybraném pofadi (napi. od nejvétsi po nejmensi).

Vyraz je cyklicky, pokud se nezméni po cyklické zdméné (napf. x za y, y za z
a zaroveii z za x). Poté miizeme BUNO piedpokladat napiiklad to, Ze jedna z pro-
ménnych je nejvétsi. Tyto Gvahy casto zkrati sepisovani FeSeni alespon na polovinu.

Dosazeni
Maéame-li soustavu rovnic, ¢asto sta¢i jednu proménnou vyjadrit a dosadit.

Priklad 1. Soucin redlnych ¢isel z, y, z je jedna. Uréete vSechny mozné hodnoty
vyrazu

1 1 1
+ + .
l1+z4+2zy 14+y+yz 14+z+22

Piiklad 2. Pro nenulova realna ¢isla a, b, ¢ plati

2*b2

a = bc, b2 — ? = ca.

Ukaite, ze pak plati i a® — ¢ = ab.

3http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
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Rozklady na soucin

Maji-li se v tloze najit vSechna prvocisla urcitého tvaru, zpravidla se snazime pfi-
slusny vyraz rozlozit na soucin, protoze pak je snadné rici, kdy piajde o prvocisla
(jen jeden z Cinitell je rtzny od £1). Ale umét rozkladat na soucin se hodi i jindy.

Piiklad 3. Najdéte dvé étyfmistnd é&isla, jejichz sou¢inem je 4% + 68 + 93.

Piiklad 4. Najdéte viechna celd ¢isla n, pro néz je n* — 3n? 4+ 9 prvodislo.
(MO 61-11I-1)

Uloha 5. Dokazte, e existuje nekoneéné mnoho kladnych celjch &isel a takovych,
7e pro z4dné n € N neni n* + a prvoéislo. (IMO 1969)

Uloha 6. Najdéte nejmensi trojciferné ¢islo n, pro néjz mé soustava

By ralyta=n
Py +r+y=n+1

pouze celociselna feseni.

Substituce zyz =1

Méame-li na proménné podminku xyz = 1, ¢asto pomuze substituce

Cviceni. Rozmyslete si, Ze tuto substituci opravdu miZzeme pouzit, tedy Ze pro
kazda x,y, z spliujici tuto podminku existuji vhodna a, b, c.

Priklad 7. Opét vyteste Pfiklad 1.
Priiklad 8. Kladna ¢isla a, b, ¢ spliiuji abc = 1. Dokazte

1+a%c  1+0b%a 1+¢c%b
+ > 3.
cb+c) alc+a) bla+b)

Uloha 9. Pro kladna a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte

a b ¢
—+-+—->a+b+ec
b ¢ a

(MO 52-I11-6)
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Substituce 2’ =z + ¢

Jesté jednodussi substituce je pouhy posun vSech proménnych o konstantu, ¢asto ale
vyfesi celou tlohu.

Priklad 10. Najdéte vSechna redlna x splitujici
(2% 4+ 3z +2)(2® — 20 — 1)(2® — T +12) + 24 = 0.
V nasledujicim prikladu budeme vyuzivat jedno zajimavé tvrzeni o polynomech

(jinak ale pro nasi pfednasku nedilezité).

Véta. (Eisensteinovo kritérium) Méjme polynom P(x) = ap,z"™ +a, 12" 1+ +
ag s celociselnymi koeficienty a prvocislo p tak, ze

(i) pfan,
(i) p|a;,Vie{0,...,n—1},
(iii) p?f ao.
Potom je polynom P(zx) ireducibilni nad Q (tedy neexistuji nekonstantni poly-
nomy s racionalnimi koeficienty, jejichz soucin by byl rovny P).

Priklad 11. Nechf p je prvodéislo. S pomoci Eisensteinova kritéria dokazte, ze
polynom P(z) = a2P~! + 2?72 + ... 4+ 1 je ireducibilni nad Q.

Uloha 12. Jsou dana realna ¢isla , ¥, z, ktera splituji
r+y+2=12, 2 +y*+22 =54
Ukazte, ze alespoil jedno z Cisel z, y, z je nejvyse rovno tiem a alespon jedno je vétsi

nebo rovno péti. (MO 60-I11-3)

Linearita proménné

Méme-li vyraz, ktery je v nékteré proménné linearni, pak bude nabyvat svych ex-
trémt pro jeji krajni hodnoty. To illohu mnohdy velmi zjednodusi nebo uplné vytesi.

Piiklad 13. Jsou déna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1). UkaZte nerovnosti
6>3abc+4(1—a)(1-b)(1—c)+a+b+c>1.

(MKS 28-7-6)

Priiklad 14. Naleznéte minimum a maximum vyrazu
a(l—=b)+b(1—c)+c¢(1—a),

v némz a, b, ¢ jsou z intervalu (0, 1).
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Piiklad 15. Pro z,y € R a z € (—2,2) ukazte nerovnost
2% +y? > zyz.

Priklad 16. Necht n >2,0<z; <1,7i=1,2,...,n. DokaZte nerovnost

n n n
in - ;%Iiﬂ < LiJ )

i=1

kde 41 = 1. (Vybérové soustiedéni 2016)

Homogenita

Definice. (Homogenita) Vyraz V(a,b,c) nazveme homogenni stupné «, pokud
existuje a € R takové, ze pro kazdé ¢ > 0 plati

V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c).

Mame-li homogenni nerovnost, mtizeme si pomoci tim, ze si pfiddme néjakou
podminku (jejiz splnéni mizeme zaruéit pravé pomoci t v pfedchozi definici).

Piiklad 17. Pro a,b > 0 a s > r dokazte
1 1
(a"+b")r > (a®+b%)=.
Piiklad 18. Pro a,b > 0 ukazte

a* + 2b* > a?b® + 2ab°.

Uloha 19. Dokazte Cauchy-Schwarzovu nerovnost: n € N, déle uy, us, ..., u, € R
a vi,v,...,0, € R. Pak

(uf +ud 4+ +up)(VF + 03 + -+ v7) > (Urvr + UV + -+ unvy),
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(Ne)rovnost

Méame-li néjakou rovnici nebo soustavu rovnic, mizeme si nékdy pomoci tim, ze
ukézeme, ze jedna strana je vétsi nez druhd, a vyuzijeme, ze vime, kdy v nami
pouzité nerovnosti nastava rovnost.

Uloha 20. V oboru realnjch é&sel Feste soustavu rovnic
zt +y? +4 =5yz,
y* + 2%+ 4 =5za,
2V 2% +4 =5y,
(MO 61-111-6)

Uloha 21. Uréete vSechny trojice (a, b, c) kladnych redlnych ¢isel, které jsou fese-
nimi soustavy rovnic
avb—c=a,

bvc —a =0,
cva—b=c.
(CPS 2010)

Polynomy

Priklad 22. Méjme redlna ¢isla x, y, z, pro ktera plati
r+y+z=0,
zy +yz 4+ zx =0.
Dokazte, ze x =y = z = 0.
Priklad 23. Ukazte, Ze pokud pro nenulova redlné éisla a, b, ¢ plati rovnost

a—b b—c c—a

:0’
c a b

tak se dvé z téchto tii ¢isel rovnaji.
Priklad 24. Jakych hodnot miiZe nabyvat vyraz
(a+b—c)? (b+c—a)? (c+a—10b)?
(a—c)b—c) (b—a)(c—a) (a—D>b)(c—D)
pro vSechny mozné trojice po dvou rtznych redlnych cisel a, b, c?
(Vybérové soustiedéni 2013)

Uloha 25. Nechf a, b, ¢, d, e, f jsou pFirozena &isla. Oznaéme S = a+b+c+d+e+f.
Plati, ze S déli vyrazy abc + def a ab + bc + ca — de — ef — fd. Dokazte, ze S je
sloZené. (IMO shortlist 2005)
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Algebra? Ne, geometrie!

Uloha 26. Dvojice nekone¢nych posloupnosti celych ¢isel a1, ag, ... a by, bo, ...
spliiuje pro n > 3 vztah

(an, — an—1)(an — an—2) + (b, — by—1)(by, — bp—2) = 0.
Ukazte, Ze existuje pfirozené k takové, Ze ar = ax+2016- (iKS 5. ro¢nik, A5)
Uloha 27. Vyieste tilohu 12, tentokrat geometricky.
Trikové Gpravy
Uloha 28. Cela ésla x, y, z splituji vztah
(x—y)*+ (y—2)*+ (2 — 2)* = 2yz.

Dokazte, ze vyraz 23 4+ y3 + 23 je délitelny = + vy + z + 6.

Uloha 29. Nechf existuje n > 0 realnjch ¢isel 21,29, ..., 2,, kterd pro kazdé
i=1,...,n splauji
1 1 1 1 1
T = + + ot + + -+ .
Ty — T1 T; — X2 T — Tj—1 Tj — Ti41 T — Ty
Navic plati 23 + 23 + - - - + 22 = 45. Urcete n. (MKS 27-1-8)

Uloha 30. Pro libovolné nezaporna realné ¢isla a a b dokazte nerovnost

a n b S a+b
V21 Va2+1 7 Vab+1

a zjistéte, kdy nastane rovnost. (MO 63-111-6)
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Navody

1. Dosadte z = %y a zlomky zjednoduste a sectéte.

2. Z prvni rovnice dosadte za ¢ do druhé a t¥eti. Nyni méa z druhé rovnice plynout
tfeti. VSimnéte si, ze druhou rovnici lze vydélit b, a potom ji vytknéte ze tfeti rovnice.
3. Piictéte 6%, abyste mohli vyuzit vzorecku, a pak ho opét odectéte a vyuzijte
jiného vzorecku. Ovéite ¢tyfmistnost obou c¢isel.

4. Prictéte a odectéte 9n? a s pomoci dvou vzoreckil rozlozte na souéin.

5. Zvolte a = 4m? pro m > 1 a rozlozte na souéin.

6. Oznadte a = z?> + 3%, b = x + y, odvodte a = n,b = 1, Vyfeste kvadratickou
rovnici a odvodte v jakém tvaru musi byt n. Vysledek by mél byt 113.

7. Tady se fakt neda nic nového radit :D. Udélejte substituci a upravte (sectéte
zlomky).

8. Udélejte substituci a pouZijte AG-nerovnost (jde to i rovnou bez substituce, ale
po substituci je to lépe vidét).

9. Po substituci nerovnost vynasobte tfemi a rozlozte ji na soucet t¥i cyklickych
AG-nerovnosti.

10. Rozlozte kvadratické trojcleny na soucin, zvolte y =  — 1 a nésledné z = y2.
Vyteste kubickou rovnici v z natipovanim koteni.

xP—1

11. Polynom sectéte na P(r) = Z—, uvazte polynom Q(z) = P(x+1) a dokazte,
7e je ireducibilni. Uvédomte si, ze P je pak také nutné ireducibilni.

12. Uvaite a = 2 — 4 atd., tedy a +b+c = 0 a a® + % + ¢ = 6. Ze symetrie
a > b > c a pro spor ¢ > —1. Rozeberte, jestli je b zaporné nebo nezaporné. Druha
Gast (dtikaz, Ze a > 1) opét plyne ze symetrie.

13. Stadi rozebrat osm moznosti, kdy a, b, ¢ € {0,1}. Diky symetrii vyrazu miizete
navic predpokladat a > b > ¢ a rozebirat jen ¢tyfi moznosti.
15. Diky linearité v proménné z staci rozebrat pripady z = £2.
16. Vyuzijte linearitu a predstavte si n kulicek na kruznici, kde nékteré jsou ¢erné
a nékteré bilé. Co pocita vyraz na levé strané?
17. BUNO piedpokladejte a” +b" = 1. Pak 1 > a,b > 0, a tedy a” > a® a b" > b°.
18. BUNO predpokladejte b = 1 a polynom rozlozte na soucin tipovanim kofent.
19. Nejprve vyuzijte homogennost v uy, ..., u, a BUNO predpokladejte u2 + - - -+
u2 =1 a pak jesté stejnou tivahu zopakujte pro vy, . . ., v,. Nakonec vyuzijte odhady
%u? + %vf > wv; > — (%uf + %vf)
20. Vyuzijte odhad 422 < 2* + 4 a jeho cyklické zamény a ziskané nerovnosti
seCtéte.
21. BUNO piedpokladejte, ze a je nejvétsi a dokazte postupné b < 4,¢ >4 ac < b.
22. Uvazte polynom tfetiho stupné s kofeny z,y,z a pomoci Vietovych vztahi
odvodte, Ze je tvaru t> + ¢ = 0.
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23. Vynasobte abc a uvazujte jako polynom v a. Dokazte, Ze se rovna polynomu
(b—c)(a—Db)(a—rc).

24. Oznacte vyraz ze zadani jako vyraz V(a) v nezndmé a s parametry b, c. Uvazte
polynom P(a) = V(a)(a — b)(b— ¢)(c — a), ukazte, Ze je druhého stupné a b i ¢ jsou
jeho kofeny (pozor, to neni jasné, protoze V(a) neni polynom!). Odvodte, ze V(a)
nezavisi na a a vyuzijte symetrie.

25. Uvazte polynom P(z) = (z 4 a)(x + b)(x + ¢) — (x — d)(x — e)(x — f).

26. Uvazujte body v roviné X,, = (an, b, ). Rozmyslete si, Ze trojuhelnik X,,, X, _1,
X,,_o ma pravy thel u vrcholu X,,. Z Pythagorovy véty odvodte, Ze vzdalenosti mezi
po sobé jdoucimi body se nezvétsuji, a vyuzijte celociselnosti.

27. Uvédomte si, Ze soustava rovnic definuje kruznici v prostoru. Tu rozdélte na
Sest ¢asti (vzdy ziskate dva body pfi praniku kruznice s rovinou danou dvéma osami)
a pro kazdou ¢ast si rozmyslete, jakych hodnot v ni nabyvaji jednotlivé soufadnice.
28. Vyuwzijte vzoreéek a® + b3 + ¢3 — 3abc = (a+ b+ c)(a® + b + ¢ — ab — be — ca).
29. V sou¢tu druhych mocnin nahradte vzdy jedno x; pomoci vztahu v zadani.
30. Roznéasobte, upravte, aby na obou stranach byl rozdil odmocnin, a netradi¢nim
zptisobem vyuzijte vztah 22 — % = (x — y)(x + y).

Literatura a zdroje

[1] Michal ,Kenny* Rolinek: Algebraické legrdcky, Blansko-Obirka, 2011.

[2] Michal ,Kenny“ Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti,
http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf

[3] Martina Vavackova: Rozklady na soucin, Hojsova Stréz, 2011.
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Koulitko a rovinitko

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Konstrukéni tlohy trochu jinak? Misto roviny prostor, misto pravitka
rovinitko, misto kruzitka koulitko.

Na prednasce si procvi¢ime prostorovou predstavivost fesenim konstrukénich tloh
ve tfech dimenzich. Oproti klasickym nastrojim rovinné geometrie budeme mit k dis-
pozici rovinitko (umozni ndm prolozit rovinu t¥emi body, které nelezi v jedné piimce)
a koulitko (z daného bodu opiSe sféru s uréenym polomérem).

Pri feseni mnohych tloh napovi, predstavis-li si podobnou konstrukci v roviné.
Napftiklad hned prvni iiloha je ,stejna“ jako konstrukce rovnostranného trojihelnika.
Jen mé o dimenzi vic.

Priklady

Priklad 1. Sestroj pravidelny ¢tytstén.

Reseni. Zvolime si v prostoru dva libovolné body A a B. Usecka AB (jeji délku
ozna¢ime a) bude hranou naseho ¢tyfsténu. Zabodneme koulitko postupné do bodi
A a B a z obou opiSeme sféru o poloméru a. Prinik téchto sfér je kruznice, fikejme ji
k. Kdekoliv na k si zvolime dalsi bod C'. Z bodu C opét nakreslime sféru o poloméru
a, ta protne k ve dvou bodech. Libovolny z téchto bod je ¢tvrty vrchol naseho
CtyTsténu.

Priklad 2. Je déna piimka p a bod B, ktery na ni nelezi. Sestroj rovinu kolmou
na p a prochazejici bodem B.

Priklad 3. Je déna rovina o a pfimka p. Sestroj rovinu 7, ktera je kolma na o a
soucasné v ni lezi pfimka p.

Priklad 4. Mgéjme rovinu o a bod B mimo ni. Sestroj piimku p prochazejici bodem
B a kolmou na o.

Priklad 5. Sestroj pfimku ¢ rovnobéznou s danou pfimkou p a prochézejici danym

bodem B nenélezejicim p.
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Priklad 6. Sestroj kouli opsanou danému étyfsténu.

Priklad 7. Sestroj rovinu, kterd prochazi danym bodem a je rovnobézna k dané
rovineé.

Priklad 8. Sestroj ¢tyfstén, jsou-li zadana tézisté jeho stén.

Priklad 9. Sestroj kouli vepsanou danému ¢tyfsténu.

Priklad 10. Necht jsou ddny body S, Sag, Sgp, Scp, které nelezi v jedné roviné.
Sestroj ¢tyistén ABCD takovy, ze S je stied koule jemu opsané a Sap, Sgp, Scp
jsou po fadé stiedy hran AB, BD, CD.

Priklad 11. Sestroj kouli, kterd prochazi danymi dvéma body a dotyka se danych
dvou kouli.

Priklad 12. Necht jsou ddny nekolinearni body T4, V4, Tc, piimka p mimobé&Zna
s pfimkou T4V, a usecka délky d. Sestroj ¢tyfstén ABCD takovy, ze T4, resp. T

BCD, bod B lezi na piimce p a vzdalenost |CVy4| je rovna d.

Priklad 13. Sestroj krychli pouze koulitkem, jsou-li ddny délky sténové a télesové
thlopficky.

Literatura a zdroje

Cely prispévek je bezostySné zkopirovan od Al¢i Skdlové, kterd jej vytvorila pro
soustfedéni v Blansku-Obtirce (2011) a které timto dékuji.
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Uvod do diofantickych rovnic

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Na prednésce probereme nékolik zakladnich technik na feSeni diofantic-
kych rovnic. Vse je ilustrovano na prikladech.

Umluva. Ve vSech rovnicich budeme uvazovat a,b,c,d € N, z,y,z,w € Z a p,q
prvocisla a budeme hledat vsechna feSeni danych rovnic.

Moduleni

Prvni metoda feseni diofantickych rovnic, kterou si ukézeme, je uZite¢na predevsim
tehdy, kdyz tusime, Ze zadané rovnice nemé fesSeni. Potom je vhodné se na ni po-
divat modulo néjaké ¢islo, po kterém nékteré ¢leny davaji jenom nékteré zbytky.
Pokud vsechno dobie dopadne, zjistime, ze po déleni timto ¢islem déavaji strany rov-
nice ruzné zbytky, takze rovnice urc¢ité zadné feseni nemé. Volba vhodnych modult
vyzaduje cvik, takze si vyfeSime nékolik prikladi.

Piiklad 1. 722 +5y+14=0

Reseni. Leva strana rovnice dava po déleni péti stejny zbytek jako 2z2 + 4, ale
jelikoz x? dava pouze zbytky 0, 1 a 4, tak nikdy nemtize vyjit nula, a zadana rovnice
proto nemé zadné feseni.

Priklad 2. 2 =11+ Ty

Piiklad 3. af + b + ¢ = 1234567 (PraSe 7-3-3)
Piiklad 4. 2¢=1+3°
Priklad 5. 2 +p%2 =g (PraSe 36-6-2

Piiklad 6. p? =2¢%> +1 (PraSe 26-2-2
Piiklad 7. 2%+ 9yt =2*+4 (PraSe 6-2—4

Piiklad 8. a?=1!+2!+--- 4! (PraSe 26-2-5
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Piiklad 9. (t&8781)) Najdéte nejmensi ptirozené n, pro které existuji celd ¢isla z,
T, ..., X, takova, ze

o3+ a2 = 20027002,

(IMO shortlist 2002)

Rozklady

Zadana rovnice se d4 mnohdy pékné upravit na soucin. Pokud je navic na jedné
strané prvocislo nebo néjaké konkrétni ¢islo, pak rovnou zname vSechny jeho roz-
klady. Rozklad se miize hodit i jindy, pokud o ¢initelich vime, Ze jsou nesoudé€lné.
Opét si zkusime tuto teorii aplikovat v praxi.

Piiklad 10. p+400 = a? (Prase 31-7-2)

Reseni. Rovnici upravime do tvaru p = (a—20)(a+20). Protoze p je prvocislo, tak
musi nutné platit a — 20 = 1 a také a + 20 = p (protoze z a € N plyne a + 20 > 1).
7 toho plyne a = 21 a p = 41, coz je skutecné jedinym resenim této rovnice.

Piiklad 11. 22+ 3z =193 -2

Priklad 12. zy =2z + 3y

Priklad 13. zy+yz+ze=ayz+z+y+=z

Piiklad 14. 2%y + 2y? = 2(2® 4 ¢?) (PraSe 22-1-2)
Priklad 15. (ab—7)? = a? +b? (Indie)
Priklad 16. 2%+ 62y + 8y* + 3z + 6y = 2

Piiklad 17. p=a*+4

Piiklad 18. 2* —322+9=p (MO 61-1I1-1)

Po sobé jdouci mocniny

Tvrzeni. Neexistuji z, y, a takovd, ze z® < y* < (z + 1)*.

Toto zdanlivé jednoduché tvrzeni ma prekvapivé mnoho uplatnéni. Pokud ma byt
napiiklad néjaky vyraz roven ¢tverci, pokusime se najit dva po sobé jdouci ¢tverce,
které ho semknou mezi sebe, a to nam zaruci neexistenci feSeni. Vtip potom spociva
v tomto semknuti. Jak si ukdzeme, nékdy to nemusi byt vibec jednoduché.

Piiklad 19. 22 = y(y +2)

Piiklad 20. 22+ 2+ 1 =y?
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Priklad 21. (a+3)% —a®=10?
Piiklad 22. a2 =9"+7

Piiklad 23. 4% +4a®+4 =102 (MO 59-A-TII-1)
Piiklad 24. a2 +b? + ¢ + 2ab+ 2a(c — 1) + 2b(c + 1) = d?
Piiklad 25. 3a+b+1=(a+b+c)(c—a—b) (Rumunsko

Priklad 26. (v +1)* = (z—1)* +4° (Australie
Pi#iklad 27. (t&z81) a(a+1) = b(b+ 1)p* (PraSe 26-2-7
Priklad 28. (tezsl) a®+ (a+1)2+-- -+ (a+7)3 =03 (Madarsko

~ — — O

Nekonecny sestup

Posledni metoda se opird o pomérné jednoduché tvrzeni:
Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Kdyz chceme ukézat, ze dané rovnice nemé netrividlni feseni, uvazujeme néjaké
hypotetické TeSeni a vyrobime z néj (obvykle pomoci nékteré z piedeslych technik)
feSeni mensi. Z uvedené véty pak plyne, Ze feSeni nemuze existovat. K lepSimu po-
chopeni si to zkusime na posledni varce prikladu.

Piiklad 29. a® + 20 + 4¢3 = 2abc

Reseni. Predpokladejme, Ze pfirozend &isla a, b, ¢ fesi danou rovnici. Kdyby a
bylo liché, tak bychom méli na levé strané liché ¢islo, ale na pravé strané je ¢islo
sudé. Proto ¢ = 2d a rovnici miiZzeme upravit do tvaru b + 2¢® + 4d® = 2bcd.
Ovsem a + b+ ¢ > b+ ¢+ d. To ovSem znamend, 7e pro kazdé feSeni umime najit
feSeni s mensim souCtem proménnych. Ovsem protoze tyto soucty jsou prirozené,
dostavame spor. Proto rovnice nema reSeni.

Piiklad 30. 22+ zy + 3% = 2%y

Pfiklad 31. z*+4y* = 2(z* + 4w?) (PraSe 12-2-2)
Priklad 32. a® + 3b3 + 9¢® = 3abe (Kiirschak)
Priklad 33. 2%+ 92 + 22 = 2292 (Korea)

Piiklad 34. 2% +9y* + 2% = 9uw*
Piiklad 35. a? — b? = 2abc
Priklad 36. 2% + 92 + 22 = 22y? (USAMO 1976)
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Literatura a zdroje

Vétsina prispévku je pfimo ukradena z prispévku Filipa Hldska ze soustfedéni v Ol-
dfichové (2012). Timto mu dékuji. Ne&které ¢asti byly také prevzaty z knihy An In-
troduction to Diophantine Equations, kterou napsali Titu Andreescu, Dorin Andrica
a Ion Cucurezeanu.
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Dotykové grafy

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Na prednasce si ukdzeme nékolik tvrzeni o tom, jak reprezentovat ro-
vinné nebo vnéjskové rovinné grafy pomoci dotykajicich se objektt (kazdy vrchol je
reprezentovan jednim objektem a dotyk dvou objekti odpovidd hrané mezi pfislus-
nymi vrcholy).

Dotykovd reprezentace grafu G je mnoZina objektl v roviné (nebo v prostoru)
takové, ze kazdy objekt prislusi jednomu vrcholu grafu. Dva objekty se v této repre-
zentaci dotykaji pravé tehdy, kdyz mezi piislusnymi vrcholy vede hrana. U mnoho-
thelniktt mtzeme rozliSovat, jestli za kontakt povazujeme bodovy kontakt nebo zda
pozadujeme kontakt hran.

Definice. Rovinng graf je graf, ktery mizeme nakreslit do roviny bez kfizeni hran.

Véta. (Kuratowski) Rovinné grafy jsou pravé ty grafy, které neobsahuji podroz-
déleni K5 ani K373.

Definice. Vneéjskove rovinny graf je graf, ktery muzeme nakreslit do roviny bez
kiizeni hran tak, ze vSechny vrcholy jsou na vnéjsi hranici.

Véta. Vnéjskové rovinné grafy jsou pravé ty grafy, které neobsahuji podrozdéleni
K4 ani K273.

Véta. Vnéjskoveé rovinné grafy maji reprezentaci pomoci hranové se dotykajicich
trojuhelnikii.

Véta. Vnéjskové rovinné grafy s danymi vahami vrcholt maji dotykovou reprezen-
taci pomoci rozdéleni trojihelniku na ¢tyitihelniky takovou, Ze obsahy ctyithelniki
odpovidaji vaham jednotlivych vrcholi.

Uloha. Dokazte, ze vnéjskové rovinné grafy s danymi vahami vrcholtt maji do-
tykovou reprezentaci pomoci obdélniki takovou, ze velikosti obdélniktt odpovidaji
vaham jednotlivych vrcholu.

Definice. Maximdlné rovinny graf je rovinny graf, ktery by pfidanim libovolné
dalsi hrany pfestal byt rovinny. Snadno si rozmyslime, zZe ekvivalentni definice je, ze
jde o rovinny graf, ktery mé vSechny stény trojuhelnikové.
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Definice. Méjme maximélné rovinny graf G = (V, E) a néjaké jeho nakresleni
v roviné. Kanonick€ uspotdaddani vrcholi G je usporadani vy, vs,...,v, takové, Ze
pro vSechna i:
(1) Podgraf G; indukovany vrcholy vy, vs, ..., v;_1 je 2-souvisly a na jeho vnéjsi
hranici jsou vrcholy v; a vs.
(2) Vrchol v; ma v G; alesponi 2 sousedy, vSichni jeho sousedi jsou na vnéjsi
hrané G a navic na této hrané tvori interval.

Véta. Kazdy maximalné rovinny graf ma kanonické uspoiddéni (a umime ho rychle
zkonstruovat).

Definice. Jako Schnyder realizer ozna¢ime zorientovani a obarveni hran tfemi
barvami tak, ze kazd4 barva bude tvorit strom, ve kterém vSechny hrany ukazuji
smérem ke kofeni. Navic z kazdého vrcholu museji vychazet pravé tii hrany riznych
barev a poradi hran u kazdého vrcholu musi byt po fadé: prvni barva ven, druhé
barva dovnit¥, tfeti barva ven, prvni barva dovnit¥, druha barva ven a tfeti barva
dovnitt.

Véta. Kazdy maximalné rovinny graf ma Schnyder realizer.

Véta. Kazdy rovinny graf ma bodové dotykovou reprezentaci pomoci trojithelniku.
Véta. Kazdy rovinny graf ma hranové dotykovou reprezentaci pomoci Sestiithel-
niki.

Véta. Kazdy rovinny graf ma sténové dotykovou reprezentaci pomoci kvadri v pro-

storu.

Véta. Kazdy rovinny graf ma rovinné nakresleni, ve kterém jsou hrany usecky a
navic vrcholy jsou v mfizovych bodech miizky n x n, kde n je pocet vrcholii grafu.

Véta. (Kobe) Kazdy rovinny graf ma dotykovou reprezentaci pomoci kruhii.

Literatura a zdroje

Zalozeno na prednasce Stevena Kobourova Geometrické reprezentace graft II.
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MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Hledani invariant je uzite¢nd metoda zvlasté u tloh, ve kterych jde
o néjakou postupnou zménu stavi. Piispévek obsahuje ukazku tohoto pfistupu a fadu
prikladt. Postupné se od prikladu, které by se daly oznacit az za matematicky folklor,
dostaneme k piikladim z ceské i svétové olympiady.

U prikladt, kde za¢indme v néjakém pocateénim stavu a nasledné se ptame, jak
dopadne mnohokréat opakovany néjaky preddefinovany krok (napi. dvé ¢isla nahra-
dime jejich rozdilem), se velmi ¢asto hodi najit vlastnost, kterd se neméni. Této
vlastnosti fikdme invariant. Protoze invariant bude platit i na konci procesu, mi-
zeme diky nému néco dokézat o koncovém stavu. Tuto myslenku si ukdzeme na
nasledujicim piikladu.

Uloha. Na tabuli jsou napsana ¢&isla 1,2,3,... ,2n, kde n je liché pFirozené &islo.
Vybereme si libovolnad dvé ¢isla a, b, kterd smazeme, a misto nich napiSeme ¢islo
|a — b|. UkaZte, Ze posledni zbylé ¢islo bude liché.

Reseni. Uvazme soucet S = 1+2+ -+ 2n = n(2n + 1). Vidime, Ze S je liché.
Odebranim ¢isel a a b snizime soucet o 2min(a,b), coz je vSak sudé éislo, tedy S
zistane liché. Postupnym mazénim se tedy parita S nezméni a na konci zbude liché
¢islo.

V tomto piikladé byla invariantem parita souctu. Dal§imi uziteénymi invarianty
muzZe byt soucet, soucet modulo vhodné n, soucet druhych mocnin (tj. vzdélenost
od poéatku), pocet jevii atd.

Ne vzdy musime najit néco neménného, ¢asto pomutze najit vlastnost, ktera se
méni jen jednim smérem. Vice informaci o takovych poloménkdch mtzete nalézt v [4].

Uloha. Kazdy ¢len Strany ma nejvyse t¥i neptatele. Ukazte, Ze pak existuje rozdé-
leni vSech ¢lenti do dvou skupin takové, ze kazdy ¢len je ve skupiné s nejvyse jednim
svym nepfitelem.

Reseni. Uvazme libovolné rozdéleni do dvou skupin a oznaéme N celkovy podet
znepratelenych dvojic, jejichz oba ¢lenové jsou ve stejné skupiné. Pokud ¢len A ma
ve své skupiné vice nez jednoho nepritele, pak jeho premisténim do druhé skupiny
snizime N alespon o jedna. Protoze N nemutzeme zmensovat do nekonecéna, v jednu
chvili se tento proces zastavi. To bude hledané rozdéleni do dvou skupin.
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Priklady

Priklad 1. Ve vrcholech Sestitthelniku jsou napséna ¢isla 1,0,1,0,0,0. V jednom
kroku smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku
ziskat Sest stejnych Cisel?

Priklad 2. Méjme celd ¢isla a, b, ¢ a d, ne vSechna stejnd. Opakované budeme
nahrazovat ¢tverici (a, b, ¢,d) ¢tveficl (a — b,b — ¢,c — d,d — a). Ukazte, Ze alespoii
jedna soutadnice bude jednou v absolutni hodnoté vétsi nez libovolné kladné ¢islo.

Priklad 3. Bud d(n) ciferny soucet ¢isla n. Najdéte vSechna FeSeni rovnice n +
d(n) + d(d(n)) = 2015.

Priklad 4. Kazdé z dcisel aq,...,a, je +1 nebo —1 a plati S = ajasazas +
asaszaqsas + - - - + apaijasasz = 0. Dokazte, Ze n je délitelné ¢tyfmi.

Priklad 5. Ke kulatému stolu mé usednout 2n poslancii, z nichZ kazdy méa nejvyse
n — 1 nepratel. Ukazte, ze je mozno je rozesadit tak, aby nikdo nesedél vedle svého
nepfitele.

Priiklad 6. Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym souctem.
Opakujeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jedniéek, nebo
dvojek?

Piiklad 7. Ms&jme mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a, b rtizné prvky nasi mnoziny, mi-
Zeme je nahradit ¢isly 0.6a — 0.8b a 0.8a + 0.6b. MiZeme nékdy dostat mnozinu (a)
{4,6,12} nebo (b) {z,y, 2}, kde |z — 4|, |y —6],|z — 12| < 1/v/3 ?

Priklad 8. V kazdém z vrcholt pravidelného n-tthelniku A;As ... A, lezi urdity
pocet minci: ve vrcholu Ay je to préavé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé mince a
premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druhé proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, pro kterd n lze po
kone¢ném poctu takovych premisténi docilit toho, Ze pro libovolné k, 1 < k < n,
bude ve vrcholu Ay lezet n + 1 — k minci. (58-A-I11-5)

Priklad 9. Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lent strany A, 28 ¢lend strany B,
23 ¢lenu strany C, 19 ¢lenu strany D a kazdého zaviel do samostatné kobky. Po
praci se obcas mohli prochéazet po dvore a povidat si. Jakmile si spolu zacali povidat
tfi ¢lenové tii riznych stran, Rumburak je za trest pferegistroval do ¢tvrté strany.
(Nikdy si spolu nepovidali vice nez tfi uneseni.)
(a) Mohlo se stét, Ze po uréitém case byli vSichni uneseni ¢leny jedné strany?
Které?
(b) Urcete vSechny c¢tvefice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet je 101 a které
jako poc¢ty unesenych ¢lent ¢ty stran umoznuji, aby se Rumburakovou péci
¢asem vSichni stali ¢leny jedné strany. (59-A-I11-3)

Priklad 10. Na tabuli je napsano v desitkové soustavé celé kladné ¢éislo N. Neni-
li jednomistné, smazeme jeho posledni cislici ¢ a ¢islo m, které na tabuli ztistane,
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nahradime ¢islem |m — 3¢| (Naptiklad bylo-li na tabuli ¢islo N = 1204, po tpravé
tam bude |120—3-4| = 108.) Najdéte v8echna pfirozena ¢isla N, z nichZ opakovanim
popsané upravy nakonec dostaneme ¢islo 0. (62-A-II1-4)

Priklad 11. Vezméme ¢tyfi shodné pravouhlé trojuhelniky. V jednom kroku mt-
Zeme jeden trojuhelnik rozdélit vyskou (na pfeponu) na dva podobné trojahelniky.
Mizeme opakovanym délenim docilit toho, ze zadné dva z naSich trojthelniki ne-
budou shodné?

Priklad 12. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé ¢islo, soucet vSech
péti éisel je kladny. Pokud na obvodu pétithelniku jsou z, y a z (v tomto pofadi)
a y < 0, mUzeme tuto trojici nahradit trojici x + y, —y, y + 2. Mize tento proces
probihat nekoneéné dlouho? (IMO 1986)

Navody

—

Liché a sudé pozice.

O

Vzdéalenost od pocatku.

3. Délitelnost.

4. Co muze byt krok algoritmu, kdyz se chceme dostat k libovolnému ohodnoceni
proménnych? A co pak bude ten nejtrividlnéjsi invariant?

Vzpomente si na druhou tlohu, co zkusit ,invertovat oblouk soused“?
Délitelnost néjakym vhodnym ¢islem.

Vzdalenost od pocatku.

Kazdé minci priradime jeji pozici.

© © N>

Parita poctu ¢lend.
10. 31

11. Jaké budou velikosti rozdélenych trojihelniki? Slo by to zapsat jako uspofa-
dané dvojice? Mocniny jsou mocné.

12. Soucet absolutnich hodnot vSech podmnozin sousedicich ¢isel.
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