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Kongruence

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. Kongruence jsou jednim z néstroju teorie ¢isel. Dovoluji nam ziskat jed-
nodussi néhled na délitelnost. V této prednasce si je definujeme a nauc¢ime se s nimi
od zékladu pracovat.

Definice. Necht m je pfirozené ¢islo. Jestlize dvé cela ¢isla a, b spliuji p | a — b,
pak fikame, ze a a b jsou kongruentni modulo m, coz zapisujeme takto:

a=b (modm).

Pokud jsou dvé ¢isla kongruentni modulo m, tak to znamend, ze davaji stejny
zbytek po déleni ¢islem m. Specidlné m | a miZeme zapisovat jako ¢ = 0 (mod m).
Ukazeme si, zZe se s kongruencemi da pracovat az na vyjimky stejné jako s normalnimi
rovnicemi.

Tvrzeni. Pokud a =b (mod m) a k € Z, plati:

(1) a+k=b+k (mod m),
(2) a-k=0b-k (mod m).

Tvrzeni. Pokud a =b (mod m), c =d (mod m) an € N, plati:
(1) a+c=b+d (mod m),
(2) ac=bd (mod m),
(3) a™ =b™ (mod m).

Cviceni. Ukazte, ze pokud a-c =0b- ¢ (mod m), tak obecné nemusi platit a = b
(mod m).

Tvrzeni. Pokud a-c¢=b-c¢ (mod m) a NSD(m,c¢) =1, tak a =b (mod m).

Tvrzeni. Necht a =b (mod m) am’ € N. Pak plati:
(1) a+k-m=0b (mod m),
(2) pokud m' | m, pak a =b (mod m’),
(3) pokud ca = ¢b (mod m), tak a =b (mod m/NSD(m, c)).
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Piiklady

Ptiklad 1. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 529 &islem 26.

Priklad 2. Méjme ¢éislo N =22-31 41117+ 13 - 19. Urcete:
(1) paritu ¢isla N,
(2) posledni éislici N,
(3) zbytek po déleni ¢isla N sedmi.

Priklad 3. Dokazte, Ze ¢islo n je délitelné ¢islem m pro

(1) =260 1 730 oy = 13,
(2) n=(835°+6)8 —1am=112.

Priiklad 4. Dokazte, Ze
(1) pro libovolné n € N je ¢islo 37712 + 167"+ 4 23" délitelné sedmi,

(2) pro libovolné n € N je ¢islo 7227+2 — 472" 4 2827~ 1 dglitelné &islem 25,
(3) pro libovolné k,m,n € N je &islo 5581 4 45m+2 4 357 dglitelné ¢islem 11.

Priklad 5. Dokazte, ze zadné ¢islo tvaru 8k + 3, k € N, neni mozné zapsat ve
tvaru 22 — 2y? pro 7adné cela &isla x, y.
Piiklad 6. Dokazte, Ze

(1) pokud a,b € Z a a®? +b*> =0 (mod 3), pak a = b =0 (mod 3),

(2) pokud a,b€ Z aa®?+b*>=0 (mod 7), pak a=b =0 (mod 7,

(3) existuji celd ¢isla a,b takovd, Ze ackoli plati a? + b*> = 0 (mod 5), pfesto

neplati a =b =0 (mod 5),
(4) pokud a,b,c € Z a a®+b> + ¢ =0 (mod 9), pak abc =0 (mod 3).

Piiklad 7. Reste v celych ¢islech rovnice:

(1) bz + Ty =38,

(2) 91z — 28y = 35,

(3) 182 + 20y + 152 = 1,

(4) 15z — 12y + 48z — 5lu = 1.

Piiklad 8. Najdéte viechna celd ¢isla z,y takova, Ze 22 = 4y + 2.
Piiklad 9. Dokazte, ze rovnice 22 = 3 — 8z + 2y% nema4 feSeni v celych ¢&islech.
P¥iklad 10. Reste v pfirozenych é&slech rovnici a® + b* + ¢? = 1234567.

Priklad 11. Ukazte, Ze jestlize jsou éisla p a p + 2 obé prvodisla, tak potom bud
p=3,nebo 6| p+1. (Kanada 1973)
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Priklad 12. Necht n je pfirozené ¢islo a mé&me posloupnost n celych éisel. Do-
kazte, Ze existuje v této posloupnosti souvisla podposloupnost takova, ze n déli
soucet Cisel v této podposloupnosti.

Priklad 13. UkazZte, Ze existuje pfirozené ¢islo ze samych jednicéek, které je déli-
telné 2017.

Piiklad 14. Znacme ciferny soudet ptirozeného ¢isla n jako C'(n). Najdéte vSechna
n, pro kterd plati n + C'(n) + C(C(n)) = 2015. (Brkos XXI-6-5)

Priklad 15. Transformaci ¢isla budeme rozumét jeho nahrazeni vlastnim cifer-
nym souc¢tem. Zacneme s 20072°07 a udélame Ctyii transformace. Jaky dostaneme
vysledek?

Piiklad 16. Ukazte, Ze napiSeme-li ¢éisla 1,2,...,1986 bez mezer za sebe v libo-
volném poradi, nedostaneme nikdy ¢islo, které by bylo ¢tvercem pfirozeného ¢isla.

Pfiklad 17. Necht n je pfirozené ¢islo takové, ze n(n+ 1)/3 je étverec. Ukazte, Ze
pak n je nasobek tii a ¢isla n 4+ 1 a n/3 jsou také ctverce. (Brazilie 1989)

Priklad 18. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, q takové, ze p+q = (p — q)>.
(Ruskd MO 2001)

Pi#iklad 19. Cislo n je sou¢inem ti{ (ne nutné riiznych) prvocisel. Zvétsime-li kazdé
z nich o jedna, zvétsi se jejich soucin o 963. Urcete puvodni éislo n. (MO 63-1-1)
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Navody

1. 529=(-1)1° (mod 26).

2. Pocitejte postupné modulo dvéma, deseti a sedmi.

3. Podcitejte chytfe modulo m.

4. Kongruence.

5. Vyzkousejte, jaké jsou moznosti pro 22 modulo 8.

6. Znovu zkousSejte vSechny moznosti zbytkd ¢tvercd nebo tfetich mocnin.

7. Uvazujte rovnice v riznych modulech.

8. Pocitejte modulo ¢tyfi.

9. Poditejte modulo osmi.

10. Pocitejte modulo osmi.

11. Jaké zbytky po déleni Sesti mazou davat prvocisla kromé dvojky a trojky?
12. Uvazujte postupné soucty vSech prvnich k ¢isel posloupnosti, kde 0 < k < n.
Naésledné pouzijte Dirichlettv princip.

13. Pouizijte vysledek minulého prikladu na posloupnost 10”.

14. C(n) bude jisté maximélné 28. Pro dalsi zjednodusSeni uvazte rovnici modulo
9.

15. Odhadnéte, ze vysledné ¢islo je mensi nez 18. Poté pocitejte modulo 9.
16. Pracujte modulo 9.

17. Pracujte modulo 3.

18. Pracujte modulo 3.

19. Pomoci kongruenci modulo 3 ukazte, ze jedno z prvocisel musi byt t¥i.

Literatura a zdroje

Chtél bych zde podékovat Karoliné Kuchytiové, jejiz pfispévek na toto téma jsem
skoro cely okopiroval.



Kvadraticka reciprocita

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. Zakon kvadratické reciprocity je zajimavé véta z teorie ¢isel. Jako prvni
ji dokézal Carl Fridrich Gauss v roce 1796, ktery si tuto vétu velmi oblibil — za svij
zivot vydal hned osm riiznych dikazi a oznacoval ji za Zlatou vétu. V tomto pfispévku
si ji dokdzeme a nasledné ji budeme aplikovat na zajimavé priklady, mimo jiné i na
par specialnich pripada Dirichletovy véty.

Definice. Cislo a nazveme kvadratickym zbytkem modulo m, pokud existuje celé
x takové, Ze 22 = a (mod m). Zbylym ¢islim Fikame kvadratické nezbytky.

Definice. Necht p je liché prvodéislo a a € Z, pak definujeme Legendretiv symbol
(%) nésledovné:

0 propla
() =< +1 pokud a je kvadratickym zbytkem a pta
—1 pokud a neni kvadratickym zbytkem

Nyni si ukdzeme nékolik zpiisobtl, jak miizeme spocitat, zda je néco kvadraticky
zbytek modulo néjaké prvodislo, nebo ne. Ttesnickou na dortu bude poté zakon
kvadratické reciprocity, ktery dava pro razna lichd prvodisla p, g jednoduchy vztah

p—1

mezi (2> a (3)
q P
Tvrzeni. (Eulerovo kritérium) Necht p je liché prvodislo a a € Z. Pak (%) =az
(mod p).
Tvrzeni. (Multiplikativita Legendrova symbolu) Necht p je liché prvocislo a a,b €

2 bk (2) - (2) (). )

Tvrzeni. Necht p je liché prvocislo, pak (%) =(-1)"=

Tvrzeni. (Gaussovo lemma) At p je liché prvodislo a a celé ¢islo s nim nesoudélné.
Oznac¢me n pocet takovych c¢isel k € {1,2,..., ”2;1}, ze ak dava po déleni p vétsi

sbytek nez &. Pak (g) = (1)
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Véta. (Zakon kvadratické reciprocity) Necht p,q jsou dvé rizna lichd prvocisla.

Pak (5) (3) = (-0

Specidlni pripady Dirichletovy véty

Uloha 1. Dokaite, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Reseni. Predpokladejme pro spor, zZe by jich bylo jen koneéné mnoho. Ozna¢me si
je p1,D02,...,Pn. Potom pips...p, + 1 je pfirozené Cislo vétsi nez jedna, které dava
modulo kazdé z prvocisel zbytek 1, takze neni zadnym z nich délitelné. Tedy musi
byt délitelné jinym prvocislem, coz je ve sporu s tim, Ze mame vsechny.

Podobné a celkem jednoduse mizeme tvrzeni o nekonecném poctu prvocisel do-
kézat i pro prvocisla vybrana, kterd jsou obsazena ve specialnich aritmetickych po-
sloupnostech. Musime ale pti volbé ¢isla, které neni délitelné zadnym ze zvolenych
prvocisel, néjak zarucit, aby skutec¢né muselo byt délitelné nékterym dalsim zvole-
ného tvaru a ne pouze prvocisly jinymi. K tomu se nam bude hodit vypracovana
teorie kvadratickych zbytki.

Obecné se da ukazat, ze v kazdé aritmetické posloupnosti an + b, kde a,b jsou
nesoudélnd pfirozend c¢isla, se nachazi nekonec¢né mnoho prvocisel. Tomuto vysledku
se Tika Dirichletova véta, jeji diikaz je ale bohuzel prili§ obtiZzny na to, abychom si
ho zde ukazali.

Priklad 2. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 4k + 3.
Priklad 3. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodéisel tvaru 3k + 2.
Priiklad 4. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru 4k + 1.
Priklad 5. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodéisel tvaru 3k + 1.
Priiklad 6. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru 5k + 4.
Priklad 7. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvar 8k + 1.

Priiklad 8. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru 8k + 3.

Dalsi priklady

Priklad 9. Ukazte, Ze 2" + 1, kde n je pfirozené ¢islo, nemé zadné prvociselné
deélitele tvaru 8k — 1. (Vietnam TST 2004)

Priklad 10. Dokazte, Ze pro vSechna lichd prvocisla p je nejmensi kvadraticky
nezbytek mensi nez 1+ /p.
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Piiklad 11. DokaZte, Ze neexistuje pfirozené &islo a takové, ze 2¢ — 1, 22e+1 _ 1,
24243 _ 1 jsou vSechna prvodéisla.

P¥iklad 12. Dokaite, Ze pokud prvoéislo p | n2 +n — 1 pro né&jaké ptirozené n,
pak p =5 nebo 5 | p? — 1.

Piiklad 13. Najdéte vSechny dvojice ptirozenych ¢isel (m,n) takovych, ze
mb =n"t 4 n—1.
(iKS 4-3-N3)
Priklad 14. Necht a je pfirozené éislo, které neni étverec. Pak (%) = —1 pro
nekonec¢né mnoho prvocisel p.

Piiklad 15. Necht f(z) je kvadraticky polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy,
7e pro kazdé prvocislo p existuje pfirozené n, pro které plati p|f(n). Dokazte, ze ma
f racionélni kofeny.

Navody

2. Zvolte 4p1ps...py + 3.

3. Zvolte 3p1ps...pn + 2.

4. Zvolte (2p1p2...pn)* + 1.

5. Zvolte (2p1pa . ..pn)? + 3.

6. Zvolte bud (2p1p2...pn)* — 5, nebo (4pipz ...pn)* — 5.

7. Zvolte (2p1pa...pn)* + 1.

8. Zvolte (2pips...pn)* + 2.

9. Pokud je n liché, tak vynasobte vyraz dvéma, aby byl 2" étverec.

11. Nutné musi byt i 2a + 1,4a + 3 prvocisla — pracujte v jejich modulu.

12. Prvodéislo p musf délit i 4(n? +n —1) = (2n +1)? — 5.

13. Odhady dojdeme k n = 0 nebo n =4 mod 6. Spocitame, Ze pak prava strana
neni kvadraticky zbytek modulo n + 1.

14. Kouzleni s kvadratickou reciprocitou.

15. Staci ukazat, ze je diskriminant ¢tverec. Ukazte, Ze je kvadraticky zbytek mo-
dulo kazdé prvocislo, coz bude spor s minulym prikladem.

Literatura a zdroje

[1] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu: Problems from the Book, XYZ Press,
2010.

[2] Alexandru Gica, David Hruska: Modular Arithmetics, Awesome Math Sum-
mer Program, Cornell University, 2017.
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Kategorie

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. Prednéska je ivodem do teorie kategorii — abstraktni matematické teo-
rie, kde si vystac¢ime s puntiky a Sipkami.

Od mnoZin ke kategorii

Zakladnimi matematickymi objekty naseho svéta jsou mnoziny. Samy o sobé jsou
vsak ponékud chudé, zajimavé zac¢nou byt, az kdyz se zacneme zabyvat zobrazenimi
mezi nimi. Bez zobrazeni napriklad nedokdzeme méfit velikosti mnozin.

Tvrzeni. (vlastnosti zobrazeni) Zobrazeni mezi mnozZinami miiZzeme skladat a toto
sklddani je asociativni (tj. nezalezi na uzdvorkovani). Kazdd mnozZina A még své
identické zobrazeni id 4 — pokud toto zobrazeni slozime s jinym zobrazenim f (z nebo
do mnoziny A), obdrzime opét f.

Pokud tyto fundamentédlni vlastnosti (skladani, asociativitu a existenci identit)
extrahujeme a zapomeneme na mnoziny, dostaneme pojem kategorie:

Definice. Kategorie je soubor skladajici se z
(i) t¥idy objektd,

(i) t¥idy sipek.

Pfitom jsou splnéna néasledujici pravidla: Kazda Sipka f ma jednoznacné dany
svlij pocateéni objekt A a koncovy objekt B (piSeme f : A — B). Pro kazdou
dvojici sipek f : A — B a g : B — C existuje sipka gf : A — C — sloZent Sipek
f a g. Sklddani je asociativni, neboli pro f: A — B, g: B — C a h: C — D plati
(hg)f = h(gf). Konecné, kazdy objekt A ma identickou Sipku ida : A — A tak, Ze
pro kazdou Sipku f: A — Bag: B— Aplati fida = f aidgf = f.

Cviceni 1. Dokaz z definice kategorie, Ze Sipka id 4 je jednoznacnA.

Pifiklad 2. Mnoziny (jako objekty) a zobrazeni mezi nimi (jako Sipky) tvofi kate-
gorii.

Piiklad 3. (pro ¢tenafe seridlu) Grupy spolu s grupovymi homomorfismy tvoii

kategorii.
10
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Specialni Sipky

Definice. Zobrazeni f : A — B je prosté, pokud z f(z) = f(y) plyne z = y.
Zobrazeni f je na, pokud obraz f je celd mnozina B. Pokud je f prosté i na, fikdme,
ze jde o bijekci.

Tvrzeni. Zobrazeni f : A — B je prosté, pokud plati jedna z nésledujicich pod-
minek:

(i) Existuje zobrazeni g : B — A tak, Ze gf = ida. Této vlastnosti také iikdme,
ze f ma levy inverz.

(ii) Zobrazeni f muzeme , kratit zleva“, tj. pro kazdou mnozinu X a dvé zobra-
zeni g, h : X — A, pro které plati fg = fh, plati také g = h. Této vlastnosti
fikame, ze [ je monomorfismus.

Obdobné tvrzeni plati pro zobrazeni na. Sta¢i pouze zaménit slova ,levy“ a
Lpravy“. Pokud se f da kratit zprava, fikdme, Ze jde o epimorfismus.

Tvrzeni. Zobrazeni f : A — B je bijekce pravé tehdy, kdy# existuje (tzv. inverzni
zobrazeni) g : B — A tak, Ze gf = ida a fg = idp. Této vlastnosti fikdme, Ze f je
izomorfismus.

Pti definici prostého zobrazeni jsme vyuzivali prvkt mnoziny a hodnot zobrazeni f
na nich. Definovat v kategoriich prosté zobrazeni nedava smysl, protoze by se objekty
musely skladdat z prvkd, coz viibec nemusi byt pravda. Naopak pro pojmy jako pravy
inverz nebo monomorfismus jsme pouzivali pouze kategoridlni pojmy — levé (resp.
pravé) inverzy, monomorfismy (resp. epimorfismy) a izomorfismy definujeme tak,
7e v podminkéch ze dvou poslednich tvrzenich nahradime slovo ,mnozina“ slovem
,objekt“ a  zobrazeni“ slovem ,Sipka“. Tyto pojmy tedy mame v libovolné kategorii.
To, Ze v kategorii mnozin pojmy prosté-mono, na-epi, bijekce-izo souhlasi, je sfastna
nahoda, kterd neni pravidlem.

Priklad 4. Za objekty zvolme vSechna realna ¢isla. Pokud pro redlna a a b plati a >
b, fekneme, Ze z a do b vede (pravé jedna) sipka. Nezdlezi na tom, jak ji pojmenujeme.
V opa¢ném piipad€ mezi a a b zadné Sipka nevede. Je jasné, jak se maji sipky skladat,
a jednoduché ovérit, ze takto obdrzime kategorii. Znaéime ji (R,>). Analogicky
muiizeme definovat napfiklad kategorii pfirozenych ¢isel (N, >) nebo racionélnich ¢isel

(Q,2).

Cviceni 5. Najdéte kategorii, ve které existuje epimorfismus, ktery neni na.
11
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Odbocka do eukleidovskych prostorti

Definice. Fukleidovsky prostor (E-prostor) dimenze n je mnozina vSech n-tic re-

alnych cisel spolu s operaci ,s¢itani“: (a1, as,...,an) + (b1,bo,...,by) = (a1 +
bi,as + ba,...,a, + b,) a operaci ,nasobeni prvku prostoru redlnym d¢islem r¢:
r-(ay,as,...,a,) = (rag,ras,...,ray).

Definice. Zobrazeni f : R™ — R™ nazyvame linedrni, pokud pro kazdé dva body
a, b prostoru R™ a redlné ¢islo r splnuje

(i) fla+0b)= f(a)+ f(b),
(if) f(ra) =rf(a).

Cviéeni 6. Identické zobrazeni je linearni. SloZeni dvou linedrnich zobrazeni je
linearni.

Cviéeni 7. Dvojice E-prostory + linearni zobrazeni vyhovuje nasi definici kate-
gorie.

Priklad 8. Linedrnimu zobrazeni R™ do R™ muZeme pfirozend pfifadit matici
m X n. Sklddani zobrazeni pak odpovida obvyklé nasobeni matic.

Priklad 9. Pokud za objekty vezmeme piirozend ¢isla, Sipky z m do m budou
vSechny matice m x n a skladani bude nasobeni matic, dostaneme kategorii.

Piiklad 10. Pokud misto E-prostorii vezmeme vSechny vektorové prostory (tedy
napiiklad i ty nekoneéné dimenzionalni) a Sipky budou opét linedrni zobrazeni mezi
nimi, dostaneme kategorii.

Soucin a kosoucin

Definice. Soucin objekti A a B je objekt C spolu s Sipkami a : C — A a
b: C — B, ktery spliiuje ,,univerzalni“ vlastnost: Pokud vezmeme jakykoliv objekt
X spolu s Sipkami v : X — A av: X — B, existuje pravé jedna Sipka f z X do
C tak, ze af = u a bf = v. Objekt C' budeme znacit A x B nebo AIIB.
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Priklad 11. Co je soucin v kategorii mnozin?
Pfiklad 12. Co je soudin v kategorii (R, >)?
Piiklad 13. Co je soucin v kategorii E-prostorti (vektorovych prostort)?

Tvrzeni 14. Soudin neni definovan jednoznacné, ale kazdé dva souciny jsou izo-
morfni (tj. existuje mezi nimi izomorfismus).

Poznamka 15. Soucin nemusi existovat.

Ke kazdému kategoridlnimu pojmu méame pojem dudlni, ktery dostaneme tak,
7e v definici obratime vSechny Sipky. Pokud to provedeme se soucinem, dostaneme
kosoucin alias soucet (znac¢ime symbolem + nebo IT). Pro kategorii C' ozna¢ime C°P
tu kategorii, ktera ma stejné objekty, ale obracené Sipky. Rikdme ji dudini kategorie.

A B

O

ET

! v
X

Priklad 16. Co je kosoucin v dosud zminénych kategoriich?

Tvrzeni. (Princip duality) Pokud nahradime vSechny pojmy v platném tvrzeni
jejich dualnimi pojmy, dostaneme opét platné tvrzeni. Jinymi slovy, v teorii kategorii
je vzdy automaticky pil prace hotovo.

Dusledek. Kazdé dva kosouciny jsou izomorfni.

Souéin i kosoucin se daji zobecnit pro vice objekti. Jsou asociativni a komutativni
az na izomorfismus.

Priklad 17. Co je souéin a kosouéin (libovolné tiidy objektil) v dosud zminénjch
kategoriich?

Limity a kolimity

Souciny a kosouciny vychazeji pouze z objektii. Co kdyz bychom ale chtéli mit mezi
témito objekty jesté néjaké Sipky?

Definice. (neformalni) Méjme kategorii C' a v ni A t¥idu objektd a F' t¥idu Sipek
mezi objekty z A. KuZelem nad A a F' nazveme objekt B z kategorie C' a G tfidu
sipek z objektu B do (kaZdého) objektu z A takové, Ze pro libovolna sloZeni Sipek z F
a G, kterd davaji smysl a zac¢inaji a kondi v téze objektech, jsou stejnd. Analogicky
definujeme kokuzel (obratime Sipky).

13
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Definice. (jen trochu neformélni) Méjme kategorii C, A tfidu objektt a F tiidu
Sipek mezi objekty z A. Necht L se sipkami G je kuZel nad A a F. Rekneme, ze L je
limita A a F, pokud pro libovolny jiny kuzel (X, Z) nad A a F existuje v C pravé
jedna Sipka v z X do L takova, Ze slozenim u se Sipkou z G dostaneme Sipku ze Z.

A B

Cviceni 18. Rozmyslete si, Ze soudin je limita, kde nejsou zadné Sipky mezi ob-
jekty.

Priklad 19. Uvazujme kategorii mnozin. Jak vypadé limita a kolimita objekti
{4, ={1,...,n},n € N} se sipkami {f,, : A, = Any1, fu(k) =k k <n,neN}?

Poznamka. Limita, podobné jako sou¢in, nemusi nutné existovat.

Funktory

Jako nas z kategoridlniho pohledu pfilis nezajimaji samotné mnoziny, ale spis zob-
razeni mezi nimi, podobné je to i s kategoriemi. Proto zavadime tzv. funktory, coz
jsou Sipky mezi kategoriemi. D4 se Tict, ze funktory zprostfedkovéavaji komunikaci
mezi riznymi matematickymi svéty.

Definice. Funktor I mezi kategoriemi C' a D je proces!, ktery pfifazuje objektu
A z C objekt F(A) z D a 8ipce f : A — B sipku F(f) : F(A) — F(B), pfi-
¢emz zachovava skladani Sipek (nezélezi, zda nejdiiv Sipky slozime a pak poSleme
funktorem, nebo naopak) a identity.

Pfiklad 20. Zapominajici funktor (z kategorie E-prostort do kategorie mnoZin)
vezme F-prostor a zapomene, ze se v ném dalo s¢itat a nasobit prvky realnym
¢éislem. Zbude holad mnozina n-tic. Obecné zapominajici funktor z kategorie néjakych
ystrukturovanych®“ objekti, jako jsou vektorové prostory, topologické prostory nebo
grupy, do kategorie vSech mnozin prifadi kazdému pivodnimu objektu jeho nosnou
mnozinu (bez struktury).

LCtenafi je jasné, ze formalné jde o dvojici funkei (na objektech a sipkach).
14
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Piiklad 21. Proces P, ktery pfifadi mnoziné A jeji poten¢ni mnozinu P(A) a
zobrazeni f mezi A a B piitadi zobrazeni P(f) : P(A) = P(B), X — {f(z),z € X},
je funktor z kategorie mnozin do kategorie mnozin.

Piiklad 22. Maticova reprezentace je funktor M : Euc — Mat, ktery prostoru
R"™ pfitfazuje jeho dimenzi n a linedrnimu zobrazeni pfifazuje odpovidajici matici.

Vyhoda maticové reprezentace je, ze se z geometrického svéta prostord a linearnich
zobrazeni dostaneme do suchého svéta matic, kde se ale snadno fesi problémy. Tim,
7e je nas vztah funktor (tj. zachovava sklddani a identity), se dokézand tvrzeni
snadno prenesou zpét do svéta geometrie.

Teorii kategorii nyni miizeme aplikovat na sebe. Pokud totiz za objekty zvolime
kategorie? a za Sipky funktory (je jasné, jak se budou sklddat), dostaneme kategorii.
Takto naptiklad dostaneme definici sou¢inu nebo souc¢tu kategorii.

Piiklad 23. Co jsou funktory z kategorie (R, >) do (R, >)?

Cviceni 24. Predstavme si E-prostor R" jako kategorii, ktera mé jeden objekt x,
Sipky jsou prvky R™ a skladani je séitani. Co jsou potom funktory z R™ do R™?
Musi byt nutné linearni?

Navody

5. Kazdé spojité zobrazeni R do R je jednozna¢né urc¢eno hodnotami na racional-
nich ¢islech.

17. Soudin ma tendenci ,chovat se hezky“ pii pfechodu k nekoneénému soucinu,
kosoudin ne vzdy. V kategorii mnozin pijde (co se objektu tyée) o kartézsky sou-
¢in a disjunktni sjednoceni, v kategorii (R,>) o supremum a infimum, v kategorii
E-prostorit (vektorovych prostortt) o kartézsky soucin a direktni soucet prostort
(rozmyslete si, pro¢ nemusi existovat vhodné linedrni zobrazeni z celého kartézského
soucinu tak, aby byl kosouc¢inem). Pfislusna zobrazeni jsou projekce (resp. vnoteni)
pro mnoziny i vektorové prostory a jediné mozné Sipky pro (R, >).

19. Jsou to mnoziny {1} a N se zobrazenim 1 — 1, respektive s vnofenim (vnimame
fn jako zobrazeni do N).

23. Funkce, které zachovaji Sipky mezi kazdymi dvéma ¢isly, tj. neklesajici funkce.

24. Jsou to pravé linearni zobrazeni R™ do R™

Literatura a zdroje

[1] Pepa Svoboda: Kategorie, Uheln Piibram, 2014.

2Pokud bychom vzali viechny kategorie, dostali bychom mnozinovy paradox podobné jako
s mnozinou vSech mnozin. Mtzeme ale vzit naptiklad vSechny kategorie, které jsou néjak ome-
zené velikosti.
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Uhleni

VERGA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zékladni metody feSeni geometrickych uloh. Uvadi
jejich orientované verze, které nam umoznuji vyhnout se rozebirani riznych konfiguraci
bodu v feseni. Dale obsahuje tulohy vhodné k procviceni této techniky.

Véta. (Charakterizace tétivovych ¢tyftahelniktl) Necht ABCD je konvexni Ctyf-
thelnik. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) ABCD je tétivovy (mé kruznici opsanou),
(ii) |<ACB| = |<ADB| (shodnost obvodovych thli),
(i) |<ABC|+ |<ADC| = 180°.
Véta. (O stfedovém a obvodovém uhlu) Body A, B, C lezi na kruznici se stiedem

S. Pak
2|<<ACB| = |[<ASB|.

Piiklad. (Lemma o dvou kruznicich) Jsou dany kruZnice k, I, které se protinaji
v bodech A, B. Na kruznici k zvolme bod X a sestrojme Y jako prusecik primky
XB s kruznici | (pokud X = B, pak pfimkou X B myslime tecnu ke kruznici k).
Ukazte, Ze nezavisle na volbé bodu X ma trojuhelnik AXY vzdy stejné vnitini thly.

Véta. (O tsekovém thlu) Necht ABC je trojihelnik vepsany do kruznice k a p
piimka prochazejici bodem A. Na piimce p zvolme bod X tak, aby iithel X AB byl
ostry nebo pravy. Pak plati, Ze p je tecna kruznice k, pravé kdyz |[<X AB| = |[<ACB].
Definice. Obloukovy thel |<Iﬁ| dvou bodu A, B lezicich na kruznici k je roven
|<<AX B] pro libovolny bod X lezici na opa¢ném oblouku 1@

Priklad. Necht je ABCD obdélnik a P bod na jeho opsané kruznici rtizny od jeho
vrcholt. Necht W, X, Y a Z jsou kolmé projekce bodu P na strany AB, BC, CD a

DA. Ukazte, ze jeden z boda W, X, Y a Z je ortocentrum trojuhelnika tvofeného
zbylymi body.
Véta. (O obloukovych thlech) Necht k je kruznice, A, B, C, D libovolné body na
ni a X prise¢ik AD a BC. Pokud
(i) X lezf uvnitF kruznice k, pak |[<AXB| = |AB| + |CD),
(ii) X lezi na polopfimce DA mimo kruznici k, pak |[<AXB| = |C‘[>)\ — |ﬁ|,
16
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(iii) X lezi na polopiimce AD mimo kruznici k, pak |[<AXB| = |1@| — |@|

Definice. Orientovangm thlem <(p, q) dvou pfimek p, ¢ (v tomto pofadi) nazveme
thel, o ktery je tfeba otocit p (v kladném sméru — tedy proti sméru hodinovych
rudicek), aby otocend p byla rovnobéina s q. Dovolujeme pfitom také otaceni o nu-
lovy thel (identita) a o zdporny thel (o absolutni hodnotu tohoto Ghlu v zadporném
sméru).
Lemma. (Zékladni vlastnosti orientovanych uhld) Pro pfimky p a q plati
<(p,p) =0,
( ) <I(p> q) = _q(Q7p)7
(i) <(p,q) +<(q,7) = <(p,7),
(iv) <(p,q) = <(p,q) + k - 180°, kde k je celé ¢islo,
(v) pokud body A, B lezi na jedné kruznici se stiedem S, pak <((AS,AB) =
<(BA, BS)( opa¢nd implikace plati za predpokladu, Ze tento thel neni nu-
lovy).
Miizeme tedy predpokladat, ze <(p,q) € {0°,180°).
Lemma. Pokud a, 8, v jsou vnitini (neorientované) ahly trojihelniku ABC, po-
tom nastava jedna ze dvou moznosti:

(i) <(CA,AB) = «, <(AB,BC) =, <«(BC,CA) =;

(ii) —<(CA,AB) =a, —<(AB,BC) =, —<(BC,CA) = 4.
Dusledek. (soucet uhli v trojuhelniku) Budte A, B, C tii riizné body v roviné.
Pak

(i) <(AB,AC) + <«(BC,BA) + «(CA,CB) = 180°,

(ii) <(AB,AC) = «(BA,BC) + <(CB,CA).
Véta. (O obvodovém a stfedovém dhlu pro orientované thly) Necht body A, B,
C, X lezi na jedné kruznici se stredem X pak

(i) <(AB,BC) = <(AX,XC).

(ii) 2-<(AB,BC) = «(SA, SC).
Véta. (O tsekovém thlu pro orientované thly) Piimka BX je tecna ke kruznici
opsané trojuhelniku ABC' pravé tehdy, kdyz <(AC,CB) = <(AB, BC).
Véta. (O tétivovych étyfthelnicich) V roviné jsou ddny 4 rizné body A, B, C, D.
Tyto body lezi na jedné kruznici, pravé kdyz plati

<(AC,AD) = «(CB,BD).

Piiklad. (Folklor) Jsou dany kruZmice k1, ko, k3, k4 tak, Ze k; a k;11 a protinaji
v bodech A; a B; (ks = k1). Ukaite, Zze pokud je Ay, A, Az, A4 leZi na jedné
kruznici, pak i By, By, B3, By lezi na jedné kruznici.

Definice. Obloukovy orientovany uhel |<Iﬁ | oblouku AB kruznice k v kladném

sméru je roven |<(AX, BX)| pro libovolny bod X lezi na oblouku BA.
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Véta. (O orientovanych obloukovych thlech) Necht ABCD je tétivovy ¢étyfiihelnik
a X priwsecik piimek AD a BC. Pak |<(AX, BX)| = |AB| + |DC|.

Uloha 1. Pi#imky p, ¢ se protinaji v bodé S. Déle jsou dany body A, B takové, ze
<(p, SA) = <(SB, q). Paty kolmic z bod A, B na pfimku p ozna¢me postupné A,,
B, a obdobné paty kolmic na piimku ¢ jako A,, B,. Dokazte, ze body A,, Ay, By,
B, lezi na jedné kruznici.

Uloha 2. (Miquelova véta) Je dan trojihelnik ABC. Na ptimkach BC, CA, AB
lezi postupné body X, Y, Z. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AY Z, X BZ
a XY C prochazi jednim bodem.

Uloha 3. (Lemma o spiralni podobnosti) Kruznice k; a ks se protinaji v bodech
X a Y. Pfimka prochézejici X protind k1 a ko podruhé v A a B. Druhd pifimka
prochazejici X protina ky a ko podruhé v C' a D. Ukazte, Ze jsou si trojahelniky
AY C, BY D podobné.

Uloha 4. Je dan rovnoramenny trojihelnik SAC se zékladnou AC. Na p¥imkéach
SA, SC lezi postupné body X, Z takové, ze piimka X Z je rovnobézna s pfimkou
AC'. Bud O stfed kruznice opsané trojiuhelniku AZS. Ukazte, ze piimky XC a SO
jsou na sebe kolmé.

Uloha 5. (Svrékav bod)  V trojuhelniku ABC oznaéme S druhy prisecik osy vniti-
niho hlu u vrcholu A s kruznici opsanou ABC. Dale ozna¢me S’ druhy prisecik
osy vnéjsiho tthlu u vrcholu A s kruznici opsanou. Nakonec ozna¢me stiedy kruznic
pfipsanych ke strandm BC, C' A, AB postupné I,, I, I, a stfed kruznice vepsané I.
Dokazte

(i) |SB| =[5C| = [SI| = [STa),

(i) [S"B| = [5'C| = |5"1e| = |S"Ib].

Uloha 6. Bud H priise¢ik vysek trojihelniku ABC a H' obraz H v 0sové soumér-
nosti podle pfimky AB. Dokazte, ze H' lezi na kruznici opsané ABC.

Uloha 7. Skrz prisecik vysek H trojuhelniku ABC vedeme pifmku p. Ozna¢me
Pa, Pb 0sOVEé obrazy primky p podle pfimek BC, C'A. Dokazte, Zze se piimky p,, pp
protinaji na kruznici opsané.

Uloha 8. (Simsonova piimka) Bud P bod na kruznici opsané trojihelnika ABC.
Dokazte, ze paty kolmic z P na strany trojihelnika (3 body) lezi v jedné pfimce.

Ptimka z ptfedchozi tlohy se nazyva Simsonova piimka trojihelniku ABC vzhle-
dem k bodu P.

Uloha 9. Jsou dany body A,B,C,P na jedné kruznici. Kruznice k se dotyka
pfimky PA v bodé A a prochézi bodem B. Druhy prusecik této kruznice s pfimkou
AC ozna¢me X . Dokazte, ze primka BX je kolma na Simsonovu pfimku trojihelniku
ABC vzhledem k bodu P.
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Uloha 10. Je dan ostroahly trojuhelnik ABC. Necht D, E, F paty vysek z vrcholi
A, B, C. Jeden z pruseciki FF' s kruznici opsanou trotihelniku ABC ozna¢me P.
Prusecik piimek BP a DF ozna¢me Q. Ukazte, ze AP = AQ.

(IMO Shortlist 2010)

Uloha 11. Na stranéch trojihelnika ABC lezi postupné body P, Q, R. Necht k4,
kp a k¢ jsou kruznice opsané trojuhelnikim AQR, BRP, CPQ. Jsou-li X, Y a Z

druhé priseciky AP s ka, kp a kg, pak ukazte, Ze };()Z( = gg. (USAMO 2013)

Uloha 12. Necht MN je piimka rovnobézna se stranou BC' trojthelniku ABC,
takze M € ABa N € AC. Piimky BN a C'M se protinaji v P. Kruznice opsané troj-
thelniktim BM P a C'N P se podruhé protinaji v Q. Ukazte, 7e |[<BAQ| = |[<CAP].

(Balkan 2009)

Uloha 13. Kruznice ki a ko se protinaji v bodech P a Q. Necht AC a BD jsou
takové tétivy kruznic ky a ko, Ze pfimky AB a CD se protinaji v P. Piimky BD a
AC se protinaji v X. Y je bod na k; takovy, ze PY || BD. Z je bod na ko takovy, ze
PZ || AC. Ukaite, 7ze body Q, X, Y, Z lezi na jedné piimce. (USA TST 2007)

Uloha 14. Je dén trojihelnik ABC s kruznici opsanou k. Necht [ je libovolna
piimka v roviné a l4, Ig, lc obrazy [ podle tseéek BC, CA,AB. Necht A'B'C’ je
trojuhelnik uréeny primkami l4, Ig, lc.

(i) Ukazte, ze stied kruznice opsany trojihelniku A’B’C’ lezi na k.
(Irén 1995)
(ii) Predpokladejme, Ze [ je tecna k. Ukazte, Ze kruznice opsana A’ B'C’ se dotyka
kruznice k. (IMO 2011/6)
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Navody

-

Najdi tétivové ctyrtuhelniky.
Najdi obvodové thly a vyuzij soucet hl v trojihelniku.
Vyuzij velikost vedlejsiho tthlu v tétivovym ctyituhelniku.

Pouzij stiedové a obvodové thly.

AN o

(i) Osy uhla jsou na sebe kolmé.

(ii) Vyuzij obvodové thly.

6. Vyuhli.

7. Pouzij obloukové thly.

8. Vyuzij velikost vedlejsich ahlt v tétivovych ¢tyfuhelnicich.
9. Pouzij vétu o tsekovych thlech.

10. Ukaz, ze APFQ je tétivovy ¢tyruhelnik.

11. Pouzij lemma o spiralni podobnosti.

12. Najdi tétivové ¢tyfuhelniky a pouzij spiralni podobnost.
13. Ukaz, ze XQAC je tétivovy ctyruhelnik.

Literatura a zdroje

—

Martin Tancer: Orientované uhly, Prudka, 2002.

Mirek Olsak: Orientované uhleni, Domasov, 2012.

Michal ’Kenny’ Rolinek: Angle chasing, Dobra voda, 2010.

Titu Andreescu a Razvan Gelca: Mathematical Olympiad Challenges, Bir-
kh&user, 2011.

[5] Evan Chan: http://web.evanchen.cc/handouts/Directed-Angles/
Directed-Angles.pdf
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Metrické prostory a kompaktnost

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje vybrané zakladni poznatky o metrickych prostorech.

Jeho zavérecna ¢ast je vénovana kompaktnosti a jejim aplikacim.
V realném svété, natoz pak v tom matematickém, potfebujeme velmi casto ,méfit
vzdalenost®. To znamena pro néjakou hromadu véci védét, jak jsou od sebe daleko.
Kazdého asi bez premysleni napadne klasicka (eukleidovskd) vzdélenost po pfimce,
ktera je napt. v roviné dana vzorcem z Pythagorovy véty, tedy

d((z1,22), (y1,92)) = V(21 — 41)* + (22 — 12)2.

Je ale mnoho jinych pfirozenych zptsobt, jak mérit vzdalenost. Napriklad pii cesto-
vani nas daleko vic nez vzdélenost ,,vzdusSnou c¢arou“ zajimé cas, ktery cestovanim
stravime. Tedy efektivni vzdalenost d;(A, B) mist A a B je pro nés nejkratsi cas,
za, ktery jsme schopni se pomoci néjaké kombinace dopravnich prostiedkt dostat
z mista A do mista B. Jisté sami vymyslite mnoho dal$ich rozumnych zptsobt mé-
feni vzdélenosti. Abychom se mohli pustit do pofadné matematické teorie o vSech
takovych zptisobech, zadefinujeme si zobecnénou vzdalenost! neboli metriku . Bu-
deme pozadovat nasledujici:

Definice. Metrikou na mnoziné X rozumime funkci o : X x X — (0, 00) spliiujici

(i) o(z,y) =0, prévé kdyz = = y,
(i1) o(z,y) = oy, x) pro vSechna z,y € X,
(iii) o(z,y) < o(z, 2) + o(z,y) pro vSechna z,y, z € X (trojuhelnikovi nerovnost).

Dvojici (X, o) pak nazveme metrickym prostorem.

Metricky prostor je tedy mnoZina (tzv. nosnd), pro kterou jsme schopni Fict, jak
daleko od sebe jsou jeji libovolné dva body.

Priklady.
(i) Asi nejb&znéjsi metrikou na? R™ je jiz zminéna eukleidovskd, ktera odpovida
1Samotné slovo ,,vzdalenost® byva zpravidla vyhrazeno té eukleidovské.
2Nevéiite-li na vice nez trojrozmérné prostory, miizete u nich alespoii na této prednasce klidné

zustat.
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(i)

(iii)

METRICKE PROSTORY A KOMPAKTNOST

vzdélenosti, na kterou jsme zvykli:

o2(zy) = V(@1 —y1)2 + (@2 — 12)2 + - + (0 — yn)2.
Jinou moznou metrikou je manhattanskda ¢i newyorskd:
01(z,y) = |21 — y1| + |z2 — Yol + - + [0 — ynl,
nebo mazximouvd:
00 (,y) = max{lzy — 1], [22 — wol, . [2n — ynl}.

Indexy 1, 2 a oo nejsou jediné pouzitelné a i funkce

op(z,y) = )v1 — P + |22 — p2lP + - + [0 — ynl?

je metrikou na R™ pro p € (1,00).
Na mnoziné vSech spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 1), kterou zna-
¢ime C((0,1)), méme také maximovou® metriku:

Qmax(.f7 g) = xlgl(%?i) |f($) - g($)|

Na tplné kazdé neprazdné mnoziné muzeme definovat diskrétni metriku pred-
pisem
0 pokud z =y,

ol@y) = { 1 jinak.
Bud G koneény souvisly graf, V' mnozina jeho vrchol. Pro u,v € V mtizeme
definovat metriku o(u, v) jako délku nejkratsi cesty z u do v v G.
Oznacme jesté F mnozinu hran grafu G. Kazdou hranu e € E ,,ohodnotime*
néjakym kladnym redlnym ¢islem f(e). Je-li C cesta v G pouzivajici hrany
€1,€a,...,en, pak jeji ohodnocenou délkou nazveme éislo f(e1)+ f(ea)+-- -+
f(en). Pro u,v € V pak mizeme definovat metriku o(u,v) jako nejmensi
moznou ohodnocenou délku cesty z u do v.

Cviceni. Ovérte, ze uvedené priklady jsou skuteéné metrikami.

Cviceni. Na polickach Ssachovnice 8 x 8 uvazme pro kazda dvé pole nejmensi po-
Cet tahi, které musime udélat kralem, resp. ddmou/vézi/koném/stielcem, abychom
figuru pfremistili z jednoho pole do druhého. Ve kterych pripadech jde o metriku?
Jak tato metrika souvisi s metrikami uvedenymi vyse?

Cviceni. Uvedte ptiklad n&jaké metriky na sféfe nebo jiném zak¥iveném povrchu.

3Maximum existuje, viz kapitolu o kompaktnosti.
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Koule v metrickém prostoru

Bézna definice koule dava smysl v kazdém metrickém prostoru, ale uz viibec nemusi
byt tak hezky kulatd, jak jsme zvykli.

Definice. Bud (X, ¢) metricky prostor, x € X a r € (0,00). Mnozinu
B(z,r) = Bo(w, 1) ={y € X : o(x,y) <7}

nazveme (otevienou) kouli se stfedem v z a polomérem r.

Cviceni. Jak vypadaji jednotkové koule v R? se stiedem v nule pii metrikach o,
02, @ 000? Ukaite souvislost s tvrzenim Vz,y € R? : o1(x,y) > 02(2,y) > 00o(T,Y)-

Cvi€eni. (Podivné, ale pouéné) Najdéte metricky prostor a v ném kouli, kterd
vypada jako trojuhelnik, nebo jako mnozina racionalnich ¢isel, nebo tfeba jako slon.

Definice. Je-li (X, p) metricky prostor, pak mnoziné Y C X s metrikou p fikdme
podprostor metrického prostoru (X, g) a znaéime (Y, o).

Topologie v metrickém prostoru

Definice. Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme, Ze mnozina G C X je oteviend,
pokud pro kazdy bod x € G existuje r € (0,00) takové, Ze B,(z,7) C G. Rekneme,
7e mnozina F' C X je uzaviend, pokud je X \ F oteviend.

Priklad. Jak lze vytus$it z terminologie, v R s béZnou metrikou jsou oteviené inter-
valy oteviené, analogicky uzaviené intervaly jsou uzaviené. Nejde ovSem o vSechny
oteviené, resp. uzaviené mnoziny!

Cviceni. V R s bé&Znou metrikou najdéte mnozinu, kterd neni oteviena, ani uza-
viena.

Priklad. V metrickych prostorech (R™,01), (R", 02) a (R™, 0) jsou oteviené

pfesné ty samé mnoziny — to plati diky nerovnosti

000 (2, y) < 02(2,y) < 1(w,y) < 0o (w,Y).
Cvicéeni. Popiste vSechny oteviené mnoziny v prostoru s diskrétni metrikou.
Véta. (Vlastnosti otevienych mnozin)

(O1) Cely prostor a prazdna mnozina jsou oteviené mnoziny.

4Znaceni otevienych a uzavienych mnozin vychézi z némeckého slova gedffnet a francouzského
fermé.
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(02) Sjednoceni (libovolné velkého) systému otevienych mnozin je oteviena mno-
Zina.

(O3) Priinik dvou otevienych mnozin je oteviena mnozina.’

Cviceni. Ukazte, ze prinik nekoneéné mnoha otevienych mnozin jiz nemusi byt
otevienou mnozinou.

Cviceni. Zformulujte analogickd tvrzeni pro uzaviené mnoziny.

Konvergence a spojitost v metrickych prostorech

Umluva. Ne vidy budeme znacit metricky prostor formalné jako dvojici (X, o).
Pokud je na X né&jaka velmi standardni metrika (zpravidla eukleidovskd na X = R™),
budeme psat jen X.

Ted uz se dostavame k jadru toho, ¢emu se Fikéd matematickd analyza. Nejprve se
smifime s faktem tak fundamentélnim, Zze pfimo souvisi s tim, co jsou vlastné realné
Cisla presné zac.

Definice. Supremem (resp. infimem) shora (resp. zdola) omezené mnoziny M C R
nazveme nejmensi (resp. nejvétsi) takové ¢éislo a € R, Ze kdykoliv b € M, potom uZ
b<a (resp. b > a). Znaéime a = sup M (resp. a = inf M).

Tvrzeni. Kazd4 shora (zdola) omezend podmnozina realnych ¢isel mé supremum
(resp. infimum).

Pomoci infima mzeme napiiklad definovat vzdélenost dvou mnoZin (speciélné
také bodu od mnoziny).

Definice. Pro (X, g) metricky prostor a A, B C X definujeme

o(A,B) = inf o(a,b).
acA
beB

Vétsinou se nasledujici pojmy definuji nejprve pro realna cisla a realné funkce
a az zpétné se zobecnuji. My ale konkrétni strukturu redlnych ¢isel nepotfebujeme
(s vyjimkou axiomi metriky samotné) a definujeme vSe rovnou pro obecné metrické
prostory.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (z,)5°; bodii z metrického prostoru (X, o)
mé limitu = (resp. konverguje k z), pokud plati lim, o 0(zn,x) = 0. Znacéime
lim, o ©, = x. Ma-1i posloupnost limitu, nazyva se konvergentni.

Tvrzeni. Mnozina F v metrickém prostoru (X, o) je uzaviend, pravé kdyz pro
kazdou konvergentni posloupnost ()22, bodt z F' je lim, o x, € F (neformdalng,
z uzaviené mnoziny nelze ,vykonvergovat ven“). Ekvivalentné, mnozina F je uza-
viend, pravé kdyz pro kazdé x € X plati implikace (o(z, F) = 0= x € F).

50dtud snadno plyne, Ze prinik koneéné mnoha otevienych mnozin je oteviena mnozina.
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Cviceni. Dokazte, Ze posloupnost mize mit nejvyse jednu limitu.
Cvicéeni. Dokazte, ze v R plati lim,, % =0.

Jako priklad silné netrivialniho pouziti pojmu konvergence uvedeme nasledujici
vétu, kterd tvrdi, Ze spojitou redlnou funkci na uzavieném intervalu umime libovolné
pfesné aproximovat polynomem.

Véta. (Weierstrassova) Pro kazdou funkci f € C({0,1)) existuje posloupnost poly-
nomi (p, )5 takova, Ze f = lim,, oo Ppn, kde limitu uvazujeme v maximové metrice.

Pokud uz jste setkali s pojmem ,spojitosti“, ale rozc¢ilovalo vas, ze vam nikdo
nebyl schopen potradné fict, co to je, tak jste se koneéné dockali.

Definice. Necht (X, 0), (Y, o) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze funkce f: X —
Y je spojita v bodé x € X, pokud pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé
y € X spliwjici o(x,y) < ¢ plati o(f(z), f(y)) < e. Je-li f spojitd v kazdém bodé
X, pak fekneme, Ze je spojitd.

Receno slovy, funkce je spojitd v bodé x, pokud body blizko 2 zobrazi na body
blizké f(x), kde to druhé ,blizko“ je libovolné piesné. Jesté jinak, spojitd funkce
,hetrha® prostor, na kterém je definovana. Naptiklad pro readlnou funkci se intuitivné
tika, Ze je spojitd, pokud jeji graf 1ze nakreslit bez zvedani tuzky z papiru.

Cvicéeni. Dokazte, Ze pfi znaceni jako vySe je f spojitd v x € X, pravé kdyz pro
kazdou posloupnost (z,)%2; bodd z X plati
lim z, == lm f(z,)= f(z).

n—oo n—oo
Receno méné forméalné, funkce je spojita, pokud ,zachovava limity posloupnosti“.

Cvi€eni. Dokazte, ze na (X, 0) jsou funkce
(i) id: X — X, id(x) = =z,
(ii)) fo: X = R, f(x) = o(z,a) pro néjaké a € X
spojité.
Cviceni. Uvedte piiklady redlné funkce (tedy f : R — R), ktera je
(i) spojita,
(ii) nespojita,
(iii) nespojitd vSude az na jeden bod.
Tvrzeni. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory. Funkce f: X — Y je spojita

pravé tehdy, kdyz pro kazdou otevienou mnozinu G C'Y je vzor této mnoziny v f
(tj. mnoZina f~1(G) = {z € X : f(x) € G}) oteviend mnozina v X.

Poznamka. Uvedend véta naznacuje, Ze pojem spojitosti funkci neni nijak hlu-
boce zavisly na konkrétnich metrikach, které na mnozinadch mame, rozhodujici je
pouze informace, které mnoziny jsou v danych prostorech oteviené. Tato skutec-
nost je motivaci pro pojem struktury jesté obecnéjsi, nez je metricky prostor, tzv.
topologického prostoru.
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Kompaktnost

Definice. Metricky prostor (X, p) se nazyva kompaktni, pokud z kazdého jeho
pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat konecné podpokryti.

Tato abstraktni podminka zatim asi nezni pfili§ intuitivné, ale jeji uzitecnost
spoc¢iva v tom, ze je ekvivalentni pfekvapivé mnoha ,,jinym* vlastnostem metrického
prostoru.

Véta. (O kompaktnosti) Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) (X, o) je kompaktni.

(ii) Kazdy soubor uzavienych mnozin, z nichZ kazdych koneéné mnoho ma ne-
prazdny priinik, ma (cely) neprazdny prinik.

(iii) Kazd4 nekoneénd mnozina M C X md hromadny bod v X (bod z € X se
nazyva hromadngm bodem mnoziny M, jestlize o(x, M \ {z}) = 0).

(iv) Z kazdé posloupnosti (x,)52; bodii z X Ize vybrat konvergentni podposloup-
nost.

(v) Kazda spojita funkce f: (X, 0) — R nabyvd svého maxima a minima.

Poznamka. Kompaktnost jsme definovali pro cely prostor, ale je snadné ji dode-
finovat pro M C X. Rekneme, ze M C X je kompaktni, pokud podprostor (M, o) je
kompaktni.

V R" je situace jesté jednodussi.
Véta. (Heine-Borel-Lebesgue) Podmnozina R™ je kompaktni, pravé kdyz je uza-
viena a omezend (tzn. vejde se do néjaké koule).
Priiklad. Nésledujici mnoziny jsou kompaktni:

(i) {(a,b) v R,

(i) étverec v R?,

(iii) kruznice v R?,

(iv) libovolna koneénd mnozina v (X, o).
Priklad. Naésledujici mnoziny nejsou kompaktni:

(i) R (v R samotném),
(a,b) v R,
(0,00) v R,

Dalsi vlastnosti a aplikace

Uloha 1. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni, tzn. je-li (X, o) kom-
paktni a f: (X, 0) — (Y,0) je spojita, pak f(X) je kompaktni v (Y, o).
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Uloha 2. Dokazte, Ze ze viech trojihelnikt s vrcholy na dané kruznici maji nejvétsi
obsah ty rovnostranné.

Uloha 3. Najdéte v R? dvé disjunktni uzaviené mnoziny s nulovou vzdalenosti.
Mize byt alespon jedna z nich kompaktni?

Uloha 4. Aktivista se vydal do lesa hlidat stromy. Stoupl si mazané na takové
misto, ze vidél strom v kazdém sméru kolem sebe. Mohou vzdy Spatni a zkazeni
dfevorubci pokacet vSechny stromy az na konecny pocet tak, aby aktivista stale
vidél v kazdém sméru strom? Predpokladejte, ze aktivista je bod v roviné a stromy
jsou libovolné rozmisténé a libovolné velké kruhy.

Uloha 5. Uvazme potrubi (orientovany graf ohodnoceny kapacitami trubek) s jed-
nim vstupem (vétSinou se mu ¥ika zdroj) a jednim vystupem (stokem). Dokazte, Ze
existuje maximalni tok. (Tok je ohodnoceni hran skuteénymi pritoky, pro které ma
kazdy vrchol kromé zdroje a stoku soucet nula.)

Uloha 6. Hodime-li plan Prahy v Praze na zem, bude pravé jeden jeho bod leZet
pfesné na svém obrazu. Formalnéji, je-li (K, d) kompaktni prostor a f: K — K spo-
jité funkce spliiujici pro kazdé z,y € K, x # y nerovnost d(f(x), f(y)) < d(z,y), pak
existuje pravé jedno = € K takové, ze f(x) = x. Plati to i pro neostrou nerovnost?

Uloha 7. Kuchaf spojité zamichal kompaktni gulas. Dokazte, Ze néjaky kus gulase
skon¢il pfesné tam, kde byl pfed zamichdnim. Formélnéji, nechf f: K — K je spojita
a K kompaktni. Dokazte, ze pak existuje ) £ A C K, ze f(A) = A.

Uloha 8. (Tézka ¢okoladovd) Dokaite, 7e je-li (K, d) kompaktni prostor a f: K —
K spojita funkce spliiujici pro kazdé x,y € K nerovnost d(f(z), f(y)) > d(x,y), pak
f je na, neboli f(K) = K.

Navody

—

Pouzijte definice.
Kruznice je kompaktni.
Hyperbola s asymptotou; nemize.

Kruznice je kompaktni.

AR ol ol o

Soudin intervali je kompaktni a velikost toku v zavislosti na prutocich jednot-
livymi trubkami je spojité.

6. Funkce d(z, f(x)) je spojita.

7. Funguje AN f(A)Nf(f(A)N...

8. Vyuzijte vysledek tlohy s kuchafem.

Literatura a zdroje

[1] Alexander ,,Olin“ Slavik: Prostory metrické a jiné, Blansko-Obirka, 2011.
[2] Martin Tancer: Metrické prostory, Lou¢nd, 2003.

27



Jak

odhadnout nepredstavitelné —

Fermiho problémy

JAN KADLEC

ABSTRAKT. Enrico Fermi byl jeden z nejvyznamnéjsich fyzikd a matematiki minu-

lého stoleti. Mezi mnohym proslul téz rychlym feSenim problému velmi naro¢nych na
predstavu, jako naptiklad jak velkou plochu bychom pokryli krabicemi od pizzy, kterou
zkonzumuji Ameri¢ané za rok, jaka je hmotnost vSech proteinti v buiice ¢i kolik ladiéa
piadn je v Chicagu. Podobné otazky jsou oblibené v ptijimacich testech spoleénosti jako
Google. V prednasce si ukazeme, jak k témto problémim pfistupovat, jak odhadovat,
a to nejen vysledek, ale i chybu.

Enrico Fermi mimo jiné pracoval na vyvoji atomového reaktoru a atomové bomby za
druhé svétové valky. Legenda pravi, ze z pouhého hozeni papirové kulicky na sttl byl
schopen predpovédét silu vybuchu atomové bomby. Jeho vysledek 10 kt TNT oproti
skutecné sile 20 kt TNT je vskutku impozantni. Podobné odhady se daji vyuzit
vsude, kam se jen podivame, a mnohdy nam usetii mnoho ¢asu s rozhodovanim ¢i
napiiklad s vybérem vhodné metody pro provedeni experimentu a méfeni (tfeba na
méfeni délky dalnice si nevezmeme milimetrové pravitko). Jak se dd k takovému
odhadu dospét? Nejprve se podivame na to, jak k takovym problémim pfistoupit,
a ur¢ime prvni pomocné body.

(1)

(3)

Napis feseni — tedy, zamysli se nad rozumné blizkym feSenim. Staci, kdyz
odhadnes feseni s chybou jednoho fddu. Uvedme si piiklad.

Priklad. Jdes nakupovat a més stokorunu, kterou jsi ochoten utratit za
dobry obéd. Kdyz uvidis (dobry) obéd za 50, okamzité ho koupis. Kdyz za
500, urcité si ho nekoupis. Pouze tehdy, kdyz bude cena nékde okolo té,
kterou jsi ochoten zaplatit, budes vahat. Obvykle nam tedy stac¢i odhadnout
Teseni fadove.
Rozdél a panuj! Ulohu si rozdél na vice ¢asti, kazdou odhadni zv1ast s chy-
bou do jednoho fadu a poté jednotlivé ¢asti spoj.
Uloha. Kolik je v buiice proteinii? K této tiloze se vratime pozdéji a pravé
na ni si budeme princip rozdél a panuj ukazovat (ale miZete se zamyslet uz
nyni :-)).
Uré¢i horni a dolni hranice.
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(4) A nasledné je vyuzij k dobrému odhadu pomoci geometrického praméru.

(5) Porovnej svij vysledek. Casto je mozné najit néjakou podobnou tlohu,
vzdy se da vratit zpét a podivat se — je muj vysledek prili§ maly? Prilis
velky? Akorat?

(6) Nebo ho odhadni jinak. VZdy je vice cest.

(7) Odhadni chybu. Vzdy chceme védét, jak moc se mizeme mylit.

Ale jesté predtim par pomticek, abychom se v tom dobfe orientovali.

Zapis Cisel pomoci mocnin

Budeme pracovat s velkymi a velmi malymi ¢isly, a proto je vyhodné prepsat vse
ve formé nésobku ¢isla a mocniny 10. P#i jejich nasobeni (déleni) pak jen seGteme
(odecteme) mocniny desitky a vynasobime (vydélime) ¢islo (koeficient). Par pfikladt
takto zapsanych ¢isel, jez se nam budou hodit:

(1) Avogadrovo &islo (udava pocet ¢astic v jednom molu latky) — Ny = 6 - 10%

(2) Pocet obyvatel USA — 3 - 108

(3) Pocet obyvatel CR — 107

(4) Vzdélenost Zemé od Slunce v metrech — 1,5 - 1011,

Pocitani geometrického priméru
Definice. Geometricky primér a dvou ¢isel b a ¢ je definovan jako: a = Vb - c.

Pii odhadech budeme ¢asto pouzivat geometrického praiméru. D4 se ukazat, ze
tato metoda dava dobré vysledky, ale pro tuto prednasku je to prilis komplikované.
Navic s jeji pomoci je ndm vyjadieni chyby blizsi — vysledek muze byt dvakrat
mensi/vétsi a ne o + néjaké ¢islo. Dalsi neméné diilezitou véci je, Ze mnoho zavislosti
v prirodé je logaritmickych, dava log-normalni rozdéleni. A i s tim si geometricky
prameér poradi. Dikazy opét dalece pfesahuji nejen rozsah, ale i ii¢el nasi prednasky.

Jeho pocitani si rozdélime na dva pripady:

(1) Po nésobeni je mocnina u desitky suda. Pak jen zprimérujeme pomoci arit-
metického primeéru koeficienty a mocniny.

244

Priklad. Geometricky primér 2 - 102 a 3 - 10* je priblizng 22 .1072 =
2,5 - 103. Pfesna hodnota je 2449, tedy odhad je to velmi dobry.

(2) Po nasobeni je mocnina u desitky lichd. Od mocnin ode¢teme jednicku, koe-
ficienty vynasobime tfemi a pak stejné jako u (1).

344—1

Priklad. Geometricky pramér 2-10° a 3-10? je piiblizné 2£2.3.10" 2 =
7,5 - 103. Pfesn4 hodnota je 7746.

A huré na problémy!
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Uloha. (Rozehfivaci.)
Sance, Ze vyhrajete loterii, je jednu ku sto milionim. Jak vysoky by byl &tos,
kdybyste losy pokryvajici vSechny moznosti poskladali na sebe?

Malé anketa na procviceni predstavivosti:
(1) Jako Snézka (1600 m).

(2) Jako Mount Everest (10000 m).

(3) Polomér Zemé (107 m).

(4) Vzdélenost na Mésic (108 m).

Reseni. K vyfeSeni potfebujeme znat dvé informace — kolik je losti a jak je jeden
los tlusty. Za pfedpokladu, Ze vyhrava jen jeden los, mame 10® mo#nosti, tedy lost.

Jak tlusty je jeden los? Pojdme to odhadnout. Balik papiru (500 ks) ma asi 5 cm.
Losy vsak byvaji o néco tlustsi. Zkusme karty. Balicek 32 karet ma asi 1 cm. Tedy:

lcm cm m
t= =0,03-— =3-10"*—
32losi los los
viska = 310742 . 108 losit
los

viska =3 -10*m

To je asi 30 km. Ttfikrat vyse, nez normélné 1étaji dopravni letadla!
Piiklad 1. (Klasika.) Kolik ladi¢ti pidn je v Praze (nebo v Londyné nebo ve Tvém
méste)?
Priklad 2. Kdyby se vyroloval veskery toaletni papir pouzity za rok v CR, jak
dlouhou lajnu by vytvoril?

Priklad 3. Kolik plechovek dZzusu potfebujes vypit, abys docerpal energii nutnou
na vystup ,,prumérné hory“?

Priklad 4. Kolik vazi trilion Ké? Vyjadii, kdyz je to trilion v bankovkach, mincich,
zlaté, hodinach otrocké prace ...

Na nésledujici tloze si procvicime, jak se divat na problém z rtiznych stran.

Uloha. Jakou plochu bychom pokryli se véemi krabicemi od pizz, které Americané
sni za rok?

Rozdél a panuj (a odhadni chybu)

Vytesme nésledujici problém a pak se vratme zpét a odhadnéme chybu.
Uloha. Kolik proteint je v bakterialni butice (E. Coli)?

Resend. Predtim, nez za¢neme fesit, si pojdme opét tipnout. Tentokrat bez moz-
nosti ;-).
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Reseni si opét rozdélime na mensi kroky a u kazdého se pokusime o odhad chyby.
Rozdéleni je nasledujici:

(1) Velikost butiky — jak velkd je buiitka?
(2) Hmotnost buitky — jaka je hustota buiiky (pozor na jednotky)? Ptrejdéme
nyni na jiné, uzitecné&jsi jednotky, na Daltony (Da).

Definice. (Dalton) Jeden Dalton odpovidd hmotnosti vodikového atomu. Déle
plati, Zze 1 g je roven sou¢inu Avogadrova ¢isla a hmotnosti 1 Da.

A udélejme prvni aproximaci, Ny = 10%4.

(3) Hmotnost proteini — jakou chybu délame? Jakou hmotnost zabiraji proteiny?
Co tvori nejvétsi ¢ast, nejvice hmotnosti?

(4) Pocet proteint — kolik vazi jeden protein? Je slozen z aminokyselin (AK),
kolik AK mé asi jeden protein a kolik vazi jedna AK? Staéi uz nyni jen
vydélit hmotnost vSech proteint hmotnosti jednoho.

Pojdme zpét a podivejme se na chyby. Prvni je velikost, dale pocet AK, zastoupeni
proteint v suSing, ... Vezméme to odzadu. Jak moc pfispivaji proteiny do hmot-
nosti? Zde jsou realné hodnoty mezi 0,1 az 0,2. Pocet AK je dalsi velkou nepiesnosti,
ale pohybujeme se v oblasti dvojnasobku, tedy realné mezi 100 az 500, coz je oboji
docela mald chyba. Co objem? To miZe byt problém, nebot se spoléhdme na rozmér
a objem roste s jeho tfeti mocninou. Pfesnéji tedy mtzeme rozdélit ndmi ziskanou
informaci a vztdhnout ji pouze na objem jednoho mikrometru krychlového.

Piiklad 5. (Rozsifeni predchozi) Kolik molekul mRNA je v této buiice?

Piiklady

Priklad 6. Kolik lidi pravé ted telefonuje nebo piSe zpravu na svém mobilu?
Priiklad 7. Kolik je na Zemi stromu?
Priklad 8. Kolik bunék je v lidském téle? A co obecny organismus?

Priklad 9. Vrafme se na chvilku k predchozimu prikladu. P¥i odbéru krve Ti
tekli, ze pocet cervenych krvinek ve Tvém vzorku je 4-6 miliont na mikrolitr krve.
Porovnej jen odhad céervenych krvinek s vysledkem ptfedchoziho piikladu. Kde je
problém?

Piiklad 10. Kolik zidli se za rok proda v CR?

Piiklad 11. Jak dlouho stravi voda v atmosféfe, nez opét spadne na zem?
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TroSku tézsi

Priklad 12. Jaky je pramérny pocet nohou zvitat? Za zvifata povazuj obratlovce
i bezobratlé.

Priklad 13. Jaka je orbitélni rychlost Zemé kolem Slunce? A jeji kineticka energie?

Priklad 14. Jaky je objem vSech na Zemi ¢lovékem postavenych struktur (budov,
domt, aut, ... )?

Navody

1. Kolik je obyvatel ve mésté? Kolik pian je na obyvatele? Kolikrat za rok je piano
ladéno? Kolik ¢asu zabere naladéni pidna? Kolik hodin pracuje ladi¢ za rok?

2. Kolik toaletniho papiru denné/roli za mésic potiebujes? Kolik zije lidi v CR?
3. ,,Primérna hora“ je vyssi nez budova a nizsi nez Mt. Everest. Zména potencialni
energie je dana vzorcem F = mgh, kde m je hmotnost télesa, g gravitacni zrychleni

= 10 m/s% a h je vyska/vzdalenost, o kterou se v potencidlnim poli posouvame.
Jakou energetickou hodnotu méa takova 330 ml plechovka?

4. Kolik je to bankovek/minci a kolik vazi jedna? Jakou hodnotu mé zlato? Hustota
zlata je 20 t / m3.

5. Z poc¢tu proteint vyuzij produkéni rychlost proteint (délka jednoho bunééného
cyklu je v rozmezi 30 min a 1h, pouzij 3000s, a rychlost je pocet za ¢as) a nasledné
rychlost produkece protein/mRNA (rychlost je 0,1-1 prot/mRNA/s).

6. Kolik lidi je na svété? Kolik ¢asu/jakou frakci travi lidé denné psanim ¢&i vola-
nim?

7. Jak velkou plochu zabira sous? Kolik je asi stromii na 1 km?*?

8. Jak velké je lidské télo a jak velka je eukaryoticka burka?

9. V zildch nam obvykle koluje kolem 51 krve.

10. Kolik zidli ,vlastnis“ — na kolika sedis? Jak casto svou zidli/své zidle ménis?
11. Jaky je odpar vody na Zemi za rok? Kolik vody je v atmosfére? Ustaleny stav
tika, ze je stejny pfisun vody do atmosféry jako z atmosféry. Jak casto tedy prsi?
12. Jaky je prumérny pocet nohou obratlovci? A co bezobratlych?

Bezobratli — hmyzu je opravdu hodné, asi 108, oviem &erviki je jesté vice. Cle-
novet kolem 10*%, planktonu 10'9~29 hlistfi, hadatek a tak podobné asi 1020,

13. Jaka je doba obéhu a jaka je délka?
Jaka je hmotnost Zemé? Polomér je asi 6000 km, hustota je vétsi nez vody (1000
kg / m?) a mensi nez zeleza (8000 kg / m?). Jeden rok ma - 107 s.
14. Budovy dominuji. Jak velka jsou mista, kde lidé Ziji, a jak velka ta, kde pracuji?
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Hledani extrémiu

BARA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Najit minimum nebo maximum je tkolem v mnohych problémovych
ulohach a bohuzel je také zdrojem jedné z nejcastéjcich avahovych chyb pii dikazu.
Proto si ukazeme nékolik piikladii, jak dokézat nalezeni extrému spravné. Ulohy uve-
dené v tomto prispévku maji jinak jen malo spolecného: prosté se v nich hleda néjaky
extrém.

Uloha. (Motivaéni) Kolik koiifi je mozné nasklddat na klasickou sachovnici 8 x 8,
aby se vzajemné neohrozovaly?

Reseni. (Spatné) Vezmeme osm konifi a ddme je do prvniho fadku sachovnice. Pak
vyskrtdme policka, kterd musi zlistat prazdné, a zjistime, Ze jsou to nasledujici dva
radky. Do ¢tvrtého umistime dalsich osm kont a zopakujeme postup. Vyjde nam,
ze na Sachovnici mtzeme koné umistit do tii celych fadki, a dohromady mame tedy
dvacet ¢tyfi komnt. A to je maximum, protoZe jsme postupovali nejlepSim moZnym
zptsobem, abychom jich na Sachovnici dostali co nejvic. Vic jich uz byt nemfze.
Tecka.

Proc¢ je feSeni $patné? Jak uvidime, ddva nespravnou odpovéd. Diilezit&jsi ale je,
ze tvrdi, Ze néjaky feSitelem vybrany zptsob umistovani figurek je nejlepsi mozny.
Neni to pravda. A i kdyby nahodou byla, muselo by se to dokazat, a to poradné.

Reseni. (Stéle $patné) Umistime koné na jednu diagondlu. Vyskrtdme policka,
ktera néjaky kun ohrozuje. VSimneme si, ze diagonaly ,ob jedna vedle“ zistaly
volné, tak na né umistime dalsi koné. Podobnym postupem dokazeme umistit koné
na vSechna policka kazdé druhé diagondly, kterych je dohromady 32. To je tedy
maximum. Tecka.

Proc¢ je toto feSeni Spatné? Naslo sice spravny vysledek, ale Spatnou tuvahou.
Podobné jako v predchozim priipadé si jen tak mysli, ze zrovna tohle je nejlepsi
taktika na umisfovani kont. Ale viibec netfikd, pro¢ by to méla byt pravda. Co
kdybychom zacali na vedlejsi diagonale, nepostavili bychom tam téch kont ndhodou
vic? Nebo co kdybychom misto po diagonalach zacali umistovat koné néjak jinak?
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Jak to tedy délat spravné?

Reseni. (Spravné!) Postavime jednoho koné na $achovnici. V&imneme si, Ze ohro-
zuje jen policka, kterd maji opacnou barvu nez to, na némz stoji. Zamyslime se nad
tim a zjistime, Ze to neplati jen pro tohoto koné, ale plati to obecné. Tedy urcité
umime na Sachovnici umistit aspon 32 kont, protoze tolik je poli jedné barvy.

Je to ale opravdu maximum? Rozdélme si Sachovnici na osm obdélniki 2 x 4.
Kdyby na Sachovnici mohlo byt konu vic, muselo by podle Dirichletova principu
v nékterém z nich byt aspon pét koni. Jenze kazdy z konidl v tomto obdélniku na
jednom poli stoji a jedno ohrozuje, pét koiiti (a tim spis ne vice) se tam tedy nevejde.
Tim jsme dokazali, Ze vic nez 32 jich na Sachovnici byt nesmi, 32 jich tam umime
postavit, mame tedy hotovo. Tecka!

Mozné to ptisobi az pfehnané, ale je to opravdu ¢astd tivahova chyba, byt ne vzdy
v takto jasnych pripadech.

Obecné se tvrzeni, Ze je néco minimum (maximum), dokazuje jako v poslednim
ukéazkovém feseni. Najdeme néjakého kandidata na extrém, dokdzeme, ze splituje za-
danou vlastnost, a pak dokdzeme, Ze nic mensiho (vét§iho) dané podminky nespliiuje.
A nebo klidné totéz v opacném poradi.

Pojdme to zkusit!

Priklad 1. Méjme Sachovnici 2n x 2n, které nékdo vylomil dvé protilehld rohova
policka. Kolik nejvice dominovych kostek 1 x 2 na ni mizeme naskladat?

Priklad 2. Hokejového turnaje se zi¢astnila ¢tyfi druzstva a kazdé hrélo s kazdym
pravé jeden zapas. Pocet branek vstielenych v kazdém utkani déli celkovy pocet gélu
v turnaji, pfiCemz v zadnych dvou zapasech jich nepadl stejny pocet. Kolik nejméné
mohlo v turnaji padnout branek? (MO 55-C-1-1)

Piiklad 3. Méme trojuhelnik s ¢isly od jedné do Sesti napsanymi u jeho vrchola a
stfedtt stran. Kdyz pro kazdou stranu sec¢teme tii ¢isla na ni napsand, nejvétsi soucet
bude patnéct. Kdyz po dvou sec¢teme ¢isla napsané uprostied stran, nejmensi soucet
bude ¢tyfi. Jaky nejvyssi mohl byt soucet ¢isel napsanych u vrchold?

(PraSe 33-4-1)

Priklad 4. Najdéte kladna redlna ¢isla a, b, ¢ takové, aby jejich soucet byl sto a
jejich soudin byl co nejvétsi. (PraSe 7-5-1)

Priklad 5. Najdéte pfirozena ¢isla a, b, ¢ takova, aby jejich soucet byl sto a jejich
soucin byl co nejvétsi. (PraSe 7-5-1)

Priklad 6. Na c¢tvereckovaném papite 5x 5 hrajeme lodé, pfi¢emz soupet méa pravé

jednu lod. Ta je ve tvaru tetromina L, tedy fada t¥i ¢tverecki, pficemz na né&jakém

konci je nalepeny jeden do boku. Kolik poli musime aspon vyzkouset, abychom méli

jistotu, ze lod zasdhneme? (MO 58-B-11-2)
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Priklad 7. Méjme étverec, v némz je v pravidelnych rozestupech umisténo devét
bodu tak, ze tvori tfi fadky a t¥i sloupce. Kolik nejméné ¢tverci musime pridat,
aby nebylo mozné spojit zadné dva body kfivkou, aniz bychom pfekrocili néjaky
Gtverec? (PraSe 27-5-1)

Piiklad 8. Mame ¢isla od jedné do padesati a chceme je usporadat na kruznici
tak, aby soucet vSech absolutnich hodnot rozdilii sousednich ¢isel byl co nejmensi.
Jak to mame udélat a jaké bude toto minimum? (PraSe 33-4-2)
Priklad 9. Jaky nejvyssi mize byt soucet redlnych &isel x, y, pro kterd plati
2?2 4 27y + 4y? = 17 (PraSe 21-1-2)
Priklad 10. Najdéte reilna &isla p, ¢ tak, aby rovnice 22 + px + ¢+ 1 = 0 méla
realné feseni a soucet p? + ¢? byl nejmensi mozny. (PraSe 21-14)
Priklad 11. Méjme atvar sloZeny z Sesti fad ¢tvereckti pod sebou o poctech dva,
Ctyfi, Sest, Sest, Ctyfi a dva Ctverecky, priCemz je osové soumérny podle svislé i
vodorovné osy. Kolik nejvice ¢tvereckit mizeme obarvit, aby v zadné sikmé fadé
nebyly t¥i obarvené vedle sebe? (MO 49-C-11-4)
Priklad 12. Mséjme pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C. Pro
jakou polohu bodu P umisténého na obvodu trojuhelniku bude |PA| + |PB| + |PC|
nejmensi? (PraSe 27-5-3)
Priklad 13. Jaky nejvyssi poéet podmnozin mnoziny {1,2,...,n} mizeme vybrat,
aby zadné dvé z nich nemély spolecné vice nez dva prvky?

Piiklad 14. Kolik nejvice ¢isel miizeme vybrat z mnoziny {1,2,...,99} tak, aby
soudet zadnych dvou z nich nebyl délitelny jedendcti? (MO 58-C-1-5)
Priklad 15. Najdéte nejmensi k pfirozené takové, ze kazda k-prvkova mnozina
dvojcifernych ¢isel obsahuje néjaké prvocislo. (MO 56-B-1-3)
Priklad 16. Méjme ostrotuhly trojuhelnik ABC'. Pro libovolny bod L jeho strany
AB ozna¢me K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Pro kterou polohu
bodu L je tse¢ka KM nejkratsi? (MO 56-B-11-4)
Pfiklad 17. Najdéte minimum a maximum vyrazu a(1 — b) + b(1 — ¢) + ¢(1 — a)
pro a,b,c € (0,1).

Piiklad 18. Pomoci nalezeni extrému vyrazu V(a,b,¢) =a+b+c+4(1—a)(l —
b)(1 — ¢) 4 3abc dokazte pro a,b,c € (0,1) nerovnost

1< V(a,b,c)<6.
(PraSe 28-7-6)

Literatura a zdroje
[1] Ulohy pochézeji z uvedenych ro¢niki matematické olympiady a MKS.
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Derivace (s trochou mydla)

KuBAa KRASENSKY

ABSTRAKT. Tento pfispévek patii k pfednésce, na které si ndzorné vysvétlime, co je

jeji hlavni zptsoby vyuziti.

Pii zkouméni néjaké funkce (z podmnoziny R do R) je velmi uzite¢né védét, jakou
mé v daném bodé teénu. (Nemusi mit Zddnou — lze si pfedstavit funkce s riiznymi
zubatymi a ,potrhanymi“ grafy —, ale ty funkce, se kterymi se obvykle setkavame,
jsou docela hladké a je k nim mozné teénu pfilozit v kazdém bodé.) Metodu, jak
smér této teény spocitat, objevili (pravdépodobné) nezévisle na sobé Isaac Newton
a Gottfried Leibniz, ¢imz umoznili prudky rozmach matematiky i fyziky.

Definice 1. Smeérnici pfimky myslime tangens thlu, ktery svird s osou x. Jestlize
ma funkce f v bodé x tecnu, pak smérnici této tecny nazyvame derivaci f v bodé z
a zna¢ime f'(z).

Ona prulomova myslenka pant Newtona a Leibnize byla, Ze pokud se f kolem
bodu x chové slusné, pak lze smérnici jeji tecny dost dobfe odhadnout smérnici
seCny, kterd f protind v bodech x a x + d, kde d je néjaké hodné malé ¢islo. Spocitat
tuto smérnici je snadné; je to w.

Na prednaSce si ukazeme, ze zkoumanim chovani tohoto vyrazu pro mala d si
vétsinou dovedeme predstavit, co by se stalo, kdybychom za d ,dosadili nulu* —
¢imz pravé spocitame derivaci v bodé x. Veskeré nase pocindni bude stat na na-
prosto pevnych matematickych zékladech (vSak se derivovani opird velkd ¢ast vyssi
derivace funguji a umét je vyuzivat, nez je umeét zcela rigor6zné definovat.

Odvodime si nasledujici vztahy pro derivace nékterych elementarnich funkei:

Véta 2. (Tabulka derivaci) Na celém definiénim oboru piislusnych funkci plati
tyto vztahy:

(i) (%) = ax*"! pro kazdé a € R,
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Zatim moc funkci zderivovat neumime; to se spravi nasledujici vétou, kterd nam
ukaze, jak spocitat derivace funkeci, které jsou definovany s vyuzitim funkci jedno-
dussich. Symbolem fog myslime slozeni funkci f a g, tj. funkci definovanou vztahem
(f o 9)(z) = f(g9(x)); symbolem f~! oznacujeme inverzni funkci k funkci f, pokud
existuje.

Véta 3. (Aritmetika derivaci) Pro kazdou konstantu ¢ a funkce f a g, pro néz
existuje vyraz na pravé strané, plati nasledujici vztahy:

(i) (cf)(z) = cf'(2),

(i) (f +9)'(z) = f'(2) + ¢/ (),

(iii) (f9)'(x) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x),
(iv) (feg)(@) = f'(9(x))g'(x),

V) (@) = 7y

Skoro kazdé funkce, se kterou jsme se v Zivoté€ setkali, je vybudovana z funkci z¢,
sin(x) a e” pomoci kone¢ného poc¢tu s¢itani, ndsobeni, sklddani a invertovani — takze
jeji derivaci umime spocitat s vyuzitim predeslych dvou vét. Pojdme si to procvidit.

Pfiklad 4. Spocitejte derivace ndsledujicich funkei (na celém defini¢nim oboru,
pokud to lze):
(i) (1+2)%
ii) sin(2x),
iii) sin®(x) 4 cos?(z),
iv) tg(z),
) 27,
vi) arcsinz,
ii) In(cosx).

Priklad 5. Odvodte obecny vzorec pro derivovani podilu dvou funkci.

VyuZiti derivaci

No dobré, vétsinu funkci, s nimiz se setkdme, tedy umime zderivovat. A k ¢emu ndm
to bude dobré? Kdyz si uvédomime, ze derivace vyjadiuje smérnici teény, neni pro
nas tézké uverit nasledujici vété:

Véta 6. Jestlize ma funkce f v bodé x kladnou derivaci, pak je na néjakém jeho
okoli ostre rostouci. Pokud ma derivaci zapornou, je naopak na néjakém okoli ostie
klesajici.

7 toho uz snadno vyplyne nasledujici veledulezita véta:

Véta 7. Jestlize ma funkce f v bodé x lokdlni minimum nebo maximum, pak
derivace v tomto bodé bud neexistuje, nebo je nulova.
38



KUBA KRASENSKY
Priklad 8. Ovéfte, ze s pomoci piedeslé véty spravné naleznete body, v nichz mutze
mit funkce sinus maximum ¢i minimum.
Pfiklad 9. Naleznéte lokdlni maximum funkce In(2z) — x.

Piiklad 10. Zjistéte pomoci derivovani, kde lezi vrchol paraboly dané rovnici
f(x) = az? + bz +c.

Priklad 11. Naleznéte extrémy funkce ze /2,
Priklady
Priklad 12. Urcete rovnici teény k funkci ;{_””3 v bodé odpovidajicim z = —2.

Priiklad 13. Prasatko si chce na biehu rovné feky oplotit obdélnikovou zahradu
tak, Ze na strané prilehlé k fece zadny plot nebude. Ma k dispozici osm set metri
pletiva. Jakou nejvétsi plochu muZze mit jeho zahrada?

Priklad 14. Helmut by si pfal mit krabici ve tvaru kvadru, jehoz podstava ma po-
mér stran a : b roven jeho oblibenému kladnému «. Jak ma dosdhnout co nejvétsiho
objemu, pokud

a) povrch nesmi piekrocit zadané S?
b) soucet rozmért a + b + ¢ nesmi prekrocit zadané S?

Priklad 15. Barbara bali vano¢ni darky. Z ¢tvercového papiru o strané 30 cm
vystiihne v rozich ¢tyfi stejné ¢tverecky a zbytek prehne tak, aby vznikla oteviena
krabice. Jak velké ¢tverecky méa odstfihnout, aby byl objem krabice byl maximélni?

Priklad 16. (Téz)
2“5\/5".
(i) Uréete hodnotu vyrazu /2 . (Tim mame na mysli ¢islo, k némuz

. . V2 (V2 it .
se blizi ¢leny posloupnosti v/2,v2" ", v/2 ,...) Tato ¢ast prikladu je
zajimava, ale s derivovanim nesouvisi.

(ii) Pro ktera a lze obdobnym zpiisobem definovat vyraz a® 7

Priklad 17. (Téz81)) Méjme v roviné étyfi body tvorici vrcholy ¢tverce. Mame za
kol nakreslit mezi nimi nékolik ¢ar tak, aby bylo z kazdého bodu mozné dostat
se po ¢arach do kazdého jiného (byt tieba po dlouhé cesté prochazejici nékterym
z ostatnich bodw). Jakd miize byt nejmensi celkova délka téchto ¢ar? Misto ¢tverce
zkuste uvazovat i obdélnik nebo trojuhelnik.

Reste pfredeslou tlohu pomoci

(i) Derivovéani,

(ii) elementdrni geometrie,

(iii) mydlové vody.

39



Funkcionalni rovnice

JAN KREJCH

ABSTRAKT. Najdou se taci, ktefi se snazi najit hodnotu proménné, ktera resi zadanou
rovnici. To je pro mli¢naky. My si ukdzeme, jak FeSit spoustu soustav najednou — jak
fesit funkcionalni rovnice, tj. jak najit funkci, kterd spliuje zadany predpis nikoliv
v jednom bodé, ale na celém defini¢nim oboru! A to je samoziejmé daleko lepsi.

Co je to funkce?

Funkei f si lze pfedstavit jako malého dinosaura, ktery seZere vstup (argument) a
vyplivne néjaky vystup (funkéni hodnotu). MnoZina v8ech vstupi se nazyva definiéni
obor funkce f (zna¢ime ho D) a mnozina vSech vystupt obor hodnot (znac¢ime ho
Rng(f)). Pokud si obor hodnot Zije v mnoziné Y a ozna¢ime X = Dy, pak piseme
f: X—=Y.

Alternativné si funkci f : X — Y mutzeme predstavovat jako podmnozinu kartéz-
ského souc¢inu X x Y. Bohuzel, v tomto pripadé pfijdeme o naseho milého malého
dinosaura.

Co je to funkcionalni rovnice

Funkcionalni rovnice je presné to, co by od ni ¢lovék ¢ekal. Je to rovnice, ve které vy-
stupuji proménné a (typicky) jedna funkce. Od nds se oéekavé, Zze najdeme vSechny
takové funkce, které splnuji zadanou rovnici pro vSechny pripustné hodnoty promén-
nych. Ukazme si to na ptikladu:

flx+y) = f(=)+ fy).

Velky rozdil mezi klasickou a funkcionélni rovnici je, ze ve funkcionalni rovnici mu-

sime uvést defini¢ni obor a obor hodnot hledané funkce. A ty hraji skuteéné velkou

roli. Pokud bychom chtéli, aby f : Q — Q, pak uvedenou rovnici spliiuji pouze

funkce tvaru f(z) = cx pro ¢ € Q. Kdyby nékdo chtél, aby to byla funkce redlna
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(f : R = R) bez dalsich omezujicich podminek, tak kromé feseni tvaru cz, ¢ € R
existuje fada dalsich (nehezkych) funkci, které zadani spliiuji.

Jak na takovou funkcionalni rovnici?

Af uZ pouzijeme kteroukoliv ze zminénych metod, idea zlistava stejnd — predpokla-
dame, ze mame funkci, ktera spliuje zadani, a uvazujeme, jaké ma vlastnosti, tfeba
jakych hodnot nabyva v nékterych zajimavych bodech. Velmi ¢asto jsou takto zis-
kané vlastnosti nutné, ale nikoliv postacujici, tedy je nutné provadét zkousku. Nyni
k samotnym metodam.

Substituce

Jedna z prvnich véci, ktera ¢lovéka muze napadnout, je zjistit hodnoty v zajimavych
bodech (tfeba v ). Toho lze docilit dosazovanim vyrazt obsahujicich proménné,
aritmetické operace a za jistych podminek i funkénich hodnot.

Priklad 1. Uréete v8echny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna z, y € R
plati

f@)f(y) — flzy) =z +y.

Reseni. Nabizeji se dvé pfirozena dosazeni, ktera obé pouzijeme. Pokud dosadime
[z,y] = [0,0], pak zjistime hodnotu funkce f v nule a pokud [1,y], tak dostaneme
rovnici, ze které pujde vyjadrit f(y).

A nyni to zkusme forméalné. Predpoklddejme, Ze existuje f, ktera spliuje zadanou
rovnici na R. Pak nutné musi zadanou rovnici spliiovat v bodech [1,y] a tedy pro
ni plati f(y)(f(1) —1) = y + 1, kde f(1) je néjakd konstanta. Snadno se ukaze, Ze
f(1) # 1. Ozna¢me ¢ = f(1) — 1, potom f(y) = %1 Zbyva urcit, pro ktera c tato
funkce skuteéné Yesi rovnici. Dosazenim [0, 0] a pouzitim vzorecku pro f dostaneme,
260%—%:0atedyc:1.

Na tomto prikladu je dobfe vidét, co jsme si fekli dfive — prvnim dosazenim jsme
dostali nutnou podminku na funkci — f je tvaru L‘fl Nicméné to nestacilo, dalsim
dosazenim jsme zjistili, ze jediné pfipustné c je 1.

Jak se snazime dosazovat?

(1) Tak, aby nadm jako jeden z argumenti funkce vysla konstanta (0, 1, atd.),

(2) tak, aby ndm jedna ze stran rovnice vysla symetricka (,,vypadé stejné, pokud
zaménime = a y“),

(3) tak, aby nadm z toho vypadla  hezka®

4) z =y, z = —y, atd.

soustava rovnic,

Priklad 2. Uréete v8echny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna z, y € R
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plati
flz+y)+ f(z—y) ==y

Priklad 3. Najdéte vSechny funkce f : R — R vyhovujici pro kazda =, y € R
rovnici

fly+ 1)+ flz+y) = (f(@) + Dy +1).

Dalsi moznosti, jak fesit funkcionalni rovnice, je udélat si z rovnice opakovanym
(8ikovnym) dosazovanim soustavu tak, aby se ndm nepiijemné argumenty odecetly.

Piiklad 4. Naleznete vSechny funkce f : R\ {0,1} — R spliiujici pro = rtiznd od

0 a 1 néasledujici rovnici
1
f<x)+f<1:v> =

Priiklad 5. Naleznéte vSechny funkce f : R — R spliiujici pro vSechna redlnd x, y

f@®+y) + F(f(x) —y) =2f(f(2)) + 29>

Piiklad 6. Najdéte vSechny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna z € R\

{1, -1} plati
r—3 —x+3
() ()

Vlastnosti funkci

Definice 7. Uvazujme funkci f : X — Y. Rekneme, Ze funkce f je
- prostd, pokud pro kazdé x, y € Dy plati

- surjektivni (na), pokud pro kazdé y € Y existuje x € X tak, ze f(z) =y,
- bijekct, pokud je prostad a zaroven surjektivni,
sudd (resp. lichd), pokud pro kazdé x € Dy plati

f(=x) = f(z) (vesp. f(—x) = —f(x)),

periodickd s periodou k, pokud pro kazdé x € Dy plati, ze v + k € Dy a
f(@) = f(z+p).

K ¢emu je to dobré? Pokud je funkce prosté, pak z rovnosti funkénich hodnot
plyne rovnost argumentt (f(A4) = f(B) = A = B). Diky surjektivité pro zménu
mizeme vzdy pouzit substituci y = f(z) pro kazdé y € Y.
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Priklad 8. Najdéte vsechny bijekce f : R — R vyhovujici pro kazdé z, y € R
rovnici

@)+ F(F W) = F(F(f() + f()-
Priklad 9. Najdéte vSechny prosté funkce f : R — R spliiujici pro kazdé z, y € R

F(f(x) +y) = f(20°) +4f (2)y + 2¢°.

Priklad 10. Najdéte vSechny funkce f : R — R spliiujici pro vSechna x, y € R

flaf(z) + f(y) =y + f*(2).
Sudost/lichost ndm pro zménu ulehéuje FeSeni, protoZe nam staci najit predpis
pro f jenom na nezapornych nebo nekladnych ¢islech.

Priklad 11. Najdéte vSechny funkce f : R — R spliiujici pro vSechna z, y € R
rovnici

flx+y)+ f(x—y) =2f(z) cos(y).

Na co si dat pozor

Dvé casté chyby, které si na nésledujicich ptikladech ukazeme, jsou

- Clovék dostane nékolik moznjch predpisti pro hledanou funkci a jeden z téch-
to predpist prohlasi za feSeni (a nezamysli se nad tim, Ze se tyto pfedpisy
daji ,lepit“).

- Neékteré substituce nefunguji na celém definiénim oboru (tfeba y = /a fun-
guje pouze pro x > 0).

Priklad 12. Najdéte vSechny funkce f: R — R spliiujici pro kazdé = € R vztah
(f(2))* = zf ().

Piiklad 13. Najdéte vSechny funkce f : RT — R spliiujici pro kazdé kladné x
rovnici

B f3) +1=2f(@)(1 + of(z)).
Priklad 14. Najdéte vSechny funkce f: R — R, které vyhovuji rovnici

fla—y°) = flz) — "
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Navody

2. Dosadz=y=%.

3. Dosad [0,0], [0,1], [0, ].

4. Dosad z, ﬁ al-— % Vyfes vzniklou soustavu.

5. Dosad [z, f(2)],[z, —2?]. VyFes soustavu vzniklou.

6. Dosad z = % a iij Vzniklou soustavu vytes.

8. Diky surjektivité mtzeme polozit z = f(y) a navic existuje x tak, ze f(z) = 0.

9. Dosad [z,0].

10. Pro [0,y] je leva strana prosta. Najdi nulovy bod a vyjadii ho dvéma zptsoby.
Ukaz, ze f je bijekce.

11. Zapis si f jako soucet sudé a liché funkce.

12. Pteved na soudin, ktery se porovnava s nulou. Ozna¢ M mnozinu, na které ma
funkce jeden tvar (a na zbytku mé druhy). Ukaz, ze kazda takova funkce je feSenim.

13. Oznal y = zf(z) a rozloz na soudin.
14. Dosad [z, /x|, z > 0. [0,/—z], z < 0.

Literatura a zdroje

[1] Vit Musil: Funkciondini rovnice, Oldfichov, 2012.
[2] Héana Bendova: Funkciondini rovnice, Dobra Voda, 2010.
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Permutacni nerovnost

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. V matematice mame faru raznych nerovnosti. Zkuseny olympiddnik je
prosté vidi, na prvni pohled ale vibec ocividné nejsou. My se v prispévku budeme
zabyvat takzvanou permutaéni nerovnosti, kterd je intuitivné uplné ziejma. Od jed-
noduchych nerovni¢ek nas permutac¢ni nerovnost dovede k silnym nerovnostem, se
kterymi si uz budeme moct troufnout na nejeden potradny priklad.

Co to je?

Ujasnéme si pro zacatek, co je to permutace a permutac¢ni nerovnost. Permutaci
o mnoziny {1,2,...,n} myslime néjaké jeji pfeusporadani. Permutace jako takové
ale (kromé znaceni) pouzivat viibec nebudeme. Permutacni (také mincovns) nerov-
nosti myslime nésledujici nerovnost, ktera plati pro libovolné dvé n-tice nezapornych
realnych cisel.

Véta. Meéjme posloupnosti redlnych cisel x1 > x9 > -+ > Tp ayy > Yo > -+ >
yn. Déle at o je libovolnd permutace mnoziny {1,2,...,n}, kterd preusporadava
(y17y2a <o 7yn) na (yiayéa o ’y1/1> Pak

Ty + Toya + o+ T = 1Y)+ TaYs + o+ Tnly > T1Yn + ToYn—2 + -+ Toy.

Pro¢ je permutac¢ni nerovnost tak ziejma? Predstavte si nasledujici situaci: Na
stole lezi n hromadek bankovek, v kazdé hromadce jsou bankovky jedné vydavané
hodnoty. Vsechny tyto hroméadky jsou pritom ,nekonecné“. Kazdy z nasledujicich n
dni si mtzete vybrat hromadku, ze které jste zatim nikdy nic nebrali, a vzit si z ni
néjaky pocet bankovek. Pritom mate ale dopredu urceno, kolik bankovek si ktery den
smite vzit. Permuta¢ni nerovnost pak pouze jinymi slovy fika, jak si v této situaci
vydélat co nejvic a jak co nejmin.

Diikaz. Zacneme prvni nerovnosti. Nejprve néjak ndhodné poparujme dvojicky x

a y do soucint. BUNO 21 > 29 > --+ > Tn, Y1 = Y2 > -+ > yn. Ukdzeme, ze

pokud prislusné n-tice nebyly souhlasné uspofadané, postupnym ,opravovanim® si

neuskodime. At se pfislusna permutace 1isi od té identické poprvé na indexu 7, tedy
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y; = y;j pro j # i. ProtoZe ale permutace byla doted identickd, lezi skuteéné y;
jesté dal na néjakém indexu k > i. Ze stejného davodu je také j > i. Zkusme tedy
prohodit ¢isla y; a y;, ¢imz ziskdme néjakou novou permutaci posloupnosti y. Tyto
dvé permutace se ale 1isi pouze na indexech 7 a k, polepSili jsme si proto presné o

(xiyi + zry;) — (@3y; + 2eys) = (s — 2x) (v — y5) >0,

nebot ¢ > j a zaroven ¢ > k. Postupny prohazovanim nakonec dostaneme posloup-
nosti y ve spravném poradi.

V permutacni nerovnosti pfitom nastava rovnost pouze tehdy, pokud po dosazeni
prislusnych ¢isel za proménné x; a y; dostaneme na obou stranach nerovnosti (pfed
provedenim nésobeni a s¢itani) stejné vyrazy (az na pofadi ¢lend ve s¢itani).

Pokud déle fekneme, Ze né€jaké dvé posloupnosti x1,22,...,Zn & Y1,Y2,...,Yn
délky n jsou souhlasné usporddane, myslime tim fakt, ze z; > x; pravé tehdy, kdyz
yi 2> y;. Obdobné definujeme opacné usporddané posloupnosti. Permutacéni nerov-
nost tedy vlastné fika, ze nejvétsi vysledek vyrazu x1y; + xoys + - - - + Ty, ziskdme
ze dvou souhlasné usporadanych posloupnosti, nejmensi z opa¢né usporadanych.

Permutacni nerovnost pritom typicky homogenni vyrazy odhaduje opét homogen-
nimi vyrazy stejného stupné. Casto nam umozni velmi jednoduse odhadovat cyklické
vyrazy pomoci jinych cyklickych vyrazu.

Je to ziejmé . ..

Pojdme se konecéné vrhnout na prvni tlohy. Za¢neme tlohami, které casto staci
pouze prejet ofima. Tyto tlohy jdou typicky FesSit i mnohymi jinymi (skoro vSemi)
pristupy, zkusime se na né ale divat opravdu pies nerovnost permutacni. Pfi feSeni
je vhodné si alesponi koutkem oka vSimnout i pfedpokladd@ na proménné — typicky
je neuvaddime pro pobaveni usak.

Uloha 1. Pro realna a, b, ¢ dokazte
a? + b+ 2 > ab+ be + ca.
Uloha 2. Pro readlné z,vy,z > 0 ukazte
ac?’y + y?’z + 23z > nyz + y2zx + zQxy.
Uloha 3. Pro realna x,v, z ukazte
2?4 yt? 4 24? > aPya? 4 yPaa? 4+ 2Bay?
Uloha 4. Pro realna a,b,c > 0 dokazte

a2+b2+02>b c a
2 2 a2 " a b
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Uloha 5. At z1 > 29 > -+ > Tn, Y1 > Y2 > -+ > Y, jsou redlnd cisla a
(Y1, Y4y -, yh) je permutace (y1,y2, ..., Yn). Potom

(1 —11)*+ (@2 —y2) 2+ + (@0 —yn)® < (21— 91)° + (22— 95) >+ + (2 —y)*

(IMO 1975)
Uloha 6. Pro kladné realna ¢isla (zy,2,...,7,) a jejich libovolnou permutaci
(), 2%, ..., x)) nahlédnéte
T T T
T e
Ty Ty n

Uloha 7. Pro realna a,b,c > 0 dokazte

1+1 >a+b+c-

1
a2 2 2= abe

Drobna zamysleni
Protoze uz jsme si vyzkouseli tlohy, které permutacni nerovnost déla za nas, pustime
se ted do tloh, kde musime néco jednoduchého udélat i my.

Uloha 8. Pro0<z < 5 najdéte minimum vyrazu

sinz  cos®z

cosx sinx

Uloha 9. Na stole lezi n po dvou rfiznych p¥irozenych &isel ay, as, . . . a,. Dokazte

ay  az an, 1 1
T N [ E B
12+22+ +n2_ +2+ +n

Uloha 10. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte

a—|—1+b—|—1+c—|—1>2<1 1 1)
wh o/ aya — '

a + b
Uloha 11. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte

a2+ +E A+a?
+ +

> .
. . 2 >2(a+b+c)

Uloha 12. Pro realna z,y, z > 0 dokazte

2 2 2 2 2 2
¢ =z - z° =
Y Y > 0.

Y+ z Z+x T +y
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Uloha 13. Jsou dana redlna xz,vy, z > 0. Ukazte odhad

a3 yd 28
—+—+—2z+y+=z
yz  zx  xy

Uloha 14. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte Nesbittovu nerovnost

a b c
+ +
b+c c+a a+b

3
> —.
-2

Uloha 15. Pro realna a,b, ¢ > 0 spliiujici abc = 1 dokazte

1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c) bc+a) Ala+d) — 2
Uloha 16. Pro realna a,b,c > 0 a n piirozené ukazte
a” pn ch anfl +bn71 _|_cn71
b—|—c+c+a+a+b_ 2
Uloha 17. Jsou dana realné ai,asp...,a, > 0, pro piehlednost ozna¢me s jejich
soucet. Potom
ai a2 Qn n
+ +--+ > .
s—ay S—a2 S —ay n—1

Uloha 18. Daéna jsou realna a,b, ¢ > 0. Dokazte

a®b’c® > 3§/ (abe)atbte,

Déle se z permutac¢ni rovnosti da odvodit tieba Cauchyho—Schwarzova nerovnost
nebo primeérové nerovnosti. My se v8ak nyni pfesuneme k nerovnosti Cebysevové.

CebySev
Zacneme tulohou doslova Sitou na miru permuta¢ni nerovnosti, kterda ma shodou

nahod své vlastni jméno.

Véta. (CebySevova nerovnost) At a; > as > --+ > ay, by > by > -+ > b, jsou
n-tice realnych ¢isel. Potom

niaibi > (i%‘) (i@) > niaibn—&-l—i-
i=1 i=1 i=1 i=1

Dikaz. Pro prvni nerovnost dokola se¢teme vSech n permutacnich nerovnosti tvaru
>~ aib; > a;biy. Druha nerovnost se dokdze analogicky.
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Tvrzeni. V Cebysevové nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyz x1 = xo =
=T neboyr = yp =0 = Yn.

Na prvni pohled se zda, ze CebySevova nerovnost musi byt opravdu hloup4, nebot
jsme ji ziskali nas¢itanim hromady slabych permutacnich nerovnosti. Prekvapivé je
ale pomérné silnd a uzitecnd, a to pravé kvuli tomu, zZe se na ¢isla diva ,z vétsi
vysky*. Nyni si v praxi vyzkouSime, co tato nerovnost umi.

Uloha 19. Pro realna a, b, ¢ ukazte

3(a® + 08 + ) > (a® +0° + ) (a® + b+ &P).

Uloha 20. Jsou dana realné ay,as,...,as > 0, ktera spliuji a; +as +---+a, = 1.
Potom a a a n
1 2 n
+ 4+ .
2—a1 2—ao 2—a,  2n-—-1

Uloha 21. Pro reélna a,b,c,d > 0 dokazte nerovnost

B+ +S P+ 4+ F+E+PE B+ E+ B 9 o 9 o
> a2+ b0+ + d2
a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d

Uloha 22. Pro realna a,b,c > 0 ukaZte nerovnost

ab n bc 4 _c8 3(ab + be + ca)
a+b b+c c+a” 2a+b+c)

Uloha 23. Mgjme &isla ay,as, ..., a, € (0,3 ). Dokazte nerovnost

(ZsinaZ) . <Z cosai> < 5
i=1 =1

Uloha 24. Af realné a,b,c,d > 0 spliiuji a + b + ¢ + d = 4. Potom ukazte

1 N 1 N 1 N 1
114a2  114+02 114+c¢2  11+d?

1
< -
-3

Uloha 25. Af0<x; <z <--- < ux, je n-tice redlnych ¢&isel, ktera spliuji

! + ! + + 1 =1
1+x 1+ zo 1+x,

Dokazte, ze

\/E+\/972+---+\/x72(n—1)-<1+1+---+ = )
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Uloha 26. Pro realna a,b, c,d > 0 spliwjici ab + bc + c¢d + da = 1 ukazte
a® n b3 n e n d3 S 1
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 3
(IMO Shortlist 1990)

Uloha 27. Realna &isla x,y, 2 > 0 spliji zyz = 1. DokaZte nerovnost

x> Y3 23 3
4012 O+20+2) Orni+y —1

(IMO Shortlist 1998)

Algebry s obrazkem

V bézném trojihelniku plati rizné vztahy mezi délkami rtiznych tsecek a rtznymi
hly. Nékteré z nich pfitom pifmo vybizi k pouziti permutacni ¢ CebySevovy nerov-
nosti. Nékteré jsou trividlni, nékteré ne. Podivejme se na né tedy podrobnéji.

Uloha 28. Trojthelnik m4 strany s délkami a, b, c. Dokazte
a’>(b+c—a)+b*(c+a—b)+c(a+b—c) < 3abe.

Uloha 29. V roviné je dan AABC s obsahem S a délkami stran a,b,c. Dale
oznacme délky vysek na tyto strany po fadé v,, vy, v.. Dokazte nerovnost

a(vy + ve) + b(ve + vg) + c(ve + vp) > 128.

Uloha 30. Délky stran A ABC naproti vrcholiim A, B, C' ozna¢me popoiadé a, b, c,
velikosti thlt (v radidnech) pfislusné témto vrcholim poporadé «, 3,~. Dokazte

b+c c+a a+b_6

+ + — -
@ B v s

Uloha 31. V roviné je dan ostrothly AABC s orthocentrem H. Dokazte, ze soucet

vzdalenosti H od stran trojuhelniku je roven nejvyse trojnasobku poloméru kruznice
jemu vepsané.

Uloha 32. Délky stran a velikosti tthlt v AABC ozna¢me bé&znym zptsobem jako
a,b,c, a, B,7. Jasnovidec nam pfitom fekl, ze a + b = tg 3 (atg o + btg 3). Dokaste,
7e ANABC je rovnoramenny. (IMO 1966)

Uloha 33. Je dan AABC oznaleny béznym zptisobem. Dokazte

< \/§(a+b+c)'

«
acos—+bcosé+ccos < 5

7
2 2 2

(PraSe 29-S-5)
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Poleva na dort

Vratme se na chvilku k permuta¢ni nerovnosti a zkusme si ji zobecnit.

Uloha 34. Aty > x> - 22, 20,51 242 > - 2 yn 20,20 > 29 >
- > zp > 0 jsou posloupnosti redlnych ¢isel, (yi,v5,...,y,) a (21,25,...,2)) jsou
permutace posloupnosti (y1,y2,...,yn) a (21, 22, ..., 2n). Potom plati

n n

/!
E TiYiZi = g TiY;%;-
i—1 i—1

Podobné muzeme permutacni nerovnost zobecnit pro vétsi pocet posloupnosti.
Pritom je ale opravdu potieba predpokladat nezdpornost ¢isel. Piedvedme si jesté
dudlni verzi permutac¢ni nerovnosti, kde ,,zaménime“ néasobeni se s¢itanim.

Uloha 35. Jsou dana realnd éislaz; > a9 > - > 2, >0, y1 > 42 > -+ > yp > 0,
dale (y§ > y4 > -+ > y,) je permutace (y; > y2 > -+ > y,). Potom

H zi + i) H zi +y;) < H(fﬂi + Ynt1-i)-
i=1 i=1 i=1

Stejné jako minule, i tuto nerovnost lze zobecnit pro nezaporna ¢isla pro libovolny
pocet posloupnosti.

Tresnicka na dortu

Kazda slusna nerovnost, ktera obsahuje néjaké sumy, ma také svoji integralni verzi.
7 ptvodni algebraické nerovnosti ji ziskdAme uvazenim vétsich a vétsich sum, které
se blizi k pfislusnému integrélu.

Véta. (Integralni CebySevova nerovnost) Pro a,b € R, a < b méjme dvojici stej-
nym zpiisobem monotdnnich funkci f, g : (a,b) — Rd. Potom

b= | ' fa)g(a)de > / ' fa)de / " (@)

Poznamka. Pokud jsou funkce f,¢g monoténni opaénym zplusobem, dostaneme
opacnou nerovnost.

Uloha 36. Mgéjme realna z,y > 0 a libovolna piirozend m,n. Potom dokazte
nerovnost

(n_1>(m_1)(w7rL+7L+ym+n)+(m+n_1)(m y +x7zym) Z mn<xm+n—1y+ym+n—1$).
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Uloha 37. Jsou dana realna é&isla z,y € (0, 7). Dokazte, Ze

(y — x)(cos(2z) — cos(2y)) < 4(cos(x) — cos(y))(sin(y) — sin(z)).

Navody
1. Vezméte dvakrat stejnou trojici (a, b, c).
2. Opacné uspoiadané trojice (22,42, 22) a (yz, zz, zy).
3. Dvé stejné (souhlasné usporddané) trojice (z2y, y?z, 22z).
¥ 7 oo e b
4. Vezméte dvakrat trojici ¢, 7, <.
5. Holt roznasobte zévorky, zbavte se druhych mocnin a vynasobte (—1).
6. Posloupnosti z; a ;—1 jsou opacéné usporadané.
7. Staci vzit dvé stejné trojice (%7 %, %) a upravit pravou stranu. Nebo mtizete
nerovnost vynasobit abc a uvazit predeslou trojici spole¢né s trojici be, ca, ab.
8. Uvaite kladné posloupnosti sin® z, cos® z a cos™! z,sin~* z. Vyjde tedy sin® z +
2. _
cos“x = 1.
9. Nejprve ,setfepejte” ¢isla a; doliina ¢isla 1,2, ..., n a poté odividnym zptisobem

pouZijte permutacni nerovnost.

10. Odhadnéte jmenovatele jako dvojnasobky odmocnin a pak uvazte trojice
1 1 1

(Va, Vb, \/c), (mym,fﬁ)

11. Zlomky si rozdélte, nasledné pouzijte na dveé trojice zlomk® permutacni nerov-

nost, kterd je odhadne jako a + b+ c.

1 1 1
y+z? z+x’ y+z

12. Zéporné véci dejte doprava. Posloupnosti (z2,32,22%) a ( ) jsou

souhlasné usporadané.

13. Najednou to jde Spatné. Zkuste ale pouzit permutac¢ni nerovnost dvakrat za
sebou, vzdy tim nejjednodussim moznym zptisobem.

14. Vynasobte nerovnost dvéma. Pokud BUNO ¢ > b > ¢, pak také ﬁlc > H% >
a%rb. Posléze sectéte dvé permutacni nerovnosti tak, aby se jmenovatele vykratily.
15. Substituce z = %, Yy = %, z= % situaci vyjasni, pritom stale xyz = 1. Vynéaso-
beni dvéma a pouziti dvou permutacnich nerovnosti ndm da dolni odhad =z + y + z,
ktery je zfejmé vétsi roven trem diky podmince.

cn—l

c+a’ a+b

16. Vynasobte dvéma, pak dvakrat pouzijte trojice a,b, c a %, bt

17. Vynésobte n—1, vezméte posloupnosti (az, as, ..., a,), (S 1 1 e )

—ai1’ s—az2’" """ s—an

a seCtéte n — 1 cyklicky posunutych permutacnich nerovnosti.

18. Nerovnost zlogaritmujte, vynasobte tfemi a nasledné vezmeéte trojice a,b,c a
log a,log b, log c.
19. Cebysev dvou t¥iprvkovych souhlasné uspoiadanych posloupnosti.
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20. Vynasobte jmenovatelem pravé strany, ktery interpretujte jako soucet vsech
jmenovatelfl nalevo, pak piichazi na fadu Cebysev pro opa¢né uspofadané posloup-
nosti.

21. Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte kazdy zlomek zv1ast jako M.
22. Vynésobte jmenovatelem pravé strany. Posloupnosti -2 +b7 a“fC? e @ a (a+b), (a+

c), (b+c) jsou souhlasné usporadané — BUNO volte a > b > ¢, coz jednoznaéné uréuje
nerovnosti v obou trojicich. Dokazovana nerovnost je pak odpovidajici Cebysev.
23. Siny a kosiny jsou opa¢éné uspofadané, po ziejmém pouziti CebySevovy ne-
rovnosti je potfeba vynéasobit vzniklou sumu dvéma a vhodné dvojice ¢lent spojit
pomoci sou¢tovych vzorcid pro sinus.

24. Vsechno prevedte nalevo, tedy od kazdého zlomku odectete 5- Vyuzijte faktu,
7e posloupnosti (a—1,b—1,c—1,d—1), (l‘fi}ﬁ ; 1?1})2 ) 15112 ) llid2> jsou souhlasné
uspofadané, po provedeni Cebyseva vyuzijte podminku.

~ e

25. Prictéte k nerovnosti jesté jednu zavorku z pravé strany, na levé strané popa-
rujte ¢leny se stejnymi nezndmymi a upravte. Levou stranu pak jesté jen tak pro
radost vynasobte podivnou jedni¢kou ze zadani. Ovéite, ze miizete pouzit Cebyseva
tak, jak byste chtéli (pozor, da to trochu préci).

26. Diky podmince je nutné a®+b%+c?+d? > 1. Jmenovatele ozna¢me A, B, C, D.
Dvakrat za sebou Cebysevujte — poprvé logickym zptsobem na zlomky, podruhé pro
rozbiti sumy tfetich mocnin na sou¢in sum prvnich a druhych. Druhé mocniny zmizi,
dale 3(a+b+c+d) = A+B+C+D, coz jde dokonéit snadnou permutacéni nerovnosti.
27. 7 podminky si pouze odneseme x + y + z > 3. Nejdfiv pouzijeme jasného
Cebyseva (jednu posloupnost tvoii ¢itatelé). Oznacte = + y + z = 3a, jmenovatele
celého vzniklého vyrazu odhadnéte shora jako (1 + @), zbyva se vypoiadat s odha-
dem souctu tfetich mocnin pomoci a. Az budete mit néjakou racionalni funkci v a,
pouzijte a > 1.

28. Oznafme o = a + b + ¢, vezméte opacné uspotraddané posloupnosti (a, b, c)
a (a(lo — a),blo — b),c(o — ¢)). Jejich uspofaddni pfitom vyplyva z trojuhelnikové
nerovnosti. Provedte dvé cyklické zdmény a obé piislusné permutacni nerovnosti
sectéte.

29. ProtoZe plati 25 = av, = buy, = cv,, jsou posloupnosti (a,b,c), (va, vp, Ve)
opacné usporadané. Pouzitim dvou minimalizujicich permutac¢nich nerovnosti spo-
le¢né s rovnosti av, + bup + cv. = 6.5 jsme hotovi.

30. Ze sinové véty lezi proti nejdelsimi thlu nejdelsi strana, proti nejmensimu tthlu

nejkratsi strana. Sta¢i pouzit CebySeva na opaéné uspoiddané posloupnosti a, 3,y
b+c cta a+b
a—-+ 5 + - -

31. Oznacme S obsah a o obvod trojihelniku. Nahlédnéte, ze polomér vepsané

je roven % Nerovnost posléze vynasobte o a pouzijte Cebyseva. K jeho pouziti je

tfeba si uvédomit, ze vzdalenosti H od stran jsou souhlasné usporadané jako strany.
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32. Pokud je né&jaky z uhli «, 8 tupy, prislusny tangens je zdporny, prava strana
je pak moc mald. V opa¢ném piipadé miZete viraz (atga + btg 3 odhadnout Ce-
bysevovou (resp. dvojitou permutacéni) nerovnosti. V odhadu nastéva rovnost pravée
tehdy, kdyz a = b. Soucet obou tangenst nakonec odhadnéte Jensenovou nerovnosti,
¢imz nam zbyde jen a + b.

33. Kosiny a protéjsi strany jsou opacné usporadané, muzeme je proto zéebysevo-
vat. Zbyva odhadnout soucet kosinti pomoci Jensenovy nerovnosti.

34. Je potreba jit trochu do hloubky, pfedpoklad na nezipornost opravdu musite
vyuzit.

35. Postavte se k ditkaz stejné, jako k dukazu bézné permutacéni nerovnosti. Jednim
prohozenim si nepohor§ime tieba diky AG.

36. BUNO z < y. Na intervalu (r,y) vezméte rostouci funkce f(t) = t"~! a
g(t) = t™~1. Vypoctéte odpovidajici ur¢ité integraly.

37. Buno z < y. Pouzijte spodni integralni CebySevovu nerovnost na ”opaéné
monoténni” funkee sin(t), cos(t) na intervalu (x,y).

Literatura a zdroje

Kromé nize uvedeného jsem vyuzil par tloh z nékolika internetovych zdroju, které
si dovolim vynechat.

[1] Zdravko Cvetkovski: Inequalities,

[2] Michal Rolinek, Pavel Salom Zdoldvdni nerovnosts,

[3] Gabriel Dospinescu, Titu Andreescu: Problems from the Book
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Teorie her

Viki NEMECEK

ABSTRAKT. V prispévku se budeme zabyvat kombinatorickymi hrami s iplnou infor-
maci pro dva hrace. Vysvétlime si zakladni pojmy, zahrajeme si nékolik jednodussich
her a nauc¢ime se par klasickych triki. Ve druhé ¢asti zavedeme SG-funkci a naucime

Umluva. Budeme se zabyvat pouze hrami, které spliiuji nasledujici podminky:
1) hraji vzdy dva hréci proti sobé a pravidelné se st¥idaji v tazich,

2) pravidla hry uréuji pro kazdého hrace v kazdé pozici mozné dalsi tahy,
3) jsou kone¢né a skonéi vitézstvim jednoho z hracy,

4) jsou s tplnou informaci (Z4dné skryté ani simultanni tahy),

5) jsou bez néhody.

(
(
(
(
(

Hra se miiZe ocitnout v koneéném po¢tu riznych stavi! jednoho z téchto typtu:
(1) V — vyhravajici stav = bud existuje takovy tah, ktery zméni stav hry na P,
nebo se jedné o koncovy stav definovany jako vyhravajici,
(2) P — prohrévajici stav = v8echny povolené tahy zméni stav hry na V.
Pocatecni stav je zpravidla jediny, zatimco koncovych mize byt vice a o kazdém by
pravidla hry méla vypovidat, zda je V', nebo P.

Poznamka. Hry, které mtuzou skoncit remizou, vitbec neuvazujeme, ale nebyl by
problém podobné zavést také neprohravajici a nevyhravajici stavy.

Véta. Pravé jeden z hraci ma vyhravajici strategii.

Diikaz. 7 definice stavii V' a P plyne, ze pokud se prvni hra¢ nachézi ve stavu V,
tak mize zahrat takovy tah, Ze soupef bude béhem svého tahu ve stavu P a musi
prvniho hrace dostat opét do stavu V. Protoze je hra konecnd, tak timto opakovanim
prvni hra¢ dosdhne vitézstvi, a ma tedy vyhravajici strategii.

Pokud je ovSem na zacatku hra ve stavu P, tak vSechny tahy prvniho hrace vedou
do stavu V' a druhy hrac se ocita v roli prvniho v pfedchozich tvahach, a ma tedy
vyhravajici strategii.

U kazdé z nasledujicich her rozhodnéte, ktery z hra¢t ma vyhravajici strategii.

IStav je jednoznaéné popsan pozici hry a hracem, ktery je na tahu.
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Piriklad 1. (Lamani ¢okolady) Cokoldda o m x n étvereckach se smi lamat rovné
po vyznacenych carach. Hrac, ktery je na tahu, si vybere néktery z kousku a jednou
ho rozlomi. Hra¢, ktery nemutize nic rozlomit, prohral.

Casté postupy

U her, v nichz prohraje hrac¢, ktery nemuze tahnout, je jednim z ¢astych trik na-
lezeni ¢i vytvoreni symetrie. V prvnim pripadé hledame vyhravajici strategii pro
druhého hrace. Pokud se ndm podafi nahlédnout, ze je hra v néjakém smyslu sy-
metricka, a kazdy tah, ktery prvni hra¢ udéla, mize druhy hra¢ zopakovat podle
nalezené symetrie, pak mé druhy hrac¢ evidentné vyhravajici strategii.

V druhém, castéjsim pfipadé sice hra symetrickd neni, ale d4 se na symetrickou
prevést tahem prvniho hrace. Potom je vsak ve chvili, kdy se stala hra symetrickou,
na tahu druhy hrac, tedy nalezend vyhravajici strategie patii zacinajicimu hraci.

Priklad 2. (Laméni ¢okolady podruhé) Stejnd pravidla jako v pfedchozi hie, ale
zaCina se s ¢okoladou 2m x n a nesmi se ulamovat dilky velikosti 1 x 1.

Piiklad 3. (Mince v fad8) V fadé je deset minci rtiznych hodnot. Hrag, ktery je
na tahu, z jednoho konce fady vezme jednu minci. Vyhrava hrac¢, ktery ziska nejvétsi
obnos.

Piiklad 4. (Chomp) Ctvercova tabulka ¢okolddy je rozldmana na kosticky. Kos-
ticka v levém hornim rohu je otravend (kdo ji sni, prohraje). Hra¢ si ve svém tahu
vybere kosticku a sni ji, vSechny kosticky od ni napravo, vSechny kosti¢ky od ni dola
a navic vSechny kosticky, které jsou od ni napravo i doli. V zavislosti na rozmérech
urcete, kdo zvitézi.

Piiklad 5. (Mince na stole) Do kruZnice o priiméru jeden metr dva hraéi st¥idavé
kresli neprotinajici se kruhy o prumeéru jeden centimetr. Hra¢, ktery prvni nema svij
kruh kam nakreslit, prohral.

Dalsim castym trikem je kradeni strategii. To lze vyuzit v pfipadé, Ze se jeden
(typicky prvni) z hra¢d mize dostat prvnim pohybem do néjaké mnoziny pozic M,
a existuje m € M takové, Ze se z néj muze dale druhy hra¢ dostat pouze do néjaké
(ne nutné vlastni) podmnoziny M \ {m}.

Potom jsou dvé moZnosti: bud mé hra v pozici m vyhravajici strategii pro hrace,
ktery neni na fadé, ¢imz jsme nasli vyhravajici strategii pro zac¢inajiciho hrace v pu-
vodni hie (za¢ne tahem do pozice m a déle hraje podle této strategie). Ve druhém
pripadé existuje strategie pro hrace, ktery je v pozici m na fadé, a urcité je v ni né-
jak definovany prvni tah. Do stavu, kam vede, se ale evidentné umi dostat zacinajici
hra¢ v ptivodni hie pfimo. Proto mé v takové hie vzdy vyhravajici strategii prvni
hrac.

Priklad 6. (Cisla v lahvi) V lahvi jsou vSechna pfirozend éisla od 1 do 16. Hrag,
ktery je na tahu, vynda z lahve néjaké cislo a vSechny jeho délitele. Prohrava hrac,
ktery nemiize tahnout.
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Priklad 7. (Cokoldda poctvrté) Vyfeste znovu tlohu &slo 4 pro obdélnikovou
tabulku ¢okolady.

Piiklad 8. (Pri¢itani délitele) Zac¢ind se s dvojkou. V jednom kroku hra¢ pficte
k ¢islu néjakého jeho vlastniho délitele (to je délitel mensi nez ¢islo samotné). Kdo
prekrodi ¢islo 2011, vitézi. Ma zacinajici hra¢ vitéznou strategii? A co kdyby ten,
kdo ptekroci 2011, prohral?

Nim

Nim je kombinatorickd hra, na niz je mozné spoustu jinych her pfevést (tuto sku-
te¢nost zde nebudeme dokazovat, ale ve skutecnosti lze kazd4 koneénd nestranni?
hra na Nim pfevést).

Definice. (Nim) V nékolika hromadkach je urc¢ity pocet kament. Hrac, ktery je
na tahu, musi odebrat z jedné hromadky alespon jeden kdmen. Vyhrava hrac, ktery
odebere posledni kdmen.

Definice. (Nim soucet) Nim-souctem ¢isel x a y je ¢islo z @y, jemuz se bézné Fika
bindrni xor. Jedna se o bindrni s¢itdni bez pfenosu. Napt. 2167 = (10101)a®(111), =
(10010), = 18.

Véta. Ve hie Nim je prohravajici pozice pravé ta, v niz se Nim-soucet velikosti
vSech hromadek rovna nule.

Ndznak dukazu. Je potfeba dokazat celkem tfi véci. Zaprvé, ze v kazdém koncovém
stavu je Nim-soucet velikosti vS§ech hroméadek roven nule. Zadruhé, ze z kazdého stavu
s Nim-souc¢tem rovnym nule vedou vsechny tahy do stavu s nenulovym Nim-souc¢tem.
A konecné za tieti musime ukazat, ze pokud mame nenulovy Nim-soucet, existuje
tah, ktery ho vynuluje.

Prvni ¢ast dikazu je trividlni, druhou a tfeti si zkuste rozmyslet jako cviceni.
Pokud se vam nebude dafit, mezi navody k prikladim najdete radu.

Piiklad 9. (Northcottova hra) Pozice ve hie je Sachovnice 8 x 8 s jednou ¢ernou
a jednou bilou figurkou v kazdém radku. Hrac, ktery je na tahu, tdhne figurkou
svoji barvy o libovolny pocet poli¢ek vodorovné smérem k figurce soupere (nesmi ji
preskocit). Prohrava hrac¢, ktery nemuze tdhnout.

Piiklad 10. (Schody) Na schodisti s 2013 schody je rozmisténo nékolik minci (na
kazdém schodé jich muze byt vice, ¢i tam nemusi byt zaddnd). V kazdém tahu si hrac¢
vybere jeden schod a z néj presune libovolné mnozstvi minci (nejméné jednu, nejvyse
v8echny) o schod nize. S mincemi, které se po pfesunu z prvniho schodu ocitnou na
podlaze, uz se dal nehraje. Prohrava opét hrac, ktery nemize tahnout.

2Hra je nestranna, pokud mozné tahy z dané pozice jsou pro oba hrace stejné. Tedy napiiklad
Sachy nestranné nejsou, protoze jeden hra¢ muize pohybovat jen bilymi figurkami, kdezto druhy jen
Cernymi.
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Scitani her

Pi#iklad 11. (Sachovnice podruhé) V pravém dolnim rohu kazdé z N Sachovnic
o rozmérech ay X by,as X by, ...,any X by stoji figurka. Tou se smi v jednom tahu
pohnout pouze nahoru, vlevo nebo Sikmo vlevo nahoru, a to bud o jedno nebo o dvé
policka. Hrac, ktery je na tahu, si vybere Sachovnici a udéla na ni takovy tah, aby
figurka neopustila Sachovnici. Prohrava hrac, ktery nemtze tdhnout.

Definice. (Sprague-Grundyho funkce) Sprague—Grundyho funkci rozumime funkci
g, kterd kazdému stavu v pfifadi nejmensi nezédporné celé ¢&islo n takové, ze n # g(u)
pro vSechny stavy u, do kterych se d&4 dostat tahem ze stavu v.

Tvrzeni. Pokud ve hfe prohrava hrac, ktery nemiize tahnout, potom jsou prohra-
vajici pravé ty stavy v, pro které g(v) = 0.

Diikaz. Stejné jako v dikazu optimalni strategie pro Nim.

Definice. (S¢itani her) Souctem her myslime hru, v niz si hra¢ mize v kazdém
svém tahu vybrat nékterou z dil¢ich her a v ni udélat tah. Pro jednoduchost jej
budeme definovat pouze pro hry, kde prohrava hrac¢, ktery jiz nemutze tahnout.

Véta. (Sprague, 1936; Grundy, 1939) Pfisouc¢tu N her se Sprague—Grundyho funk-
cemi g¢i,...,gn V pocatecnich stavech vi,...,vy ziskame hru s SG funkci

g1, on) = g1(v1) © g2(v2) © - © gn (vn).

Pfiklad 12. (Nim podruhé) Méjme tfi hromadky sirek o 9, 10, resp. 14 sirkéch.
Hrac, ktery je na tahu, si vybere jednu hromadku a odebere z ni nékolik sirek. Z prvni
hromédky je mozné odebrat 1 az 3 sirky, z druhé 1 az 5 a z té posledni 1 az 7 sirek.
Prohréva hrac, ktery nemuiize tdhnout.

Piiklad 13. (Laskertv Nim) Hra je stejna jako obyc¢ejny Nim, ale navic 1ze misto
tahu rozdeélit hromadku na dvé neprazdné hromadky.

N&jaké dalsi priklady

P¥iklad 14. (Ctverecky) Na sachovnici n x m, kde n i m jsou alesponi 5, se dva
hraci stfidaji v vybarvovani polic¢ek. Jeden vzdy vybarvi ¢tverec 2 x 2, druhy libo-
volné orientované L-triomino. Zadné policko nesmi byt vybarveno dvakrat a ten, kdo
nemize tdhnout, vyhral. Ukazte, kdo z hrach ma vyhravajici strategii v zavislosti
na m, n a tom, ktery z hrac¢u zacina.

Piiklad 15. (Ctvercové piskvorky) Hraje se na étvereckovaném papiie 10 x 10. Ve
svém tahu nakresli hra¢ jeden sviij symbol do néjakého préazdného ¢tverecku. Prvni
hrac¢ se snazi utvorit ¢tverec 2 x 2 ze svych symboli a cilem druhého hréace je mu
v tom zabranit.
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Piiklad 16. (Razitka) Zacéina se na Sachovnici 8 x 8. Hri¢, ktery je na tahu, si
vybere prazdné policko a dd na néj razitko. Vybrané policko musi hranou sousedit
s tim predchozim. Prvni hra¢ muaze dat razitko, kam chce. Prohrava hrac, ktery
nemuze tahnout.

P¥iklad 17. (Sachovnice) Na policku (x > 0,y > 0) stoji obycejny Sachovy k.
Hrac, ktery je na tahu, mtize udélat tah koném, ale pouze takovy, pii némz ktn neo-
pusti Sachovnici (z4dné jeho soufadnice nesmi byt zadporna) a soucet jeho soufadnic
klesne. Prohrava hrac, ktery nemuze tahnout. Jak dopadne hra, v niz bude nékolik
koni, kazdy na jiném pocateénim policku, a hra¢ mutze tadhnout, kolika koni chce,
ale vzdy alespon jednim? (MO 60-P-II1-2)
Priklad 18. (Kayles) Dva kuzelkafi stoji pfed Fadou tf¥inacti kuzelek, pfi¢emz
druha kuzelka je jiz shozena. Oba jsou tak Sikovni, Ze svym hodem mohou shodit

kteroukoliv kuzelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrac¢, ktery shodi
posledni kuzelku.

Navody

1. Zkuste si hru parkrat zahrat s malou ¢okoladou a pocitejte, kolik taht bude
celkem hra mit.

4. Prvni hrac¢ vybere kosticku rohem sousedici s otravenou kostickou.

5. Je potieba vyftesit problém, ze kruhy, které obsahuji stfed kruznice, nejde kreslit
po dvojicich symetricky podle tohoto stfedu.

6. Co se stane, kdyz prvni hra¢ vytahne jednicku? A co kdyz ne?

7. Policko vpravo dole.

8. Vyzkousejte si prvnich par moznych stavi.

Duikaz strategie na Nim. Pro druhou ¢ast dikazu si vSimneme, Ze pokud jsme
vzali kdmen z hromadky, kde bylo n kament a po naSem tahu jich tam ztstalo m,
je Nim-soucet nyni pravé m @ n. Pro tfeti ¢ast si staci uvédomit, ze pokud vezmeme
libovolnou hroméadku, na niz mé pocet kament jednicku na nejvyssim fadu, kde méa
jednicku Nim-soucet vSech hromadek, pak je Nim-soucet vSech hroméadek kromé této
mensi nez velikost této hromadky, takze ji miizeme zmensit tak, aby se Nim-soucet
vynuloval.

10. Zkuste si napfed hru vyfesit pro piipad, kdy jsou mince pouze na lichych
schodech.

17. Nejprve si vyTeste pro jednoho koné. Dejte si pozor na to, ze se nejedna o kla-
sicky soucet her, protoZe miZeme hrat ve vice hrach soucasné.

Literatura a zdroje

Vétsina prikladu z tohoto prispévku byla prevzata od Filipa Hldska, ktery je pripravil
na soustfedéni v Hojsové Strazi v roce 2011 a kterému timto dékuji.

59



Pocitani dvéma zpusoby

ToMAS NOVOTNY

ABSTRAKT. Pocitdni dvéma zpisoby je velmi mocny néstroj k dokazovéni (nejen)
kombinatorickych identit. V pfispévku si ukadzeme nékolik uloh, které lze touto tech-
nikou vyfesit a pokusime se naucit zptsob, jak feseni takovych uloh vymyslet.

Hlavni motivaci pro vyuzivani techniky pocitani dvéma zptisoby je elegantni pii-
stup k spocitani néjakého tdaje (obvykle souc¢et mnoha netrividlnich hodnot) ¢i
dokazani zadané rovnosti. To provedeme tak, ze vytvorime objekt, na jehoz prvky
mizeme nahlizet vice zpusoby. Tyto pohledy budou odpovidat hledanym hodnotam,
jelikoz vsak pocitame prvky stejného objektu, musi nam vzdy vyjit stejné cislo.

1.(2)%2.(g>%.”%n.(z>.

Reseni. Chceme se na tento soudet podivat jako na reprezentaci néjaké situace —
kombinacni ¢isla v souctu naznacuji, ze nam pujde o vSechny podmnoziny n-prvkové
mnoziny, pricemz kazda i-prvkova podmnozina pfispiva do souctu praveé i. Mizeme
si to tedy predstavit tak, ze do mistnosti s jednim papirem chodi postupné vSechny
mozné skupinky z n orgi a kazdy z nich vzdy udéla na papir jednu tecku.

Jeden zpiusob, jak tecky spocitat, je vyjadfeni poc¢tu tecek pomoci velikosti jednot-
livych skupinek orgti — takto dostaneme soucet zadany v tloze. Druhym zptisobem je
spocteni, kolik te¢ek udéla kazdy organizator. To je vSak snadné, nebot kazdy organi-
zator jde do mistnosti pravé jednou s kteroukoli skupinkou ze zbylych organizator,
kterych je celkem 27~ !. Teéek tedy bude n - 2"~1, coz je hledané YeSeni.

Uloha. Spocitejte

K pocitani dvéma zpusoby se Casto hodi rtizné kombinatorické identity, nékolik
z nich si zde ukdzeme a zkusime je odvodit.

Lehké priklady

Priklad 1. Dokazte
n n n+1
+ = .
k k+1 k+1
Priklad 2. Na vedirku si néktefi lidé vzdjemné potiasli rukou. Ukazte, Ze pocet

lidi, ktefi si potrasli rukou lisekrat, je sudy.
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Priklad 3. Dokazte

5()r

k=0

(6=

Piiklad 5. Nechf P je systém vSech permutaci p = (p1,p2,...,pn) Cisel 1 az n
takovych, Ze zadné 3 sousedni prvky netvori rostouci posloupnost. Ozna¢me a; pru-
mérnou hodnotu na i-té pozici téchto permutaci, tj.

Priklad 4. Dokazte

@ = Zpejppi
P

Cemu se rovna soudet viech a;?

Piiklad 6. (Vandermondova identita) Dokazte

i n m _(m+n
\i)\k—i) \ k )
1=0
Piiklad 7. Oznacme S,, systém vSech permutaci p = (p1,p2,...,pn) Cisel 1 az n.
Pro permutaci p € S,, oznac¢me

fp) = Zl “Di-
i=1

Ukazte, ze

43" f(p) = (" +n)(n+ 1)

PES,

Priklad 8. V matematické olympiadé fesSilo 45 ucastnikli Sest prikladi, kazdy
priklad byl vyfesen pravé 25 resiteli. Ukazte, Ze muzeme vybrat dva ucastniky, ktefi
dohromady vyfesili vse.

T&% priklady

Priklad 9. Ukazte, Ze

2n n
> in+1—i)=4) i
i=1 =1

Priiklad 10. Dokazte, Ze plati

B2 gnd=01+2+--+n).
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Priklad 11. Spoditejte

)er() ()

Piiklad 12. (LYM-nerovnost) Bud A n-prvkovd mnozina, S systém podmnozin A
takovy, Ze zadné dvé mnoziny z S nejsou v inkluzi. Ozna¢me a; pocet i-prvkovych

mnozin v S. Pak plati
n

;mgl

Piiklad 13. (Mald Fermatova véta) Ukazte, Ze je-li p prvodislo, pak
a’ =a (mod p).
Pfiklad 14. (Cayleyho formule) Uréete pocet koster tiplného grafu na n vrcholech.

Navody
1. Vybirdme k + 1 z n + 1 lidi. Prvniho bud vybereme, anebo ne.

2. Ozna¢me uspofddanou dvojici (z,y) to, Ze si x potfasl rukou s y. Porovnejte
celkovy pocet téchto dvojic se souctem pocti potfeseni od jednotlivych ucastnikt
vecirku.

3. Vybirate podmnoziny n-prvkové mnoziny.

4. Jsou dva postupy, jak z n prvkt vybrat podmnoziny A a Bs |[A|=r a |B| =k
tak, aby B C A.

Podivejte se na soucet z pohledu jednotlivych permutaci.

®

Mate n dévcat a m hochi a chcete z nich vytvorit k-Clenny tym.
7. Urcete, kolikrat se v souctu vyskytuje ¢len i - j a pak tyto ¢leny poscitejte.

8. Vsimnéte si, Ze existuje acastnik, ktery vyresil alespon ¢tyfi tlohy a také existuje
ucCastnik, ktery vyfesil zbylé dvé.

9. Nakreslete si trojihelnik z kosticek se zdkladnou délky 2n, kde v i-tém patie
jsou kosticky s ¢islem i. Kosticky pak postupné od kraje trojihelniku odebirejte.

10. Nakreslete si ¢tvercovou miizku o strané n a do policka na pozici [i, j] napiste
¢islo @ - j. Se¢téte vSechna ¢isla po Fadcich a po elkdch® od rohu [1,1].

11. Pouzijte podobnou myslenku jako u motivac¢ni tlohy, zbylou sumu uz spocitat
umite.

12. Prokazdou mnozinu S € S vytvorte vSechny permutace n prvku takové, ze prv-
nich | S| prvka bude z S. Té&chto permutaci bude nejvyse tolik jako vSech permutaci
n prvki.

62



TOMAS NOVOTNY

13. Spocitejte vSechny fetézce délky p, kde kazdy znak je z a-prvkové abecedy a
nejsou v nich vSechny znaky stejné. Tyto fetézce poté mizete rozdélit na skupinky
po p.

14. Spoctéte dvéma zpusoby pocet moznosti vytvoreni zakofenéného stromu s n
hranami orientovanymi od kofene. Zkuste spocitat pocet moznych vytvoreni z béz-
nych stromt a také vytvaret strom po hranach.

Literatura a zdroje

[1] Martin Hora: Pocétdni dvéma zpisoby, Sbornik MKS, Hojsova stréz, 2016.

[2] Zuzka Safernova: Duvoji pocitdng, Sbornik MKS, Staré Mésto, 2009.

[3] Wikipedia: Double counting,
https://en.wikipedia.org/wiki/Double_counting_(proof_technique)
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Cauchy-Schwarzova nerovnost

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. Zkracené CS nerovnost — jeden z nejmocnéjsich néastroju pro odhado-
vani algebraickych vyrazt. I kdyz nerovnosti na mezinarodnich soutézi ubyva, umét
pouzivat CS nerovnost je velmi dulezité a pro uspésného olympionika to pfedstavuje
nutnost. Pfitom si tyto techniky lze pomérné lehce osvojit — rozpoznat, jestli nam
v néjakém piikladé bude CS nerovnost uzitecnd, neni zas tak tézké. Jeji aplikace je
potom uz jen otazkou cviku. Tak pojdme na to!

Véta. (Cauchy—Schwarzova nerovnost) Necht ay,...,an,b1,...,b, jsou libovolna
realna cisla. Pak plati

(a3 +ad+- +a2)V2+03+ - +b2) > (arby + agby + -+ - + anby,)?.
Diikaz. Uvazujme dvé n-tice libovolnych realnych ¢isel aq,...,a, a by, ..., by,.

P(I) = (alx - b1)2 + -+ (anx - bn)2

je zfejmé nezaporny vyraz pro libovolné redlné z. Jelikoz je zaroven v proménné z
kvadraticky, je jeho diskriminant nekladny: (2a1b; + - -+ + 2a,b,)% — 4(a? + -+ +
aZ)(b? + - +b2) <0, coz je ekvivalentni znéni CS nerovnosti.

Poznamka. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyZ existuje redlné \ takové, ze b; =
a; X\ pro vSechna ¢ od jedné do n.

Priklad 1. Dokazte nerovnost (a+b+c¢)(: + % + 1) > 9 pro kladna a, b, c.
Ptiklad 2. Pro z, y, z redlna dokazte 14(x? + y? + 22) > (z + 2y + 32)2.
Cviceni 3. (Zékladni a uzitecné figle) Dokazte:

(1) (a +b2+c ) > (a+b+c)? proa,b,c € R,

(2) n(a? +---+a2) > (a1 + -+ +ay)? pro a; € R,
(3)(a1+ 4 an)(E o+ L) > n? pro a; € RY,

1 9
(4) 1+m 1+y+1+22mproxy,zeR+
(5) Vo +1++v2z—3+ 50— 3z <12, pro ta x € R, pro kterd to ma smysl.

Piiklad 4. DokaZte nerovnost pro z,y,z € R*:
x? 2 22 rT+y+z
+ L4 >2TvrE
yt+z z4+x y+uw 2
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Cauchy—Schwarzova nerovnost mé dva obzvlast uziteéné tvary — oba jsou sice
ekvivalentni jejimu znéni, ale vyrazné usnadnuji intuici.

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Déle budte ay,as,...,a, nezaporna a
b1,bo,...b, kladna. Pak plati

(Bata ), WYmE ym)]

a b2 bn ) — b1 +by+ -+ b,

Priklad 5. Budte a, b, ¢, d kladné &isla spliiujici a + b+ c+d = 1. Ukazte, ze plati

a? b2 2 d?

a—|—b+b—|—c+c+d+d—|—a

1
> — .
-2
(Irskda MO)

Priklad 6. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

a n b n c -1
b+2 c¢+2a a+2b" 7

(Cesko-slovensko-polské stietnuti)

Priklad 7. Necht a, b, ¢ jsou kladna &isla, jejichz soudin je roven jedné. Dokazte,
Ze plati

1 1 1 3
Bb10)  Blato Bbra) -2
(IMO 1995)
Tvrzeni. (CS na odmocniny) Bud n pfirozené ¢islo a ay,as, ..., an, b1,ba, ..., by

Cisla kladna realna. Pak plati

Vaiby + v/ agby + -+ + Vanb, < Ve +az+-+ay)(by+ba+ - +by).
Cviéeni 8. Dokazte nasledujici nerovnosti pro a,b,c € R*:

(i) Va3 + VB + V3 < \/(a+b+c)(a? + b2+ c2),

(i) av/a + Vb + /e < /3(a® + b3 + ¢3).

Priklad 9. Kladna éisla x,y, 2 > 1 spliuji + + % + % = 2. Dokazte

x

\/x—l—f—\/y—l—i-\/z—lg\/x—i—y—ﬁ—z.

Stiedni priklady

Piiklad 10. Pro kladna realnd a, b, ¢ dokaZte nerovnost

a?® b3 c? >a—|—b—|—c.

a2—|—ab+b2+b2+bc+c2+02—|—ca+a2_ 3
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(Turnaj mést 1998)

Piiklad 11. Pro nezéporna realna a,b dokazte:

a 4 b S a+b
VEF1 Va4l Vab+1

(Celostatko MO 2014)

Priklad 12. Urcete vSechny n-tice (z1,xa,...,2,) kladnych redlnych ¢isel, které
vyhovuji soustavé rovnic

1
$1+$2+"'+33n=1,

1 4 n?
— 4+ — 4+ —=n*(n+1)>%
I T2 In

(Kraj MO, 1981/1982)
Priklad 13. Ukazte, Ze pro kladnd redlné a, b, ¢ spltiujici a + b + ¢ = 1 plati

a n b n c
14+bc 1+ca 1+ab

>
— 10

TEzsi priklady
Priklad 14. Necht a,b,c,d, e jsou redlna ¢isla, kterd vyhovuji rovnicim
a+b+c+d+e=38,
A+ d?+e? =16

urdete, jaké nejvyssi hodnoty miize nabyvat e. (7. USAMO, 1978)
Priklad 15. Ukazte, Ze pro x,y,z > 1 plati

Ve—1+y—1+Vz—1<Va(yz +1).
Priiklad 16. Pro kladné realné a, b, ¢ dokazte

a b c
+ + > 1.
VaZ+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

Piiklad 17. Kladna realné z,y, z spliuji 22 + y2 + 22 > 3. Dokaite

$3 yS 23

+ ' + >1
VIP+22+T7 V224247 a2 4T
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Priklad 18. Mgjme takova a,b,c € R, Ze abc = 1. Dokazte

a?+b2+c2 A2+ +E a4+
a5+b2+62 a2+b5+02 042+bz+65_

Literatura a zdroje

[1] M. Rolinek, P. Salom: Zdoldvdni nerovnosti, PraSe¢i serial, 29. roénik.

[2] David Hruska: Diskriminant a Cauchy-Schwarzova nerovnost,
Hojsovka, 2016

[3] J. Svréek, P. Calabek: Metody veseni soustav algebraickych rovnic.
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Matice ze vSech stran

MARTIN ,E.T.“ SYKORA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje nejzékladnéjsi pojmy spojené s maticemi — maticové
operace, determinant, vlastni ¢isla a vektory — a propojuje je do jednoho celku.

O maticich toho bylo napsino mnoho a mnoho toho jesté napsano bude. Tento
piispévek ani prednaska nemaji za cil poustét se do pokrocilé prace s maticemi,
ale zavést nejzakladnéjsi pojmy a co nejelementarnéji, ale presto presné, odhalit
jejich souvislosti. Rekneme si také, k demu matice jsou, pro¢ se s nimi po¢ita, proé¢
nékteré zdanlivé krasné postupy v redlném vypoctu témér nikdo nepouziva a jak se
ve zjednodusené praxi opravdu postupuje.

Definice. Reélnou (resp. komplexni) matici A typu m x n rozumime tabulku o m
fadcich a n sloupcich, jejiz policka obsahuji redlna (resp. komplexni) éisla. Témto
policktim fikdme prvky matice A a prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci znacime a;;.

Matice muzeme scitat a nasobit podle nasledujicich pravidel:

Definice. (S¢itani matic) Méjme matice A a B typu m X n nad stejnym télesem.
Pak jejich souctem je matice C typu m x n nad stejnym télesem, pro kterou plati
Cij = Qjj + b”

nujeme par zakladnich pojmu o tzv. vektorech.

Definice. Méjme vektory (tak fikdme maticim typu 1 X n, resp. n x 1) u =
(u1,u2, ... up), v = (v1,v2,...,v,). Pak &slo u-v =Y | u;v; nazyvame skaldrni
soucin vektorid u a v.

Cviceni. Dokazte, ze vektory u,v € R? jsou kolmé, pravé kdyz u - v = 0.

Definice. Mgjme vektory vy, vs,...,v,. Pak fekneme, Ze vektor u je linedrni kom-
binaci téchto vektoru s koeficienty ai,as,...,a,, kdyz u = E?:l a;v; pro néjaka

realna Cisla a;.
Nyni se miZeme pustit do definice nasobeni matic.
Definice. (Nésobeni matic) Méjme matici A typu m x n nad télesem T a matici
B typu n x [ nad stejnym télesem. Pak sou¢inem matic AB rozumime matici C typu
m X l, kde Cij = Ezzl aikbkj.
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Prvek sou¢inu matic na pozici i, j je tedy skalarni soucin i-tého fadku prvni matice
a j-tého sloupce druhé matice.

Na néasobeni matic existuji dalsi dva ekvivalentni pohledy. Jednak i-ty sloupec
sou¢inu dvou matic je linearni kombinaci sloupcti prvni matice s koeficienty z i-tého
sloupce druhé matice. Podobné je j-ty fadek soucinu linedrni kombinaci fadkt druhé
matice s koeficienty v j-tém rfadku matice prvni.

Jaka definice je pro ,nejvyhodnéjsi“ pritom zalezi na problému, ktery feSime.
Za pomoci prvni (tzv. prvkové) definice lze pomérné snadno dokézat, Ze séitdni i
nasobeni matic jsou asociativni (tzn. (AB)C' = A(BC)). Naproti tomu nasobeni
matic neni komutativni (tzn. zélezi na potradi éinitela).

Cviceni. Najdéte dvé redlné matice fadu 2 x 2, které spolu nekomutuji. Najdéte
naopak matici, kterd komutuje se vSemi maticemi stejného radu.

A k ¢emu to je?

Definovali jsme si podivné tabulky s Cisly, ale zatim jsme si vibec nefekli, k ¢emu
mohou byt dobré. Tak to tedy zkusme napravit. Méjme néjakou soustavu linearnich
algebraickych rovnic. Tu typicky fesime tak, ze rovnice nasobime vhodnymi ¢isly a
navzajem sc¢itame a odc¢itdme. Nékdy je ale pomérné slozité vyznat se ve vSech téch
vyrazech, které mohou byt dlouhé a slozité. Lze se tedy dohodnout na nésleduji-
cim zjednoduSeni notace: ze soustavy vypustime ndzvy neznadmgych (tj. nebudeme
psat z,vy, z, ... ). Misto toho se domluvime, Ze koeficienty naleZejici jedné proménné
budeme psat vzdy pod sebe do jednoho sloupecku. Déale nebudeme psat ,+“ mezi
vyrazy, bude sta¢it mezera, a misto rovnitek nakreslime svislou ¢aru. Celé schéma
pak uzavorkujeme, ¢imz ziskdme matici, kterd reprezentuje danou soustavu rovnic.

Priklad. Soustava
4+ 2y + 32 =4,

20 +y=-1,
-+ 22 =0,
lze reprezentovat matici
1 2 3| 4
2 1 0| -1
-1 0 2 0

S touto matici mtzeme délat stejné upravy jako se soustavou rovnic — prohazovat
fadky, nasobit fadky ¢islem a s¢itat/odéitat fadky od sebe.!

Cviceni. Zamyslete se, Ze z elementarnich fadkovych tprav lze slozit algoritmus,
ktery soustavu vytesi.

ITémto Gpravam Fikdme elementarni fadkové tpravy.
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Pripomenme, zZe n-slozkovy vektor mtzeme povazovat za matici typu m x 1, tedy
se muzeme na matici typu n x m divat jako na zobrazeni z R™ do R", které vektoru
v prifadi vektor Av, kde nasobeni chdpeme maticové. Piiklad vysSe pak lze pieformu-
lovat jako hledani FeSeni rovnice Av = b, kde A je matice koeficient levych stran,

x
vektor b je vektor pravych stran a v = | y | je vektor neznamych.
z

Jak fesit tyto rovnice je sice zndmo, ale pfesny vypocet je pomérné slozity a kvuli
(napiiklad) zaokrouhlovacim chybam (viz dalsi cvifeni) je pro vétsi pocet rovnic a
proménnych na pocitaci témeétr nerealizovatelny. Zptisoby jak tento problém obejit
se zabyva numerickd matematika.

Cviceni. Reste maticovou soustavu Av = b, kde

0,1 5
A= (—0,2 —11>

a b= (2,2). Nésledné feste obdobnou rovnici s levou stranou

A= 0,1 5
-0,3 —-11 /"
Porovnejte ziskana feSeni. Lze usuzovat, ze malé zmény v zadani, resp. malé zao-
krouhlovaci chyby v prubéhu vypoctu garantuji presné reseni?

Ukézali jsme si, jak matice reprezentuje né&jaké linedrni zobrazeni (tzn. spliiujic
flu+v) = f(u)+ f(v) a f(tu) = tf(u) pro ¢islo t a vektory u a v). Funguje to ale
i naopak — ke kazdému linedrnimu zobrazeni f : R™ — R™ nalezi matice A typu
n X m, ze pro véechny v € R™ plati f(v) = Av. Matice ndm tedy davaji do ruky
nastroj umoznujici zachazet s geometrickymi objekty pomoci ¢isel, coz je naptiklad
pro pocita¢ vyrazné stravitelnéjsi.

Cviceni. Naleznéte matice téchto linearnich zobrazeni: identické zobrazeni, osova
soumeérnost, strfedovd soumérnost, stejnolehlost. Na co se pfi nich zobrazi ¢tverec

Cviceni. Naleznéte geometricky vyznam linedrniho zobrazeni uréeného matici

(COS(@) — sin(y) > _

sin(¢)  cos(yp)

Cviceni. (Zaludné na pochopeni maticového nésobeni) Méjme vyraz

1\ /1
(1 2 3)2](2] 2 3).
3) \3
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Kdyz uzavorkujeme druhou a tfeti matici jako prvni k vynasobeni, pak soucin nelze
provést. KdyZ ale uzdvorkujeme prvni dvé a druhé dvé matice zvlast, tak z prvni
zévorky vznikne c¢islo, z druhé matice typu 3 x 3, a ty vynasobit 1ze. Tim jsme dostali
spor s asociativitou maticového nasobeni. V ¢em je zakopany pes?

Determinanty

Dale se zaméfime jen na Ctvercové matice fadu N, tedy matice s N fadky i sloupci.
Pro tyto matice se definuje tzv. determinant. Na opravdu poradné zadefinovani neni
v pfednasce prostor, my si ale vystacime se stale celkem pofadnym:

Definice. Determinant ¢tvercové matice A (zna¢ime det(A)) je ¢islo definované
nasledujicim rekurzivnim zpusobem:

(1) Determinantem matice fadu 1 je jeji jediny prvek.

(2) Pro matici A ¥ddu N, kde N > 2 definujeme

N
det(A) = > (=1)"a; det(A™),

i=1
kde A% je matice vznikla z A vynechanim i-tého sloupce a j-tého Fadku.

Priklad. Spoctéte determinant matic fadu dva a t¥i.

Poznamka. Determinant mé navzdory své slozité definici nékteré velmi praktické
vlastnosti a dokonce i geometrickou interpretaci. M&jme v R? (resp. v R?) dva (resp.
tfi) vektory. Pak pro matici A fadu fadu dva (resp. tii) dava | det(A)| podil obsahi
(resp. objemil) rovnobéznikl (resp. rovnobéznosténil) uréenych danymi vektory po
a pred provedenim zobrazeni uréeného matici A.

Priklad. Spoctéte determinant matice, kterd ma mimo hlavni diagonalu samé
nuly, resp. obecnéji té, kterda ma nuly pod hlavni diagonalou.?

1 20 00
21 000
Priklad. Spoctéte determinant matice A= |0 0 2 0 2
00 3 17
0 0 4 1 3

Cviceni. Rozmyslete si, jaky vliv maji elementarni fadkové tpravy na determi-
nant.

Cviceni. Co umite fct o determinantu matice A, pro kterou existuje nenulové
feseni rovnice Av = 07?7

2Takovym maticim ¥ikame diagonalni, resp. horni trojuhelnikova.
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Vlastni Cisla a vektory

Divame-li se na matici jako na piislu$né linearni zobrazeni, které néjak deformuje
ptvodni prostor, jsou zajimavé a vyznacné ty smeéry, které nase zobrazeni zachovava,
tedy vektor takového sméru se zobrazi na svilj nasobek a neotoc¢i se nékam pryc.

Definice. Cislo A nazveme vlastnim c¢islem matice A, pokud existuje nenulovy
vektor v takovy, ze Av = Av. Kazdému takovému vektoru fekneme vlastni vektor
matice A piislusny vlastnimu ¢islu A.

Oznacime-li I jednotkovou matici, tedy matici diagonéalni s jedni¢kami na hlavni
diagonéle, pak muZzeme podminku rovnou z definice determinantu pfepsat jako

Av = Ao,
Av = A,
(A= XDv=0.

Hleddme tedy nenulové feseni maticové rovnice s nulovou pravou stranou. Jak jsme
si rozmysleli v poslednim cviceni, to je ekvivalentni rovnosti det(A — A\I) = 0.

Cviéeni. Rozmyslete si, Ze hleddni vlastniho éisla je vliastné hled4ni kofend poly-
nomu stupné N, kde N je fad matice A.

Cviceni. Ukazte, Ze redlnd matice fadu 3 x 3 m4 alespon jedno vlastni ¢islo.

Piiklad. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic (3 g), <_11 711 )

Hledani takovych kofeni je ale obtizné a pro N > 5 dokonce v obecném piipadé
nemozné, protoze pro nékteré rovnice patého a vyssiho stupné nelze presné najit
jejich feseni.

Pokud tedy hleddme vlastni ¢isla ¢i vektory (a spokojime-li se s ne iplné pfesnym
vysledkem), je vhodné pouzit jiny postup.

Pro jednoduchost predpoklddejme, Ze existuji (jednotkové) vlastni vektory
U1, V2, ..., vy Dpiisludejici po fadé vlastnim éislam |[A1|, [A2], ..., |An], kde A1 je v ab-
solutni hodnoté ostfe nejvétsi. Navic predpokladejme, Ze kazdy vektor v € RN lze
jednoznacné zapsat jako v = byvy + bove + - - - +byvy. Pak lze ukazat, ze se posloup-
nost

Awv A™y
Upg = vV, U1 —Tl,...,un— W’
blizi (neboli konverguje k) k vektoru byvy pro kazdy vektor v, pro ktery v; # 0. Navic
posloupnost
(%) ~Au0,u1 -Aul,...,un -Aun,...,
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kde tecka zna¢i skalarni soucin, konverguje k b2 \;.

Tento postup ma dva hacky. Zaprvé sice vime, ze posloupnosti konverguji k vlast-
nimu ¢islu a vektoru, ale nevime jak rychle. Jinak feceno, nevime, kolik krokid po-
sloupnosti musime udélat, abychom se rozumné priblizili hledanym hodnotam. Po-
kud se ale vlastni ¢isla 1isi vyrazné, kroki neni tfeba moc.

Zadruhé ma tento postup pomeérné silné predpoklady. Asi nejtajemnéjsi z nich je
ten posledni, ktery fika, ze vlastni vektory tvoii tzv. bdzi. Pro symetrické matice to
ale je splnéno a tieba ve fyzikalnich tlohach ¢asto figuruji symetrické matice, takze
tento predpoklad neni az tak moc omezujici.

Literatura a zdroje

[1] Heléa Svobodova: Matice 2 x 2, Uhelna Piibram, 2014.
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Obsahy

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. V pfispévku se podivame na nékolik vlastnosti obsahti a spocitame si
nékolik prikladu.

Umluva. Obsah trojihelniku ABC, resp. étyfuhelniku ABCD, budeme znadit
jako [ABC], resp. [ABCD].

Pomocna tvrzeni

Na praci s obsahy budeme obcas potiebovat nékolik lemmatek a tvrzenicek.
Lemma. Necht ¢tyfi riizné body A, B, C, D spliiuji AB || CD. Potom [ABC| =
[ABD] a [ACD] = [BCD)|.

Priklad 1. Na stranidch BC a DA rovnobézniku ABCD lezi body E a F tak, ze

BE = DF. Navic na strané CD lezi bod K. P¥imka EF protind ptimky AK a BK
v bodech P a Q. Ukazte, ze [AFP] + [BQE] = [PKQ).

Tvrzeni. Primky a a b se protinaji v bodé O. Necht {1 a {5 jsou dvé rovnobézné
piimky protinajici a a b v bodech A; a By, resp. Ay a Bs. Potom

OAr OB

A1Ay BiBy'

Lemma. Necht ABC a ABD jsou trojuhelniky. Oznac¢me prusecik AB a CD jako
P. Pak

[ABC] _CP
[ABD] DP’
Piiklad 2. (van Aubelova véta) V trojuhelniku ABC lezi bod P. Ozna¢me pri-
se¢iky AP, BP, CP s BC, CA, AB jako D, E, F. Ukaite, %e potom
BF  BD _BP
FA DC PE’
Tvrzeni. Necht body C a D leZi na stejné strané od primky AB a bod Q lezi
uvnitt tsecky C'D. Oznacme si pomér g—g jako t. Potom

[ABQ] = t{ABC] + (1 — t)[ABD).
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Priklad 3. V konvexnim c¢tyfuhelniku ABCD si oznad¢ime stiedy diagonal AC
a BD jako M a N a jejich prisecik jako E. Bud F takovy bod, 2e MENF je
rovnobéznik. Dokazte, ze

2[ABF) = [BCE] + [DAE).

Jednodussi priklady

Priklad 4. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik a body K a L, resp. M a N, lezi
na strané AB, resp. C'D, tak, ze plati AK = KL = LB, resp. CM = MN = ND.
Ukazte, ze 3[K LM N] = [ABCD].

Priklad 5. Necht M a N jsou stiedy stran AB a C'D konvexniho ¢tyfuhelniku
ABCD. Usecky AN a DM, resp. BN a CM, se protinaji v bodé P, resp. Q. Ukazte,
7e [APD] + [BQC] = [MPNQ). (MKS 35-4-5)

Priklad 6. Na stranach AB a BC trojiuhelnika ABC lezi body X a Y tak, ze
42 = BY Oznatme si prisecik tsedek AY a CX jako P. Ukaite, ze [X PY B] =
[AXC].

Priklad 7. Necht ABCD je rovnobéznik, na jehoz strandch AB a AD lezi body
E a F. Piimka EF protind pfimky CB a CD v bodech P a Q. Ukazte ze [PAQ] =

[ECF).
Slozit&jsi priklady

Priklad 8. Necht ABCD je konvexni ¢tyftuhelnik, jehoz tthly u A a B se sed¢tou na
90°. Oznacme stied C'D jako M. V zavislosti na délkach tsecek AD a BC' vyjadrete
[ABM] — [DAM] — [BCM].

Priklad 9. Necht ABC je trojuhelnik. Na polopfimce opacné k BC, resp. C' A,
resp. AB, lezi bod X, resp. Y, resp. Z. Oznac¢me

_XB _YC _ZA
"B YT oA T 4B
Ukazte, ze
XY Z]
-1 1 1+ 2) — ayz.
S = ()14 —ays

Piiklad 10. (Newtonova pfimka) Ukazte, Ze v te¢novém ¢tyfuhelniku ABCD lezi
stfedy tsecek AC a BD na pfimce prochézejici stfedem kruznice vepsané.

Priklad 11. Oznacme si jako K, L, M, N, O, P a ) postupné stiedy stran AB,

BC, CD, DE, EF a FA konvexniho Sestitthelniku. Dokazte, Ze pro vSechny body

X lezici ve vnittku ABCDEF je hodnota [QAK X]| + [LCM X] + [NEPX] stejna.
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Priklad 12. Na strandch AB a CD konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD lezi body K
a L tak, ze 4K — %. Dokazte, ze [ALB] + [CK D] = [ABCD).

KB
Priklad 13. Dokazte, Ze v8echny ptimky, které déli obvod trojihelnika ve stejném
(nenulovém) poméru jako jeho obsah, prochazeji jednim bodem. (MKS 30-7-8)

Priklad 14. Rado si nakreslil konvexni Sestitthelnik. V&iml si, Ze pokud do néj
nakresli libovolnou z tise¢ek spojujici stfedy dvou protilehlych stran, rozdéli tato
usecka Sestitthelnik na dva pétithelniky se stejnym obsahem. Dokazte, Ze se tyto tii
tsecky protinaji v jednom bodé.

Ptiklad 15. Ctverec je rozdélen dvéma navzajem kolmymi pfimkami na étyii ¢asti.
Dokazte, ze pokud tfi z nich maji stejny obsah, pak uz nutné maji stejny obsah
v8echny CGtyfi. (MKS 36-8-5b)

Priiklad 16. Konvexni Sestithelnik ABCDEF mé obsah 6. Dokazte, Ze alespori
jeden z trojuhelnikat ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB m4 obsah nanejvys 1.

Literatura a zdroje

Vétsina priklada v této prednasce je prevzatd z dokumentu Computing the area od
Waldemara Pompeho.
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Prerozstrihatelnost

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva tim, které dvojice geometrickych ttvart na sebe lze
za urCitych pravidel preskladat.

O co jde?

Definice. Rekneme, Ze geometricky ttvar M C R" lze prerozstiihat na geomet-
ricky atvar N C R”, jestlize Gtvar M lze pomoci rovnych fezi rozdélit na koneény
pocet ¢asti, z nichz lze slozit atvar N.

Prirozené vyvstava otazka, které vsechny dvojice utvara na sebe lze prerozstiihat.
Mnohofhelniky

V letech 1832 a 1835 dokazali nezavisle na sobé W. Bolyai a P. Gerwien nasledujici
pozoruhodnou vétu

Véta. (Bolyaiova-Gerwienova) Kazdé dva mnohotihelniky o stejném obsahu na
sebe Ize prerozstrihat.

Diilkaz provedeme pomoci série cviceni.
Cvic€eni 1. Kazdy mnohothelnik lze rozstiihat na trojahelniky.
Cvicéeni 2. Kazdy trojuhelnik lze pferozstiihat na obdélnik.
Cviéeni 3. Kazdy obdélnik lze pferozstiihat na ¢tverec.

Cviceni 4. Dva ¢tverce lze prerozstiihat na jeden ¢tverec.

Mnohostény

Postup o dimenzi vys$ je jiz o néco narocnéjsi. Otazka, zda kazdé dva mnohostény
o stejném objemu jsou prerozstiihatelné, byla v roce 1900 vyhlasena jako treti z tzv.
Hilbertovijch problémi. Jesté v témze roce byla podana odpovéd.

Véta. (Max Dehn) Krychli nelze prerozstiihat na pravidelny &tyfstén.
s
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Abysme toto mohli dokézat, zavedeme si takzvany Dehniv invariant. Ten kaz-
dému mnohosténu A prifadi ¢islo f4 € R takové, Ze je-li A1, ... Ay néjaké roziezani
mnohosténu A, plati

fa=fa, ++ fa,
(a které navic splituje néjaké dalsi podminky, které zde ovem nebudeme vypisovat).
Tvrzeni. Pro krychli A a pravidelny ¢tyfstén B o stejném objemu plati f4 # fp.

V roce 1965 dokazal Jean-Pierre Sydler nésledujici zesileni Dehnovy metody.

Véta. Mnohostény A a B jsou prerozstiithatelné pravé kdyz fa = fp.

7w

Zména pravidel a nasledné Silenosti

Zajimava otazka je, co se stane, pokud si preskladavani trochu zjednodusime a misto
fezil uvazime rozklady téles na libovolné podmnoziny.

Definice. Rekneme, 7e geometricky ttvar M C R" lze presklddat na geometricky
atvar N C R", jestlize atvar M lze zapsat jako sjednoceni konecné mnoha svych
podmnozin, z nichz lze slozit (pomoci shodnych transformaci) utvar N.

Vysledky jsou Sokujici!

Tvrzeni. (Banachtv-Tarského paradox — slaba verze) Kouli o objemu jedna lze
preskladat na kouli o objemu dva.

Tvrzeni. (Banachiiv-Tarského paradox — silné verze) Libovolné dvé omezené mno-
ziny o kladném objemu (s neprazdnym vnitfkem) na sebe Ize preskladat.

Ne, opravdu to neni preklep! Za vS§im stoji o néco uvéritelnéjsi, avsak podstatné
méné formalni tvrzeni.

Tvrzeni. Existuji fakt $ilené' mnoZiny!
Par stiihacich piiklada

Priklad 5. Rozdélte pravidelny Sestitthelnik na osm shodnych mnohotihelnikii.

(ARO 1988)
Priklad 6. Naleznéte trojuhelnik, ktery lze rozdélit na 5 shodnych trojuhelniku.

(ARO 1988)
Priklad 7. Ukaite, Ze tétivovy ¢tyithelnik lze roziezat na n tétivovych ¢tyiuhel-
nikd, kdykoliv n > 4. (IMO 1972)

Priklad 8. V ostrothlém trojthelniku ABC je téZznice AM delsi nez strana AB.
Ukazte, ze trojihelnik 1ze rozfezat na tii ¢asti, z nichz lze slozit kosoctverec.
(ARO 2010)

LPokrodily ¢tenaf necht ¢te neméritelné mnoziny.
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Priklad 9. Matéj mél o prazdninach narozeniny! Dostal k nim dort ve tvaru Pra-
Sétka — tj. pétithelniku PRASE takového, ze PRSE je obdélnik a RAS je (ne
nutné rovnoramenny) pravouhly trojihelnik s pravym thlem u A. Pov8iml si, Ze
obsah celého dortu je roven | PR|%. Pak si ale uvédomil, Ze byt o rok blize smrti neni
vibec $tastnd udalost a ze do ni nechce PraSéatko tahat, a proto se rozhodl predélat
dort do nudnéjsiho ¢tvercového tvaru. Ukazte, ze umi dvéma rovnymi fezy rozdélit
pétithelnik na tfi dily tak, ze bude mozné je preskladat na étverec (dilky je mozné
posouvat, otacet, a protoze je to odolny dort, tak dokonce i preklapét).

(MKS 36-1-6)

Literatura a zdroje

Tento prispévek je takika beze zmén pfevzat od Michala ,,Kennyho“ Rolinka, ktery
jej vytvoril na soustfedéni v Hojsové Strazi (2011) a kterému timto dékuji (a toto
podékovani je zkopirované zpod jednoho Vikiho ptispévku).
[1] E. C. Zeeman: On Hilbert’s Third Problem, The Mathematical Gazette Vol.
86, No. 506 (Jul., 2002), pp. 241-247
[2] Titu Andreescu, Razvan Gelca: Mathematical Olympiad Challenges, Bir-
kh#user, Boston, 2009
[3] http://www.mathlinks.ro
[4] http://wikipedia.org
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