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Ulohy z planimetrie

‘ Haria Bendovd

Obsahem této pfednasky jsou zajimavé ptikladky z planimetrie (tj. rovinné geome-
trie), zejména na pouziti shodnych, pfipadné podobnyjch zobrazeni a stfedovych a
obvodovych thlu. Tedy ta nejzakladnéjsi geometrie, kterou vam serviruji v Pra-
Satku i v olympiadach. U takovych prikladu si ¢lovek vzdycky chvili kresli, sem
tam nékde prida néjakou ¢aru, otoéi néjaky trojuhelnik, oznaci vSechny mozné
i nemozné thly vSemi moznymi i nemoznymi znackami a sedi a koukéd do toho a
kouka a koukd ... a jesté pfikresli ¢aru ... a ejhle, FeSeni je na svété! A jak se
takové tlohy naucit fesit? Chce to jen trochu cviku. ;)

Véta. (O stiedovém a obvodovém thlu)  Necht k je kruznice se stiedem S a
AB jeji tétiva. Pak velikost thlu AOB se neméni, probiha-li O néktery z oblouki
kruznice k urcenych tétivou AB. Navic |[<AOB| = |<ASB|/2, kde tihlem ASB

v

Piiklady

Piiklad 1. Mséjme ¢étverec ABCD. Oznaéme M stied strany AB, N stied strany
BC' a P prusecik tseéek MC a ND. Dokazte, Ze plati |AP| = |AB].

Priklad 2. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC, v jehoz vnéjsi oblasti uvnit¥
thlu BAC je zvolen bod M tak, ze thly AM B a AMC maji velikosti 40° a 30°.
Urcete velikost thlu AC'M.

Priklad 3. Je dan ¢tverec ABCD a uvnitf ného bod P takovy, ze |PA| =
= 2,|PB| = 3,|PD| = 1. Urcete velikost thlu APD.

Piiklad 4. V roviné mame dany body A, B, C, které nelezi na primce. Najdéte
bod X této roviny takovy, aby soucet |[AX|+ |AY| + |AZ| byl minim4lni.

Piiklad 5. Ve ¢tverci ABCD jsou na stranach BC a CD zvoleny body L a M
tak, Ze thel LAM ma velikost 45°. Uhlopticka BD protina pfimku AL v bodé K
a pfimku AM v bodé N. Dokazte, ze body K, L,C, M a N lezi na kruZnici.

Piiklad 6. Na strané C'D ¢tverce ABCD je zvolen libovolny bod E a déle jsou
sestrojeny body F', G tak, ze DEFG je ¢tverec sousedici se ¢tvercem ABCD pouze
hranou DE. Dokazte, ze pro jakoukoli polohu bodu E na tsec¢ce C'D je odchylka
piimek AE a BF rovna 45° a pomér |BF|: |AE| = v/2: 1.

Piiklad 7. Obdélnik ABCD je rozlozen na tii shodné ¢tverce AEHD, EFGH
a FBCG. Urcete soudet |[<EAH|+ |<FAG|+ |<BAC].
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Piiklad 8. Jsou didny rovnobézky a, b a pfimka p, kterd je na né kolmé a protina
je v bodech A a B. Na piimce p vné tsecky AB je dan bod P. Sestrojte pfimku
prochézejici bodem P tak, aby jeji priseciky X s pfimkou a a Y s pfimkou b spolu
se stfedem S tsecky AB urcovaly pravy thel X SY.

Piiklad 9. Zkonstruuj ¢étyfahelnik ABCD, jsou-li dany délky jeho stran a délka
useCky XY, kde X je stfed strany AB a Y stfed strany C'D.

Literatura

Jako zdroj védéni a hlavné prikladd mi poslouzila zejména kniha Stredoskolskd
matematika pod mikroskopem, jejimz autorem je jeden z mych nejoblibenéjsich
pedagogti na matfyzu — Emil Calda, dale sbornickovy prispévek Geometrické ulohy
od Filipa Jarose (Rapotin, 2003) a v neposledni fadé zndm4 kniha Arthura Engela
Problem-Solving Strategies.



Kombinatorické metody v geometrii
‘ Jarda Hancl

Uvod

Nejprve bych chtél podékovat Pavlu Podbrdskému, jehoZ prispévek se stal mym
hlavnim zdrojem inspirace.

V této prednasce se budeme zabyvat kombinatorickymi vlastnostmi geometric-
kych objektt. Vétsinou tedy budeme dokazovat véty typu ,,Za jistych okolnosti
se dané objekty uz nutné musi protinat“, apod. To koneckoncti uvidime béhem
vykladu. V celé pfednésce se budeme pohybovat v rdmci d-rozmérnych (eukleidov-
skych) prostorti, pro ndzornou predstavu vSak vystacime s rovinou ¢éi t¥irozmérnym
prostorem.

Zékladni definice a pojmy

Definice. (Eukleidovsky prostor)  Eukleidovskym prostorem dimenze d (d € Ny)
budeme rozumét mnozinu R? vsech usporadanych d-tic (v1, s, . . ., z4) redlnych ¢i-
sel (v pfipadé d = 0 tim rozumime jednoprvkovou mnozinu). Prvky eukleidovského
prostoru budeme nazyvat body. Na této mnoziné mame dano sc¢itdni, ndsobent re-
dalngm &islem (oboji po slozkach). Umime tu také mérit vzddlenosti a ihly. (Ve si
miizeme nazorné predstavit na pfipadu d < 3.)

Definice. (Afinni podprostory)  Necht je ddn d-rozmérny eukleidovsky prostor.
Jeho lineadrnim podprostorem rozumime libovolnou mnozinu, ktera obsahuje po-
catek (tj. bod (0,0,...,0)) a je uzavfend na sc¢itdni a nasobeni redlnym dcislem.
Dimenzi linearniho podprostoru rozumime jeho dimenzi ve smyslu vektorového
prostoru (staci, kdyz to budeme chdpat intuitivné). Afinnim podprostorem rozu-
mime mnozinu tvaru a+ L, kde a € R? a L je linearni podprostor R%. Jeho dimenzi
rozumime dimenzi prislusného podprostoru L.

Kazdy bod v R? Ize zaroveri chapat jako 0-dimenzionalni afinni podprostor. Jed-
nodimenzionalni podprostory nazyvame primky, dvojdimenzionalni roviny. Nadro-
vinou rozumime (d — 1)-dimenzionalni podprostor.

Definice. (Afinni kombinace) Mé&jme body zi,s,...,r, € R% Jejich afinni
kombinaci rozumime kazdy bod x tvaru x = Z?:l a;x;, kde a; € R a Z?:l o =
= 1 (napf. afinni kombinaci dvou riznych bodu lze dostat pfesné body piimky
prochézejici témito body). Rekneme, %e body x1,xs,...,x, jsou afinné zdvislé,
pokud néktery z bodu Ize dostat jako afinni kombinaci ostatnich.

Poznamka. Kazdych d+ 2 bodt v R? je afinné zavislych.
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Definice. (Konvexni kombinace) —Mé&jme body x1,xs,...,x, € R Jejich kon-
vexni kombinaci rozumime kazdy bod x tvaru x = Z?Zl a;xi, kde a; > 0 a
Z?:l a; = 1 (napf. konvexni kombinaci dvou riznych bodii Ize dostat presné
body tisecky spojujici tyto body). Rekneme, ze body x1, s, ..., T, jsou konverné
zavislé, pokud néktery z bodii Ize dostat jako konvexni kombinaci ostatnich.

Definice. (Konvexni mnozina) Rekneme, %e mnozina M C RY je konverni,
pokud s kazdymi dvéma body x,y € M obsahuje i celou tisecku spojujici x a y.
Jinymi slovy, jsou-li z,y € M a X € (0,1), taki Az + (1 — Ny € M.

Definice. (Konvexni obal)  Necht M C RY. Konveznim obalem mnoziny M ro-
zumime nejmensi konvexni mnozinu, ktera obsahuje M. Je to tedy prinik vsech
konvexnich nadmnozin M. Lze ji také charakterizovat, jako mnozinu vSech kon-
vexnich kombinaci bodii z mnoziny M. Znac¢ime symbolem conv(M).

Definice. (Uzaviené, oteviené a kompaktni mnoziny)  Uzavfenou mnozinou bu-
deme rozumét kazdou mnozinu F, pro kterou plati: Jsou-li x,, € F' a x = limx,,,
pak x € F. Staci, kdyz tento pojem budeme chapat intuitivné. Typicky je to mno-
zina, ktera obsahuje vSechny své , hrani¢ni“ body. Priklady uvidime na prednasce.
Otevrenou mnozinou rozumime doplnék uzaviené mnoziny. Kompakini mnoZinou
rozumime kazdou uzavienou a omezenou mnozinu.

To zajimavé — véty a tvrzeni

Véta. (O oddélitelnosti)  Méjme dvé kompaktni konvexni podmnoziny My, My C
R?, které se neprotinaji. Pak existuje nadrovina H C R?, ktera je (striktné) oddé-
luje. Tj. mnoziny My a My lezi v opacnych (otevienych) poloprostorech uréenych
nadrovinou H.

Véta. (Radonovo lemma)  Méjme mnozinu A C R obsahujici d + 2 bodii. Pak
mnozinu A Ize rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny A; a A, tak, Ze conv(A;) N
Nconv(Asz) je neprazdnd. Kazdy bod x € conv(A;)Nconv(Az) se nazyva Radoniv
bod mnoziny A.

Véta. (Caratheodoryho)  Necht M C R?. Pak kazdy bod x € conv(M) Ize dostat
jako konvexni kombinaci nejvyse d + 1 bodi mnoziny M.
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Hellyho véta

Véta. (Hellyho — kone¢nd verze)  Necht C1,Cs,...,C,, C R, n > d+1 je ko-
necny systém konvexnich mnozin takovy, zZe libovolnych d+1 z nich ma neprazdny
prunik. Pak

() C:i #0.
i=1

Véta. (Hellyho — nekoneénd verze)  Necht Cy,, a0 € A je (libovolné velky') systém
kompaktnich konvexnich mnozin v R? takovy, Ze kazdych d+1 z nich ma neprazdny
priunik. Pak

) Ca #0.

aclA

Minkowského véta

Véta. (Minkowského véta) Bud C C R? symetrické (kolem pocatku), konvexni
omezené oblast s obsahem Sc > 2%. Pak C obsahuje alespori jeden miizovy bod
riizny od pocatku (ze symetrie dokonce dva body).

Poznamka. Piedchozi tvrzeni plati i pro obecnou miizku.

Véta. (O dvou étvercich) Kazdé prvocislo p =1 (mod 4) Ize zapsat jako soucet
dvou ¢tvercit: p = a®> + b2, a,be Z.

To nejzajimavéjsi — priklady

Priklad 1. Pads §iTky w je ¢ast roviny ohrani¢end dvéma rovnobéznymi pfimkami
Dokazte, ze kompaktni konvexni mnozina sitky 1 obsahuje tsecku délky 1 v kazdém
sméru.

Priklad 2. Dokazte, ze ma-li prinik kazdé trojice ze souboru {Cy,Ca,...,Cy}
kompaktnich konvexnich mnozin $iiku alespon 1, pak i mnozina ();_, C; mé sffku
alespon 1.

Piiklad 3. Jestlize prinik kazdych 4 z konvexnich mnozin Cy, Cs,...,C, C R?
(n > 4) obsahuje n&jakou polopfimku, pak také priinik vSech obsahuje polopfimku.
Dokazte.

IMnozin musi byt vSak alespoii d + 1.
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Priklad 4. Dokazte, Ze jsou-li body mnoziny A z Radonova lemmatu v obecné
poloze (tj. kazdych d + 1 z nich je afinné nezavislych), pak existuje pravé jeden
Radoniiv bod mnoziny A.

Priklad 5. Jaké jsou mozné priiniky dvou (dvoudimenziondlnich) rovin v R*?
Jaky je ,typicky pfipad“? Jak je to v pripadé dvou nadrovin? Zkuste se zamyslet
nad pifpadem k a I-dimenzionélnich afinnich podprostori R?.

Piiklad 6. Bud C C R? kompaktni konvexni mnozina, bud p € C. DokaZte, ze
existuje primka [ prochazejici bodem p takova, ze tsecka I N C je nejdelsi ze vsech
usecek obsazenych v C' a rovnobéznych s .

Piiklad 7. Budte X,Y C R? koneéné mnoziny bodf a predpokladejme, Ze pro
kazdou 4-prvkovou podmnozZinu S C X UY lze mnoziny SN X a SNY (striktng)
oddélit pfimkou. DokaZte, Ze mnoziny X a Y lze (striktné) oddélit pfimkou.

Priklad 8. Méjme mnozinu bodt v roviné takovou, ze kazdé t¥i z nich lezi v néja-
kém uzavieném kruhu s jednotkovym polomérem. Dokazte, Ze vSechny dané body
lezi ve spoleéném uzavieném kruhu s jednotkovym polomérem.

Piiklad 9. Necht A C R? je koneéna mnozina bodt. Dokazte, Ze existuje cen-
trum mnoziny A, tj. takovy bod z € R?, Ze kazdy uzavieny poloprostor, jehoz
hranice prochézi x, obsahuje alespori d%_l |A| bodl z mnoZiny A.

Piiklad 10. Dokazte, Ze definici centra mnozZiny z pfedchoziho piikladu lze pte-
psat nasledujicim zpisobem: x je centrem X, praveé kdyz x lezi v kazdém otevieném

poloprostoru p s vlastnosti [N X| > diln.

Piiklad 11. Méjme zahradu tvaru kruhu o poloméru 26 metru takovou, Ze v kaz-
dém miiZovém bodé krom pocatku (pocatek = stfed zahrady) stoji strom o polo-
méru 0.16 metri. Dokazte, ze postavi-li se majitel zahrady do jejiho stiedu, neuvidi
skrze stromy ze zahrady ven.

Priklad 12. Bud a € (0,1) redlné ¢islo a N éislo pfirozené. Dokazte, Ze pak
existuje dvojice prirozenych ¢isel m,n takova, ze n < N a

‘ m < 1
a— — —.
n niN
Priklad 13. Pokud p je prvodislo s vlastnosti p = 1 (mod 4), pak existuje pfi-
rozené ¢islo t takové, Ze t2 = —1 (mod p).
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Velkou ¢ast prispévku tvori piispévek od Pavla Podbrdského, ktery 1ze nalézt v nasi
PraSeci knihovné na webu http://mks.mff.cuni.cz/library.
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z diskrétni matematiky, Nakladatelstvi Karolinum, Praha 2000.



Hybani s body a pomocné limitni
pripady
\

Franta Konopecky

Uvod

Téma hybani s body je netradi¢ni, prakticky se nepfednasi. Je o technice, diky
které mizete geometrické tlohy jak fesit, tak na slozita feSeni pfijit. Hybani bodi a
limitni pfipady poskytuji neobycejné silny nastroj, ktery funguje zhruba na tfetinu
vSech tézsich geometrickych tloh, coz uz néco znamena. Také se d& rovnou fict,
Ze hybani prakticky nefunguje na konstruk¢ni tlohy nebo tlohy, kde je pozice
bodu jasné urcena. Potiebujete tedy aspon ¢astecnou volnost. Pokud chcete byt
motivovani metodu se naucit, zkuste nejprve sami vytesit Priklad 21. a poté si

proctéte vzorové feseni.

Jak pracovat s timto textem

Text je koncipovan tak, aby pokud mozno co nejlépe objasnil vihody a samotnou
techniku posouvani bodt a zaroven ji naucil ¢tenare pouzivat.

Pro dobré zaziti doporucuji zkouset techniku pouzivat, nejprve zkusit priklady
fesSit bez pomoci, pak vyuzivat hintd a na vzorova Teseni se divat az nakonec.
A 1uplné nejdiiv zkuste samoziejmé na tfech podrobné zduvodnénych piikladech
techniku pochopit a v oddilu lehéi trénink patiiéné osvézit.

Cviceni s jednoduchymi pohyby

V prikladech budeme ve slozitych situacich hybat nékolika body naraz, proto si
nejprve nacvi¢ime hybani na uziteénych hybacich minitlozkach. Jejich feseni na-
jdete v ndvodech ke cvicenim.

Cviceni 1. Na zahtati: V bodech A a B v roviné se stejnou thlovou rychlosti (a
stejnym smérem) otaci dvé nerovnobézné piimky. Jak se pohybuje jejich prusec¢ik?
Cvic€eni 2. Po ramenech pravého uhlu klouZou konce zapalky, jak se pohybuje
jeji stred?

Cviceni 3. Jsou dany pfimky p, ¢, na nich pevné body P, @) a déle rovhomérné
se pohybujici bod R po pfimce p. Jak se v zavislosti na pohybu bodu R pohybuje
druhy prusecik S kruznice opsané APQR a ptrimky ¢?
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Cviceni 4. Je déna kruznice a na ni tétiva UV. Pohybuje-li se rovhomérné bod
W po oblouku z bodu U do V, jak se pohybuje stfed vepsané kruznice AUVW?

Cvicéeni 5. Uvnitf kruZnice se kotiila dvakrat mensi kruznice, na niz lezi bod A.
Jak se pohybuje bod A?

Cviceni 6. Vedle sebe stoji dvoje stejné hodiny, akorat jedny jdou o ¢tvrthodinu
napfed. Jak se pohybuje stied spojnice konci velkych rucicek?

Cviceni 7. Po dvou kruznicich obihaji stejnou thlovou rychlosti body M, N
(kazdy po jedné, za¢dtek pohybu je v obecné poloze). Co opisuje bod X usecky
MN, pro ktery |MX| =2|NX|?

Cviceni 8. Dvé kruznice se protinaji v bodech C' a D. Bodem C' se ota¢i ptimka,
ktera protina kruznice v dalsich bodech F a F'. Jakou mnozinu opisuje stied tsecky
EF?

Cviceni 9. Dvé kruznice se protinaji v bodech C a D. Bodem C' se otaci piimka,
ktera protind kruznice v dalsich bodech E a F'. Jestlize EF'G tvofi rovnostranny
trojthelnik, jak se pohybuje bod G?

Vysvétleni techniky pohybi

Nésleduji ¢tyfi kroky, jejichz osnova muze pii feSeni tloh hybanim pomoct. Az si
feSenim vypracujete cit pro pohyb, nebude zadna osnova potieba. K pochopeni na
zacatku je vSak esencidlni.

(i) Nejprve vyfesime jednoduché specidlni pfipady (specidlni poloha bodu, rov-
nostranny trojuhelnik, vhodné postaveni ostatnich bodi, symetricka pozice,
atd.)

(ii) Zkousime, po jakych mnozindch se dd s body hybat tak, aby se zachovalo
zadani a pohnulo se co nejméné bodi nebo vzdalenosti. Pfitom si v§imame
vlastnosti pozice bodu v loze.

(iii) Po nalezeni vhodného pohybu vyfesime limitni (krajni) pfipady.

(iv) Pokusime se z&vér zobecnit do ,,pohnuté“ pozice.

Osnovu si rovnou zazijeme na piikladech, aby se obecné poucky proménily

v Ciny. Zacneme velmi jednoduchym.

Priklad. Dokazte, Ze pro libovolny vnitini bod P rovnostranného trojuhelniku
ABC je soucet jeho vzdélenosti od stran stejny.
Reseni. Postupujme podle navodu.

(i) Specidlni poloha je napf. na hranici trojuhelniku nebo ve vrcholu. A¢ zadéani
mluvi jen o vnitinich bodech, vyfeSeni pro cely trojihelnik obsahne i feSeni
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zadané ulohy. Posazeni do vrcholu nam fekne, Ze soucet vzdalenosti musi byt
roven velikosti vysky v.

Pri obecném pohybu bodu P se méni vSechny t¥i vzdalenosti. Pfi pohybu
rovnobézném s néjakou stranou se méni jen dvé, to bude hledany pohyb.
Nejkrajnéjsi pfipad je vrchol trojuhelniku. Dalsimi krajnimi pfipady jsou
strany. Pohybujme nyni s bodem P rovnomérné z A do B. Vzdalenost P
od AC se tak rovnomérné zvétSuje z 0 na v. Vzdalenost P od BC' se naopak
rovnomeérné pii pohybu zmensuje z v na 0 v krajnich bodech. Uz toto by
témér stacilo jako dikaz.

c

Obr. Ia

Ve skutecnosti je potieba dokazat to lip, ale hybani nam feklo jak: V za-

vislosti na délce AP se pomoci cosinu vyjadii vzdélenosti od stran a diky
tomu, Ze se rovnomérné zvétsuji a zmensuji pfi pohybu, dopredu vime, Ze
bude postup fungovat, tj. soucet téchto vzdalenosti vyjde konstantni.
Pohyb rovnobézny se stranou si predstavme jako pohyb po strané trojuhel-
niku A’ B’C, ke kterému je pfilepeno ABB’A’. Béhem pohybu se vzdélenost P
od AB neméni, takze se diky vysledku v AA’B’C neméni soudet vzdalenosti
ani v celém AABC.

Obr. Ib

Priklad. Bud M libovolny bod piepony AB pravotuhlého trojahelniku ABC.
Oznadéme S stfed AB a dale Sq, Sy stfedy kruznic opsanych trojihelnikim ACM,
BCM. Dokazte, ze S, Sy, So, M, C lezi na jedné kruznici. Pro které M ma tato
kruznice nejmensi polomér? (MO 56-1I-3)

11
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Reseni. Opét zkusme jet podle navodu. Pfedtim jesté oznac¢me P prisecik kol-
mice na AC vedenou bodem A s osou strany AC a P, prusecik kolmice na pfeponu
vedenou bodem B s osou strany BC.

(i) Specifickymi polohami jsou M = [pata vysky z C], M = A, M = B, M = S.
Pomoci pravych thla se v nich lehko ukéaze platnost tvrzeni. Na obrazcich
vidite prvni dva pripady.

Obr. IIb Obr. Ilc

(ii) Tady nemusime Fesit jak hybat — je jasné, Ze rovnomérné bodem M po pre-
poné. Pfi tomto pohybu je dobré, Ze se rovnomérné hybou i body S, So. Bod
S1 je totiz prinik osy tsecky M A a osy strany AC. Osa tsecky M A se po-
hybuje polovi¢ni rychlosti jako bod M, a diky tomu se rovnomérné pohybuje
157 (kdybychom chtéli byt pfesni, fekli bychom, Ze existuje linearni zavislost,
kterou jde lehce vyjadrit, ale nejlépe ji uvidime pomoci hybani).
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(iii)

(iv)

O/O\VM:A

0// M/\‘

Obr. IId

Pro krajni polohu M = A plati S; = P; a Sy = S, pro druhou krajni polohu
M = Bje Sy =S aSy = P,. Obé tyto pozice bodu M splnuji trividlné zadani
tlohy a navic jsou pocatecni a koncovou pozici pohybu bodu M.

Zvolme né&jakou obecnou polohu bodu M. Pfedchozi hybani nas navadi bud na
spiralni podobnost (tisecky AB a P;S siis pohyby bodtt M a S; odpovidaji
ve spirdlni podobnosti se stfedem v C') nebo na vSimnuti stejné rychlého
ménéni thla <CM S a <CS1 A.

A
M
S P,
S as ___Ki_"_/' 1
\\ /
\\ \ ,
\\ \ ’
\\\/
B c
Obr. Ile

Podobnost AABC ~ AP;SC dostaneme velice rychle. Z vlastnosti vza-
jemné odpovidajictho pohybu bodd M a S; mame

|AM| : |MB| = |P151| : |815’\7

coz dava rovnost thld <BMC, <551C vyznacenych na obrazku Ile. Rovnost
zminénych Ghla je ekvivalentni s tim, ze S, M, S1, C lezi na kruznici, a
analogicky se ukaze, Ze na téze kruznici lezi i bod S3, ¢imz je tloha vyfeSena.

Priklad. Je dan tétivovy étyfahelnik ABCD, v ném stfed L kruZnice vepsané
trojuhelniku ABC a stfed M kruznice vepsané trojuhelniku DBC. Oznaéme [
pfimku kolmou na AC prochézejici bodem L, dale m piimku kolmou na BD
prochézejici bodem M a nakonec R prisecik piimek [ a m. Dokazte, ze je AMLR
rovnoramenny. (MO 56-111-2)

13
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Obr. Illa

Reseni. Oznaéme jesté P prusecik thlopiicek a I stied vepsané trojuhelniku
PBC. DAl postupujme podle navodu.

(i) V pfipadé symetrické pozice se FeSeni nahlédne ze symetrie, coz se bohuzel

nebude dat rozsirit do obecné pozice ... tady tentokrat nepochodime.

vvvvv z

(ii)—(iii) Hybéni je v této tloze slozitéjsi. Nabizi se hybani bodem A po kruznici

14

(aby ABCD ztistal tétivovy), ale pii ném se hybou dilezité body L a R pfilis
rozdilné. Proto (pfed¢asné) uz v kroku (ii) nahlédnéme limitni pozici dege-
nerovaného ptfipadu A = D = P. V ni nastane zaroven L = M = R = I.
A ted s ni zkusme néjak pohnout, aby se body pohybovaly ,hezky“. Tim
hezkym pohybem je ponechani pevného trojuhelniku PBC a otaceni s polo-
pfimkami — BA a +— CD stejnou thlovou rychlosti, ale opaénym smérem. Pyi
tomto pohybu ztustavdi ABCD tétivovy a body L a M se pohybuji navzajem
odpovidajicim zpusobem po pevnych osich thlat <PCB a <PBC.



Franta Konopecky: Hybani s body a pomocné limitni pripady

Obr. IIIb

To uz je hledany hezky pohyb, ktery doresime v nasledujicim bodu.

(iv) Podle véty uu jsou trojuhelniky BIL a CIM podobné, takze pomér |LI| :
|MI| = |BI| : |CI| je pfi pohybu konstantni, coZ znamend, ze pfimka LM
ma pri nasem pohybu potrad stejny smér. Zbyva dokazat, ze je to pro rovno-
ramennost trojihelniku LM R ten spravny smér — smér svirajici se zadanymi
kolmicemi [ a m stejny thel; smér kolmic [, m se totiz neméni, jsou urceny
piimkami AC a BD. Vlastné stac¢i dokézat, ze LM 1 PI (PI je totiZ osou
<BPC a svird s pfimkami | a m stejny thel). A LM 1 PI uz dostaneme po
kratkém pocitani thlt (nejdfive spo¢tenim thlu pfimek LM a BC — pfes
tétivovy ctyithelnik BCM L, poté thlu pfimek BC a PI — vyuzitim faktu,
ze PI je osou thlu).

Shrnuti techniky

P11 feSeni tloh hybanim si vSimejte degenerovanych pripadu, krajnich po-
loh a specidlnich p¥ipadu. Kdyz se vam budou zdat jasné (Ze v nich zaddni
skoro zfejmé plati), tak s nimi zkuste néjakym zptusobem pozici pohnout, aby se
body hybaly ,hezky* a abyste dostali vSechny obecné pripady, na které se tloha
vztahuje.

Taky pamatujte, Ze samotné hybani ¢asto nic nedokazuje. Ale v naprosté
vétsiné pripadi vam da navod, jak pomoci poméri, podobnosti, posunuti, krajnich
pfipadt nebo néjakych invariantnich vlastnosti tlohu resit.

15



Oldfichov '09

Lehci Trénink

V nasledujicich dlohach si trénujte cit pro nalezeni a pochopeni pohybu a jeho
vyuziti. Spi§ nez na samostatné feSeni se soustiedte na dikladné zdivodnéni, ze
vam pohyb poskytnuty v navodu uz dava feseni nebo myslenku feseni.

Piiklad 1. V rovnostranném trojihelniku PQR je uvnitf bod X. Z néj vedou
na strany p, ¢ a r kolmice s patami X,, X, a X,. DokaZte, Ze soucet obsaht
trojthelnikd X PX,., XQX, a X RX, je polovina obsahu celého trojthelniku PQR.
(Myreg 2009)

Navod.

Obr. 1la Obr. 1b Obr. 1c

Piiklad 2. Ve ¢tyfahelniku EFGH s prisec¢ikem thlopficek P jsou trojihelni-
kim EFP, FGP, GHP a HEP vepsany kruznice. Dokazte, ze jestlize jsou tyto
kruZnice shodné, tak je ¢tyfahelnik kosoétvercem. (PraSe 26-6-6)

Navod. Zacénéte ukdzkou puleni se tthlopticek (spojovéanim bodt do ¢tyfihelniku
ze symetrické pozice) a pokracujte kolmosti thlopficek (sledovanim stejného ob-
sahu trojihelnikd, stejnych polomért vepsanych kruznic a vzriistajiciho rozdilu v
obvodu trojuhelnikd (vzpomeiite na vzorec S = (o -1)/2)).

Obr. 2b
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Priklad 3. ABC je trojuhelnik s osami thld AD a BF. Ptimky AD a BF
protinaji pfimku rovnobéznou s AB vedenou bodem C po fadé v bodech E, G.
Z predpokladu |FG| = |DE| vyvodte |CA| = |CB|. (shortlist 1990/12.)

Navod. Zkoumejte vzajemnou zménu délek |F'G|, |DE| pii hybani do symetrické
polohy.

Obr. 3

Piiklad 4. Jsou dany kruznice ki a ko nad priméry AB a AC. Prusedikem D
obou kruznic (D # A) je vedena piimka, kterd protind k; podruhé v bodé X
(X # D) a kg podruhé v bodé Y. Body M a M’ jsou po fadé stfedy tsecek BC
a XY. Ukazte, ze <AM'M je pravy thel. (PraSe 26-6-8)

Navod. Otéacejte rovnomérné piimkou XY a zkoumejte pohyb bodu M’.

Obr. 4a

Priklad 5. Trojthelnik ABC je ostrothly s |[BC| > |AC|. Ozna¢me O stied
opsané, H ortocentrum, F' patu vysky z C. Pfimka kolma na F'O vedend bodem
F protind stranu AC v bodé P. Ukazte, ze |<F'HP| = «. (shortlist 1996/12.)

Navod. Zacénéte v limitni poloze |BC| = |AC| a pohybujte se podle obrazku do
limitni polohy P = C.

17
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Obr. 5

Dalsi priklady vhodné na hybani s body

Pokud jesté porad nejste pfesvédceni o sile prezentované metody, tak velmi do-
porucuji zkusit fesit priklady 14. a 21. a poté si dikladné nastudovat vzorové
feseni.

Lehké

Priklad 6. Je dana kruZnice k(S,r) a na ni body M, N takové, ze tthel M SN je
ostry. Libovolnym bodem X mensiho z oblouktt M N vedme rovnobézku s primkou
MS a oznacme Y jeji prusecik s tseckou SN. Sestrojte takovy bod X, pro ktery
je obsah trojihelniku SXY maximélni. (MO 50-II-3)

Piiklad 7. Ktery trojihelnik s jednotkovym obvodem mé nejvétsi obsah?

Priklad 8. V rovnostranném trojihelniku K LM o obsahu S je libovolné bod N.
Bud K’, L’ a M’ body po fadé na stranidch KL, LM a MK takové, ze NK' || MK,
NL' || KL a NM' || LM. Prtseciky os tseéek NK', NL' a NM' tvofi vrcholy
trojuhelniku o obsahu T'. Ukazte, ze S = 3T. (MO 55-1-2)

Priklad 9. Kruznice k1(S1,71) a ka(Se,r2) se dotykaji v bodé T a je ry < 7.
Body A, B lezi po fadé na kruznicich kq, ko tak, Ze je thel <AT B pravy. Dokazte,
Ze v8echny moZné piimky AB prochézeji jednim bodem a najdéte mnozinu stiedii
usecky AB. (MO 57-11-2)
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Priklad 10. Méjme tétivovy étyfuhelnik ABCD takovy, ze AB je pramér kruz-
nice opsané, O je stfed AB, P je prusecik thlopficek a plati, ze |<APB| =
= 2|<COD)|. Teény v bodech C, D se protnou v dalsim bodé Q. S faktem, Ze
|AB| = 2, urcete vzdalenost |OQ)|. (PraSe 26-6-5)

Piiklad 11. Je dan rovnobéznik, jehoZ strandm jsou z vnéjsku pfipsany ¢tverce.
Ukazte, ze stfedy téchto ¢tverct tvori dalsi ¢tverec.

Piiklad 12. Najdéte nejlepsi konstanty p, q takové, Ze

a-+ty

<
Py

<q

plati pro libovolny trojuhelnik se stranami a, b a jim pfisluSnymi téZnicemi t,, tp.
(MO 57-111-6)

Stredni

Priklad 13. Pro dané ¢islo n najdéte n-thelnik, ktery bude mit obvod 1 a co
nejvétsi obsah. (Zajimavy zndmy piiklad)

Piiklad 14. V konvexnim étyfahelniku ABCD jsou thlopficky stejné dlouhé.
Ukazte, ze pokud vné kazdé strané pripiSeme rovnostranny trojihelnik, tak jsou
spojnice protéjsich stfedii téchto trojuhelnikti na sebe kolmé. (shortlist 1992/5.)

Priklad 15. V nerovnoramenném trojuhelniku TUV jsou na stranach UV, TV
po fadé body P, Q tak, ze je ¢tyruhelnik TU PQ tétivovy. Pricky TP a UQ se
protinaji v bodé X. Dokazte, Ze lezi-li bod X na vysce z bodu V, tak je uz nutné
ortocentrem trojihelniku TUV. (MO 56-111-5)

Piiklad 16. Ukazte, Ze existuje koneénd mnozina bodi M roviné takova, Ze
pro libovolny bod P z M existuje pravé 2009 bodu mnoziny M, které maji od P
vzdélenost 1. (shortlist 1993/1.)

Priklad 17. Bud S bod na strané AB v ostrothlém trojihelniku ABC a déle X,
Y po fadé stiedy kruznic opsanych trojuhelnikim ASC a BSC. Najdéte polohu
bodu S, pro niz bude mit trojthelnik SXY minimélni obsah. (MO 52-11-2)
Piiklad 18. Rikame, ze kruznice k ptli kruznici [, pokud ji protina v priméru.
Jsou dany tii kruznice k4, kg, ko se sttedy A, B, C. Ukazte, ze body A, B, C
lezi na pfimce, pravé kdyz neexistuje jednozna¢né kruznice, kterd puli vSechny tfi
kruznice k4, kp, kco. Dale ukazte, ze pokud je vice pulicich kruznic, tak vSechny
prochézeji jistymi dvéma body. (shortlist nékde kolem 1991)
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Tz

Piiklad 19. Jsou dany rovnobézné pfimky p, g a nékde mezi nimi bod A. Bod
P se pohybuje po p a bod @ po q tak, ze thel <PAQ ztstava konstantni. Ukazte,
Ze v roviné existuje jesté jeden bod A’, pro ktery se tthel PA'Q neméni. (Pepa
2009)

Piiklad 20. Je dan konvexni ¢tyifuhelnik ABC'D s obvyklym znacenim thli
a, 3,7,9. Polomér kruznice opsané trojuhelniku BC'D ozna¢me R,. Analogicky
ozna¢me Rp, Rc a Rp. Ukazte, ze Rao+Rc > R+ Rp pravé kdyz a+ v > 5+ 0.
(shortlist 1996/17.)

Piiklad 21. Je déan trojuhelnik DFEF. KruZnice prochéazejici body F, F' protina
stranu DE v dal§im bodé F’ a stranu DF v dal$im bod¢ E’. Bud H ortocentrum
DEF a H' ortocentrum DE'F’. UkaZte, Ze se piimky FE', FF' a HH' protinaji
v jednom bodé. (shortlist 1995/G8)

Hinty k prikladiim

Pokud dlouho busite do tlohy, ale i tak nechcete vidét pfimo feSeni, jsou tu pro
vés hinty.

1. Vyfeste zvlast pro polohu X = X, a zvlast v PQQ’P’. 2. Hint nedorazil. 3.
Chovéni |AF| : |FC|. 4. Spiralni podobnost (nebo vyuZiti pohybu vektori Sl—)f a
Sg—)Y ). 5. Rovnomérny pohyb PH, vzdjemnd stejnolehlost jejich riiznych poloh. 6.
Konstantni strana, thel. 7. Elipsa. 8. Krajni pripad. 9. Stejnolehlost. 10. C' — B.
11. Start z obdélniku. 12. Degenerovany pripad; pfipady b > ¢, at, > b. 13. Elipsa
a potom spravné roziezat obsah. 14. Degenerovany zacatek, spiradlni podobnost.
15. Cevova véta. 16. Indukce. 17. Podobnost s ABC'. 18. Mocnost. 19. Bod A na
ekvidistanté; zobrazit Q na p, pak rodina kruZnic opsanych PQ’A. 20. Chovani
R4 + Rc — Rp — Rp; piipady max{3,0} < 90° a max{3,d} > 90°. 21. Pohyb
priiseéikem kolmo na osu <EDF; FE’, FF’ rovnobé&zné.

Literatura

Tento text byl sepsan bez pomoci literatury, je tedy ptvodni. Pfiklady jsem cerpal
predevsim ze starsich roénika PraSéatka, archivu olympiady a IMO shortlist. V asi
dvojnésobné podobé (i s kompletnimi FeSenimi piikladi a cvifeni a asi patnécti
dalsimi obrazky) tento text zanedlouho najdete v knihovné PraSatka na naSich
strankach.
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Kombinatorika a pravdepodobnost
\ Miro Majercik

Tvrdenia a definicie
Tvrdenie. Faktoridl n! =n(n—1)(n—2)---2-1 je pocet permutécii na n prvkovej
mnozine.

Tvrdenie. Kombinac¢né ¢islo

(4) = mom

je pocet moznosti, ako vybrat k roznych prvkov z n.

Tvrdenie. Oznac¢me P(A) pravdepodobnost javu A. Potom
(i) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
(ii) P(AC B)= P(A) < P(B)
(ili) P(—A) =1 — P(A)
Tvrdenie. Nech A, B st ndhodné javy a P(B) # 0. Potom plati

P(AN B)

PUAIB) = =55

Tvrdenie. Ak st javy A, B nezavislé, tak sa aj javy A, B nezavislé. Navyse
plati P(A) = P(A|B).

Ulohy
Priklad 1. HadZeme Siestimi hracimi kockami. Ak4 je pravdepodobnost Ze budi
vSetky ¢isla rozne? Aka je pravdepodobnost, Ze budi v8etky hodené ¢isla nepérne?

Priklad 2. Ak4 je pravdepodobnost, Ze vdm v hre poker pride fullhouse (dvojica
a trojica kariet rovnakej hodnoty) v prvych piatich kartach?

Priklad 3. Do vlaku s n vagénmi ndhodne nasttpilo k£ Iudi (k > n). Ak4 je
pravdepodobnost Ze ziadny vagén neostane prazdny?

Priklad 4. Do divadla pride 7 ludi. Kabat si odloZia v Satni. Satniarka im vracia
kabéaty nadhodne. Ak4 je pravdepodobnost Ze nikto nedostane naspiit svoj kabat?

Priklad 5. Kolko existuje prieseénikov uhloprieéok v konvexnom mmnohouhol-
niku, ak sa ziadne tri uhlopriecky nepretinaju v jednom bode?
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Priklad 6. Na kruznici je 2n bodov. Kolkymi sposobmi ich mézeme spojit do
parov tak, aby sa tiseCky nepretinali?

Priklad 7. Ak& je pravdepodobnost, Ze medzi n Tudmi maji dvaja narodiny
v rovnaky den?

Priklad 8. Kolko podmnozin mnoziny {1,2,3...,n} neobsahuje dve po sebe
iduce cisla?

Priklad 9. Je moZné oéislovat hrany kocky ¢islami od 1 do 12 tak, aby mal

kazdy vrchol rovnaky sucet hran, ktoré s nim susedia? Je to mozné, ak jednu
hranu mézeme nahradit ¢islom 137

Priklad 10. Kolkymi spdsobmi mozeme vybrat dve disjunktné mnoziny z n
prvkov?

Priklad 11. Hradi A a B st vyrovnani pingpongovi hraci. Je pravdepodobnejsie,
ze hra¢ A vyhra v troch hrach zo Styroch alebo v piatich hrach z 6smich?

Priklad 12. Aky je najmensi polet vazeni na zistenie najfazsieho a druhého
najtazsieho kameria zo 128 kametiov?

Priklad 13. Dokazte, ze stac¢i 139 merani, aby sme zistili prvy, druhy a treti
najtazsi objekt z 128 objektov, ak ziadne tri nemaju rovnakd hmotnost.

Priklad 14. Kolko existuje trianguldcii konvexného n-uholnika?

Priklad 15. Aky je najmensi pocet strelcov, pre ktory ohrozia vSetky policka
na Sachovnici n X n? A aky je najvicsi pocet strelcov taky, aby sa navzajom
neohrozovali?

Priklad 16. V kolkych bodoch sa pretnii uhlopriecky konvexného n uholnika,
ak sa ziadne tri uhlopriecky nepretni v jednom bode?
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Historie 1
‘ Dominik Mokri§

Uvod

V prednésce si udélame prudce zajimavy vylet do historie Matematiky a ¢islo m
nam v tom bude vyteénym pruvodcem. Tady ve sbornicku najdete zadani zaji-
mavych tloh k tématu (feSit je budeme na prednasce), zejména starovékych a
geometrickych, abychom celou prednasku nestravili definovanim obtiznych pojmu.
Pripojuji i stru¢nou historickou tabulku, abychom se vesli do sbornicku.

Ulohy

K hlavnim dlohdm spojenym s 7 patfilo provést rektifikaci kruhu (nakresleni
usecky stejné délky jako jeho obvod) a jeho kvadraturu (nakreslit ¢tverec o stej-
ném obsahu), to v8e pomoci pravitka bez méfitka a kruzitka. Obé jsou ekvivalentni
geometrickému nalezeni tsecky délky .

Lemma. (Archimedes, 3. stol. BC)  Obvod kruhu je mensi, nez obvod opsaného
pravidelného mnohotihelniku a vétsi, nez obvod vepsaného pravidelného mnoho-
tthelniku.

Pomoci vepsaného a opsaného 96-uthelnika dospél Archimedes k vysledku 3 +
+10/71 < m < 3+ 1/7. Na pfednasce odvodime rekurentni postup, jak spoéist
obvod pravidelného 2*-tihelnika, takZe si budete moci vypoéitat 7 s libovolnou
presnosti. ;)

Definice. (cca 440 BC) Hippiasova kvadratix je mnozina prusecikii rovnomérné
se pohybujici pfimky a piimky rovnomérné se otacejici kolem pocatku souradnic
(kdyZ posouvajici se piimka prochdzi pocatkem, tak obé piimky splyvaji, tedy
6 = 0). Analyticky je ddna predpisem y = x cotg(wxz/2r). Pozri obrdzok a zkus si
rozmyslet, jak by pokracovala.?

20bréazek je podfuk, ve skutenosti tam neni nakreslena kvadratix ale spline, ktery je ji
podobny.
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C E

K S O N

Véta. (Pappus, Dinostratus, cca 335 BC)  Pomoci kvadratix, pravitka a kruzitka
jsme schopni vyresit kvadraturu kruhu.

Lemma. (Hippokrates z Chiu, 5. stol. BC)  Soudet obsahii Hippokratovych mé-
sickt, které lezi mezi obloukem piilkruznice nad pieponou a oblouky kruznic nad
odvésnami téhoz pravouhlého trojiithelnika, je roven obsahu tohoto trojiuhelnika.

Tato tloha davala velké nadéje na feSeni kvadratury kruhu, zvlasté nékteré jeji
modifikace (které si ukdzeme, pokud zbyde ¢as).
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Dominik Mokris: Historie 7

Véta. (hrabé Buffon, 18. stol.)  Pravdépodobnost, Ze jehla délky L vrhand ze
stejné vzdalenosti na podlozku s nalinkovanymi rovnobéznymi ¢arami vzdalenosti
d, kde d < L je rovna

T gin 2L

dp = —.
d
- g wd

1 1
P[x<§~L~sin<p]:§~L~/

0o T

Integralu se nelekej, budeme prosté vérit, Ze je roven 2. ;)

DalSi zajimava vyjadreni, v prednasce se jim asi vénovat nebudeme

(Wallis, 1655)

T 2:2:4:4:6:6-
2 1-3.3-5.5.7-.
(Gregory, Leibniz, 1671-1674)
T 1
-4 -_2
4 3 + 7 +
(Euler, 1735)
111w
12022 0 32 42 6
(Brouckner, 17. stol.)
12
4/m =1+
A
2455

Chronologicky prehled

e cca 2000 BC : Babyloniané pouzivaji m = 25/8

e cca 2000 BC : Egyptané uzivaji = = (16/9)2

e 12. stol. BC : Cihané uzivaji = = 3

e cca 550 BC : Bible, 1. Kniha kralovska, vers 7,23 vede k hodnoté = = 3
e cca 440 BC : Hippokrates z Kiu po¢ita obsah tsece

e cca 420 BC : Hippias objevuje kvadratix

e cca 335 BC : Dinostratos pouziva kvadratix k vypoctu plochy kruhu

e 3. stol. BC : Archimedes uréuje 3+ 10/71 <7 <3+ 1/7

e 2. stol. AD : Ptolemaios uziva m = 377/120

e pred 1436 : Al-Kashi ze Samarkandu pocita m na 14 mist
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e 1593 :
e 1596 :
e 1655 :

Francois Viéte vyjadruje 7 jako nekonecny soucin
Ludolph van Ceulen pocita m na 32, pozdéji 35 platnych mist
Wallis nachézi nekoneény racionalni sou¢in pro 7, Brouckner ho prevadi

na fetézovy zlomek
e 1665-1666 : Newton objevuje diferencidlni a integralni pocet, k tomu pocita m
na nejméné 16 mist (publikovidno posmrtné 1737)

e 1671 :
e 1674 :
e 1705 :
e 1706 :
e 1748 :
: Lambert dokazuje iracionalitu m

: Legendre dokazuje iracionalitu 72, Vega poéita m na 140 mist
e 1840 :
: Richter pocitad m na 500 mist
e 1873 :
e 1874 :
e 1882 :
e 1945 :

e 1761
e 1794

e 1855

Gregory objevuje fadu pro arcustangens

Leibniz pomoci této fady pocita

Sharp po€ita m na 72 mist

Machin poc¢itd m na 100 mist, Jones poprvé zavadi oznaceni m
Euler publikuje vysledek e™% = —1

Liouville dokazuje existenci transcendentnich ¢isel

Hermite dokazuje transcendenci e

Shanks pocita m na 707 mist

Lindemann dokazuje transcendenci 7

Fergusson zjistuje chybu Shanksova vypodétu na 527. misté, o dva roky

pozdéji pomoci stolniho kalkuldtoru pocita 808 mist

e 1967 :
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Retézové zlomky
‘ Dominik Mokris

Uvod

Podivame se na zoubek nékterym zakladnim vlastnostem fetézovych zlomkt a
zjistime, zda jsme schopni je k né¢emu vyuzit. Zamérné ve sbornicku vynechavam
nékteré detaily, takze neni Zadny problém, pokud tomu nerozumis na prvni ¢teni.
Nékde neuvadim diikazy — bud je stihneme udélat na prednésce nebo se odkazeme
na literaturu.

Zakladni vlastnosti

Necht a9 € Z,a; € N pro vSechna j € N. Vyraz ve tvaru

nazveme Tetézovy zlomek fadu n a abychom si usSetfili praci, budeme ho zapisovat
jako [ag; a1, ..., a,]. Samoziejmé bychom mohli teorii budovat i kdybychom za a;
dosazovali nenulové redlna &isla. Vyraz [ag;aq,...| nazveme nekoneény fetézovy
zlomek a budeme jim rozumét posloupnost fetézovych zlomkt fadu n.

Polozme p_1 =1, g1 =0, pg = ag, qo = 1 a déle postupujme indukci:

Pn ‘= GpPn—1 + Pn—2
Gn ‘= GnQn—1 + qn—2

Dostavame
Lemma. Pro kazdén > 0 a jakakoli kladna realné ¢isla ay,as, ... mame

Pn
— = [ag;al,...,an].
dn
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Dukaz. Povedeme indukci

Po P1 ajag + 1 1

72010’ izizao—i—f)

9o 0 a3 +0 ay
[aO;a17~ .. aanaan+l] = [ao;ala- vy Qp—1,0n + l/an+1]

_ (an +1/ans1)pa—1 + Pr—2
B (an + 1/an+1)Qn—1 + dn—2
_ Qp41Pn + Pn—1
- Gn+19m + Gn—1

Pn+1

qn+1

Lemma. Pro kazdén > 0 mame p,_1G, — ¢n-1pn = (—1)™.

Dikaz. Pouzijeme definujici vztahy a budeme sledovat, k ¢emu dojdeme (alge-
braicky postup ;) ).

Pn—19n — Gn—-1Pn = pn—l(anQn—l + Qn—2) - Qn—l(anpn—l +pn—2)
= _(pn—2QH—1 - Qn—Qpn—l)

= (—=1)"(p-140 — g-1p0)

=(-1)™
Dusledek. Pokud a; € N pro vSechna j € N, potom kladna celd ¢isla p,, a ¢y
nemaji zadného spole¢ného délitele vétsiho, nezli 1.
Dusledek. Pro kazdén > 1 plati

Pn_ Pn-1|_ 1
dn dn—1 qndn—1

Jak ziskame Fetézovy zlomek zadaného redlného ¢isla a? Zde je jedna moznost:

Polozme g1 = [a] (dolni celd ¢ast a, tj. a zaokrouhlené dolt), a; = 1/{a} ({a}
znadi zlomkovou &ast a, tj. {a} = a—[a]). Paka = ¢1+1/a aodtud a1 = 1/(a — q1).
Pro ay cely postup zopakujeme atd. Tedy

O e

Pak plati a1 = ¢2+1/as. Takto mizeme postupovat bud dokud g; nebude celé ¢islo
pro néjaké j v pfipadé racionlniho a nebo dokud nés to bude bavit/budeme to
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potiebovat v pripadé iracionalniho a. Celé to je modifikace Euklidova algoritmu.
Napada Té lepsi postup?

Véta. Pro kazdé kladné racionélni ¢islo tvaru p/q plati

ZE < pj < oo < B < .« e < p74 < ZQ
q1 a3 q q4 q2
a dokonce plati, ze kazdy sblizeny zlomek je blize p/q, nez ten piedchozi, ¢ili
‘P_pk <‘P_Pk1 ,
q 4k q gk-1

Jak porovnavat fetézové zlomky? Reknéme si to radéji slovy. Dejme tomu, ze
porovnavam a = [ag;ai,...,a,] a b= [bg;b1,...,b,]. Porovnavdm nejprve a; s by,
atd. dokud nenajdu dvojici, ktera se lisi, feknéme a; > b;. Pokud j je liché, pak
a > b, pokud je j sudé, je a < b. V pripadé, ze by tieba b bylo nekonecné, ale na
prvnich n ¢lenech by se nelisilo od a, by opét zalezelo na parité. Pro n sudé a > b,
pro n liché a < b. V pfipadé, Ze by byly koneéné oba, bud existuje ¢len, ve kterém
se 1isi nebo jsou uplné stejné a tim padem je stejnd i jejich hodnota. A doufam, Ze
jsem na zaddnou moznost nezapomnél. ;)

Véta. (Lagrange) Kazdou kvadratickou iracionalitu, tj. vyraz ve tvaru

PiQVN; PQeZ NeN, VN¢Q

Ize vyjadrit periodickym Fetézovym zlomkem (tj. takovym, kde se jednotlivé ¢leny
pravidelné opakuji) a naopak hodnota kazdého periodického zlomku je kvadratické
iracionalita.

Nemam vtibec odhad, jak budeme rychli a kolik toho stihneme. K fetézovym
zlomktm je toho spousta zajimavého, co povidat. Rad bych se jesté podival na to,
jak se pomoci fetézovych zlomku fesi rovnice ax + by + ¢ = 0 v celych ¢islech, ale
to je na dlouhé povidani.

Literatura

[1] A.J. Chin¢in, Retézové zlomky, P¥irodovédné nakladatelstvi Praha 1952

[2] P. Vit, Retézové zlomky, Edice $kola mladych matematikii, Mlad4 Fronta,
Praha 1982

[3] M. Klazar, Introduction to number theory,
je k disposici na http://kam.mff.cuni.cz/"klazar/ln utc.pdf, tady
v8ak pozor, jsou to poznamky k vysokoskolské prednéasce, nemé cenu to
uspéchat a snazit se to louskat tedka, mate mnohem lepsi si pockat a tieba
na ni ¢asem chodit.
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Cardanovy vzorce

\ Zuzka Pébisovad

Abstrakt

Cardanovy vzorce jsou vzorce pro nalezeni kofent kubické rovnice. Kdo z vas je uz
vidél nékde napsané, jisté by ho nenapadlo, Ze néco takového lze odvodit pomoci
elementarni stfedoskolské matematiky. A prece je to mozné — vzdyt tyto vzorce
byly znadmé jiz kolem roku 1500.

Odstranéni kvadratického ¢lenu, typy rovnic

Méjme rovnici
v +ay? +by+ec=0,

potom substituci y = « — a/3 vyrusime kvadraticky ¢len.
Dostavame tedy 3 typy rovnic (pro a,b > 0)3:
B 4ar=>
> =ar+b

22 +b=ax

Nalezeni feSeni kubické rovnice

Vyjdeme tedy z rovnice
3+ pr+q=0.

Trik: Polozime x := u + v a po Upravé dostavame

u? 4+ v+ (Buv+p) - (u+v)+g=0

a u, v zvolime tak, ze uv = —p/3. Dostavame tedy, ze u® + v = —q a zaroven
udv® = —p3/27. Z toho plyne, Ze u3 v3 musi byt feSeni kvadratické rovnice 22 +
+qz—p?/27 = 0 a odtud

3__ 4 [
wEmy gty

2 3
3__49_ /¢ P
T 5 T o7

3Pomijime zde trividlni p¥ipady, kdy je néktery z dalsich koeficientt nulovy.
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Jeden redlny koren tedy nalezneme:

3 q ? PP s q @  p
x\/2+V2+27+\/2 Vo o

Vsechna (komplexni) feSeni dostdvame ve tvaru

r1=u-+v
x2:52u+5v

T3 = €eu -+ 5211,

kde € = %z—%—i—i?.
Je dobré si uvédomit, ze tyto vzorce mohly byt ve stfedovéku jen sotva prak-
ticky pouzivany.

R

Nalezeni teSeni rovnice 4. stupné

Stejnou metodou jako minule odstranime kubicky ¢len a dostaneme:

2 +ar?+br+d=0.
Trik: Uvazujme

2 2
(x2—|—g+t) :(x2—|—g) + 2 + 2tx® + at
2

:2tx2fbx+(t2+at+azfc)

Otazka zni: Kdy je na pravé strané ctverec? Zjevné tehdy a jen tehdy, kdyz plati
4-2t(t* + at +a?/4 — ¢) — b? = 0. To je kubicka rovnice (tu uz umime fesit), necht
je tedy to jeji feSeni. ReSeni nasi rovnice potom splyvaji s fesenim kvadratické
rovnice

b
x2+g+t0:i\/2to (:v—4—).

to

Tento text je prevzaty zo zbornicku Polnicka 2000, z rovnomenného prispevku
Petra Simecka.
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Duakazy pomoci obarvovani

\ Monika Pospisilova

Uvod
Cilem prednésky je seznamit se s metodou obarvovani pfi feSeni riznych matema-

tickych tloh. Prednaska v sobé neobsahuje v podstaté viilbec zaddnou teorii, pajde
predevsim o feseni ptikladi.

Podékovani

Priklady k této pfednasce byly Cerpany z prispévku Martina Tancera, ktery cerpal
z textu Roberta Samala. Ten uvadi, ze éerpal od Arthura Engela z knihy Problem-
Solving Strategies. :)

Polymina

V prikladech se casto vyskytuji né€jaka polymina. k-mino dostaneme tak, ze ze
¢tvereckového papiru vystfihneme k ¢tvercd drzicich pii sobé (drzeni za roh se ne-
pocita). Pro k =2,3,4,5... se ¢asto pouziva vyrazi domino, trimino, tetramino,
pentamino, ... Domino je uréeno jednoznac¢né. Trimina jsou dvé. Tetramin je pét
(osové soumérna povazujme za stejnd) a jisté si domyslis, jak vypadaji tetramina
oznacena I, L, O, T a S.

Piiklady

Piiklad 1. Je moZno z péti tetramin — od kazdého druhu jednoho — vytvorit
obdélnik?

Piiklad 2. Lze pokryt obdélnik 10 x 10 pomoci 25 tetramin I?

Piiklad 3. Obdélnikova tabulka je vyplnéna tetraminy typu I a O. Pavel chce
jedno z tetramin vyndat, vyménit ho za tetramino druhého typu a témito tetra-
miny opét vyplnit stejnou tabulku. Mtze se mu to podarit?

P¥iklad 4. Sachovnici 8 x 8 je mozno vyplnit dominy 2% - 9012 = 12988816
zpusoby. Kolika zpiisoby lze vyplnit Sachovnici, z niz jsme vyfizli dva protilehlé
rohy?

Priklad 5. Je mozno vyplnit krychli 10 x 10 x 10 pomoci 250 cihel 1 x 1 x 47
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Priklad 6. Obdélnik a x b lze pokryt obdélniky 1 x n, pravé kdyz n|a nebo nlb.
Dokazte. Kdy jej lze pokryt obdélniky m x n?

Priklad 7. Jeden z rohi ¢tverce (2n+ 1) X (2n+ 1) je vytiznut. Pro kterd n lze
pokryt zbyvajici ¢tverce dominy, z nichz polovina je vodorovné a polovina svisle?

Piiklad 8. Na jedno z poli¢ek ¢tverce 5 x 5 napiSeme —1 na ostatnich 24 policek
1. Jednim tahem miZzeme zménit znaménko u vSech ¢isel v néjakém ctverci a X a,
pro a > 1. Chceme docilit toho, aby na vSech polickach byla 1. Kde muze byt na
zaCatku —1, aby to bylo mozné?

Piiklad 9. Na kazdém policku Sachovnice 9 x 9 sedi beruska. V jeden okamzik
kazda beruska preleze na jedno z policek sousedicim rohem s vychozim. Néktera
policka ztistanou volna. Jaky je nejmensi mozny pocet volnych policek?

Priklad 10. Na nekonecné ¢tvercové siti hrajeme solitér: Na zac¢atku méame na
n X n prusecicich rozmistény ddmové kameny, v kazdém tahu miizeme pteskocit
libovolnym kamenem néjakého jeho souseda (jen vodorovné ¢i svisle), toho odstra-
nit a preskakujicim kamenem dopadnout na policko za kamenem preskakovanym
(to musi byt volné). Pro kterd n mizeme vyhrat, tj. docilit stavu, kdy zbude jediny
kdmen?

Piiklad 11. Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnacti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde
vSude muze byt dilek 1 x 1?7

Priklad 12. Lze do krychle 6 x6x6 umistit 53 cihel velikosti 1x1 x4 (rovnobézné
se sténami)?

Piiklad 13. Na krychli vyzna¢ime vrcholy, stfedy stén a sténové thlopricky.
Muzeme projit kazdy z vyznacenych bodt pravé jednou, smime-li prechéazet jen
po sténovych thlopfickach?

Piiklad 14. Na Sachovnici 4 X n neexistuje uzaviend cesta jezdcem, kterd by
prochézela kazdym polickem pravé jednou, dokazte.
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Sestiuhelniky a vektory
‘ Michal ,Kenny“ Rolinek

Jednim z velmi mocnych néstroji na feSeni geometrickych tloh jsou vektory. Byt
ma jejich pouzivani blizko k analytické geometrii, byvaji feSeni vyuzivajici vek-
tory casto velice elegantni. Na pfednasce si ukdzeme i takové priklady, v nichz by
syntetické feSeni bylo velice narocné, ovsem vektory si hravé poradi. Jak nazev
napovida, ptijde hlavné o pfiklady v nichz vystupuje néjaky ten Sestitthelnik.

Nejprve si dame nékolik ptiklad® na procvi¢eni a pochopeni toho, jak viibec
vektory funguji.

Definice. Tézistém n-tithelnika A;As ... A, rozumime takovy bod G, pro ktery
plati
GAL +GAy +---+GA, =0.

Odtud jiz snadno vyjadiime, Ze

Ap+ Ay + -+ Ay
. .

G:

Piiklad 1. Rozmyslete si, ze plati-li pro vektory A, B, C, Ze
A+B+C=0,

pak lze tyto vektory umistit do roviny tak, aby tvofily trojahelnik.
Priklad 2. Formulujte podobnou podminku pro rovnobéznik.
Piiklad 3. Ukaite, Ze stfedy stran étyfuhelnika tvoii rovnobéznik.
Piiklad 4. Bud ABCDEF S$estitthelnik a A’, B, C', D', E’, F’ postupné té-
7isté trojuhelnika ABC, BCD, CDE, DEF, EF A, FAB. Ukazte, Ze Sestitthelnik
A'B'C'D'E'F'" m4 protéjsi strany rovnobézné a stejné dlouhé.
Piiklad 5. Bud G tézisté trojuhelnika ABC a X libovolny bod uvnité néj.
Ukazte, ze plati

—_— = = —

XA+ XB + XC = 3XG.
Priklad 6. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik. Ozna¢me M, Ms, ... Mg po-
stupné stiedy stran AB, BC, ..., FA. Dokaite, ze My M, | MsMg, pravé kdyz

| M5 My|? = [ My Ma]? + [ Ms M|,
Priklad 7. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik. Ozna¢me M, Ms, ... Mg po-
stupné stfedy stran AB, BC, ..., F A. Ukazte, Ze trojuhelniky My M3 My, Mo My Mg

Vvey
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Tvrzeni. (O podobnosti A) Bud ABC trojihelnik a u, v, w vektory se soué-
tem 0 (tedy tvofici trojuhelnik, napiiklad AUVW). Pak z kazdé z néasledujicich
podminek plyne, ze AUVW ~ AABC.

@ bl _ v
|AB| |BC| |CA|
(2) ul AB, v| BC, w||CA

A naopak, plati-li pro néjaké vektory obé podminky, pak z nich lze sestavit troj-
thelnik.

Priklad 8. Bud ABC rovnostranny trojihelnik. Na jeho strané a jsou zvoleny
body Aj, As, obdobné na stranich b a ¢ jsou body Bi, Bs a Cy, Cs tak, aby
Sestithelnik A; As B; BoC1C5 mél vSechny strany stejné dlouhé. Ukazte, ze piimky
AlBg, Bng, ClAQ prochézeji jednim bodem.

(IMO 2005 - problem 1)

Nasobeni vektori |

Nastal ¢as nasSe znalosti o vektorech trochu rozsitit. Dosud jsme vektory pouze
s¢itali, nyni si povime néco o tom, jak se daji vektory také nasobit. Takové souciny
existuji dokonce dva.

Definice. (Skaldrni sou¢in) Mdme-li vektory A = (a1,a2) a B = (b1,bs), pak
Cislo ¢ = a1by + agby nazveme skaldrnim souc¢inem vektori A a B a zna¢ime A - B.

Vlastnosti skalarniho soucdinu

(i)

i)

(iv) [Al=VvA-A

(v) A-B=|A]-|B]|-cosgp, kde ¢ je orientovany tihel mezi vektory A a B.
(vi) A-B=0& A LB

D4 se vytusit, ze skalarni soucin se bude hodit v prikladech, v nichz se vyskytuji
(nebo maji dokazat) pravé uhly. Ukazme si tedy jak.

Priklad 9. Dokazte pomoci skaldrniho souc¢inu kosinovou vétu.

Priiklad 10. Dokazte, ze thlopficky ¢tyiuhelnika jsou kolmé, pravé kdyz se rov-
naji soucty druhych mocnin protéjsich stran.

Priklad 11. Dokazte, ze thlopficky ¢tyfuhelnika jsou kolmé, pravé kdyz se rov-
naji délky spojnic stfedl protéjsich stran.
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Piiklad 12. Ukaite, Ze v lichobézniku plati
e+ f2 =% + d® + 2ac,

kde e, f jsou délky uhlopricek.

Piiklad 13. Oznaé¢me M, N, P, QQ postupné stfedy stran AB, BC, CD, DA
étyftuhelnika ABCD. Ukazte, ze plati

|AC|> + |BD|? = 2(IM P> + |NQJ?).

Piiklad 14. Dokazte, zZe vysky trojuhelnika se protinaji v jednom bodég.

Nasobeni vektoru 1l

Nyni zavedeme druhy zpiusob, jak nasobit vektory. Tentokrat za ticelem jednoduse
pracovat s rovnobéznosti.

Definice. (Vektorovy sou¢in)  Mdme-li vektory A = (a1,a2) a B = (b1, b2), pak
¢islo* ¢ = a1by — asb; nazveme vektorovym soucinem vektorit A a B a znacime
A Xx B.

Vlastnosti vektorového souéinu
(i) AxB=—-Bx A
(i) Ax(B+C)=AxB+AxC, (tA) x B=Ax (tB) =t(A x B)
(iii) A x B =|A|-|B|-siny, kde ¢ je orientovany thel mezi vektory A a B.
(iv) AxB=0<A| B

Priklad 15. Bud ABCDE pétinhelnik takovy, Ze ¢tyfi z jeho péti stran jsou
rovnobézné s protéjsi thloptickou. Dokazte, ze totéz plati i pro patou stranu.

Piiklad 16. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik. Oznaéme My, Ms, ... Mg po-
stupné stfedy stran AB, BC, ..., FA. Dokazte, Ze ptimky Mj My, MsMsy, MsMg
prochézeji jednim bodem, pravé kdyz trojihelniky ACE a BDF maji stejny obsah.
Priklad 17. V konvexnim Sestithelniku ABC DEF plati, Ze vzdalenost stfedi

jakychkoliv protéjsich stran je rovna v/3/2 nasobku souétu jejich délek. Ukaite, Ze
vSechny vnitini thly Sestitthelnika jsou shodné.

(IMO 2003 - problem 3)

4Mozn4 ses na stiedni skole uéil, Zze vysledkem vektorového souéinu je vektor a ted se di-
vis. Pfisné vzato mas pravdu, nicméné pro nas nebude jeho orientace viibec zajimava, takze je
pohodlInéjsi s nim pracovat jako s ¢islem.
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Priklad 18. V konvexnim Sestithelniku ABCDEF plati |[AD| = |BC| + |EF]|,
|BE| = |CD|+ |FA|, |CF|=|AB| + |DE|. Ukazte, ze plati

|AB| _|CD| |EF|
|DE|  |FA| |BC|

(Kazachstan 2006 nebo téz ¢eské vybérko 2007)

Priklad 19. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik o obvodu P. Ozna¢me N1, No,
..., Ng postupné stfedy stran AB, BC, ..., FA. Sestitthelnik N; No N3 N;N5Ng mé
obvod P’. M4-li N;iNoN3N4N5Ng shodné viechny vnitini thly, ukaZte, Ze plati

P’ < (V/3/2)P.
(Vietnam 2004)

Literatura

Cerpal jsem pievazné z ¢lanku Vectors conquering hexagons od autorit Iurie Bo-
reica a Liubomira Chiriaca. Tento a mnoho dalsich ¢lank® naleznete na strance
http://reflections.awesomemath.org/
Dale jsem Cerpal z knihy

Arthur Engel, Problem-Solving Strategies, Springer 1998
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Cela éast disla
|

Tomas Roskovec

Zakladni pojmy
Tato prednaska se bude zabyvat tématem z teorie Cisel, které dava do souvislosti
cela ¢isla s redlnymi pomoci dvou funkei.

Definice. Cela cast cisla je funkce, ktera prifadi realnému cislu nejvétsi celé
¢islo, které jej neprevysuje. Znacime |x].

Poznamka. Alternativou definice je, ze |z ] je jediné celé ¢islo, spliiujici nerov-
nosti
lz] <z <|z]+1

Definice. Neceld cast cisla je funkce, kterou definujeme pomoci celé ¢asti jako
rozdil (x) ==z — |x].

Poznamka. Horni celou ¢ast Cisla lze definovat jako nejmensi celé Cislo vétsi
nebo rovno nez z, ale s timto pojmem nebudeme béhem ptrednasky pracovat.

Nékolik zajimavych vlastnosti
Lemma. Pro vsechna x, y realna, m cela, n prirozena plati nasledujici nerovnosti

lz4+m] <z+m<(lz]+m)+1

ESEHE

n n

2] + |y] < le+y] < =]+ [y + 1.

Lemma. Pro kazdé piirozené Cislo n a x > n plati, Ze | =] udava pocet vsech
prirozenych cisel délitelnych n, ktera neprevysuji x.

Lemma. Pron piirozené a x realné plati nasledujici rovnosti

LxJ+{x+%J+Lx+%J+~-~+{x+anlJ = |nz|

<m>+<m+%>+<x+%>+...+<x+”7_1>:<mc>+nT—1

Piiklad. Kolik pfirozenych ¢isel mensich nez 1000 neni ndsobkem 5 ani 77

Priklad. Jakych hodnot nabyva vyraz |z] + [—x]?
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Priklad. DokaZ nerovnosti 0 < [2z] — 2 [z] <1, —1<{(2z)—2(z) <0.
Priklad. Dokaz [z] + |y| + [z +y] < [22] + [2y]

Cela cast a prvociselny rozklad faktorialu

Véta. Pro libovolné prvocislo p a n prirozené je exponent mocniny p v rozkladu
¢isla n! na prvocisla uréen vzorcem

vp(nl) = | — — e —1,

g p p? p*

kde k je Iibovolné ¢islo takové, ze n < p**t.
Piiklad. Kolikrat mizeme ¢islo 1425! vydélit beze zbytku 117 Jaka bude po-
sledni cifra ¢isla po téchto délenich?
Piiklad. Jaky je ciferny soucet ciferného souctu ¢isla 154! ?

v v

Rovnice a dalSi priklady

P¥iklad. Jaké jsou kofeny rovnice |2%] + |22 + |x] = (x) — 1?

Priklad. Najdi viechna n, pro kterd plati 217 = || + [ 3]+ + [ ].
Priklad. Najdi feseni [22] = z.

Piiklad. Najdi feSeni |22 = 2.

Priklad. Najdi feseni [322 —z| =z + 1.

P¥iklad. Najdi feseni 3 |z] — |22 = 2 ().

Priklad. Najdi feSeni soustavy rovnic
2
IVy—1] =z+1

2%/y+2ﬁ~f:y—1.

Priklad. Dokazte, Ze nasledujici rovnice nema feSeni |x| + |2z + |4z | + |8z +
+ [162) + [322] = 12345

Priklad. Kolik feseni mé rovnice

2 — 2] = (a)?
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Magické ctverce

\ Tomas Roskovec

Uvod

Magické ctverce patii k davnym matematickym hratkam, které i pfes dvoutisi-
ciletou historii dodnes nejsou zcela prozkoumany. Béhem prednasky se budeme
zabyvat nejprve vyskytem magickych ¢tvercti v historii a pozdéji i jejich matema-
tickou strankou. Pro zacatek si zadefinujeme zakladni pojmy pfednasky.

Definice. Magicky ctverec je ¢tvercova tabulka cisel, ktera ma v kazdém radku,
sloupci i na obou diagonalach ¢leny se stejnym souctem. Obvykle se kazdé cislo
smi vyskytovat v tabulce pouze jednou.

232821
22124126
27120 |25

Definice. Normalni magicky ctverec je magicky Ctverec, jehoz ¢leny jsou priro-
zena ¢isla od 1 do n?.

7112|1 |14
2 1138 |11
16| 3 |10 5
916 15| 4

Historie magie ve Ctverci

Prvni pisemnou zminku nalézdme v Cing, kde byla v letech 650 pi.n.l sepsana
legenda o Lo Shu. Podle tohoto starého ¢inského pribéhu se magicky ¢tverec objevil
na zemi tak, ze za obrovské potopy objevil cisaf Yu zelvu, které méla na zadech
vzor

4192
357
8116

Jak jste jisté€ uhodli, slo o zelvu magickou, protoze se jedna o normalni magicky
Ctverec o strané 3. Lo Shu Ctverec je zajimavy mimo jiné tim, ze kterykoli magicky
¢tverec o strané 3 lze vytvorit z Lo Shu pomoci zrcadleni a rotace.

Kromeé této legendy nachazime mnoho magickych ctverct z kamene a z kovu
v podobé amuletfi pouzivanych ve starém Egypté, Indii i Ciné. Pro vsechny tyto
civilizace mély ¢tverce pravdépodobné spise numerologicky a astrologicky vyznam.
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Pozdéji se objevily i v Persii a také mezi Araby, odkud se koneéné dostévaji do
Evropy. Vynalézavi Arabové jiz dokazali zkonstruovat ¢tverce o strané 5 a 6.

Prvni pisemny zédznam o magickych c¢tvercich v Evropé pochéazi z roku 1300
od Reka Manuela Maschopula. V roce 1450 pak Ital Luca Pacioli shromazduje ve
své praci mnoho priklada téchto atvart. Vrcholnou praci magického pojeti tohoto
tématu publikuje v roce 1510 Heinrich Cornelius Agrippa. Jeho Okultni filozofie se
rychle rozsitila po celé Evropé. Prifadil magické ¢tverce jednotliviym planetam a
popsal jejich uziti v pfivolavani dabli a andélt. Pro priklad uvedu étverce Saturnu,
Jupiteru a Marsu.

111247 |20 3

4 114|151 4 112]25| 8 |16

41912 91716 |12 1715 |13(121] 9
357 5 1110 8 10118 | 1 |14 |22
8116 16| 2| 3|13 2316 |19] 2|15

Kromé téchto opravdovych ¢tverci odpovidajicich nasi definici se samoziejmé
objevuje fada dalsich podobnych utvart, nékdy napfiklad vyplnénych pismeny
nebo porusujicich néktera pravidla.

Velmi zajimavy pohled nam nabizi ¢tverec Albrechta Diirera, ktery se v roce
1514 objevil v jeho rytiné Melancholie . Zkuste objevit dalsi magické vlastnosti
této tabulky:

163 | 2 |13
5 (10|11 8
916 12
4115141

Metody konstrukce

Existuje mnoho metod konstrukce magickych ¢tverci, zde uvedu pouze ty nejjed-
nodussi. Magicky ctverec o strané n lze zkonstruovat pro kazdé n kromé ptripadu
n = 2. Pro jind n rozli§ime tfi pfipady, n liché, n délitelné 4, n nedélitelné 4 sudé.

Konstrukce pro n licha

Umistime jednic¢ku na prostifedni policko prvni fadky. Pak postupujeme vzdy dia-
gonalné vpravo nahoru, dokud nenarazime na obsazené policko. V takovém pripadé
postoupime o jedno pole dolii a opét stoupame po diagonale, dokud nezaplnime
cely ctverec.
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Konstrukce pro n délitelna 4

1 1 1 1
3 3 3
2 2|4 2|4
1 1/6|(8|1(6]|[8|1|6
315 357|357 |3]5]|7
4 4 2|4 2114192

Nejprve ocislujeme vSechna pole ¢tverce po fadcich zleva doprava, takze v policku
vlevo nahofe bude 1, v poli¢ku vpravo nahoie n, vlevo dole n2 —n + 1 a vpravo
dole n2. Pak si rozdélime tabulku na ¢tverce o strané 4. V nich si zv§raznime obé
diagonaly. Nyni mutzeme sparovat neoznacena policka tak, Zze spojime-li stfedy
policek tiseckou, pak se stfed této tiseCky bude shodovat se stfedem celé tabulky.
Prohodime-li ¢isla v kazdém takovém paru, dostaneme hledany normélni magicky

¢tverec.

4

5

8

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

93

54

55

56

57

o8

59

60

61

62

63

64

63

62

4

5

59

o8

8

56

10

11

93

52

14

15

49

48

18

19

45

44

22

23

41

25

39

38

28

29
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30

36

37

27

26

40

24

42

43

21

20

46

47

17

16

50

51

13

12

54

55

9

57

60

61

64
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Konstrukce pro suda n nedélitelna 4

Ted nés éeka nejslozitéjsi tkol. Pro zacatek si ¢tverec rozdélime na malé ¢tverecky
o strané 2. Pak si podle algoritmu pro konstrukci ¢tverce s lichym n ctverecky
o¢islujeme 1 az n2. Do ¢tveredku é&islo k se pokusime vepsat &isla 4k —3, 4k —2, 4k —
— 1,4k tak, abychom dostali magicky ¢tverec. Pouzijeme k tomu takzvanou LUX
metodu. Ctverecky v prostiedni fadé a nad ni ozna¢ime pismenem L, étverecky
v fadé pod prostfedni U a zbytek X. Nakonec prohodime oznaceni prostiedniho
¢tverecku s tim pod nim. Podle obrazku pak doplnime c¢tvefice cisel v poradi
prislusejicim k danému pismenku.

i1 1[4 1[4
L[2]3 vlzl3 x| 3]2

Takto budou rozlozeny ¢tverecky o strané 2 ve velkém ctverci:

=il
=il
> e al e e
=il
=il

Dodatek o mnoZstvi

Neni tézké si domyslet, ze pocet rtiznych magickych ¢tverct pri zvétSeni strany
rychle poroste. Pocty jednotlivych ¢tverct, kde za rtizné povazuji ctverce, které
nelze ztotoznit rotaci nebo zrcadlenim, jsou pro jednotlivé strany:

1123 4 5
1]0|1|880 275305224

Pocet &tvercti o strané 6 je odhadovan dokonce na 1,8 - 1017,

Dalsi atvary ctvercového razeni

Kromé téchto zékladnich pojmu si lze zadefinovat jesté velké mnozstvi obdob-
nych Gtvard, které sice nemaji tak bohatou historii, ale nabizeji mnoho dalsich
problémkt a hricek.

Definice. Heteroctverec je ctvercova tabulka, jejiz ¢leny jsou piirozena ¢isla od
1 do n?. Soucty ¢&lenti v kazdém sloupci, v kazdé fadce i na obou diagonalach jsou
po dvou riizné.
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1121314
5|16 7|8
9 10|11 |12
1311411516

Dokazali byste zkonstruovat heteroctverec lichého radu velikosti 57 Zkuste vy-
myslet algoritmus pro obecny lichy Fad.

Definice. Antimagicky ¢tverec je heteroc¢tverec, pro ktery Ize soucty clenti v kaz-
dém sloupci, v kazdé fadce a na obou diagonalach sefadit do aritmetické posloup-
nosti s krokem 1.

1512 (12| 4
1114]10| 5
819|316
11136 | 7

Dodnes neni vyfeSeno, zda lze tyto ctverce zkonstruovat pro kazdé n > 3, ale
vime, ze pro 1 a 2 zadny zplisob neexistuje. Neexistenci antimagického ctverce
fadu 3 se zatim podafilo dokédzat jen pomoci programu na rozbor moznosti.

Definice. Panmagicky c¢tverec je normovany magicky c¢tverec, ktery ma soucty
na vsech diagonalach stejné.

Poznamka. V této definici bereme za diagonaly vSechny thlopfi¢né posloupnosti
poli délky n, pfipustné jsou i vedouci pres okraj tabulky.

1115|24| 8 |17
23| 7 |16| 5 |14
2004 113|122| 6
121211019 | 3
9 |18 2 |11 |25
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Pellova rovnice
\ Al&a Skdlovd

Uvod

Jako Pellova rovnice je zndma rovnice
2 — Dy? =1,

kde D > 0 je piirozené ¢islo, které neni étverec.® Reseni z,y hleddme v celjch
¢islech.

Kazd4 Pellova rovnice mé trivialni feseni (z,y) € {(1,0), (—1,0)}. My se ovSem
s né¢im takovym nespokojime a na prednasce se zamérime na hledani netrivialnich
FeSeni.

Pro¢ nechceme ctverec?

Mozna vam vrtd hlavou, pro¢ v Pellové rovnici zavrhujeme D < 0 a D = d2.
Pro D < 0 existuje jen trivialni feseni. Pro D = 0 jsou feSenim vSechny dvojice
(£1,m),m € Z. A pro D = d?,d € N si rovnici mfizeme upravit na 2> — Dy? =
= 22 — (dy)? = (z + dy)(z — dy). Aby se soudin dvou piirozenych é&sel rovnal
jedné, musi byt obé zadvorky na pravé strané rovny +1, a tedy rovnice mé opét jen
trivialni feSeni.

Jak vidno, nedé€je se v téchto pripadech nic zajimavého, takze jim mutzeme
s lehkym srdcem Fici sbohem a pustit se do mnohem zajimavéjSich véci.

Jak to vypada s feSenim

Reseni budeme pro jednoduchost hledat pouze v ptirozenych ¢islech, neb neni tézké
si rozmyslet, Ze pfidanim znamének k takovému feSeni ziskame feSeni v Cislech
celych a naopak.

Véta. Ma-li Pellova rovnice netrivialni feseni, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Diikaz. Méjme né&jaka dvé fefeni (a,b), (e, f) € N rovnice 2> — Dy? = 1. Pak
dvojice (g, h) definovana nasledovné

g+hmVD = (a+bVD)(e+ fVD)

5Cili neni druhou mocninou.
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je také feSenim. Stadi si uvédomit, ze g — hv/D = (a — bv/D)(e — fv/D) a vhodné
upravit:
g> — Dh? = (g + hWD)(g — hvV/'D)
= (a+bVD)(e+ fVD)(a — bV'D)(e — fVD)
= (a®* — Db?)(e* — Df?)
=1-1=1
Coz je takovy ditkaz s bonusem — nejen, ze mame dokazano, co jsme chtéli, ale
dostali jsme i navod, jak ona dalsi feSeni sestrojit.
Abychom mohli ud¢init dalsi zajimavé objevy, seznamime se nejprve s vétou,
ktera patii spi§ do trochu jiné oblasti — diofantickjch aproximaci.®

Véta. (Dirichlet, ¢ast 2)  Pro kazdé iraciondlni o € R mé nerovnost

a—p‘g

1
q a2

q

nekonecné mnoho racionélnich FeSeni p/q.
Véta. (Lagrange) Kazda Pellova rovnice 2 — Dy? = 1 m4 netrivialni feseni.

Na dtikaz se mizete tésit na prednasce. (-: Ti, co se nemohou dockat za-
tim mohou zkusit vyuzit pfedchozi vétu (v8imnéte si, ze VD je v Pellové rovnici
vzdycky iraciondlni) a Dirichletova principu. A jelikoz se ndm tu pan Dirichlet
zacind néjak prilis roztahovat, tak ho opustime a misto toho se podivame na to,
jak nam Pellova rovnice mtize pomoci fesit nékteré obecnéjsi.

Zobecnéna Pellova rovnice
Zobecnénou Pellovou rovnici rozumime rovnici
z? — Dy? =m,

kde m € Z,D € N a D neni ¢tverec. Reseni (z,y) hleddme opét v celych &islech.

Véta. Necht mé rovnice 2 — Dy?> = m néjaké celoiselné feseni, pak jich ma
nekonec¢né mnoho.

Dtikaz je velmi podobny dikazu prvni véty, akorat posledni fadek se zméni na
m-1=m.

6Nenech se tim nazvem vydésit, je tu jen pro zajimavost. (-:

47



Oldfichov '09

Literatura

Vychéazela jsem ze starsiho prispévku Franty Konopeckého (najdete ho na Pra-

Secich strénkach, odkaz knihovna) a ze skript Martina Klazara Introduction To
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Rekurentné postupnosti
\ Misko Szabados

Predslov

Vela z Vés sa uz asi mnohokrat stretlo s Fibonacciho postupnostou a uréite ste si
v&imli, Ze na to, ako je jednoducho zadana, spliia a az prili§ vela vztahov. Medzi
najzaujimavejsie z nich patria tvrdenia o delitelnosti. Kde sa to ale berie? Co je
za tym? Na tieto otdzky budeme hladaf odpoved na prednaske a mozete sa teSit
na necakané suvislosti.

Na zaver predslovu zadam priklad, ktory ukazuje ten najzaujimavejsi vztah,
ktory v stvislosti s rekurentnymi postupnostami poznam:

Priklad. Perrinova postupnost je zadand ako ag = 3, a1 = 0, az = 2 a a, =
= ap—2 + an—3. Skiste dokdzaft, Ze ak p je prvodcislo, tak p deli a,.

Uvod

Fibonacciho postupnost je postupnost ¢éisel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... defi-
nované vzfahmi

Fo=0, F=1, Fn+2:Fn+1+Fn-

Mozno Vas niekedy napadlo, ¢i by z tohto rekurentného predpisu bolo mozné od-
vodit ezplicitny predpis, t.j. nejaky priamy vzoréek pre n-té Fibonacciho &islo.
Mozné to je, tento vzoréek sa nazyva Binetova formula a mozno ho zapisat napri-

Klad v tvare . .
A ((97) -(57))

Ak neverite, ako by nieco tak ,Skaredého“ mohlo byt uz len celoéiselné pre kazdé
n, skuste si dosadit n = 0, 1, 2, ... Tento explicitny vzoréek nie je len hracka,
mozeme sa pomocou neho o postupnosti F;, vela dozvediet, najméi ako rychlo rastie.
Na prednéaske si ukdzeme metédu, ako takéto (obcas vyjdu aj krajsie, nebojte sa
:=)) vzoréeky v obdobnych tlohéch odvodit.

Homogénne linedrne diferencné rovnice

Definicia. Homogénnou linedrnou diferen¢nou rovnicou stupiia 2 (s konstant-
nymi koeficientami) rozumieme rovnicu tvaru

Tp+2 = PLnt1 + qTyp, (q 7é 0)7 (1)

49



Oldfichov '09

kde nezndmou je postupnost a,, a p, q st nejaké pevné disla.

Budeme hladat vSeobecné rieSenia rovnice (1), t.j. vSetky postupnosti kom-
plexnych ¢isel (ak ale kompexné ¢isla nepoznas, vobec to nevadi) (z,)5,, ktoré
spliiuju (1). Pokdsme sa najst riesenie (1) v tvare x,, = A" — po dosadeni do rovnice
(1) dostaneme A\"2 = pA"tl 4 A" = A2 = p) + ¢, teda

N —p\—g=0.

Toto je charakteristickd rovnica rovnice (1). Pre jej korene A; a Ay dostdvame
rieSenia rovnice (1): z, = A} a z, = Ay. Uvedomime si, Ze ak mdme nejaké
rieSenie (x,)5%, rovnice (1), potom kazdy jeho nasobok je znovu riesenim a tiez
s¢itanim dvoch rieSen{ dostaneme opit rieSenie (inymi slovami, rieSenia (1) tvoria
linedrny priestor). Ak A\; # Aq, dostdvame vSeobecné rieSenie (1) ako

Tp, = aA] + bAY,
kde a,b st TubovoIné konstanty (ukézeme si, preco uz ziadne dalSie riesenia (1) ne-
existuji). Ak pozndme pociatoéné hodnoty x¢, x1, hodnoty a,b z nich jednoznacne
dopocditame a médme hladany vzorcek pre nasu postupnost. V pripade \; = Ay = A
si ukdZeme, Ze aj x,, = nA je rieSenim (1) a vSeobecné rieSenie ma tvar

Zp = (a+bn)A".

Priklad. N4éjdite vSetky rieSenia rovnice a,19 = 2ap41 — ap.

Poznamka. Podobne sa d4 postupovat pri rovniciach rddu k: pre rovnicu

(nik = Pk—10ntk—1 + Pk—20nik—2 + *** + Poln, po # 0, (2)
spoc¢itame korene A1, o, ... , A\, jej charakteristického polynému \* —pj,_ \F~1 —
— -+ —p1 A —po. Ak st tieto korene po dvoch rozne, vSeobecné rieSenie dostaneme
ako linedrnu kombindciu rieseni 2} = A7, 22 = A}, ..., zF = AP, Ak je ne-
jaky koreni A [-nasobny, d4 sa ukézaf, ze A", nA",...,n'"1A" st riefenia (2), ¢im

dostavame dokopy opét k (nezavislych) rieSeni generujucich vSetky rieSenia.
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Nehomogénne linearne diferencné rovnice

Ak v nasej rekurentnej rovnici vystupuje okrem nasobkov a,, aj nieco iné, t.j. nasa
rovnica ma tvar

Upy2 — Pant1 — qan = f(n)v q#0,

vSeobecne

Qntk — Ph—10n+k—1 — Pk—20ntk—2 — - .. — Doln = f(n), po 7 0, (3)

kde f(n) je nejakd pevnd funkcia definovana na Ny, situdcia je o nieco zlozitejsia.

Pozorovanie. Nech p, je jedno (tzv. partikuldrne) rieSenie rovnice (3). Potom
rovnicu (3) riesia préve tie postupnosti b,, ktoré maja tvar b, = p, + an, kde a,
je rieSenie rovnice (2).

Pre vyrieSenie nehomogénnej rovnice nam teda staéi ndjst jedno jej riesenie
(Casto ho proste uhddneme) a potom pouzit poznatky, ktoré sme ziskali o ho-
mogénnych rovniciach. N4jst partikuldrne riesenie sa ndm vseobecne nepodari,
ukdzeme si v8ak, ako ho hladat v pripade, Ze prava strana f(n) = A"P(n), kde
P(n) je polyném a A nenulové komplexné ¢islo. Ak je totiz [ nésobnost A ako
korefia charakteristického polynému (I = 0 ak P(\) # 0), potom existuje (préave
jedno) riesenie rovnice (3) v tvare p, = A"n'Q(n), kde Q(n) je polyném. Pritom
plati, Zze stupen polynému @ je rovnaky ako stupen polynému P.

Fibonacciho cisla

Fibonacciho postupnost (F,) mé vela zaujimavych vlastnosti. Tu st niektoré
z nich, daji sa viéSinou dokdzat indukciou (v ¢isle 3 treba vedief, ako sa néa-
sobia matice, to si ukdZeme na prednéske — této vlastnost ale dost zjednodusuje
dékazy dalsich).
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Priklady

Priklad 1. a9 = a3 = 1, apt1 = an—1an, + 1, (n > 1). Ukézte, Ze asgoq nie je

delitelné 4.

Priklad 2. a; =az = 1, a, = (a2_; +2)/an_2, (n > 3). Ukaite, Ze vietky a;

su celé disla.

Priklad 3. Ukazte, ze existuje jedind postupnost kladnych ¢isel ag, a1, as, ...

P n—1 + n—2 + n—3 +
" 0 1 2

n
ZFE:FnFnH
=1

<1 1)"7 (Fn+1 F, )

10 F, F,

Fo 1Fy1=F2 4+ (-1)"
Fi+F+ -+ F,=F0—1

i+ 54+ Fypp1 = Fopgo
Fo+Fo+ Fy+--+ Fop = Foppa
FoFnpw — FpnoFp1 = Fop
Foiy1Fnyo— FoFois = (—l)n

Fr i+ F; = Fony

F2 4+ 2F, 1F, = P,

Fo(Fpg1 + Foo1) = Iy,

Fi\Fy + FyF3+ -+ Fop_1 Fyy, = F3,
F3+F3  —F3 | =F;,

m|n = F,|F,
15d(Fpn, F) = Fagd(mm)

taka, ze ap = 1, ap42 = ap — ap41, n > 0.

Priklad 4. Nech P(z) je polyndém s celoéiselnymi koeficientami. Vytvorme po-
stupnost ag = 0, a,, = P(a,—1) pre n € N. Dokézte, Ze pre vSetky k, m € N plati
A(k,m) = (ak, am), kde (p,q) oznacuje najvicsi spolocny delitel isel p, g.

Priklad 5. Najdite n-ty ¢len postupnosti definovanej vztahmi a; = cos g, as =

= c0S2p, apt2 = 2ap4+1 - COSP — a, pre n € N.
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Priklad 6. a9 =0, a; =1, a, = 2a,,_1 + an_2, n > 1. Dokazte, 7e 2¥|a, +=
< 2¥|n.

Priklad 7. a; =as =1, a3 = —1, a, = an_1a,_3. Najdite asgog-

Priklad 8. Pre postupnost ag, a1, as, ... plati, Ze pre vSetky nezdporné m,n
(m > n) mame apytpn + Gm—n = (a2 + a2y)/2. Najdite azgo4, ak a3 = 1.

Literatira

Tento prispevok vychadza z prispevku Katky Quittnerovej, ktora vychadzala z dav-
nejsieho prispevku Pavla Podbrdského.
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Metoda dokazovani symetrickych
nerovnosti

‘ Pavel Salom

Dokazovat nerovnosti je velké uméni. Ti z vés, ktefi byli letos na celostatku a
pozorné si vyslechli projev pana docenta Simsi” o tom urcité vi své. P¥edné je po-
tfeba Fici, Ze neexistuje zadna dobra metoda, jak dokazovat vSsemozné nerovnosti.
Pokusime se vsak aspon do nékterych metod nakouknout, abychom méli v nerov-
ném boji s nerovnostmi Sanci. Zaroven bych byl rad, kdyby tato prednaska slouzila
jako ochutnavka toho, co byste pfiblizné mohli ¢ekat od seridlu o nerovnostech,
pokud si jej na pristi rok vyberete.

Jako prvni véc je vzdy velmi dilezité si uvédomit, jakd nerovnost proti vam
stoji. Jsou totiz nerovnosti rizného typu — nejcastéji jsou to nerovnosti symetrické
a cyklické.

Definice. Nerovnost vyjadiend ve tvaru f(x1,...,x,) > 0 je symetrickd, jestlize
se pfi zaméné libovolnych dvou proménnych nezméni, tj. f(x1,za,23,...,Tn) =
= f(x2,21,23,...,Ty) a stejné tak pfi zdméné jinych dvou proménnych.
Definice. Nerovnost vyjadiend ve tvaru f(x1,...,x,) je cyklickd, jestlize se ne-
zméni pii takzvané cyklické zaméné, tj. f(x1,zo,...,Tn—1,2,) = f(Tn,21,...,
Tn—2, xnfl)

Poznamka. Vyraz %” + bl‘—" + C"'T“ je symetricky, zatimco vyraz “T'H’ + % + %

je pouze cyklicky. Vyraz a®bc + ab’c neni ani symetricky, ani cyklicky.
Symetrické nerovnosti jsou tedy velmi specidlni. Nase povidani zacneme ukaz-

kou prikladu z IMO 2001. Soutézici tehdy dostali za kol dokézat nelehkou nerov-

nost?®
a b c

+ + >1
VaZz + 8¢ Vb2 +8ca V2 + 8ab

Ve vzorovém feseni potom stélo: nejprve dokdzeme nerovnost

a S as
Va2 +8bc ~ a5 +b3 +c5

a naslednym pri¢tenim dvou analogickych nerovnosti dostaneme pozadovanou ne-

7 w7

rovnost. Nikde se ale nepiSe, jak pfijit na ono magické ¢islo 4/3 (jiné ¢islo v ex-

"Pokud jste tam nebyli, doporuéuji si na oficialnich strankach MO jeho projev piedist — stoji
za to. :)

8Ve vsech tlohach budeme piedpodkladat, ze vSechny proménné jsou kladna realna &isla,
nebude-li ndhodou feceno jinak.
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ponentu nemd Sanci na uspéch). Pokud by vés to pfesto zajimalo, nezbyva, nez
davat pozor na prednésce.
Budeme potifebovat nasledujici dilezitou véticku.
Véta. Bud f(z) = a,z” +a, 1251+ + a125 + By, kde oy, B; € R, takova
funkce, ze f(x) > 0 pro vSechna x > 0 a pfitom f(1) = 0. Potom musi platit
rovnost?
anﬂn + an—lﬂn—l +- 4+ 041/61 =0

0 1 z

Ted uZ se mizeme dostat k samotné metodé, o které hovoii nazev prednasky.
Myslenkou je odhadovat jednotlivé ¢leny (se Skaredym jmenovatelem) symetric-
kych nerovnosti pomoci jednodussich vyrazt, které se nam poscitaji krasné, ale
jejichZ Uplné presny tvar nezndme. Aby z prednasky néco méli i ti, ktefi se ji
nezucastni, dokon¢ime mezikrok ve vzorovém piikladu.

Mame tedy myslenku, ze bychom chtéli jednotlivé ¢leny m se Skaredym
jmenovatelem odhadnout tak, aby se tfi nové ¢leny poscitaly krasné na jednicku.
Pottfebujeme proto néjaky symetricky jmenovatel. Trocha praxe ¢lovéku napovi,
ze vhodny symetricky jmenovatel by mohl byt tvaru a® + b + ¢*, kde hodnotu
« zatim netusime. Vzhledem k tomu, jak vypada Citatel a Ze potfebujeme, aby se
krésné vyrazy poscitaly na jednicku, se d4 odhadnout (opét s trochou praxe), Ze
krasné vyrazy bude vhodné hledat ve tvaru

a a®

Va2 +8bc — a® + b 4

Pokud chceme mit Sanci, aby takovato nerovnost platila pro vSechna kladna a, b, ¢
musi pfedevsim platit pro b = ¢ = 1. Tedy pfejeme si, aby aspon platilo

a a®

>
a?4+8  a*+2

9Pro ty z vés, ktefi se orientuji v derivacich je nejlépe si rovnost zapamatovat tak, ze vlastné
f'(1) =0, nebot f musi v jedni¢ce nabyvat lokadlniho minima.
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pro né&jaké . Upravou dostaneme
4a°1? 4 442 — 8a%* > 0.

Kdyz vyraz vlevo ozna¢ime f(a), pak chceme, aby bylo f(a) > 0 pro kazdé a > 0.
Pritom neni tézké si vSimnout, Ze v puvodni nerovnosti nastava rovnost v pripadé
a=0b=c=1, takze f(1) = 0. Jedinou nasi nadéji je tedy, ze dle véty je splnéna
rovnost

A(a+2) + 8 — 160 = 0,

coz piekvapivé dava o = 4/3. Zajisté vAm neuniklo, Ze nas postup byl plny sloviéek
moznd, asi, doufejme, a proto nezbyva, nez se pokusit nerovnost pro a = 4/3
dokézat obecné. Pokud byste si na tom vylamali zuby, ptijdte na prednasku, neni
to vsak jiz néjak vyjimecné obtizné. Obecné to vsak jit nemusi, pak prosté nase
metoda selhavé a je potifeba vymyslet lepsi. :)

Dalsi priklady, které udélame na prednasce:
Priklad 1. (Nesbittova nerovnost, 1903)

a n b n c >§
b+c c+a a+b 2

Piiklad 2. (Rakousko, 1970)

a+b+cZ be n ca n ab
2 b+c c+a a+b

Priklad 3.
a®b+bc+ cca > abe(a+b+c)

a n [ b n c > 9
b+c c+a a+b

Priklad 5. Necht o, 3,~ jsou thly v trojuhelniku. DokaZte

Priklad 4.

sinBsiny  sinvysina  sinasin g

2
2

>9

sin® 3 sin? g sin
Priklad 6. (Ukrajina, 2006)
3(a® + b* + %) > 4(a®b + b?c + c%a)
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Priklad 7. (IMO 2001/2, zobecnéni) Pro A > 8 dokazte

a L b . c > 3
VaZz+Xbe VB2 +dea VR +dab T V14

Priklad 8.

x z
<1

)
PRI oy e BTN cyarmys s BN e ey

Zdroj: Budu rad, kdyz si budete myslet, ze jsem to vymyslel ja, ale ve skutec¢nosti
je prednaska udélana podle ¢lanku z ¢asopisu Mathematical Reflections, ktery lze
najit na adrese http://reflections.awesomemath.org .
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Booleova algebra
\ Lubo$ Stépanek

Uvod

Booleova algebra (¢ti ,bilova“), nazvand podle irského matematika a logika Ge-
orge Boolea (1815-1864), je uziteénd v mnoha matematickych disciplindch a ma
velmi Siroké uplatnéni v technickych aplikacich. Tvori teoreticky zéklad pro navr-
hovéani rozmanitych regulovacich a rozhodovacich systéma.

Pro néas je podstatné, ze vytvari urcitou zastfesujici teorii pro algebru mnozin
a algebru vyrokt a dobfe se hodi i pfi feSeni tloh z rekreac¢ni matematiky. Kdo umi
Booleovu algebru, v mnozinach a vyrocich se tedy neztrati. I pies sviij ,,odborné*
znéjici nazev je Booleova algebra dost dobfe pfistupnd a zajimava i pro PraSéatka,
ktera se ze stfedoskolskych lavic na matfyz teprve tési. ;-)

Zavedeni pojmi

Pro lepsi pochopeni Booleovy algebry si osvézime nékteré vseobecné pojmy, které
se Casto zapominaji. Na pfednasce je jen tak zbézné ,,prolétneme* a priblizime si je
na konkrétnich prikladech, proto se nelekejte jejich rozsahu a zdanlivé formalnosti,
nicméné pomuze nam vidét je pfed sebou napsané. ;-)

Definice. (kartézsky soucin) Kartézskym sou¢inem mnozin K a L nazyvdme
mnozinu vSech uspofddanych dvojic [z,y], kde x € K a y € L. Kartézsky soudin
mnozin K, L oznacujeme K x L.

Definice. Zobrazenim mnoziny K do mnozZiny L (stru¢né ,K do L“) nazyvame
kazdou podmnozinu T kartézského soucinu K x L, pro niz plati, ze ke kazdému
x € K existuje pravé jedno y € L takové, ze [x,y| € T.

Definice. (bindrni operace) Zobrazeni mnoziny K do mnoziny L, kde K = Lx L,
nazveme binarni operace na mnoziné L a ozna¢ime ,z =x*y na L“ ¢i ,z=xoy
na L“. Binarni operaci na L pak tvori kazda podmnozina U kartézského soucinu
(L x L) x L takova, ze ke kazdé uspofddané dvojici [z,y] € L x L existuje pravé
jedno z € L tak, ze [[x,y], 2] € U.

Definice. (unérni operace)  Zobrazeni mnoziny K do mnoziny L, kde K = L,
nazveme unarni operace na mnoziné L a oznacime napr. ,y =T na L“ ¢i ,y = z*
na L“. Unarni operaci na L pak tvori kazda podmnozina V kartézského soucinu
L x L takové, Ze ke kazdému x € L existuje pravé jedno y € L tak, ze [x,y] € V.
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Definice. Prvky x,y, z nalezi mnoziné L. Operaci u = x * y na L nazyvame:
(a) komutativni, pravé kdyz plati x x y = y * x.
(b) asociativni, pravé kdyz plati (z xy) x z = x * (y * 2).

(c) distributivni vzhledem k operaci w = x oy na L, pravé kdyz plati x « (yoz) =
= (zxy)o(xzxz)azdroven (yoz)*xx = (y*x)o (z*x).

Definice. (neutrdlni prvek) Neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci u = x * y
na L nazyvame prvek e € L, pro néjz plati: Pro vSechna x € L jexxe =e*xx = x.

Piiklad 1. U binarnich operaci u = = + 2y a u = 22 + y? na R zpaméti urcete,
zda jsou komutativni, asociativni a zda u nich existuje neutralni prvek.

Priklad 2. Namnoziné R uvaZzujme notoricky zndmé binarni operace max(z,y) a
min(z,y). Zjistéte, zda jsou tyto operace komutativni, asociativni, zda je max(x, y)
distributivni vzhledem k min(z, y) a naopak. Nakonec stanovte neutralni prvky pro
jednotlivé operace.

Booleova algebra
Nyni uz mame za sebou teoreticky zaklad pro zavedeni Booleovy algebry.

Definice. (Booleova algebra) MnozZinu B a na ni definované operace budeme
nazyvat Booleovou algebrou, pokud bude splnéno vse nasledujici:

(i) Mnozina B neni prazdna a je na ni definovana rovnost prvku.

(ii) Na mnoziné B jsou definovany dvé binarni operace (fikejme jim ,s¢itani“
a ,nasobeni“) a jedna undrni operace (fikejme ji ,,doplnék®).

(iii) Obé bindrni operace jsou komutativni a asociativni.

(iv) Bindrni operace ,s¢itani“ je distributivni vzhledem k operaci ,,ndsobeni®
a naopak operace ,nasobeni“ je distributivni vzhledem k operaci , s¢itani“.

(v) Ke kazdé z bindrnich operaci existuje pravé jeden neutralni prvek; pfitom
jsou oba tyto neutrdlni prvky navzdjem rizné (pro operaci ,*“ oznacme
neutralni prvek e* a pro operaci ,,0“ ho ozna¢me e°).

(vi) Unérni operace ,doplnék“ y = 2’ definovand na B spliiuje = x 2’ = e
a zéroven r o x' = e*.

(o)

Definice. (Booleova algebra alternativné)  Pokud budeme oznacovat prvky Bo-
oleovy algebry malymi pismeny a,b,c,...,x,y, 2z, rovnost prvki rovnitkem ,=¢
binarni operaci ,sc¢itani“ plusem ,+“ a ,nasobeni“ symbolem krat ,-“, unarni
operaci ,,doplnék“ budeme znacit y = x’, dale kdyz neutrdlni prvek pfi ,scitani®

oznacime 0 a neutralni prvek pfi ,nasobeni“ oznacime 1, miizeme Booleovu algebru
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alternativné zadefinovat jako kompletné platnou skupinu vyroku (1) — (10):

—_

r+y=y+zx
Y=y -x
(Tt+y)+z=z+y+2)
(@y) 2=z (y-2)
v (y+z)= () + (@ 2)
Tt (y2)=(x+y) (z+2)

=~~~ —~ —~ —~ —~
S O N W N
PN s NED A N S N N NI

r+0== 7
r-l==x 8
z+a =1 9
-z’ =0 (10

Takto zavedenou Booleovu algebru budeme znacit (B, +, -, ).1°

Na prednasce si ukdzeme, jak dokazat platnost nasledujicich vét vyplyvajicich
z vlastnosti obecné Booleovy algebry. VSechno asi nestihneme, proto prednaska
vlastné jen naznaci charakter pouzitelnych dtkazu.

Véta. Pro kazdy prvek x € B Booleovy algebry plati:

T+r==x (11)
rTr==x (12)
z-0=0 (13)

r+1=1 (14)
(@) == (15)

Véta. Pro vsechny prvky x,y € B Booleovy algebry plati:

(z+y) =a"y (16)
(z-y) =2"+y (17)
rt+axy==x (18)

z-(x+y)=2x (19)
r+a2 - y=x+y (20)
x- (2 +y) =2y (21)

10Bystry &tenaf si mozna vsiml, ze druha definice Booleovy algebry je ponékud slabsi, nevy-
zaduje totiz jednoznac¢nost neutralnich prvka pro kazdou operaci. Na prednasce si ukazeme, ze
jednoznacnost neutralnich prvki pro konkrétni binarni operaci lze dokazat z axiému (1), (2), (7)
a (8).
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Véta. Necht x,y jsou libovolné prvky mnoziny B. Pak plati:

r+y=0<+= z=0Ay=0
ry=1<4<= rx=1Ay=1

r=y < zy +2'y=0

r=y = (z+y) (' +y) =1

Arsendl vztahii (1) — (25) se hodi pfi FeSeni napt. nasledujiciho ptikladu.
Priklad. Zjednoduste néasledujici zapisy vyrazu Booleovy algebry tak, aby ob-
sahovaly co nejméné symbolii:

(8) abe+ [ - (o +0),
(b) (ab+de) -(d+e)-ca-(c+V).

Modely Booleovy algebry

Definice. (Model Booleovy algebry) Modelem Booleovy algebry nazveme kaz-
dou neprazdnou mnozinu a na ni definované dvé binarni a jednu unarni operaci,
pokud pro prvky této mnoziny plati vSechny axiémy (1) — (10).

Predchozi definice zaroven i naznacuje, co musi byt splnéno, abychom mohli
néjakou mnozinu s jejimi operacemi povazovat za model Booleovy algebry.

Tvrzeni. Zvolme za B mnozinu M vsech podmnozin neprazdné mnoziny M,
operaci s¢itani, nasobeni a doplnék na B konkretizujme postupné jako sjednocent,
primik a doplngk na M. Pak pro Vsechny prvky mnoziny M plati axiémy (1)

~ (10). Rikédme, Ze mnozinovéa algebra (M,U,N,") je modelem Booleovy algebry
(Ba =+, '7/ )

Tvrzeni. Zvolme za B mnoZinu H = {0,1} pravdivostnich hodnot vyroki, ope-
raci s¢itani, nasobeni a doplnék na B konkretizujme postupné jako disjunkci, kon-
junkci a negaci na H. Pak pro vSechny prvky mnoziny H plati axiémy (1) — (10).
Rikéme, Ze algebra pravdivostnich hodnot (H,V, A, ) je modelem Booleovy alge-
bry (B, +,-,).

Na zakladé predchozich dvou tvrzeni mizeme Tesit néasledujici priklad pomoci
pravidel a vét (1) — (25). U nékterych dalsich ptikladi si na pfednésce aspon trochu
naznacime i aplikaci jejich vysledka naptiklad v technické sféfe.

Piiklad 1. Rozhodnéte, zda pfi standardnim znaceni plati:
(a) (ANB)U(AUB)=ANA,
(b) (=X VY)A=X]V (7Y VX) <= (X V-X).
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Priklad 2. Bud mnozina C' = {1, 2, 3,6}. Definujme na C binarni operace ,,tvo-
feni nejmensiho spolec¢ného nasobku®, ,tvofeni nejvétsiho spoleéného délitele®
a unarni operaci ,u = 6/z“. Dokazte, Ze C' s takto definovanymi operacemi je
modelem Booleovy algebry.

Priklad 3. V Booleové algebie (D,+,-/), kde D = {0,1} je mnozina obou
neutralnich prvk, feste rovnici o jedné neznamé x:
(2" +1) + (z+0)) =0.
Priklad 4. V Booleové algebte (D x D, +,-,), kde D = {0,1} je mnoZina obou
neutralnich prvki, feste soustavu rovnic o neznamych z, y:
(a)
(@+y) @' +y) =z

r+y =2,

(b)
ar +by =1
ay +bx’ =1,

kde a a b jsou parametry z D.
Piiklad 5. Reste rovnici
XNn{4,6,8} =(X'U{3,5,7H)NX
o jedné proménné X v mnoziné K vsech podmnozin mnoziny K = {1,2,3,4,
5,6,7,8}.

Priklad 6. Pokuste se ukizat, Zze systém axiému Booleovy algebry je zavisly, tj.
nékteré z axiomi (1) — (10) lze nahradit kombinaci jinych axiému z oné desetice.
(Napovéda: Odvodte axiém (3) z axiémi (1), (2), (5) — (10).)

Definice. (booleovskd funkce)  Booleovskou funkci o n proménnych (n € N)
na dvouprvkové mnoziné D = {0,1} obou neutrdlnich prvki nazveme zobrazeni
mnoziny D x D x D x ... x D do mnoziny D.

n

Véta. Pro kazdou booleovskou funkci f on proménnych x1, s, .. ., T, z mnoziny
D ={0,1} plati:
f:u = f(l,l,-..,l,l)'$1,$2,...7$n_1,$n +
+ f(4,1,...,1,0) - z1,29,...,2p—1,2, +

+ f(O,O,...,O,l)-x;,x;,...7m;717xn +

+ f(O,O,...,O,O)'$1,$2,...,$n,1,$n.
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Priklad 7. Booleovska funkce k o tfech proménnych z, y, z z mnoZiny D = {0,1}
je urcena nasledujici tabulkou. Urcete funkci k rovnici.

x|yl z|k(zy,z2)
1(1]1 1
11110 1
1101 0
110]0 0
0j1]1 1
0[1/0 0
0(0|1 0
0(0|0 1

Literatura

Mnohem vic pfikladdi, hezky vysvetlend feSeni a dokonce i technické aplikace, na
které v tomto pfispévku nezbyl prostor, najdete v

[1] Oldfich Odvarko: Booleova algebra, edice Skola mladych matematiki, Pra-
ha, 1973.
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