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Permutacni nerovnost

FiLip CERMAK

ABSTRAKT. V matematice mame faru raznych nerovnosti. Zkuseny olympiddnik je
prosté vidi, na prvni pohled ale vibec ocividné nejsou. My se v prispévku budeme
zabyvat takzvanou permutaéni nerovnosti, kterd je intuitivné uplné ziejma. Od jed-
noduchych nerovni¢ek nas permutac¢ni nerovnost dovede k silnym nerovnostem, se
kterymi si uz budeme moct troufnout na nejeden potradny priklad.

Co to je?

Ujasnéme si pro zacatek, co je to permutace a permutacni nerovnost. Permutaci
o mnoziny {1,2,...,n} myslime néjaké jeji pfeuspofddani. Permutace jako takové
ale (kromé znaceni) pouzivat viilbec nebudeme. Permutaéni (také mincovni) nerov-
nosti myslime nasledujici nerovnost, ktera plati pro libovolné dvé n-tice nezapornych
realnych Cisel.

Véta. Méjme posloupnosti realnych cisel x1 > x9 > -+ > Tp ayy > Yo > -+ >
yn. Déle at o je libovolnd permutace mnoziny {1,2,...,n}, kterd preusporadava
(y17y27 cee 7yn) na (y/17yé7 s ﬂy'l/'L) Pak

1y + Toya + o+ T > 1Y)+ TaYs + o+ Tnly > T1Yn + ToYn—2 + -+ Toy.

Pro¢ je permutac¢ni nerovnost tak ziejma? Predstavte si nasledujici situaci: Na
stole lezi n hromadek bankovek, v kazdé hromadce jsou bankovky jedné vydavané
hodnoty. Vsechny tyto hroméadky jsou pritom ,nekonecné“. Kazdy z nasledujicich n
dni si muzete vybrat hromadku, ze které jste zatim nikdy nic nebrali, a vzit si z ni
néjaky pocet bankovek. Pritom mate ale dopredu urceno, kolik bankovek si ktery den
smite vzit. Permutac¢ni nerovnost pak pouze jinymi slovy fika, jak si v této situaci
vydélat co nejvic a jak co nejmin.

Diikaz. Zacneme prvni nerovnosti. Nejprve néjak ndhodné poparujme dvojicky x

a y do soucint. BUNO 21 > 29 > --+ > Tn, Y1 = Y2 > -+ > yn. Ukdzeme, ze

pokud prislusné n-tice nebyly souhlasné uspofadané, postupnym ,opravovanim® si

neuskodime. At se pfislusna permutace 1isi od té identické poprvé na indexu 7, tedy
3



PERMUTACNI NEROVNOST

y; = y;j pro j # i. ProtoZe ale permutace byla doted identickd, lezi skuteéné y;
jesté dal na néjakém indexu k > i. Ze stejného davodu je také j > i. Zkusme tedy
prohodit ¢isla y; a y;, ¢imz ziskdme néjakou novou permutaci posloupnosti y. Tyto
dvé permutace se ale 1isi pouze na indexech 7 a k, polepSili jsme si proto presné o

(xiyi + zry;) — (@3y; + 2eys) = (s — 2x) (v — y5) >0,

nebot ¢ > j a zaroven ¢ > k. Postupny prohazovanim nakonec dostaneme posloup-
nosti y ve spravném poradi. O

V permutacni nerovnosti pfitom nastava rovnost pouze tehdy, pokud po dosazeni
prislusnych ¢isel za proménné z; a y; dostaneme na obou stranach nerovnosti (pfed
provedenim nésobeni a s¢itani) stejné vyrazy (az na pofadi ¢lend ve s¢itani).

Pokud déle fekneme, Ze né€jaké dvé posloupnosti x1,22,...,Zn & Y1,Y2,...,Yn
délky n jsou souhlasné usporddane, myslime tim fakt, ze z; > x; pravé tehdy, kdyz
yi = y;. Obdobné definujeme opacné usporddané posloupnosti. Permutacéni nerov-
nost tedy vlastné fika, ze nejvétsi vysledek vyrazu x1y; + xoys + - - - + Ty, ziskdme
ze dvou souhlasné usporadanych posloupnosti, nejmensi z opa¢né usporadanych.

Permutacni nerovnost pritom typicky homogenni vyrazy odhaduje opét homogen-
nimi vyrazy stejného stupné. Casto nam umozni velmi jednoduse odhadovat cyklické
vyrazy pomoci jinych cyklickych vyrazu.

Je to ziejmé . ..

Pojdme se konecéné vrhnout na prvni tlohy. Za¢neme tlohami, které casto staci
pouze prejet ofima. Tyto tlohy jdou typicky FesSit i mnohymi jinymi (skoro vSemi)
pristupy, zkusime se na né ale divat opravdu pies nerovnost permutacni. Pfi feSeni
je vhodné si alesponi koutkem oka vSimnout i pfedpokladd@ na proménné — typicky
je neuvaddime pro pobaveni usak.

Uloha 1. Pro realna a, b, ¢ dokazte
a? + b+ 2 > ab+ be + ca.
Uloha 2. Pro readlné z,vy,z > 0 ukazte
ac?’y + y?’z + 23z > nyz + y2zx + zQxy.
Uloha 3. Pro realna z, y, z ukazte
2?4 yt? 4 24? > aPya? 4yt aa? 4+ 2Bay?
Uloha 4. Pro realna a,b,c > 0 dokazte

a2+b2+02 b ¢ a
2 2 a
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Uloha 5. At z1 > 29 > -+ > Tn, Y1 > Y2 > -+ > Y, jsou redlnd cisla a
(Y1, Y4y -, yh) je permutace (y1,y2, ..., Yn). Potom

(1 —11)*+ (@2 —y2)? + -+ (@0 —yn)® < (21— 91)° + (22— 95) >+ + (2 —y)*

(IMO 1975)
Uloha 6. Pro kladné realna ¢isla (zy,2,...,7,) a jejich libovolnou permutaci
(), 2%, ..., x)) nahlédnéte
T T T
e
Ty Ty n

Uloha 7. Pro realna a,b,c > 0 dokazte

1+1 >a+b+c-

1
a2 2 2= abe

Drobna zamysleni

Protoze uz jsme si vyzkouseli tlohy, které permutacni nerovnost déla za nas, pustime
se ted do tloh, kde musime néco jednoduchého udélat i my.

Uloha 8. Pro0<z < 5 najdéte minimum vyrazu

sin®x  cos®z
cos T sinz
Uloha 9. Na stole lezi n po dvou riiznjch pfirozenjch ésel ay, as, . . . , a,. Dokazte

ai  az an, 1 1
BT N [ i E
12+22+ +n2_ +2+ +n

Uloha 10. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte

1 1 1 1 1 1
a-+ b+ c+ >2( +b ).
a

Wb | ove | ava - b e

Uloha 11. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte

a2+ +E A+a?
+ +

> .
. . 2 >2(a+b+c)

Uloha 12. Pro realna z,y, z > 0 dokazte

2 2 2 2 2 2
¢ =z - z° =
Y Y > 0.

Y+ z Z+x T +y
5
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Uloha 13. Jsou dana redlna xz,vy, z > 0. Ukazte odhad

a3 yd 28
—+—+—2z+y+=z
yz  zx  xy

Uloha 14. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte Nesbittovu nerovnost

a b c
+ +
b+c c+a a+b

3
> —.
-2

Uloha 15. Pro realna a,b, ¢ > 0 spliiujici abc = 1 dokazte

1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c) bc+a) Ala+d) — 2
Uloha 16. Pro realna a,b,c > 0 a n piirozené ukazte
a” pn ch anfl +bn71 _|_cn71
b—|—c+c+a+a+b_ 2
Uloha 17. Jsou dana realné ai,asp...,a, > 0, pro piehlednost ozna¢me s jejich
soucet. Potom
ai a2 Qn n
+ +--+ > .
s—ay S—a2 S —ay n—1

Uloha 18. Daéna jsou realna a,b, ¢ > 0. Dokazte

a®b’c® > 3§/ (abe)atbte,

Déle se z permutac¢ni rovnosti da odvodit tieba Cauchyho—Schwarzova nerovnost
nebo primeérové nerovnosti. My se v8ak nyni pfesuneme k nerovnosti Cebysevové.

CebySev
Zacneme tulohou doslova Sitou na miru permuta¢ni nerovnosti, kterda ma shodou

nahod své vlastni jméno.

Véta. (CebySevova nerovnost) At a; > as > --+ > ay, by > by > -+ > b, jsou
n-tice realnych ¢isel. Potom

niaibi > (i%‘) (i@) > niaibn—&-l—i-
i=1 i=1 i=1 i=1

Dikaz. Pro prvni nerovnost dokola se¢teme vSech n permutacnich nerovnosti tvaru
>~ aib; > a;biy. Druha nerovnost se dokdze analogicky. |
6
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Tvrzeni. V CebySevové nerovnosti nastavé rovnost pravé tehdy, kdyz
T1=Tg =" =Xy nebo Y1=Y2 =" " = Yn.

Na prvni pohled se zd4, ze Cebysevova nerovnost musi byt opravdu hloup4, nebot
jsme ji ziskali nas¢itanim hromady slabych permutacnich nerovnosti. Prekvapivé je
ale pomérné silnd a uzitecna, a to pravé kvuli tomu, Ze se na ¢isla diva ,z vétsi
vysky*“. Nyni si v praxi vyzkouSime, co tato nerovnost umi.

Uloha 19. Pro realna a, b, ¢ ukazte

3(a® + 08 + &) > (a® +0° + ) (a® + 03+ &P).

Uloha 20. Jsou dana realné ai,as,...,as > 0, kterd spliuji a; +as +---+a, = 1.
Potom a a a n
1 2 n
+ AR :
2—a1 2—ao 2—a,  2n-—-1

Uloha 21. Pro reélna a,b,c,d > 0 dokazte nerovnost

A+ 4+ B+ B+ A+ P+ A+

> 2 b2 2 d2.
a+b+c + a+b+d a+c+d + b+c+d 2"+t ey

Uloha 22. Pro realna a,b,c > 0 ukaZte nerovnost

ab be ca 3(ab + be + ca)
+ + <
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

Uloha 23. M¢jme &isla ay, as, ..., a, € <0, g> Dokazte nerovnost

(Zsinai> . (Z cosai> < T
i=1 =1

Uloha 24. Af realné a,b,c,d > 0 splituji a + b + ¢ + d = 4. Potom ukazte

1 n 1 n 1 n 1
114a2  11+02 114c¢2  11+d?

1
< -
-3

Uloha 25. Af0<xz; <z <--- < x, je n-tice redlnych ¢isel, ktera splituji

! + ! + + 1 =1
1+ 1+ zo 1+x,

Dokazte, ze

1 1 1
n>n—1) | — + — +--- .
VAL + T2+ T > (n )( =+ =t %>

7
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Uloha 26. Pro realna a,b, c,d > 0 spliwjici ab + bc + c¢d + da = 1 ukazte
ad b3 c3 d3
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c

1
> —.
-3
(IMO Shortlist 1990)

Uloha 27. Realna &isla x,y, z > 0 spliji zyz = 1. DokaZte nerovnost

3 yS 23

19+ (42042 (xn)ity 4
(IMO Shortlist 1998)

w

>

Algebry s obrazkem

V bézném trojihelniku plati rizné vztahy mezi délkami rtznych tsecek a rtznymi
hly. Nékteré z nich pfitom pifmo vybizi k pouziti permutacni ¢ CebySevovy nerov-
nosti. Nékteré jsou trividlni, nékteré ne. Podivejme se na né tedy podrobnéji.
Uloha 28. Trojthelnik mé strany s délkami a, b, c¢. Dokazte
a®(b+c—a)+b*(c+a—b)+c(a+b—c) < 3abe.

Uloha 29. V roviné je dan AABC s obsahem S a délkami stran a, b, c¢. Dale
ozna¢me délky vysSek na tyto strany po rfadé v, vy, v.. Dokazte nerovnost

a(vy + ve) + b(ve + vg) + c(vg + vp) > 128.
Uloha 30. Délky stran AABC naproti vrcholiim A, B, C' ozna¢me popotadé a, b,
¢, velikosti 1hlt (v radidnech) pfislusné témto vrcholtim popotradé a, 3, v. Dokazte

b+c c+a a+b_ 6

+ + >—-(a+b+c).
@ B y T
Uloha 31. V roviné je dan ostrouhly AABC s ortocentrem H. Dokazte, Ze soucet
vzdalenosti H od stran trojuhelniku je roven nejvyse trojnasobku poloméru kruznice

jemu vepsané.

Uloha 32. Délky stran a velikosti thlt v AABC ozna¢me béznym zptisobem jako
a, b, ¢, a, 3, . Jasnovidec ndm piitom fekl, ze a +b = tg 3 (atg a +btg ). Dokazte,
7e AABC je rovnoramenny. (IMO 1966)

Uloha 33. Je ddan AABC oznaceny béznym zpiisobem. Dokazte

3 b
acos% +bcos§ —&-ccosg < M.

(PraSe 29-S-5)
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Poleva na dort

Vratme se na chvilku k permuta¢n{ nerovnosti a zkusme si ji zobecnit.
Uloha 34. Af jsou
Ty =>a9 2 2% 20, Y12Y22- - 2yn 20, 212222220

posloupnosti redlnych ¢isel a (y7, v, ..., yh), (21, 25, . . ., z,) jsou permutace posloup-
nosti (y1,y2,---,Yn), (21,22, ..., 2n). Potom plati

n n

! !
§ TiYizi = § TiY; %
=1 i=1

Podobné miZeme permutacni nerovnost zobecnit pro vétsi pocet posloupnosti.
Pritom je ale opravdu potfeba predpokladat nezapornost ¢isel. Predvedme si jesté
dudlni verzi permutacni nerovnosti, kde ,,zaménime“ néasobeni se séitanim.

Uloha 35. Jsou danarealnd éislaz; > a9 > - > 2, >0, y1 > yp > -+ > yp > 0,
déle (yi,v5,...,y,) je permutace (y1,y2,...,Yn). Potom

n

n n
[T@+v) < [[@i+v) < [[@: +vnt1-a)-
i=1 i=1 i=1

Stejné jako minule, i tuto nerovnost 1ze zobecnit pro nezaporna ¢isla pro libovolny
pocet posloupnosti.

Tresnicka na dortu

Kazda slusna nerovnost, ktera obsahuje néjaké sumy, mé také svoji integralni verzi.
Z puvodni algebraické nerovnosti ji ziskdme uvazenim vétsich a vétsich sum, které
se blizi k pfislusnému integralu.

Véta. (integralni Cebysevova nerovnost) Proa,b € R, a < b méjme dvojici stejnym
zptisobem monoténnich funkei f, g : (a,b) — R . Potom

b b b
o-a) [ f@glae= [ sz [ g
Poznamka. Pokud jsou funkce f, ¢ monoténni opaénym zptisobem, dostaneme

opac¢nou nerovnost.

Uloha 36. Mg¢jme redlnd x,y > 0 a libovolna piirozena m, n. Potom dokazte
nerovnost

(n=1)(m=1) (" " +y™ ")+ (mAn—1)(@"y" +a"y™) = mn(z™ T y+y™ T ),
Uloha 37. Jsou déna realn4 ¢isla x,y € (0, 5)- Dokazte, Ze
(y — z)(cos(2z) — cos(2y)) < 4(cos(z) — cos(y))(sin(y) — sin(x)).



PERMUTACNI NEROVNOST

Navody

1. Vezméte dvakrat stejnou trojici (a, b, ¢).

2. Opac¢né usporadané trojice (22,42, 22%) a (yz, 2z, 2y).

3. Dvé stejné (souhlasné usporddané) trojice (z2y, y?z, 22z).

4. Vezméte dvakrat trojici ¢, %, 2.

5. Holt roznasobte zavorky, zbavte se druhych mocnin a vynasobte (—1).

6. Posloupnosti x; a mi jsou opacné uspotradané.

7. Stacl vzit dvé stejné trojice (%, %, %) a upravit pravou stranu. Nebo muzete

nerovnost vynasobit abc a uvazit predeslou trojici spolecné s trojici be, ca, ab.

3 1

8. Uvazte kladné posloupnosti sin® z, cos® z a cos™! z,sin ™! 2. Vyjde tedy sin? z +

cos?z =1.

9. Nejprve ,setfepejte” ¢isla a; dolina ¢isla 1,2, ...,n a poté ofividnym zptisobem

pouzijte permutacni nerovnost.

10. Odhadnéte jmenovatele jako dvojnasobky odmocnin a pak uvazte trojice
1 11

(Va, Vb, /), (mv VL ci\/g)

11. Zlomky si rozdélte, nasledné pouzijte na dvé trojice zlomk® permutacni nerov-

nost, kterd je odhadne jako a + b+ c.

12. Zaporné véci dejte doprava. Posloupnosti (22,32, 2%) a (—+ 1 1

y+z’ zta’ y+z

) jsou

souhlasné usporadané.

13. Najednou to jde Spatné. Zkuste ale pouzit permutac¢ni nerovnost dvakrat za

sebou, vzdy tim nejjednodussim moznym zptisobem.

14. Vynéasobte nerovnost dvéma. Pokud BUNO a > b > ¢, potom také plati
L > _L > _L1_ Pogsléze se¢téte dvé permutaéni nerovnosti tak, aby se jmenovatele

b+c = cta = a+b’
vykratily.

15. Substituce x = é, y= %, z= % situaci vyjasni, pfitom stale zyz = 1. Vynéso-

beni dvéma a pouziti dvou permutacnich nerovnosti nadm da dolni odhad =z + y + z,
ktery je zfejmé vétsi roven trem diky podmince.
n—1 bnfl n—1

16. Vynésobte dvéma, pak dvakrat pouzijte trojice a,b,c a G, oo So5-

17. Vynésobte n—1, vezméte posloupnosti (a1, as, ..., ay), ( L Lo, )

s—ai’ s—ag’" ) s—an
a sectéte n — 1 cyklicky posunutych permutac¢nich nerovnosti.
18. Nerovnost zlogaritmujte, vynasobte tfemi a nasledné vezméte trojice a, b, c a
log a, logb, logc.
19. Cebysev dvou tiiprvkovych souhlasné uspoiadanych posloupnosti.

20. Vynasobte jmenovatelem pravé strany, ktery interpretujte jako soucet vsech
jmenovateltl nalevo, pak prichazi na fadu Cebysev pro opa¢né usporadané posloup-
nosti.

21. Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte kazdy zlomek zv1ast jako %.
10



FILIP CERMAK

22. Vynasobte jmenovatelem pravé strany. Pak jsou posloupnosti ( ab_ _ac _be )

‘at+b’ atec’ bte
a (a+b,a+ ¢ b+ c) souhlasné usporadané — BUNO volte a > b > ¢, coz jedno-
znacné urcuje nerovnosti v obou trojicich. Dokazovana nerovnost je pak odpovidajici
Cebysev.

23. Siny a kosiny jsou opa¢né uspofadané, po ziejmém pouziti Cebysevovy ne-
rovnosti je potfeba vyndsobit vzniklou sumu dvéma a vhodné dvojice ¢lent spojit
pomoci sou¢tovych vzorcd pro sinus.

24. Vsechno prevedte nalevo, tedy od kazdého zlomku odeététe ﬁ Vyuzijte faktu,

e posloupnosti (a—1,b—1,c—1,d—1), ( atl = b+l e+l - _dil ) jsou souhlasné

Tita?’ 11462 Ti4c2 7 T1+d?
usporadané, po provedeni Cebyseva vyuzijte podminku.

~ e

25. Prictéte k nerovnosti jesté jednu zavorku z pravé strany, na levé strané popa-
rujte ¢leny se stejnymi nezndmymi a upravte. Levou stranu pak jesté jen tak pro
radost vynasobte podivnou jedni¢kou ze zadani. Ovéite, ze miizete pouzit Cebyseva
tak, jak byste chtéli (pozor, da to trochu préci).

26. Diky podmince je nutné a? + b2 + ¢? + d? > 1. Jmenovatele ozna¢me A, B, C,
D. Dvakrat za sebou Cebysevujte — poprvé logickym zptisobem na zlomky, podruhé
pro rozbiti sumy tfetich mocnin na soucin sum prvnich a druhych. Druhé mocniny
zmizi, dale 3(a+b+c+d) = A+ B+ C+ D, coz jde dokonéit snadnou permutacéni
nerovnosti.

27. 7 podminky si pouze odneseme x + y + z > 3. Nejdfiv pouzijeme jasného
Cebyseva (jednu posloupnost tvoii ¢itatele). Oznaéte = 4+ y + z = 3a, jmenovatele
celého vzniklého vyrazu odhadnéte shora jako (1 + @), zbyva se vypoiadat s odha-
dem souctu tfetich mocnin pomoci a. AZ budete mit néjakou racionalni funkci v a,
pouzijte a > 1.

28. Oznafme o = a + b + ¢, vezméte opa¢né usporadané posloupnosti (a,b,c)
a (a(o — a),b(o — b),c(o — ¢)). Jejich usporadani pfitom vyplyva z trojihelnikové
nerovnosti. Provedte dvé cyklické zdmény a obé piislusné permutacéni nerovnosti
seCtéte.

29. Protoze plati 25 = av, = bvy = cv,, jsou posloupnosti (a,b,c), (Va,vp,Ve)

opacné usporadané. Pouzitim dvou minimalizujicich permutac¢nich nerovnosti spo-

le¢né s rovnosti av, + bup + cv. = 6.5 jsme hotovi.

30. Ze sinové véty lezi proti nejdelsimi thlu nejdelsi strana, proti nejmensimu tthlu

nejkratsi strana. Sta¢i pouzit CebySeva na opa¢né usporadané posloupnosti o, 3, v
b+c ct+a a+b

a 2 of, S,

31. Oznacme S obsah a o obvod trojihelniku. Nahlédnéte, Ze polomér vepsané

je roven % Nerovnost posléze vynasobte o a pouzijte CebySeva. K jeho pouziti je

tfeba si uvédomit, ze vzdalenosti H od stran jsou souhlasné uspofadané jako strany.

32. Pokud je néjaky z ahla «, 8 tupy, prislusny tangens je zaporny, prava strana

je pak moc mal4. V opa¢ném piipadé mizete vyraz (atga+btg 3 odhadnout Ceby-

Sevovou (resp. dvojitou permuta¢ni) nerovnosti). V odhadu nastavé rovnost pravé
11
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tehdy, kdyZ a = b. Soucet obou tangens nakonec odhadnéte Jensenovou nerovnosti,
¢imz nam zbyde jen a + b.

33. Kosiny a protéjsi strany jsou opacné usporadané, mizeme je proto zcéebySevo-
vat. Zbyva odhadnout soucet kosinti pomoci Jensenovy nerovnosti.

34. Je potieba jit trochu do hloubky, pfedpoklad na nezdpornost opravdu musite
vyuzit.

35. Postavte se k ditkaz stejné, jako k dikazu bézné permutacéni nerovnosti. Jednim
prohozenim si nepohorsime tieba diky AG.

36. BUNO z < y. Na intervalu (z,y) vezméte rostouci funkce f(t) = t"~! a
g(t) = t™~1. Vypoctéte odpovidajici uréité integraly.

37. BUNO z < y. Pouzijte spodni integralni CebySevovu nerovnost na ,opacéné
monoténni“ funkee sin(t), cos(t) na intervalu (x,y).

Literatura a zdroje

[1] Jakub Lowit: Permutacni nerovnost, Zésada, 2017.

[2] Zdravko Cvetkovski: Inequalities.

[3] Michal Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti.

[4] Gabriel Dospinescu, Titu Andreescu: Problems from the Book.
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Pocitani dvéma zpusoby

FiLip CERMAK

ABSTRAKT. Pocitdni dvéma zpusoby je velmi mocny nastroj k dokazovani (nejen)
kombinatorickych identit. V pfispévku si ukdzeme nékolik tloh, které lze touto tech-
nikou vyftesit a pokusime se naudit zpusob, jak feSeni takovych tloh vymyslet.

Hlavni motivaci pro vyuzivani techniky pocitani dvéma zpusoby je elegantni pii-
stup ke spocteni néjakého vyrazu — obvykle sou¢tu mnoha netrivialnich hodnot — ¢i
odhadnuti néjakého argumentu. To provedeme tak, Ze vytvofime mnozinu, na jejiz
prvky mtizeme nahlizet vice zptisoby. Pocty odvozené z téchto pohledi budou odpo-
vidat hledanym hodnotam, jelikoz vSak pocitdme prvky jedné mnoziny, musi nam
vyjit stejné hodnoty, pripadné odhad jedné hodnoty pomoci druhé.

Uloha. (motivaéni) Na veéirku si néktefi lidé vzdjemné potiésli rukou. Ukazte, Ze
pocet lidi, ktefi si potiasli rukou lisekrat, je sudy.

Reseni. Piedstavme si tento vecirek jako graf. Vrcholy budou lidé a hrany mezi
vrcholy budou pfedstavovat potieseni rukou. Potom chceme spocitat celkovy pocet
incidenci — tedy dvojic (vrchol, hrana), kde se jedna o jeden z koncovych vrcholi
dané hrady — dvéma zpusoby. Nejprve feknéme, ze se jednd o soucet incidenci pres
vSechny vrcholy. Dostaneme ), i,, kde i, znaci, kolikrat si pottasla rukou osoba
v. Na druhou stranu mizeme pocitat podle hran (potfeseni rukou), ¢imz obdrzime
vysledek 2 - |E|, kde E je mnozina hran. Nyni uz vime, ze ) _ i, = 2-|E|, z ¢ehoz
pak plyne vysledek.

Uloha. (motiva¢ni) Spoéitejte

() een )

Reseni. Chceme se na tento soucet podivat jako na reprezentaci néjaké situace.
Kombinacni ¢isla v sou¢tu naznacuji, Zze nam pijde o vSechny podmnoziny n-prvkové
mnoziny, pfi¢emz kazda i-prvkovd podmnozina ptispivd do souétu pravé i (pocet
svych prvkl). MiZeme si to pfedstavit tak, Ze mame trénink fotbalist®, kde se po-
stupné sejdou vSechny mozné skupinky z daného n-élenného tymu a v kazdé skupince
vzdy kazdy hrac vystieli na branku.

13
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Jde tedy o stfely na branku, coz odpovidd dvojicim (skupina, hrdé ze skupiny).
Jeden zpisob, jak dvojice spocitat, je zvolit nejprve skupinu a poté hrace z ni —
takto dostaneme soucet zadany v tloze. Druhy zptisob je zvolit nejprve hrace, ktery
bude stfilet, a poté k nému doplnit néjaké hrace (klidné zadného), ¢imz vytvorime
skupinku. Tim méme na vybér n stfelct a ke kazdému ptiddvame libovolnou pod-
mnozinu ze zbylych n — 1 hragd, takze dostavame celkem n - 271 stiel.

K pocitani dvéma zptisoby se ¢asto hodi rtizné kombinatorické identity, né€kolik

z nich si zde ukdZzeme a zkusime odvodit.

Kombinatorické identity
Pred tim, nez si za¢neme hrat s kombinac¢nimi ¢isly, bychom si je mohli zadefinovat.

Definice. Oznac¢me (Z) pocet zplisobt, jak z n prvkové mnoziny vybrat k prvk,

tedy
n\ n!
k) kl(n—k)
Priklad 1. (tvodni) Dokazte
n\ [ n
k) \n—k)
n n n+1
+ = :
() +(:20)- ()

<n+z+1> _g:o(n;-k)

Priklad 2. Dokazte

Priklad 3. Dokazte

Priklad 4. DokaZte

Priklad 5. Dokazte

Priklad 6. Dokazte

Priklad 7. Dokazte
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Piiklad 8. (Vandermondeova identita) Dokazte
Zk: n m _(m+n
—\i)\k—i) \ &k )

wr v

Lehci priklady

Piiklad 9. Nechf P je systém vSech permutaci p = (p1,p2,...,pn) Cisel 1 az n
takovych, ze zadné tii sousedni prvky netvofi rostouci posloupnost. Oznacme a;
prameérnou hodnotu na i-té pozici téchto permutaci, tedy

Cemu se rovna soudet viech a;?

Priklad 10. Na détském taboie je 15 déti. Kazdy den maji tii déti sluzbu v kuchyni
a plati, ze kazda dvojice déti ma pravé jednou spoleénou sluzbu. Kolik dni trva tabor?

Priiklad 11. Pfizdpoctové pisemce kazdy student vytesil aspori tfetinu vSech tloh
a navic vétsina studenttl vyresila aspon dvé tietiny tiloh. Ukazte, Ze v pisemce exis-
tuje tiloha, kterou vyftesila vétsina studenti.
Priklad 12. Pole miizky 21 x 21 jsou obarvena tak, ze v kazdém Fadku i sloupci
se vyskytuje nejvyse 5 ruznych barev. Ukazte, ze se nékterd z barev vyskytuje ve
tfech fadcich a zaroven i ve tfech sloupcich.

Piiklad 13. Oznacme S,, systém vSech permutaci p = (p1, ps, ..., pn) Cisel 1 az n.
Pro permutaci p € S,, ozna¢me

f(p)Zii-pi.

Ukazte, ze

4 Z f(®) = (n* +n)(n+ 1)

PESn

Priklad 14. V matematické olympiadé fesilo 45 uc¢astnikt Sest prikladt, kazdy
priklad byl vyfesen praveé 25 tesiteli. Ukazte, ze mizeme vybrat dva ucastniky, ktefi
dohromady vyfesili vse.
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TEzsi priklady
JelikoZ se dvoji pocitani Casto vyuziva v dikazovych metodach v teorii grafu, zave-
deme si néjakou teorii, abychom byli vsichni na stejné lodi.

Definice. Graf G je uspoifadana dvojice mnoziny vrcholi V' a mnoziny hran E,
kde kazda hrana vede mezi dvéma vrcholy.

Definice. Cesta mezi vrcholy u a v v grafu je posloupnost vrchola takova, ze se
v ni zadny vrchol neopakuje a prvni vrchol je u a posledni v. Souvisly graf je takovy,
kde mezi kazdou dvojici vrchola existuje cesta. Strom je miniméalni souvisly graf,
tedy mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy existuje pravé jedna cesta. Ekvivalentné je
to souvisly graf, ktery ma |V| — 1 hran. Kostra grafu je podgraf, ktery je stromem
na vsech vrcholech.

Priklad 15. Ukazte, ze

2n n
> in+1—i) =4 i
=1 =1

Definice. Rovinné nakresleni grafu je takové nakresleni, kde se zadné dvé hrany
nekiizi mimo vrchol.

Priklad 16. Méjme rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou vSechny stény
trojthelniky. Piedpoklddejme, Zze vrcholy G jsou obarveny tiemi barvami.! Ukazte,
7e pocet stén, na jejichz vrcholech jsou pouzity vSechny tii barvy, je sudy.

Priiklad 17. Dokazte, Ze plati
P24 dnd=042+--+n).

Priklad 18. Spoditejte

()e#() ()

Priklad 19. V poslanecké snémovné je 200 poslancti, ktefi postupné hlasuji o n
zdkonech. Poslanec mtze byt bud pro schvaleni zdkona, nebo proti, nebo se mtZe
zdrzet hlasovani. Je znamo, ze pro kazda dvé hlasovani existuje poslanec, ktery
v jednom hlasoval pro a v druhém proti. Oznacme si pocet poslanci, ktefi se zdrzeli
hlasovani o i-tém zakonu, jako z;. Dokazte, ze

n

Z 9%i < 2200.

=1

INemusi se nutné jednat o korektni obarveni, tzn. miize existovat hrana s obéma koncovymi
vrcholy stejné barvy.
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Priklad 20. V obdélnikové tabulce m X n jsou napsana nezdpornd realné d&isla,
pricemz kazdy sloupec i kazdy fadek obsahuje alespon jedno kladné ¢islo. Pokud se
navic fadek a sloupec protinaji v policku, kde je kladné ¢islo, tak je jejich soucet
stejny. Dokazte, ze m = n.

Priklad 21. (LYM-nerovnost) Méjme n-prvkovou mnozinu A a systém S pod-
mnozin A takovy, Ze zadné dvé mnoziny z S nejsou v inkluzi. Déle oznacme a; pocet
i-prvkovych mnozin v S. Pak plati

(2
> M=
i=0 \1
Piiklad 22. (Erdés-Ko—Radova véta) Necht & a n jsou pfirozend ¢isla takova,
7e 2k < n. Déle necht M je mnozina k-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}
takova, ze pro viechny mnoziny C', D € M plati CND +# . Dokazte, ze M| < (}7}).

Pfiklad 23. (mald Fermatova véta) Ukazte, Ze je-li p prvocislo, pak

a’ =a (mod p).

Priklad 24. (Cayleyho formule) Uréete pocet koster tiplného grafu na n vrcholech.
Priklad 25. Urcete pocet koster uplného grafu bez jedné hrany e.

Priklad 26. Rovnostranny trojihelnik o strané délky n je vyplnény jednotkovou
trojuhelnickovou mfiizkou. Uzaviend lomena c¢ara vede podél této miizky a kazdy
vrchol m¥izky potkéd pravé jednou. Dokazte, Ze tato ¢ara alesponi (n + 1)-krat zahne
do ostrého thlu.

Priklad 27. Ukazte, ze kazdy graf s N vrcholy neobsahujici zadné cykly délky
piesné 4 ma nanejvys O(N?3/2) hran.?

2Notace s O znad&i asymptotickou velikost. Zde konkrétné tedy ma byt hran nejvyse cN3/2, kde
¢ je né&jaka konstanta nezavisla na N.
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Navody

1. M¢jme n kuli¢ek a pocitejme, na kolik zpisobi lze vybrat k kuliéek. Bud jich
vybereme k, nebo jich nevybereme n — k.

2. Vybirdme k + 1 kuli¢ek z n + 1 kuli¢ek. Prvni budto vybereme, nebo ne.

3. Pouzijte podobnou ideu jako v pfedchozim prikladé, ale induktivné.

4. Vybirdte podmnoziny n-prvkové mnoziny. Kazdy prvek budto vyberete, nebo
ne.

5. Jsou dva postupy, jak z n fotbalisti vybrat r hrajicich hrac¢u a jednoho kapitana.
6. Prvni zpiisob: nejprve vybereme z n hraca r hrajicich a z nich k toc¢nikd.

7. Jde o zobecnéni motiva¢niho prikladu. Nyni je ale fixovana proménna d. Mzeme
si to predstavit tak, ze si z n lidi vybirame k& < d kamaradd a z d z nich chceme
vybrat na fotbal.

8. Mate n dévcat a m hochii a chcete z nich vytvorit k-Clenny tym.

9. Zkuste spoéitat dvojice (permutace, hodnota na pozici).

10. Pocitejte dvéma zplisoby pocet dvojic (mnoZina dvou déti, den). Nejprve fi-
xujte mnozinu déti a poté den.

11. Pocitejte dvéma zpusoby dvojice (dloha, student), ale pozor na to, ze dvé in-
formace nejsou zaménné.

13. Pocitejte dvéma zpusoby dvojice (hodnota na pozici, permutace). Ale pozor,
tentokrat s koeficientem pozice.

14. Vsimnéte si, Ze existuje GcCastnik, ktery vytesil alesporn ¢tyfi ulohy, a také
existuje ucastnik, ktery vytesil zbylé dveé.

15. Nakreslete si trojuhelnik z kosticek se zakladnou délky 2n, kde v i-tém patie
lezi kosticky s ¢islem 4. Kosticky pak postupné od kraje trojihelniku odebirejte.

16. Spocitejte dvéma zplisoby pocet dvojic (trojihelnik, riznobarevnd hrana).

17. Nakreslete si étvercovou miizku o strané n a do policka na pozici [i, j| napiste
¢islo i - j. Sectéte vSechna éisla po Fadcich a po ,elkiach® od rohu [1,1].

18. Pouzijte podobnou myslenku jako u motivac¢ni tlohy, zbylou sumu uz spocitat
umite.

19. Kolik nejvyse hlasovani mohlo probéhnout, pokud by kazdy hlasoval pro nebo
proti? Kolika zptsoby lze doplnit ta hlasovani, kde se nékdo zdrzel, tak, aby kazdy
hlasoval?

20. Uvazte podtabulku tvorenou fadky a sloupci takovymi, ze soucet ¢isel v kazdém
z nich je stejny. Jaké ma tato podtabulka rozmeéry?

21. Pro kazdou mnozinu S € S vytvofte vSechny permutace n prvki takové, Ze prv-
nich | S| prvka bude z S. Té&chto permutaci bude nejvyse tolik jako vech permutaci
n prvku.
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22. Poditejte dvéma zpiisoby dvojice (mnoZina z M, permutace) takové, ze M bude
pro tuto permutaci cyklicky interval.

23. Spocitejte vsechny fetézce délky p, kde kazdy znak je z a-prvkové abecedy a
nejsou v nich vSechny znaky stejné. Tyto fetézce poté miiZete rozdélit na skupinky

po p.

24. Spoctéte dvéma zpusoby pocet moznosti, jak vytvorit zakofenény strom s n
hranami orientovanymi od kofene. Zkuste spocitat pocet moznych vytvoreni z béz-
nych stromt a také vytvaret strom po hranach.

25. Dvojim poc¢itdnim spoctéte dvojice (kostra, hrana).

26. Podivejte se na trojuhelniky Spickou vzhiru. Spoditejte dvéma zpusoby délku
uzaviené lomené cary.

27. Pocitejte dvéma zptisoby pocet ,vidlicek®, tedy trojic vrcholt a, b, ¢, kde b je
spojeno hranous ais c.

Dalsi navody
5. Dvé moznosti: bud nejprve vybereme z n hraci r hrajicich a pak kapitana, nebo
nejprve vybereme kapitana a potom zbytek tymu ze zbylych r — 1 hracu.

6. Druhy zptsob: nejprve vybereme k Gto¢nik® a potom dobereme zbytek tymu ze
zbylych r — k hracu.

7. Pocitejme dvéma zpisoby: bud nejprve vybereme k kamaradt a potom d-Glenny
tym na fotbal, nebo naopak nejprve vybereme tym a pak néjak dobereme zbytek
kamarada.

17. Pripadné zkuste geometricky rozkladat krychle do ¢tverce.
19. Pocitejte pocet dvojic (zdkon, mozny vysledek bez nerozhodnych hlasi).

21. Pocitejte dvojice (usporddand n-tice, S), kde S € S a prvnich |S| prvki n-tice
jezS.
25. Vyuzijte predchozi priklad. Uvédomte si, Zze pocet koster v grafu je roven souctu

pocth téch koster, které danou hranu e obsahuji, a téch, které ji neobsahuji (obdobné
jako v pfikladu 2).

26. Pocitejte nejprve explicitné pomoci poctu vrcholi, poté podle poctu navstive-
nych trojuhelnikt $pickou nahoru. Kdykoliv lomena ¢ara obsahuje dvé hrany troju-
helnika $pic¢kou nahoru, znamené to ostry tihel.

27. Pouzijte CS nerovnost, abyste z ¢tvercu incidenci dostali odhad na pocet hran.
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p-valuace

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. V teorii ¢isel se obéas vyplati védét nejen to, zda jedno ¢islo déli druhé,
ale i jak moc ho déli. To vystihuji p-valuace. Postupné se naucime pocitat je v rozma-
nitych situacich a pouzivat je k dokazovani délitelnosti a FeSeni rovnic.

Definice. Pro celd ¢isla a, b fikame, Ze a déli b (znacime a | b), pokud existuje celé
¢islo ¢ spliujici b = ac.

Definice. Pro prvodislo p definujeme p-valuaci celého ¢isla a # 0 jako nejvétsi
nezaporné celé k takové, ze p* | a. Znaéime v,(a) = k. Pro a = 0 budeme brit
vp(a) = oo pro kazdé p.

Tedy neformalné: v,(a) je exponent u p v prvoéiselném rozkladu ¢isla a. Jak uvi-
dime, p-valuace davaji zptsob, jak se na situaci podivat z pohledu jednoho prvocisla.
Jedna se pfitom o trochu jemnéjsi informaci nez pouhy zbytek modulo p.

Zakladni vlastnosti

Tvrzeni. Platia|b, pravé pokud v,(a) < v,(b) pro kazdé prvocislo p.
Tvrzeni. Proa,b> 0 plati a = b, prdvé kdyz v,(a) = v,(b) pro kazdé prvoéislo p.
Tvrzeni. Plati vy(ab) = vy(a) + v, ().

Tvrzeni. Plati v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}. Pokud navic v,(a) # v,(b), potom
v predchozi nerovnosti nutné nastane rovnost. Obdobné plati totéz pro rozdil a — b.

Cviceni. Rozmyslete si, ze p-valuace se daji rozumné dodefinovat i pro racionalni
Cisla a Ze i po tomto rozsifeni vétsina z predchoziho stale plati.

Cviceni. Nahlédnéte, Ze pro pfirozené n je v,(n) <log,n <n — 1.

Moy

Obecnéjsi podoba predchoziho cviceni:

Lemma. Pro kazdé ptirozené n plati odhad n—wvy(n) > n—log,(n), pficemz vyraz
napravo je pron > 2 rostouci vzhledem k n.
Tvrzeni. Pfirozené ¢islo a je k-tou mocninou prirozeného Cisla pravé tehdy, kdyz
k | vp(a) pro kazdé prvocislo p.
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Tvrzeni. Necht gcd znadi nejvétsiho spolecného délitele a lem nejmensi spoleény
nasobek. Potom plati

vp(ged(a, b)) = min{v,(a), v, (D)}, vp(lem(a, b)) = max{vy(a), v,(b)}.
Uloha 1. Dokazte, #e pro libovolna p¥irozena &isla a, b, ¢ plati

(ged(a, b, c))? _ (lem(a, b, ¢))?
ged(a, b) - ged(b, ¢) - ged(c,a)  lem(a, b) - lem(b, ¢) - lem(c,a)

Uloha 2. Jsou déna prirozena ¢isla a, b takova, ze
a|b? b?|a®, a®|bY bY|d®, a®|bE,

Dokazte, ze a = b.

Uloha 3. Dokaizte, e pro piirozena a, b, ¢, d spliiujici ab = cd plati
ged(a, ¢) - ged(a,d) = a - ged(a, b, ¢, d).

Uloha 4. Jsou déna piirozend a, b, c splitjici a® | b¢, a® | ¢®. Dokazte, Ze a? | be.

Uloha 5. Rekneme, Ze kladné realné ¢islo je copaté, pokud neni celé a v jeho
desetinném zapisu nasleduje za desetinnou ¢arkou jen kone¢né mnoho nenulovych
¢islic. Rozhodnéte, zda existuji copaté cisla a, b, ¢ takova, ze vSechna tii ¢isla ab, bc
i ca jsou cel4. (MO 64-C-114)

Faktoridly a kombinacni Cisla

V délitelnostech a rovnostech obsahujicich faktoridly se ¢asto hodi spocitat nebo
alesponi odhadnout p-valuaci. Vznikdvaji tim relativné nevabné vyrazy s dolnimi
celymi ¢astmi — obcas je staci odhadnout, jindy je tfeba preciznéjsi pristup. Zakladni
pomuckou je Legendreova formule, zbylé dvé véticky jsou jen trochu specializovana
tvrzeni plynouci z ni.

Tvrzeni. (Legendreova formule) Pro kaZzdé pfirozené ¢islo n plati

vp(nl) = i LZJ .

Jj=1

Poznamka. Soudet v predchozi vété je sice forméalné nekoneény, ale pro libovolné
p a n budou od néjaké chvile vsechny ¢leny nulové.

Véta. Necht s,(n) znadi ciferny soucet pfirozeného ¢isla n v soustavé o zdkladu p.
Potom plati v,(n!) = %pin)
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Véta. (Kummer) Kombinaéni ¢islo (Z) ma p-valuaci rovnou poctu ,,prenosi jed-
nicky do vyssiho radu“ pri séitani k a n — k pod sebou v soustavé o zakladu p.
Uloha 6. Pro prvodislo p plati p™ { ((p — 1)n)!.

Uloha 7. Plati v,(n!) < U;%}J

Uloha 8. Najdéte vSechna piirozena n, pro néz va(n!) =n — 1.
Uloha 9. Pro libovolné celd nezédporna m, n je
(2m)!(2n)!
mlnl(n + m)!
celé cislo.

Uloha 10. Dokazte, Ze pro pfirozena n plati

(n+1)~lcm<<7g>, (’D <Z>> =lem(1,2,...,n+1).

Uloha 11. Dokaite, ze existuje konstanta c takova, ze pro libovolné piirozend a,
b, n splitujici a! - b! | n! nutné plati a + b < n + clogn. (Erdés)

Uloha 12. Pro piirozené n > 3 definujme posloupnost p¥irozenych &isel ar, .. ., ay
pomoci rozkladu

n! = pipy® Pk,
kde p; < pa < --- < pg jsou prvocisla. Najdéte vSechna n, pro néz je posloupnost
ai, ... ,qr geometricka. (MEMO 2017 T8)

Lifting the exponent (LTE)

Podkapitolou samou pro sebe jsou valuace na rozdilech mocnin. Z velké casti je
vystihuje lifting the exponent lemma (zkracené LTE), pfi jeho aplikovani je vSak
tfeba davat pozor na podminky. Hodi se také tusit néco o fadech prvkt modulo p.

Lemma. Necht je p libovolné prvodislo, m prirozené ¢islo a x, y celd Cisla takové,
Ze ptm,x,y, ale p | x —y. Potom v,(z™ — y™) = v,(z — y).

Lemma. Necht je p > 2 prvodislo a x, y celd ¢isla splilujici p { x,y, alep | © — y.
Potom v, (P — yP) = vy(z —y) + 1.

Cviceni. Co se na diikazu predchoziho lemmatu rozbije pro p = 27

Véta. (lifting the exponent lemma) Necht je p liché prvocislo, n pfirozené ¢islo a
x, y celd ¢isla spliujici p { z,y, ale p | x — y. Potom

vp (2" —y") = vp(x — y) + vp(n).
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Poznamka. Pokud je n liché, pak nahrazenim y za —y ziskdme obdobné tvrzeni i
pro soucet namisto rozdilu.

Cvicéeni. Najdéte priklady dosvédcujici, Ze pii vynechani jednoho z predpokladi
(lichosti p, délitelnosti p | z —y ¢i nedélitelnosti p 1 x, y) uz zdvér LTE nemusi platit.

Véta. (LTE pro dvojku) Necht je n sudé pfirozené ¢islo a x, y licha celd cisla.
Potom
v2 (2" —y") = v2(x —y) +v2(z +y) +vp(n) — 1.

Cviceni. Rozmyslete si, ze v LTE pro dvojku bude vidy pravé jedno z va(x + y)
rovno 1, takze se prava strana zjednodusi na

vo(x —y) + va(n) nebo  wa(x +y) + va(n).
Tvrzeni. BudiZ p prvocislo a necht p { a,b. Pokud je k nejmensi pfirozené ¢islo
splitujici p | a* — b*, pak pro pfirozené n plati p | a™ — b™ pravé tehdy, kdyz k | n.
Uloha 13. Je dano pfirozené k. Najdéte viechna pfirozena n spliujici 3 | 2" — 1.

Uloha 14. Pro liché prvoéislo p, pfirozené a a n > 2 plati p™ | a? — 1 pravé tehdy,
kdyz p"~ ! |a— 1.

Poznamka. (makroskopickd) Predchozi loha ilustruje, ze LTE fik4 ,zhruba to-
téz“ jako cykli¢nost multiplikativnich grup Z;k pro k > 2. V obojim se pfidani p do
exponentu projevi posunem piesné o 1 ,aroven“ vys, oboji fesi jen prvky nesoudélné
s p a v obojim je dvojka trochu ,rozbitd“ (ale ne zas tak moc).

Uloha 15. Dokazte, Ze pro kazdé pFirozené n lze zvolit pfirozené k tak, ze
7|28 43k 4k 1.
Uloha 16. Prvodislo p a p¥irozend a, n splituji 2P 4+ 37 = a™. Dokaizte, ze n = 1.
(Irsko)
Uloha 17. Pfirozen4 a, n, k splijin | (a—1)*. Dokazte n | a® ' +a" "2+ - -+a+1.

Uloha 18. Najdéte vSechny trojice (,y,p), kde =, y jsou piirozena ¢isla a p pr-
vocislo splnujici p* — yP = 1.

Uloha 19. Je dano bezétvercové! pfirozené n. Dokazte, Ze neexistuji nesoudélna
pfirozen4 ¢isla x, y splitujici (z + y)* | 2™ + y".

Uloha 20. Mg¢jme liché pifirozené n > 1 a nesoudélna piirozena a > b. Dokazte,
ze @™ — b™ ma prvociselného délitele, ktery nedéli a — b.

Uloha 21. Najdéte viechna piirozend n splitujici 2" | 3" — 1.
Uloha 22. Najdéte viechny dvojice piirozenych é&isel (a, b), které splituji b* | a®—1.

1Pfirozené ¢islo nazyvame bezétvercovym, pokud neni nasobkem zadného a? pro a > 1.
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Uloha 23. Najdéte viechna piirozend a, pro néz je 4(a™+1) tieti mocninou celého
¢isla pro kazdé prirozené n.

Uloha 24. Pokud pro piirozend a, b, ¢ plati ¢ | a® — b, pak uz i c |

a—b¢
b -

a—

Uloha 25. Budte a, b racionalni ¢isla. Pokud je a™ — b™ celé ¢islo pro nekoneéné
mnoho ruznych ptirozenych n, pak uz jsou obé a, b cela.

Uloha 26. Budiz k > 1 pfirozené &islo. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho
prirozenych n spliujicich
n 1" 42" 4 K"

Uloha 27. Najdéte vSechna piirozena n, pro ktera je 2"*+2(2" — 1) —8-3" 4 1
Ctverec. (Vietnam)

IMO alohy

Uloha 28. Najdi nejvétsi mocninu 1991, ktera déli &islo

11990

19901991"°% 4 199219917

(ISL 1991)
Uloha 29. Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel (n, k), které spliuji

(2F —1)(2F —2)(2F —4)... (28 —2FHy = nl.

(IMO 2019)
Uloha 30. Je dana nekoneéné posloupnost a1, az, as, ... piirozenych &isel takova,
ze
a a Cpp— a
“ 4 &2 I L 1 4
az as an a

je prirozené ¢islo pro vSechna n > k, kde k je néjaké pevné prirozené ¢islo. Dokazte,
7€ Qyp = Qp41 pro viechna n > m, kde m je néjaké pevné prirozené cislo.

(IMO 2018)
Uloha 31. Najdéte vSechny trojice (p, z,y), kde p je prvoéislo a x, y jsou piirozena
¢isla takova, ze 2P~ +y i z + yP~! jsou mocniny p. (ISL 2014)
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Navody

1. BUNO si sefad valuace, potom piimocafe poéitej.

vp(a) < ntl
n

2. a" | b"*! znamena <
vp(b)

. V podstaté totéz jde fict s logaritmem misto
valuaci.

3. Ogznac si p-valuace jednotlivych proménnych a rozebirej jejich mozné poradi.
4. AG nerovnost.

5. Chces nezaporné 2-valuace a 5-valuace. Dirichlet pomuze.

6. V Legendreové formuli zahod celé ¢asti.

7. Ukonci soucet u indexu j = k takového, ze 1 < Jr < p a vyuzj |z] + [y] <
|z +y].

8. V nerovnostech z dikazu predchozi tlohy musela vSude nastat rovnost.

9. Odhadni zvl4st kazdy ¢len

] )- Lol [5

z Legendreovy formule.

10. Vyuzij Kummerovu vétu. Pokud «a = v,(n + 1), pak n + 1 zapsané v soustavé
o zakladu p kon¢i o nulami.

11. Délitelnost dava nerovnost (t¥eba) 2-valuaci. Vhodné odhadni celé ¢asti v ne-
nulovych ¢lenech, téch je asymptoticky logn.

12. Hodi se Bertrandav postulat: pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo
p splitujici n < p < 2n.

13. Piimocaie pouzij LTE. Pozor na predpoklady!

14. Nezapomen na predpoklady LTE. Hodi se mald Fermatova véta: a? = a
(mod p) pro kazdé a.

15. Vol k tak, aby vznikly dvé LTEckové dvojice.

16. LTE néco povi o 5-valuaci. Dej pozor na piipad p = 2.

17. LTE na a™ — 1. Nezapomenite peclivé ovérit predpoklady.

18. Preved yP na pravou stranu a podivej se na p-valuaci.

19. Chces aplikovat LTE a vyuzit v,(n) < 1, dej v8ak pozor na degenerované
ptipady souvisejici s dvojkou.

20. Ma-li a™ —b" pouze prvociselné délitele, kteri déli a —b, pak dovedes odhadnout
vSechny p-valuace.

21. Rozkladej 3" — 1 = (3"/2 +1)(3"/2 — 1), dokud to jde.

NV,

22. Nejtézsi ¢ast: dokaz, Ze nejmensi prvocislo p | b také déli a — 1. Potom rozlis
paritu p, pouzij LTE a peclivé odhadni n — v,(n).
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23. Pokud m4 4(a™ + 1) lichého prvodéiselného délitele p, podivej se na 4(a?™ 4+ 1).
24. Pro kazdé prvodislo p | ¢ rozli§ pfipady dle toho, zda p | a — b a zda p | a,b.

25. Predpokladej, ze spoleény jmenovatel mé prvociselného délitele, a najdi spor.
Hodi se tusit néco o fadech prvkid modulo p.

26. Zkus n = p™, trik je ve spravné volbé lichého prvocisla p. Zkus pouzit LTE na
yzrcadlové® Cleny.

2

27. Pojmenuj si ¢tverec a® a uprav na soucin. Potom zkoumej 3-valuaci, zbav se a

a omez n.
28. Prosté si vyrob LTEckovy tvar a moc se s tim nepére;j.

29. Pomoci 2-valuace a 3-valuace omez k, zbytek dorozeber.

30. Staci ukézat, ze nepribyvaji nova prvocisla a vSechny p-valuace jsou od néjaké
chvile nerostouci. Rozli§ pfipady podle toho, zda nékdy (za indexem k) nastane
vp(an) = vp(ar).

31. Priprav se na spoustu rozebirani rozbitych pripadi. Hlavni myslenka je hledat
velké valuace p v rozdilech y — x potazmo yP — xP.
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Barveni graft

PETR GEBAUER

ABSTRAKT. V prednésce se budeme vénovat barveni vrchold resp. hran grafi co
nejmensim pocétem barev tak, aby sousedni vrcholy resp. incidentni hrany nebyly obar-
veny stejné.

Umluva. Vsechny grafy v této prednasce budou kone¢né a neorientované.

Zacneme intuitivnim vysvétlenim pojmu. Vrcholové obarveni grafu je prifazeni
barvicky kazdému vrcholu tak, aby zZadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny
stejné. Analogicky, hranové obarveni je piifazeni barvicky kazdé hrané tak, aby
74dné dvé incidentni hrany nemély stejnou barvu. O grafu fekneme, Ze je (vrcholové)
k-obarvitelng, pokud méa vrcholové obarveni k barvami. Déle (vrcholovou) barevnosti
grafu G nazveme nejmensi k takové, ze G je k-obarvitelny. Analogicky definujeme
pojmy hranové k-obarvitelny a hranovd barevnost.

Barevnost rovinnych graft

Graf nazveme rovinnygm, pokud jej 1ze zakreslit do roviny bez kfizeni hran. Pokud
mame néjaké rovinné nakresleni grafu, budeme jeho sténou nazyvat kazdou oblast
uzavienou mezi nakreslenimi hran.

Véta. (Eulerova formule) Méjme rovinné nakresleni souvislého neprazdného grafu
G a necht s je pocet jeho stén. Potom plati |Vg| — |Eg| + s = 2.

7 Eulerovy formule plyne zajimavy odhad na pocet hran neprazdného rovinného
grafu: |Eg| < 3|Vg| — 6. Kazd4 hrana totiz sousedi s maximalné dvéma sténami,
a pokud je stén vic nez 1, kazda sousedi s alespon tfemi hranami, zbytek ziskdme
apravou nerovnosti. To znamend, Ze prumérny stupen v takovém grafu je méné nez
6, coz znamenad, ze musi obsahovat néjaky vrchol stupné maximéalné 5 Rozmyslete si,
pro¢ jsem nepotieboval souvislost. Toho vyuzijeme v nasledujicich dvou dikazech.

Véta. (o 6 barvach) Kazdy rovinny graf je 6-obarvitelny.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle poc¢tu vrchold. Pokud ma graf maxi-

malné 6 vrchold, staci kazdému vrcholu prifadit jinou barvu. Pfedpokladejme tedy,

ze tvrzeni plati pro grafy na n vrcholech, a mé&jme graf G na n +1 Vime, Zze G musi

obsahovat néjaky vrchol v, ktery méa stupen maximalné 5. Protoze G — v je rovinny
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na n vrcholech, existuje z indukéniho predpokladu néjaké jeho obarveni 6 barvami.
V tomto obarveni jsou sousedi v obarveni maximalné péti barvami, takze v mizZeme
obarvit tou Sestou, ¢imz dostaneme obarveni G. O

Definice. Délenim grafu G nazveme graf, ktery vznikne z G nahrazenim nékterych
hran cestami (délky alespon 1).

Véta. (Kuratowského) Graf je rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje déleni Ky ani
K3 3 jako podgraf.

Véta. (o 5 barvach) Kazdy rovinny graf je 5-obarvitelny.
Dikaz. Dikaz bude podobny jako ten minuly, ale indukéni krok bude trochu slo-

nez pét, mizeme postupovat stejné jako minule, predpoklddejme tedy, ze mé stu-
pent 5. Kdyby mezi kazdymi dvéma jeho sousedy vedla hrana, byl by K5 podgraf
G, tudiz G by nemohl byt rovinny. Méjme tedy néjaké dva vrcholy x, y sousedici
s v, které spolu nesousedi. Déle mé&jme graf G’, ktery vznikne z G odebranim v a
pridanim hrany zy. Pak G’ je také rovinny. Zkontrahujme v ném hranu xy, ¢im?
dostaneme opét rovinny graf na n — 2 vrcholech, ktery je z indukéniho predpokladu
5-obarvitelny. Op&tovnym rozkontrahovanim hrany zy dostaneme obarveni G’, ve
kterém maji z, y stejnou barvu. To znamena, Zze na v ndm opét alespon jedna barva

zbyla. |
Véta. (o 4 barvach) Kazdy rovinny graf je 4-obarvitelny.

Horni odhady na barevnost obecnych grafii

Véta. (Brooksova) Necht G je souvisly graf, ktery neni Gplny, ani lichd kruznice,
a necht A je jeho maximalni stuperi. Pak G je A-obarvitelny.

Nez pfistoupime k samotnému dikazu, potfebujeme si zadefinovat jeden pojem:

Definice. Vrcholovy Tez v grafu G je mnozina R C Vg takova, ze G — R je nesou-
visly. Déle (vrcholovad) souvislost grafu je velikost nejmensiho vrcholového fezu v ném
(pokud takovy Fez existuje). Pro uplny graf na n vrcholech se vrcholova souvislost
typicky dodefinovava jako n — 1.

Diikaz. Pro sudé kruznice tvrzeni ziejmé plati. Pro ostatni grafy budeme postupo-
vat indukci podle poc¢tu vrchold. Pro tfi vrcholy se musi jednat o cestu délky dva.
Pro indukéni krok rozlisime nékolik pripadi podle vrcholové souvislosti:

e Vrcholové souvislost jedna: Necht v tvoii v G Fez. Rozdélime G podle tohoto
fezu na dvé komponenty a v kazdé nechame kopii v. Kazdou komponentu
pak obarvime z indukéniho pfedpokladu a pfepermutujeme v ni barvy tak,
aby nakonec v byl ve vSech komponentach obarven stejné. Pak komponenty
opét spojime, ¢imz ziskdme obarveni G.
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e Vrcholova souvislost dva: Tento pfipad bude podobny, jen trochu slozité&jsi.
Necht u, v tvoii fez v G, opét rozdélime G podle tohoto fezu a do kazdé
komponenty si ddme kopie obou vrcholt a tyto komponenty obarvime z in-
dukéniho predpokladu. Pokud maji v obou komponentach u a v navzajem
stejnou barvu, miZeme opét pfepermutovat barvy a provést spojeni. Stejné
tak pokud u a v maji v obou komponentidch navzajem rtiznou barvu. Déle
tedy pfedpokladejme, ze maji v jedné komponenté stejnou barvu a v druhé
raznou. Oznac¢me jako wuq, vy ty kopie, které maji stejnou barvu a jako us,
vg ty kopie, které maji riznou barvu. Pokud alespon jeden z uq, v; ma stu-
pefi maximalné A — 2, muZeme ho piebarvit, ¢imz budou mit kopie u, v
v obou komponentéach rtiznou barvu. V opa¢ném piipad€ maji ui, vy stupen
oba A — 1 a ug, vo maji oba stupen jedna. ProtoZe G neni kruznice a je
2-souvisly, ma maximalni stupen alespon tfi. Soused us nam zakazuje jednu
barvu a soused vy druhou, tudiz mizeme us, vo oba obarvit tou tfeti barvou
a pak budou kopie u, v mit v obou komponentach rtiznou barvu.

e Vrcholova souvislost alespon tfi: Tento pfipad vyfeSime uUplné jinak a ne-
budeme vibec potfebovat indukéni predpoklad. Najdeme v G vrcholy z, v,
které nesousedi, ale maji spoleéného souseda z. Dale usporadame vrcholy G
tak, ze x, y budou Uplné vlevo, z Gplné vpravo a mezi nimi budou ostatni
vrcholy tak, aby kazdy mél alespon jednoho souseda vpravo od sebe. Pak bu-
deme vrcholy barvit zleva doprava A barvami, pfi¢emz x, y obarvime stejné
a dal barvime hladové. |

Tento odhad neni pro nékteré grafy prili§ blizko skute¢né barevnosti, napt K,
ma maximalni stupen n, ale je 2-obarvitelny. Na druhou stranu existuji libovolné
velké grafy, pro které je tésny.

Cvicéeni. Pro kazdé A > 2 najdéte souvisly graf s maximalnim stupném A, ktery
neni ani Gplny, ani licha kruznice, a jehoZ vrcholova barevnost je rovna A.

Véta. (Vizingova) Necht G je graf s maximalnim stupném A. Pak G je hranové
(A + 1)-obarvitelny.

Diikaz. Méjme obarveni nejvétsiho mozného podgrafu G pomoci A barev a piedpo-
kladejme, Ze tento podgraf neobsahuje néjakou hranu zyy € E¢. Vytvorime obarveni
vétsiho podgrafu, a tim dostaneme spor. Kazdy vrchol u sebe musi mit volnou ale-
spon jednu barvu. Najdeme tedy nejdelsi moznou posloupnost rtéiznych hran xyg,
Ty, - .. , TYr takovou, Ze zy; je obarvena barvou, ktera je volna u zy;_1. Vrchol yy
musi mit volnou néjakou barvu a.

Pokud je a volnd i u x, mizeme hranu xy; prebarvit na «, ¢imz se nam jeji barva
uvolni pro zyi_1, jejiz prebarveni uvolni barvu pro xyi_o atd., az prebarveni xy;
uvolni barvu pro dosud neobarvenou zyg, ¢imz dostaneme kyzené vétsi obarveni.

Pokud je barvou « obarvena néjaka hrana z x rtzna od xyi, ..., Tyrp—1, lze
posloupnost zyg, ..., zyi prodlouzit o tuto hranu, coz je spor s jeji definici.

Zbyva nam tedy piipad, kdy je barvou a obarvena nékterd z hran xy; pro
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j€{l,...,k—1}. Necht § je barva volnd u z. Podivejme se na podgraf tvofeny
hranami s barvami «, 8. Kazda jeho komponenta musi byt bud cesta, nebo kruz-
nice. Specialné komponenta obsahujici x musi byt cesta, protoze do x nevede zadna
hrana obarvenad (. Ozna¢me jako z druhy koncovy vrchol této komponenty a pro-
hodme na této cesté barvy. Pokud je z = y;_1, musela do né&j vést hrana obarvena
B, takze po prohozeni barev je u y;—1 volnd B, kterd je ale ted pouzitd na zy; —
tam se moc nezménilo. Ted je ale u x volna «, takze miZeme piebarvit posloupnost

Yo, - - -, XYk jako v prvnim pripadé. Pokud naopak z # y;_1, je nyni o volnd u x i
yj—1, takZe miZzeme prebarvit posloupnost xyg, ..., y;—1. V obou pfipadech jsme
dostali vétsi obarveni, a tedy spor. O
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To nejlepSi ze stereometrie

VERCA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Stereometrie znaméa ze Skoly se zabyva prevazné urcovanim objemu a
povrchu téles a konstrukcemi fezii. Stereometrie je vSak mnohem S$irsi téma. Pfispé-
vek uvadi dvacet netradi¢nich trikovych uloh vSech obtiznosti. Obsahuje téz struéné
navody k fesenim.

Lehké alohy

Priklad 1. Rovina protind hrany AB, AC, CD ¢&tyfsténu ABCD. Které vSechny
hrany jesté protina?

Priklad 2. Lze meloun rozdélit na dvé ¢asti tak, aby po snédeni jeho vnitiku zbyly
t1i kusy slupky?

Priklad 3. Krychli 3 x 3 x 3 chceme rozkrajet na 27 jednotkovych kosticek, pticemz
po kazdém fezu mutzeme vSechny doposud vzniklé ¢asti libovolné preskladat. Kolik
fezl je na to miniméalné potieba?

Priklad 4. Jsou dény dvé brambory libovolného tvaru a velikosti. Dokazte, Ze lze
vytvarovat drat tak, aby se dal tésné prilozit ke kterékoliv z nich.

Nesnadné alohy

Priklad 5. Je dén kuZel s vrcholem V a bodem A na kraji podstavy o poloméru
jedna a |V A| = 3. Beruska leze nejkrat$i moznou cestou z bodu A po plasti kuzele
opét do bodu A tak, ze obleze cely kuzel. Urcete, v jaké vzdalenosti od V je beruska
ve chvili, kdy je k V nejblize. (PraSe 26-3-5)

Priklad 6. Je dan étyistén ABCD. Body B, C, D vedme postupné roviny kolmé
na AB, AC, AD a ozna¢me A’ jejich priisecik. Body B’, C’, D’ definujeme obdobnaé.
Ukazte, ze ¢tyistény ABCD a A’B'C'D’ jsou shodné. (PraSe 26-3-8)

Priklad 7. Vrcholy pravidelného ¢tyfsténu jsou obarveny zelenou barvou. Nejdiive
obarvime zelené vSechny body, které lezi na piimce s nékterymi dvéma zelenymi,
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nasledné provedeme tutéz operaci jesté jednou. Jsou ted vSechny body prostoru
zelené? (Prase 29-7-4)

Priklad 8. Lze prostor roziezat na jednotkové krychle tak, aby existovala krychle,
ktera zadnou celou svou sténu nesdili s pravé jednou krychli? (Turnaj Mést)

Priklad 9. Lze do krychle vyvrtat takovou diru, aby skrz ni bylo moZno prostréit
druhou stejné velkou krychli?

Priklad 10. V prostoru je dan bod. Jaké je nejmensi n takové, Ze do prostoru
lze rozmistit n disjunktnich kouli (neobsahujicich onen bod) tak, aby zcela zakry-
valy vyhled z tohoto bodu (tj. aby libovolnd polopfimka z néj vychéazejici protinala
alespoii jednu z kouli)?

Priklad 11. Existuji v prostoru krychle a rovina tak, Ze vzdalenosti vrcholl této
krychle od dané roviny jsou (v néjakém porfadi) ¢isla 1,2,...,87?

Priklad 12. V prostoru jsou dany dva rtzné velké pravidelné dvacetistény tak, ze
nékterych Sest z jejich vrcholi tvoii vrcholy pravidelného osmisténu. Urcete pomér
velikosti dvacetistént. (Sharygin 2010)

Uloha 13. Krychle 20 x 20 x 20 je slozena z 2000 kvadiiki tvaru 2 x 2 x 1. Ukazte,
7e ji 1ze propichnout jehlou, kterd bude prochézet protéjsimi sténami a nepropichne
zadny kvadiik. (Turnaj Mést 1988)

Priklad 14. V prostoru je ddno n jednotkovych kouli. Na kazdé z nich obarvime ty
body, ze kterych neni vidét zadna z ostatnich kouli. Dokazte, ze soucet vybarvenych
ploch je roven povrchu jednotkové koule.

Obtizné alohy

Priklad 15. Na letisti se za zavazadla (tvaru kvadru) plati Gmérné tomu, jaky
maji soucet délek svych tfi rozmeéri. Lze uSettit tim, Ze své zavazadlo zabalime do
jiného? Tedy existuji kvadry K a L takové, ze K se vejde do L a pfitom ma K veétsi
soucet délek hran nez L7

Priklad 16. Existuje mnohostén P a bod O mimo néj tak, Ze z bodu O neni vidét
zadny vrchol P?

Priklad 17. Ukazte, Ze existuje 2021 konvexnich mnohostént, které 1ze umistit do
prostoru tak, aby se kazdé dva dotykaly a pfitom zadné t¥i nemély spoleény bod.
(PraSe 29-8-7b)

Priklad 18. Uvnitf jednotkové koule se stfedem O je dan konvexni n-stén P obsa-
hujici O. Ukazte, Ze soucet vzdalenosti O od stén P je nejvyse n—2. (Rumunsko)

Priklad 19. Urcete nejmensi pocet prken o $ifce 10 cm, jimiz lze zakryt studnu
o priméru 1 m. Prkna lze klast pfes sebe.
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Priklad 20. Lze mezi dvé rovnobézné roviny umistit nekoneéné mnoho shodnych
konvexnich mnohostént tak, aby se po odstranéni rovin zadny mnohostén nemohl
pohnout bez toho, Ze by se pohnuly i n&jaké jiné? (Moskva 2000)

Navody

Na kterych stranach od roviny lezi které body?
Ano.
Podivejte se na prostfedni krychlicku.

Myslenkové brambory protnéte.

1

2

3

4

5. Rozstiihnéte plast podle V A.
6. Vyfeste analogii ve 2D.

7. Ne, existuji pravé 4, které nejsou obarvené.
8. Ano.

9. Ano. Podivejte se podél télesové thlopricky.
10. Jsou potieba 4.

11. Ano, pouZijte bindrku a najdéte rovinu, kterd ma vzdalenosti 0,1, ..., 7.

12. Rozmyslete si, ze nemtzou byt 4 a vice bodi z jednoho dvacetisténu. Najdéte
dva rovnostranné trojuhelniky v dvacetisténu.

13. Je 3-192 moznych vpichii a zadny nemtize byt narusen jen jednim kvadiikem
(parita).

14. Vezméte rovinu libovolného sméru se vSemi sférami na jedné strané a rovno-
bézné s ni pohybujte, dokud se nedotkne néjaké sféry.

15. Neexistuji.

16. Existuje, nejprve to zkus s vice mnohostény a pak je spojte.

17. Zkuste to nejprve s 2021 tseckami ve 2D.

18. Vzpomente si, ze povrch vrchliku jednotkové koule je 27-h, kde h je jeho vyska.
19. Je jich potieba alesponi 10. Promitnéte prkna do povrchu néjakého télesa.

20. Jde to, skladejte tam Ctyistény.
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Dalsi navody
1. Protina jesté BD.

2. Uvazte valcovou diru skrz.

3. Na samotnou prostiedni krychlicku je potfeba Sest fezi a Sest zfejmé staci. Lze
téz pozorovat velikost nejvétsiho dilu.

5. Nejkratsi cest je tsecka AA’. Dopocitanim vyjde vzdédlenost 1, 5.
6. Thaletova kruznice/sféra a stfedova soumérnost.

7. Postavte si ¢tyfstén stranou AB dolit a C'D nahoru. Body na roviné obsahujici
CD, které je rovnobézna s AB neumime obarvit pomoci bodu na téchto dvoupiim-
kach.

4 body které neumime obarvt jsou pravé priniky 3 rovin, které zikame jako vyse
s jinou kombinaci stran.
8. Vydlazdéte prostor standardné, vyberte si jednu krychli a ,rozposurite“ Sest
prilehlych neprotinajicich se ,komint“.
9. Vidime Sestithelnik o strané délky % do kterého se vejde ¢tverec o strané délky
jedna.

10. Analogie ve 2D. Opiste bodu ¢tyfstén a vyhled pfes kazdou sténu zakryjte
jednou kouli (o0 hodné rtznych polomérech). Uvédomte si, Ze t¥i koule nestadi.

11. Rovina x+2y+4z = 0 se ,odklani“ od smért os rychlostmi v poméru 1: 2 : 4.
Cisla 0 az 7 lze zapsat ve dvojkové soustavé. Rovinu lze o 1 vzdalit.

12. ZAadné t¥i vrcholy dvacetisténu netvoii pravotihly rovnoramenny trojuhelnik,

takze ,délba‘“ vrcholti osmisténu musi byt 3 : 3, a to na dva rovnostranné. Dvacetis-

tén obsahuje rovnostranné trojuhelniky jen dvou velikosti, pomér jejich velikosti je

jako thlopticka pravidelného pétithelniku ku strané, tedy %(\/5 +1).

13. Zaroven kazdy kvadiik blokuje jediny vpich. Koneéné 3-192-2 = 2166 > 2000.

15. Uvazte objemy e-okoli obou kvadri. Pro kazdé ¢ je objem e-okoli vnéjsiho kva-

dru vétsi (obsahuje e-okoli toho vnitfniho uvnitf sebe), takze (ivahou o obrovském

¢) musi mit vétsi koeficient u vedouciho ¢lenu 2 (éleny s £ se odectou).

16. Ke kazdé sténé krychle prilepte rovnobézné s jistymi jejimi hranami dlouhou

tenkou desticku tak, aby se jeji konce pifi pohledu ze stfedu krychle ,schovaly*

za desticky pfilepené k jinym sténam. Odmyslete si krychli a Sest desticek spojte

,mosty“, které nebudou z jejiho stredu vidét.

17. Usecky rozsiite na konvexnich mnohotihelniky ve 3D, které budou vsechny

svislé a kazdy dalsi se bude dotykat vSech predchozich ,zespodu“. Mnohotihelniky

poté dopliite na velmi placaté jehlany.

18. Vrchliky odfezané vSemi sténami zakryvaji (s pfekryvem) povrch celé koule,

takZe soucet jejich povrchu je vétsi nez 47 a soucet jejich vysek nez dva.

19. Uvazme polokouli nad studnou. Svisly priamét kazdého prkna urcéuje kulovy

polopés o pevném povrchu (ten totiz zévisi jen na tloustce pasu, nikoliv na jeho pozici
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— odecitame kulové vrchliky). Je potfeba zakryt celou polokouli, tedy je potfeba
alespon deset prken. Tolik staci.

20. Skladejte pravidelné ¢tyfstény do jedné vrstvy do jakési miizky tak, aby mély
jednu hranu ,dole“ a jednu ,nahofe” a byly do sebe ,zaklinéné“.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je takika beze zmén pievzat od Pepy Tkadlece, ktery jej vytvoril
na soustedéni v Oldfichové (2012) a kterému timto dékuji.
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Teorie her

LENKA KOPFOVA

ABSTRAKT. Teorie her obecné zkouma rozhodovani v situacich, kde mame vice hracéa,
ktefi se navzajem ovliviuji. V tomto pfispévku se podivame predevsim na hry, v nichz
se vSichni hraci rozhoduji najednou. Podivame se také na zub Nashovu ekvilibriu a
strucné si nacrtneme, jak za témér jednu stranku dikazu ziskal John Forbes Nash Jr.
Nobelovu cenu.

Hry v normalnim tvaru

Definice. Hra v normdlnim tvaru je trojice (P, A, u), kde:

(i) P je mnozina n hraéy,

(i) A= A; x--- x A,, pfiemz A; je mnoZina dostupnych akci hrace i,

(iii) w = (uq,...,uy) je n-tice, kde u; : A — R je hodnotici funkce hréce i.

Strategie je obecné predpis pro hrace, jak se zachovat. Strategii hrace i budeme
znacit s;.
Definice. Ryzi strategie hrace ¢ jsou prvky mnoziny jeho dostupnych akci A;.
Definice. Smisend strategie hrace i je libovolna pravdépodobnostni distribuce nad
A;. Tedy pokud |A;| = k, pak lze smiSenou strategii s; zapsat jako k-tici nezapornych
¢isel (s;(a1),...,si(ar)), kde Zlf si(aj) = 1. Vyraz s;(a;) pak predstavuje pravdé-
podobnost, se kterou hrac¢ i vybere akci a;.

Poznamka. Na ryzi strategii se dd nahliZzet jako na specidlni pfipad strategie
smisené.

Definice. Mg&jme hru v normalnim tvaru a necht hra¢ j hraje podle smiSené stra-
tegie s;. Ocekavand vyhra hrace i pak je

ui(s)= > uia) H s;(a;).

(a1,...an)€A
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Piiklady

Priklad. (kdmen, ntizky, papir)

TEORIE HER

Piiklad. (véziiovo dilema)

Priklad. (matching pennies)

Priklad. (manzelsky spor)

Pfiklad. (hra na zbabélce)

’ H kamen ‘ nuzky papir
kamen 0, 0 -1, 1 1, -1
ntzky 1, -1 0, 0 -1,
papir -1, 1 1, -1 0,

’ H zapirat zradit
zapirat | —3, —3 —25, —1
zradit -1, —25 —10, —10

panna orel
panna 1, -1 -1, 1
orel -1, 1 1, -1
’ H box opera
box 2, 1 0, O
opera 0, O 1, 2
’ H thyb rovné
thyb 0, O -1, 1
rovné 1, -1 —-10, —10

38




LENKA KOPFOVA
Nashovo ekvilibrium

Definice. Nejlepsi odpovéd hrace i vzhledem ke strategii ostatnich hraca s_; je
smiSend strategie s; takova, Ze w;(s;,s—;) > w;(s}, s—;) pro libovolnou smiSenou
strategii s/.

Nejlepsi odpovéd tak ¥ik4, jakou strategii bychom méli jako -ty hrac zvolit, pokud
zname strategie ostatnich hraci.

Definice. Nashovo ekvilibrium hry v normalnim tvaru je takovy soubor strate-
gii (s1,...,8,), Ze pro kazdého hrace i je s; nejlepsi odpovédi na soubor strategii
ostatnich hraca s_;.

Nashovo ekvilibrium je tedy v néjakém smyslu rovnovazny stav hry. Pokud totiz
pro i-tého hrace zafixujeme strategie ostatnich hraci, tak zménou svoji strategie ni-
kdy neziska vyssi hodnotu. Protoze toto plati pro vSechny hréace, nikomu se nevyplati
svou strategii meénit.

Poznamka. Pii hie dvou hra¢i je policko ryzim Nashovym ekvilibriem, pokud
v daném fadku nikde neni vétsi vyplata pro druhého hrace a v daném sloupci nikde
neni vétsi vyplata pro prvniho hrace.

Nashova véta

Véta. (Brouwerova o pevném bodu) Méjme kompaktni konvexni' mnozinu X v R?
a spojitou funkci f : X — X. Pak existuje bod z¢ € X takovy, Ze f(xo) = xo, tedy
o je pevny bod zobrazeni f.

Véta. (Nashova) Kazd4 hra v normalnim tvaru md Nashovo ekvilibrium.

Dikaz. (ndznak) Uvazujme mnozinu piipustnych akei i-tého hréce A; jako mnozinu
k bodii v obecné poloze v R¥~1, kde k = | 4;|. Pak mnoZina smiSenych strategii hrace
1 odpovida konvexnimu mnohosténu s vrcholy ve zvolenych bodech — oznac¢me jej
S;. Pro kazdého hréace ¢ a jeho akci a; € A; definujme funkci

Pia,(s) = max {0, ui(a;,s_;) —ui(s)}.

Koneéné definujme funkci f: S — S, kde S =57 x -+ x S,,, pfedpisem f(s) = s,
kde

o(ai) = si(@i) + ¢iai(s)  _ 8i(ai) + @ials)
T (sib) +ein(s) 1+ X (in(s))
b€A; b,€A;

Timto mame kompaktni konvexni mnozinu S a na ni definované spojité zobrazeni
f. Staci si tedy rozmyslet, ze pevny bod pfi daném zobrazeni odpovidda Nashovu

1Ve skute¢nosti nam staéi, ze danid mnoZina neni dérava.
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ekvilibriu. Pak dle Brouwerovy véty existuje pevny bod, a tedy i Nashovo ekvilib-
rium. O

Nasledujici lemma lze pouzit k ditkkazu Brouwerovy véty.

Lemma. (Spernerovo) Méjme trojihelnik ABC' a néjakou jeho triangulaci T'. Vi-
choly T obarvéme libovolné ¢ervenou, zelenou a modrou tak, aby body na AB nemély
¢ervenou barvu, body na BC' nemély zelenou barvu a body na C A nemély modrou
barvu. Potom v T existuje riiznobarevny trojihelnik.

Trochu nahodné priklady

Piiklad 1. (Cournottv model) Mé&jme dvé firmy, které chtéji vyrabét plySova tu-
letidtka, a necht jsou zaddny parametry a, b, c. Kazdd z firem si zvoli mnoZstvi
tulenatek, které vyrobi — tato mnozstvi ozna¢me ¢; a ¢o. Naklady na vyrobu jed-
noho tulenatka pritom udava parametr c. Poté se spocte prodejni cena tulenatek
jako p = a — b(q1 + g2). Kolik tulenidtek ma vyrobit druhé firma, pokud vi, kolik jich
vyrobi prvni firma? Jaké je Nashovo ekvilibrium?

Priklad 2. Méjme zadanou néjakou dopravni sit jako orientovany graf s cenami.
Hrac ¢ mé zadané dva vrcholy s;, t;, které chce propojit. VSichni hraci si naraz zvoli
cestu, kterou dané dva vrcholy spoji. Nasledné musi kazdy hrac¢ za stavbu cesty
zaplatit, pricemz pokud je néjakd hrana sdilena vice hraci, tak se jeji cena rozdéli
mezi né. Jaka jsou Nashova ekvilibria pro nasledujici grafy?

(D)
. 1//\

O, ® ORONORND
@ l+e¢

Priklad 3. Na ulici se nachézi n > 2 lidi, ktefi si v§ichni v§imnou zranéného muze.
Kazdy ¢lovek bud muZi pomuze, nebo ne. Pokud nikdo nepomtiZe, vSichni dostanou
vyplatu 0. Pokud nékdo pomiize, tak ti, co nepomohli, dostanou vyplatu 1, zatimco
ti, co pomohli, dostanou vyplatu 1 — ¢ pro ¢ € (0,1). Jaké je symetrické Nashovo
ekvilibrium?

Literatura a zdroje

[1] Martin Balko: Algorithmic game theory, Pfednéska a cviceni MFF, 2020/21.
[2] Tim Roughgarden: Stanford lecture, https://timroughgarden.org/f13/f13.html
[3] Al¢a Skalova: Teorie her, seridl 32. ro¢niku.
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Celé Casti

JOSEF MINARIK

ABSTRAKT. Prispévek popisuje zakladni vlastnosti funkci celd a zlomkova ¢ast éisla.
Krom definice a popisu zékladnich vlastnosti pfispévek obsahuje také mnoho ptikladu
na zakladni typy tloh souvisejicich s témito funkcemi.

Definice. Jako funkci |z] definujeme (zjevné jednozna¢né dané) celé ¢islo, pro
které plati |z] < x < [z]| + 1. Toto €islo pak nazgvame dolni celou ¢dsti x (slovicko
»dolni“ se obcas vynechava).

Definice. Zlomkovd (n&kdy téZ neceld nebo desetinnd) ¢dst ¢isla x se definuje jako
{z} =2 —[x].

Tedy naptiklad [1,17] = 1, {1,17} = 0,17, |—3,7] = —4, {-3,7} = 0,3. Dtlezité
je, ze funkce celd ¢ast neni zaokrouhlovani. Zaokrouhlovani je ve skutec¢nosti funkce
Lx + %J Dolni celd a zlomkova ¢ast maji mnoho vlastnosti, které jsou sice obvykle
vice ¢i méné ziejmé, ale rozhodné se hodi mit je na paméti.

Tvrzeni. Pokud x ay jsou realna ¢isla a n celé cislo, pak plati nasledujici tvrzeni.
(i) [z+n]=|z]+n

)

(iii) Dolni celd ¢ést je neklesajici funkce, tj. pokud © <y, pak || < |y].

(iv) 2]+ y] < |z +y] < |z]+|y] +1.

(Vg {z+y} <{z} +{y}.
)
)
)

Doporucuji ¢tenafi se nad vSemi tvrzenimi alespon na chvili zamyslet a uvédomit
si, ze plati.

Skédkani a intervaly

Jednou ze zékladnich vlastnosti celé ¢asti je, ze je ,zblizka konstantni®, tj. méni
svou hodnotu jen pii prechodu pfes celé ¢islo, coz se nestavé prilis ¢asto. Toho se
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da vyuzit pro diikaz mnohych vztaht, a to hned dvéma zptsoby. Prvnim je ,ska-
kani“. To spociva v dikazu indukci, ve kterém vyuzivame tvrzeni typu ,tento ¢len
se neméni/méni konstantné, s vyjimkou pfipadu, kdy ...“ Druhy zptisob spociva
v rozdéleni ¢isel do skupin (dle zlomkové ¢asti ¢i velikosti) tak, aby vyraz, se kterym
pracujeme, byl v celém intervalu konstantni. Poté bud projdeme vSechny moznosti,
nebo to prosté vyfesime algebraicky v obecném intervalu.

Uloha 1. Jako a, si ozna¢me n-té nejmensi prirozené cislo, které neni étverec.
Ukazte, ze

1
an = Ln +v/n+ 2J :
Uloha 2. Pro viechna prirozena c¢isla n > 2 dokazte rovnost
[Vn] + [ Vn] 4+ [¥/n] = [logyn| + [logzn| +--- + [log, n|.

(iKS 2013/2014)

Uloha 3. Pro vsechna realna é&isla x a pfirozena ¢isla n dokaZte rovnost
1 n—1
|| + {x—i—nJ +--+ {x—i—nJ = |nz].

(Hermite)

Uloha 4. Pro viechna realna x ukaZte rovnost

T Tz +2 r+4 T z+3
- ) ) - )
Uloha 5. Pro vSechna pfirozena n ukazte rovnosti

() |[Vrn+vn+1] = |VAn+1] = [V4n + 2] = [V4n + 3], (Kanada 1987)
(i) [Vo+vn+1++vVn+2]=|V9n+38]. (Tran 1996)

Rovnice a odhady

Pravdépodobné nejrozsifenéjsim druhem tloh zabyvajicich se celymi a zlomkovymi
¢astmi jsou rovnice. Obvykle plati, Ze pokud se v rovnici vyskytnou vSechny tii
&isla z, |z] a {z}, chcete se jednoho z nich zbavit pouzitim né&jakého tvaru rovnice
x = |z| + {x}. Obvykle se snazite zbavovat ¢lenu, ktery je ,nejjednodussi“ (méa
nejnizsi stupeii, rozndsobeni dd nejméné prace atp.). Pokud jsou na tom vSechny
priblizné stejné, byva obvykle nejlepsi zbavovat se ¢lenu . Divod je ten, ze o {z}
vite, Ze lezi na intervalu (0, 1), o |x| vite, Ze je to celé éislo, ale o = nevite skoro nic.
Pokud mate rovnici s ¢leny |z| a {x}, obvykle je spravn4 cesta cely vyraz odhadnout
shora a zdola pomoci 0 < {z} < 1, ziskat interval, ve kterém lezi |z| a protoZe je
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to celé ¢islo, staci vyzkouset vSechny moznosti. Obcas existuje i rychlejsi feSeni, ale
vétsinou byva dosti trikové.

Nakonec, pokud pracujeme s rovnici bez zlomkovych ¢asti, da se obcas pouzit
(dosti mlhavé) ,tvrzeni“ |x] = x. To ndm obdas poradi s tim co mame s rovnici
deélat. Pfi skuteéném dokazovani se poté vyuzije konkrétnéjsi tvar |z] <z < |z] +1

Uloha 6. Naleznéte viechna realna &isla = takova, ze |z]? + 4{x}? = 4z — 5.

Uloha 7. Naleznéte viechna realna &isla = takova, Ze

8 9 10

— =4 .
{z} o [z
Uloha 8. Naleznéte viechny trojice redlnych &isel (z,y, z) takové, Ze
v+ |yl +{z} =11,

lz] +{y} + 2z =22,
{z} +y+ 2] =33

(Rumunsko 1979, Austrélie 1999)

Uloha 9. Naleznéte viechna redlnd éisla o takova, ze |22 + 22| = |x|? + 2|z].
(Indie 2009)

Uloha 10. Naleznéte vSechny dvojice piirozenych ¢isel (a,b) takovych, ze
[ O
b al| ab '

Uloha 11. Nechf z je realné ¢islo. Ukaite, ze z je celé &islo pravé tehdy, kdyz pro
vSechna pfirozend Cisla n plati

(IMO shortlist 1996)

n(lz) + [na))

lz| + 22| + [3z] + -+ |nz]| = 5

Sudost a déleni

Dalsi z oblibenych typi tloh s celou a zlomkovou ¢4sti se zabyva délenim /délitelnosti

celymi ¢isly. Pokud jde o délitelnost, zajimé nas vétsinou délitelnost dvojkou. Uzi-

tecény trik v tomto pfipadé€ je binarni zapis. V tu chvili je totiz celd ¢ast ¢isla pred

desetinou ¢arkou a zlomkova za desetinnou éarkou. Sudost/lichost v tu chvili uréuje

posledni cifra pred desetinnou ¢arkou. Casto ovéem ani tento trik nepomtiize a je

tfeba mit jednoduse vhled do toho, jak celd ¢ast cisla funguje. Pokud jde o praci
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s celymi/zlomkovymi ¢astmi zlomku, uziteénym trikem je fakt, ze b-{a/b} je zbytek
po déleni ¢isla a Cislem b, zatimco [a/b| je pocet ndsobki b mensich nebo rovnych a.

Uloha 12. Ukaite, Ze nésledujici posloupnosti obsahuji nekone¢né mnoho sudjch
a lichych dcisel:

(1) a1 =2, ang1 = [Fan],

(i) a, = [2"V2] + [2"V3]. (Cina, 2008)
Uloha 13. Je ¢islo |(1 + v/2)%1%] sudé, nebo liché? (MKS 30-1-7)

Uloha 14. Pro dvojici nenulovych realnjch ¢&isel a, b plati, Ze pro libovolné p¥iro-
zené n je ¢islo |an + b] sudé. Ukazte, Ze a je sudé celé Cislo.

Uloha 15. Ukaite, Ze pro dvojici nesoudélnych pfirozenych ¢sel p, ¢ plati

{pJ+{2pJ+“_+{(q—l)pJ:(p—l)(q—l).

q q q 2

(Gauss)

Uloha 16. Necht p je prvoéislo a s je pfirozené ¢islo mensi nez p. Dokazte, Ze
s | p— 1 pravé tehdy, kdyz neexistuji pfirozend ¢isla m, n takova, ze m <n <p a

() <(z)<s
(USA 2006)

MySmas

Prestoze se v olympiddach a na soutézich nékteré druhy tuloh objevuji Castéji nez
jiné, kazdou chvili je zadéna absolutné originalni tloha. A co pak s tim? V tu chvili
jediny zpusob, kterym se da pripravit, je mit dobry vhled do daného oboru. A ten
se ziskd jen pocitanim dalSich originalnich piikladi. Dolni celd a zlomkova ¢ast jsou
nanestésti (nebo nastésti?) tak jednoduché funkce, 7e se na né daji vymyslet mraky
originalnich, neobvyklych a $taviiatych tloh.

Uloha 17. Naleznéte polynom P(z,y), ktery neni identicky rovny nule, ale zaroven
pro libovolné x plati P(|z], |2z]) = 0.

Uloha 18. Ukaite, Ze pro kazdé pFirozené n plati

(Vi) {Va) + o+ (Ve =T} (Vi) < L

(Rusko 1999)
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Uloha 19. Necht a a 3 jsou kladné iracionalni ¢isla takova, ze i + % = 1. Necht
a; = |ia] a b; = [if]. Ukazte, Ze kazdé pfirozené Cislo lezi v pravé jedné z téchto
posloupnosti, a to pravé jednou. (Beatty)

Uloha 20. Necht z; je racionalni &islo vétsi nez jedna. Necht

b

Ukazte, ze tato posloupnost obsahuje pfirozené ¢islo. (Rusko 2007)

Tn41 = Tn +

Uloha 21. Naleznéte vechny funkce na realnych éslech takové, ze pro libovolnou
dvojici readlnych ¢isel z, y plati

(IMO 2010)

Uloha 22. Vy¢islete soudet
20 21 22 21000
MﬂsMsJ*"'ﬂ 3 J'

Uloha 23. Posloupnost ag, a1, as, ... redlnych ¢&isel splituje vztah

(Rusko 2000)

ai+1 = a;[{ai}.
Ukazte, ze existuje N takové, ze pokud n > N, pak an42 = ay.
(IMO shortlist 2006)
Uloha 24. Necht ag je pfirozené &islo. Pokud 5 | a,, pak a,;1 = %, jinak
Opt1 = L\/ganj. Ukazte, ze existuje N takové, ze pokud n > N, pak a,+1 > a,.
(Rusko 2003)

Uloha 25. Necht

o= 33+ 3]+ 2).

kde n je ptirozené ¢islo. Ukazte, Ze existuje nekonec¢né mnoho n takovych, ze

(1) ant1 > an,
(ii) ant+1 < an. (IMO shortlist 2006)

Uloha 26. Kone¢nou posloupnost a1, as, ... ,a, celych &isel nazveme cool, pokud
existuje x takové, Ze ap = | kx| pro vSechna k mezi 1 a n. Necht aj,as, ..., ajo00 je
cool posloupnost. Potom ¢len aj (kde 1 < k < 1000) nazveme nutng pravé tehdy,
kdyz posloupnost ay,as,...,ax—1,b je cool pravé tehdy, kdyz b = ay. Kolik nejvice
nutnych ¢lend muze obsahovat tato posloupnost? (USA TST 2013)
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Literatura a zdroje

Tento pfispévek je téméf identicky s pifspévkem Rada van Svarce z roku 2014,
kterému timto dékuji.

[1] Rado van Svarc: Dolni celd a zlomkovd &dst ¢isla, Uhelnd Pifbram, 2014.
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Ulohy s tabulkami

JOSEF MINARIK

ABSTRAKT. Seznamime se s nékolika technikami, jak fesit tlohy v tabulce. Budeme
se vénovat zejména barveni a pfevadéni na tlohy v grafu. Kromé toho se ndm uréité
budou hodit i jiné klasické kombinatorické techniky jako tfeba pocitani dvéma zpusoby,
paritni argumenty nebo indukce.

Zacneme klasickou tabulkovou tulohou.

Priklad. Dokazte, Ze Sachovnici 8 x 8, které chybi dva protéjsi rohy, nelze pokryt
dominy.

Reseni. Vsimneme si, Ze kazdé domino pokryje pravé jedno bilé a pravé jedno cerné
poli¢ko. Sachovnice bez protéjsich rohti ovsem neobsahuje stejny pocet ¢ernych a
bilych policek, takze nelze pokryt dominy.

Dale si predvedeme tvrzeni, které sice neni iplné tabulkové, ale lze na ném hezky
demonstrovat techniky, které budeme na prednasce vyuzivat.

Tvrzeni. (Rectangle Tiling Theorem) Jestlize Ize obdélnik rozdélit na nékolik
mensich obdélnikti tak, ze vsechny maji aspon jednu stranu celoc¢iselné délky, ma
i puvodni obdélnik aspon jednu stranu celociselné délky.

Tohle tvrzeni dokdzeme hned nékolika zptisoby. Ve sborniku si dikazy jenom
nastinime, na prednésce tvrzeni dokdzeme poradné.

Diikaz. (barvici) Obdélnik ozna¢me R a umistéme jej do pocéatku soufadnicové
soustavy. Rovinu obarvime Sachovnicové se ¢tverecky velikosti % X % Nyni si v§im-
neme, ze obdélnik, ktery ma jednu stranu celociselnou, pokryva stejné velkou ¢ernou
a bilou plochu. To ale znamena, ze i nas obdélnik R musi pokryvat stejné velkou
bilou i ¢ernou plochu. Uvazme obdélnik R’, jehoZ délky stran budou zlomkové ¢4sti
délek stran ptivodniho obdélniku R. Obdélnik R’ musi také zakryvat stejné velkou
bilou a ¢ernou plochu. Pro néj uz snadno vidime, ze jedna z jeho stran musi byt
celociselna. 0

Dikaz. (grafovy) Uvdazime graf, jehoZ vrcholy budou rohy obdélniki. Dale pro

kazdy obdélnik kromé R uvazime dvojici protilehlych stran celoéiselné délky (i kdyby

mél obdélnik vSechny strany celo¢iselné délky, vezmeme jenom jednu dvojici), to bu-
47



ULOHY S TABULKAMI

dou hrany naseho grafu. Rohy obdélniku R maji stupen 1, vSechny ostatni vrcholy
maji stupenl 2 nebo 4. Ted za¢neme v libovolném rohu R a hladové ptijdeme po
hranach tak daleko, jak to ptjde, aniz bychom $li po néjaké hrané dvakrat. Nutné
skonéime v néjakém jiném rohu R, ¢imz je tvrzeni dokazano, protoze jsme chodili
jenom po hranach celoc¢iselné délky. O

Posledni dikaz bude za pomoci komplexni analyzy. Urc¢ité se nelekejte, pokud
vam tento diukaz pripada désivy, je tady spi$ jenom pro zajimavost a pro zbytek
prednasky neni vibec dulezity.

Dikaz. (komplexni) Mé&jme obdélnik, jehoZ levy dolni a pravy horni vrchol maji
soufadnice [a, c| a [b,d]. Uvazme integral

b d b d
/ / eQiTr(gc+y) dz dy — / eZiﬂ'ac dx/ eZiTry dy
a Je a c

Ukéazeme, ze tento integral je nulovy pravé tehdy, kdyz je néktera strana obdélniku
celodiselna. Z toho uz bude snadno plynout dokazované tvrzeni. Pomoci par tprav
ukazeme

b
/ 6217rx dr =0 < 622770, _ e27,7rb’
a

coz je ekvivalentni a — b € Z. O

Barveni

Uloha 1. Lze tabulku 10 x 10 vyplnit T-tetrominy?

Uloha 2. Schodi$tém velikosti n nazvéme &ast $achovnice n x n, ktera je sou-
¢asti hlavni diagonaly nebo je dole od ni. Kolik nejméné cest je potieba na pokryti
schodisté? Cesta je posloupnost policek sdilejicich stranu.
Uloha 3. Je mozné tabulku 2021 x 2021 vydlazdit vodorovnymi obdélniky 2 x 1
a svislymi 1 x 37
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Uloha 4. Tabulka m xn je vyplnéna dlazdicemi 2 x 2 a 1 x 4. Dokaite, Ze nemtizeme
jednu dlazdici 2 x 2 nahradit dlazdici 1 x 4, ani kdyz ostatni dlazdice libovolné
preskladame.

Uloha 5. Na nekone¢nou tabulku polozime 2021 étvercti nxn, mohou se piekryvat.
Dokate, ze pocet policek zakrytych lichym poctem &tverctl je aspont n2.

Uloha 6. Nechf lze tabulku m x n pokrjt kostkami 1 x k. Dokazte, ze potom k
déli m nebo n.

Uloha 7. Mgé&jme nekoneénou $achovnici a v ni néjaky atvar P skladajici se z né-
kolika policek, ktery lze vydlazdit S-tetrominy. DokazZte, ze kdyz P vydlazdime S a
Z-tetrominy, musime pouzit sudy pocet Z-tetromin. (Shortlist 2014 C4)

Grafy

Uloha 8. Je na nekone¢nou Sachovnici mozné umistit 2021 jezdcti tak, aby kazdy
ohrozoval pravé 2 jiné?

Uloha 9. Mgéjme étvercovou budovu obsahujici 2021 x 2021 mistnosti, mezi mist-
nostmi sdilejicimi sténu mohou byt dvefe. Je mozné, aby kazda mistnost obsahovala
pravé dvoje dvere?

Uloha 10. V tabulce n x n je 2n poli¢ek &ervenjch. Dokazte, Ze existuje po-
sloupnost ¢ervenych policek Pi,..., P, takovd, Ze tsecka P;P;; (cyklicky, tedy
P11 = Py) je stiidavé svisld a vodorovna.

Uloha 11. V tabulce m x n jsou vybrané nékters policka. Dokazte, Ze 1ze vybrana
policka obarvit ¢ervené a modie tak, aby byl v kazdém sloupci i fadku rozdil poc¢tu
cervenych a modrych poli¢ek nejvyse 1.

Uloha 12. Tabulka m X n je vyplnéna nezapornymi realnymi éisly, piicemz v kaz-
dém tadku i sloupci je aspon jedno kladné ¢islo. Dale plati, ze pokud je v néjakém
policku kladné ¢islo, je soucet ¢isel v odpovidajicim fadku a sloupci stejny. Dokazte,
7e m =n.

Uloha 13. Nechf je m a n liché, tabulka m X n je rozdélena na domina, jedno
rohové policko zbyva volné. Domina mtZzeme posouvat, pak dokazte, Ze 1ze prazdné
policko dostat do libovolného rohu.

Uloha 14. Urdete nejmensi k, pro které lze obarvit k poliek tabulky 2n x 2n
Cervené tak, aby platilo nasledujici. Existuje pravé jedno vydlazdéni dominy takové,
7e zaddné domino neobsahuje dvé ¢ervena policka. (Shortlist 2016 C8)
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vr s

Dalsi alohy

Uloha 15. Na Sachovnici 2020 x 2020 je umisténo 2020 Sachovych dam tak, ze se
zadné dvé navzajem neohrozuji. Ukazte, ze se v kazdém z rohovych ¢tverc 1010 x
1010 nachézi alespon jedna dama.

Uloha 16. Alice a Bob hraji hru na Sachovnici n x n, na za¢atku jsou vsechna
policka bila, jenom levé dolni je Cerné a stoji na ném véz. Alice a Bob v kazdém tahu
pohnou vézi na bilé policko a obarvi jej na ¢erno. Kdo nemiize tdhnou, prohral. Kdo
méa vyhravajici strategii, jestlize za¢ina Alice?

Uloha 17. Doka#, 7e tabulku 2" x 2" s jednim chybé&jicim polickem lze vydlazdit
L-triominy.

Uloha 18. Tabulka 6 x 6 je vydlazdéna dominy. Dokazte, Ze je mozné ji roziiznout
svisle nebo vodorovné tak, aby nebylo poruseno zddné domino.

Uloha 19. Sachovnice 8 x 8 je vydlazdéna dominy. Dokazte, Ze pocet vodorovnych
domin, jejichz levé policko je bilé, je stejny jako pocet domin, jejichz pravé policko
je bilé.

Uloha 20. Na sachovnici 2021 x 2021 stalo 2021 vézi tak, ze se zadné dvé neo-
hrozovaly. VSechny se proménily v jezdce, udélaly jeden tah a zménily se zpatky na
véze. Dokazte, ze se uz néjaké dvé nutné musi ohrozovat.

Uloha 21. Tabulka 100 x 100 je obarvena ¢erné a bile. VSechna policka na okraji
jsou ¢ernd a navic zadny c¢tverec 2 X 2 neni jednobarevny. DokazZte, Ze existuje Ctverec
2 x 2, ktery je obarveny Sachovnicové. (Rusko 2017)

Uloha 22. V tabulce n x n je n— 1 nakazenych policek. V kazdém kroku se nakazi
vS8echna policka, ktera sousedi s asponn dvéma nakazenymi. Dokazte, Ze aspon jedno
policko ztistane zdravé.

Uloha 23. Tabulka n x n je vyplnéna ¢isly 1 az n, kazdé je v ni n-krat. Dokazte,
Ze existuje Fadek nebo sloupec, ktery obsahuje aspoii \/n riznych ¢isel.
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Navody

1. Nejde to, pouzijeme klasické Sachovnicové obarveni a tetromin tam musi byt 25.
2. Konstrukce na [4] je trividlni, optimalita plyne z Sachovnicového obarveni.

3. Obarvi fadky tfemi barvami.

4. Déravé sachovnicové obarveni.

5. Pouzij n? barev tak, aby kazdy &tverec obsahoval pravé jedno policko od kazdé
barvy.

6. Pouzij jediné tvrzeni z pfednasky nebo obarvi diagonaly nebo zvol komplexni
odmocniny z jednicky jako vahy.

7. Najdi vhodné diagonélni a sloupcové obarveni.

8. Najdi graf a vyuZij obarveni.

9. Uvaz graf, jehoz vrcholy jsou mistnosti, a obarvi vrcholy Sachovnicoveé.

10. Uvaz bipartitni graf, jehoz vrcholy jsou sloupce a fadky.

11. Najdi graf, odstran z néj cykly a pak to vyfes pro strom.

12. Najdi ohodnoceny graf a dokaz to po komponentach.

13. Uvaz graf, jehoz vrcholy jsou policka s obéma lichymi soufadnicemi, hrana
vede mezi policky, mezi kterymi je domino. Je to strom.

14. Odpovéd je 2n. Najdeme kouzelny graf, vrcholy budou poli¢ka. Hrany budou
domina a jejich obrazy podle hlavni diagonaly. Uvaz cykly protinajici hlavni diago-
nalu.

15. Damy musi byt v protilehlych ¢tvercich, potom méame mélo diagonal.
16. Zalezi na parité n, policka poparujeme.

17. Indukce.

18. Mize néjaky fez protnout jenom jedno domino?

19. Stejnd myslenka jako v predchozi tloze, pfida se Sachovnicové obarveni.
20. Secti souradnice vSech vézi.

21. Spocitej hrany oddélujici ¢erné a bilé policko.

22. Obvod.

23. AH nerovnost.

Literatura a zdroje

[1] Matthew Brennan: Grids and Related Problems, Canadian IMO Training,
2018.

[2] Stan Wagon: Fourteen Proofs of a Result About Tiling a Rectangle, The
American Mathematical Monthly, 1987.
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Levely a hmotné body

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Levely a hmotné body jsou dvé metody divani se na geometrické tlohy.
Levely jsou o tom si obrazek otocit tak, aby spravné pfimky byly vodorovné, a hmotné

Poznamka. V tomto pfispévku budeme pro jednoduchost znacit XY délku tsecky
XY (standardni znaceni je | XY|).

Hmotné body

Priklad 1. (pdka) Kde je potieba podepfit houpacku, kdyz na jednom konci sedi
Pepa, ktery vazi 40 kg, a na druhém konci sedi Michal, ktery vazi 70 kg?

Priklad 2. Na jednom konci houpacky sedi VIdda, ktery vazi 60 kg. Houpacka je
podepfend ve dvou pétindch (blize k V1addovi). Kdyz si na druhy konec houpacky
sedla neznam4 sle¢na, s prekvapenim zjistili, Zze jsou oba v rovnovéze. Kolik slecna
vazi?
vrcholy A, B, C vézi (v tomto pofadi)

(i) 2,1, 1. (i) 3, 4, 5.

Priklad 4. Ukazte, Ze téZnice trojuhelnika se protinaji v jednom bodé. Navic
ovéite, ze se déli v poméru 1 : 2.

vV

Priklad 5. V pravidelném ¢tyisténu uréete pomér, v némz tézisté déli kazdou
vysku.

V nésledujicich tlohach (neni-li uréeno jinak) bude vidy ABC trojthelnik s vniti-
nim bodem P. Body X, Y a Z budou postupné pruseciky pfimek AP, BP a CP
s odpovidajicimi stranami.

Priklad 6. Jelli BX : XC =3 :1aCY : YA =3 : 2, v jakém poméru je
AZ . ZB?
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Priklad 7. Je-li BX : XC =2:1aCY : YA =1 : 2, v jakém poméru je
BP: PY?

Priklad 8. Je-lliBP: PY =3:1aCP: PZ =1:1,vjakém poméruje AP : PX?

Priklad 9. Je-li AZ:BZ=2:1a AY : YC =1:1, v jakém poméru déli ptimka
AX tsecku YZ?

Piiklad 10. (Cevova véta) Mé&jme na strandch BC, CA, AB trojuhelnika ABC
po fadé dany body X, Y, Z. Pfimky AX, BY, C'Z se protinaji v jednom bodé préavé
tehdy, kdyz

BX . -CY - -AZ

XC YA zZB “

Priklad 11. Mséjme trojuhelnik ABCD. Ozna¢me P, @, R, S po fadé stfedy stran
AB, BC, CD, DA. Sestrojme bod T jako prusecik PR a QS. Ozna¢me jesté dale
U, V stiedy thlopticek AC' a BD. Ukazte, ze T je stfed tsecky UV.

Priklad 12. Bod X zobrazime ve stfedové soumérnosti podle stfedu strany BC.
Podobné Y zobrazime podle stiedu strany C A a Z podle stiedu strany AB. Obrazy
ozna¢ime postupné X', Y’, Z'. Dokazte, Ze se piimky AX’', BY’' a CZ’' protnou
v jednom bodé.

Levely

Priklad 13. Rozhodnéte, kterd tvrzeni v obrazku plati:

(i) AH/HI =1/2, (i) JG/IH =1/1, (ili) LE/FC =2/1,
(iv) JB/BG = 2/1, (v) LD/IA =1/1, (vi) BG/BJ =1/3,
(vii) FK/KC =2/3,  (viii) KC/FC = 2/1, (ix) TH/ED = 2/1.

!

1/ /
A
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Priklad 14. Rozhodnéte, kterd tvrzeni v obrazku plati:

(i) AG/AH =b/(a+b), (i) BF =FZ, (ili) IF/FB = a/b,
(iv) CE/EJ =CD/DK,  (v) IF/BX =a/b, (vi) JE/JC = a/b,
(vii) CE/DK = b/a, (vii) ED/JK =b/a, (ix) FI/FB=XI/XB.
H I J K

Priklad 15. Je dén trojihelnik ABC'. Oznac¢me A’ obraz bodu A v osové soumér-
nosti podle BC' a M stied strany AB. Déle bud P priiseéik M A’ a strany BC. Je-li
MP = 3, urete PA.

Priklad 16. Na ramenech AB, AC rovnoramenného trojihelnika ABC' jsou po-
stupné dany body K, L tak, ze BK = %CL a KL = 6. Ozna¢me P prusecik KL a
prodlouzeni zékladny BC'. Urcete PK.

Priklad 17. Na strané AB ostrothlého trojihelnika ABC jsou dany body K, L
tak, ze AK = KL = LB. Podobné jsou na strané AC dany body M, N tak, Ze
AM = M N = NC. Dokazte, ze LN puli KC.

Priklad 18. Na stranach AB, AC trojuhelnika ABC jsou dény po fadé body K, L
tak, ze BK/AB =1/3 a CL/AC = 1/4. Ozna¢me M stied tisecky KL a N prusecik
AM a BC. Uréete NM/NA.

Priklad 19. V trojuhelniku s obsahem 100 ozna¢me X stied téZnice AM a Y
stfed téznice BN. Je-li Z stied usecky XY, urcete obsah ABZ.

Tvrzeni 20. Osa vnitfniho thlu v trojithelniku ABC u vrcholu A proting BC
v D. Dokazte, ze

AB  BD

AC  DC’
Tvrzeni 21. Osa vnéjsSiho thlu u trojihelniku ABC u vrcholu A proting BC
v D. Dokazte, ze

AB  BD

AC  DC’
Priklad 22. Je dan trojahelnik ABC a body M, N po fadé na stranach AB, BC
tak, ze

CN AM

BC AB’
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Kolmice na M N vedend bodem N protne stranu AC' v bodé P. Dokazte, ze PN je
osa uhlu M PC.

Priklad 23. V trojthelniku ABC ozna¢me M stied strany BC. Bodem M vedeme
rovnobéZzku s osou vnitiniho thlu u A. DokaZte, Ze tato rovnobézka pili obvod
trojuhelnika ABC.

Priklad 24. Usecku AB, ktera se dotjka kruznice k v bodé A, oto¢ime podle
stfedu kruZznice k na tsecku A’B’. Ukazte, Ze piimka AA’ prochdzi stfedem tusecky
BB'.

Priklad 25. Na ramenech AB, AC rovnoramenného trojuhelnika ABC' jsou dany
K, L tak, ze KL = BK +CL. Rovnobézka se stranou AC' vedena stiedem M tusecky
KL protne zakladnu BC' v N. Urcete velikost thlu KN L.

Piiklad 26. (Menelaova véta) Je dan trojuhelnik ABC. Na pfimkdch BC, CA,
AB jsou dany postupné body D, E, F tak, Ze pravé dva lezi na stranidch AABC.
Pak body D, E, F lezi na jedné pfimce pravé tehdy kdyz

BD CE AF
DC EA FB
Literatura a zdroje

Prispévek je skoro doslovné zkopirovan z hodin matematického klubu, ktery v mych
zakladoskolskych letech probihal. Timto bych rdd podékoval jeho organizatortim
Pavlu, Salomovi, Pepovi Tkadlecovi a Michalu ,,Kennymu® Rolinkovs.
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Pascal chasing

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Pascalova véta ma obrovské mnozstvi podob a mize ¢asto (vétsinou
omylem) proklouznout do tloh v riiznjch olympiddach. Reseni pak umi byt velmi
struénd, obsahujici tak 6 nebo 12 pismenek :-).

Véta. (Pascal nejcastéjsi forma) Necht body A, B, C, D, E, F lezi na kruznici.
Pak ABNDE, BCNEF, CD N FA lezi na jedné pfimce.

Véta. (Pascal obecny) Body A, B, C, D, E, F lezi na jedné kuZeloseéce pravé
tehdy, kdyz ABN DE, BCNEF, CD N FA lezi na jedné pfimce.

Poznamka. Protoze se jedna o projektivni vétu, tak si rozsifujeme svét tak, aby
se vSechny rovnobézné piimky protinaly v jednom novém bodé. Takze je tfeba se
nebat, kdyz hleddme priisec¢ik a pfimky jsou ndhodou rovnobézné :-).
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Duikaz. Pro zdjemce na konzultacich. (|

Véta. (Pappus) Mame body A, C, E leZici na jedné pfimce a body B, D, F na
druhé. Pak ABN DE, BCNEF, CDN FA lezi na jedné pfimce.

Diikaz. Pascal, kde kuzelosecka je degenerovand ve dvé primky. O

Piiklady

Piiklad 1. (Kyiv mathematical festival 2021) Méjme w kruZnici opsanou troju-
helniku ABC, F je stied oblouku AC a F je stfed oblouku AB. Piimky AF a BE
se protnou v P. Analogicky, CF a AFE se protnou v R. Teéna k w v A protne BC
v Q. Dokazte, ze P, @), R leZi na jedné pfimce.

Priklad 2. (2015 Mock USAJMO shortlist G5) Ctyii body A, B, C, D le# na
kruznici se stfedem v O. Body X a Y lezi postupné na AB a AD tak, ze CX L CD
a CY 1 BC'. Dokaite, ze O, X, Y lezi na jedné ptfimce.

Priklad 3. Mgéjme rovnobéznik ABCD. Na piimce AB je zvolen bod X a na
pfimce AD je zvolen bod Y. Ozna¢me Z pieklopené A podle stiedu XY. Dokazte,
ze piimky X D, BY a CZ prochézi jednim bodem.

Priklad 4. Bud ABC ostrothly trojuhelnik a k jeho kruznice opsand. Ozna¢me
ta, tp, tc tecny ke k v postupné A, B, C. Dokazte, 7e ABNtc, BCNty a CANtg
lezi na jedné primce.

Piiklad 5. (Austrian Regional Competition For Advanced Students 2019, P2) Na
kruznici lezi body A, B, C, D, E tak, ze |AB| = |BD|. Ozna¢me P prusecik diagonél
AC a BE. Piimky BC a DE se protnou v Q). Dokazte, ze PQ || AD.

Priklad 6. Méjme trojuhelnik ABC s kruznici opsanou w. Ozna¢me € kruznici
dotykajici se zevnitf w a stran AB a AC postupné v bodech T,B;, C;. Dokazte, ze
stfed B1C1 je stfed kruznice vepsané ABC.

Priklad 7. Mé&jme konstrukei z predchozi lohy. Ozna¢me M 4 stied oblouku BC.
Dokazte, ze BC', TM s a B1C; prochéazi jednim bodem.
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Priklad 8. Na kruZnici opsané trojuhelniku ABC jsou zvoleny body D a E.
Piimky AD a AFE protnou BC postupné v X a Y. Oznaéme D’ a E’ postupné
preklopené D a E podle osy strany BC. Dokazte, ze D'Y a E’X se protinaji na
kruznici opsané.

Piiklad 9. (ELMO 2014 Shortlist G4) Méjme tétivovy étyfthelnik ABC'D s kruz-
nici opsanou w. Oznacme FE, resp. F' pruseéiky teény v A s CD, resp. BC. Déle
G=BENw,H=BENAD,I =DFnNwaJ=DFnN AB. Dokazte, ze GI, HJ,
AF a teCna k w v C se protinaji v jednom bodé.

Priklad 10. M¢jme bod P uvnitf trojuhelnika ABC. Rovnobézky se stranami
trojuhelnika skrz P protnou postupné strany trojuhelnika v Sesti bodech. Dokazte,
ze téchto Sest bodi lezi na jedné kuzelosecce.

Piiklad 11. Oznac¢me O stied kruznice opsané ABC' a I stied kruznice vepsané.
Méjme ptimku d prochézejici I takovou, ze d || BC. Déle ozna¢me d’ pfimku rtiznou
od d takovou, ze d || d’ a d’ protind kruznici opsanou v bodech M, N. Ozna¢me
druhy pruse¢ik IM a opsané jako E a druhy prusecik Al a opsané jako S. Dale
AN Nd = P. Dokazte, ze P, E, S lezi na jedné ptrimce.

Piiklad 12. (IGO 2016 Medium 4) Necht w je kruznice opsand pravouhlému troj-
thelniku ABC (|<BAC| = 90°). Te¢na k wv A protne BC' v P. Ozna¢me M stied
oblouku AB na opsané a druhy prusecik PM a w jako Q. Te¢na k w v bodé @) protne
AC v K. Dokazte, ze |[<PKC| = 90°.

Priklad 13. Je déan trojuhelnik ABC a stied jeho kruznice opsané O. Ozna¢me
N stied oblouku AC' a M pruseéik teény k opsané v N s AB. Nechf D je druhy
prusecik MC a opsané a P = NB N AC. Dokazte, ze AN, DB a PM. prochazi
jednim bodem.

Piiklad 14. (ISL 2004) Mgjme kruznici w a pfimku d mimo ni. Oznaéme AB
prumér w takovy, ze AB 1 d (B je blize d). Na w zvolme bod C. Ozna¢me D =
AC N d. Jedna z te¢en k w z D se dotykd w v E (E lezi ve stejné poloroviné jako
B vzhledem k AC). Oznaéme F' = BE N d. Piimka AF protne w podruhé v G.
Dokazte, ze preklopeny G podle AB lezi na C'F.

Priklad 15. Mame trojuhelnik ABC' s kruznici opsanou w. Oznac¢me D patu vysky
z C. Tato vyska protne w podruhé v E. Osa thlu <BAC protne AB ve F aw v G.
Piimka GD protne w podruhé v H a ptimka HF protne w podruhé v I. Dokazte,
7e |AI| = |EB]

Priklad 16. Méjme te¢novy &tyfthelnik ABCD s body dotyku E, F, G, H. Pak
AC, BD, EG, FH prochazi jednim bodem.

Piiklad 17. (Lithuania TST 2016 P4) Ozna¢me D patu vysky v ABC a L prisedik
osy <BAC' s BC'. Pfimka AL protne kruznici opsanou w podruhé v M. P¥imka M D
protne w podruhé v N a piimka NL protne w podruhé v E. Dokaite, ze AFE je
prumeér w.
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Piiklad 18. (APMO 2021 P3) Mg&jme ABCD tétivovy ¢tyfthelnik s kruznici opsa-
nou w. Diagonéaly AC a BD se protnou v E. Necht L je stied kruznice dotykajici se
piimek AB, BC, CD a M je stied oblouku BC na w. DokaZte, Ze pfipsisté ABCE
naproti F lezi na piimce LM.

Priklad 19. Méjme trojuhelnik ABC a bod P. Ozna¢me body A; = PA N BC,
B = PBNAC a C; = PC N AB. Déle oznacme A, stied PA, By stfted PB a Cs
stited PC. Nakonec budiz K, L, M stfedy stan AB, BC, C'A. Dokazte, ze A1, As,
By, By, C1, Cs, K, L lezi na jedné kuzelosecce.

Piiklad 20. (APMO 2008 P3) Ozna¢me w kruznici opsanou ABC'. Kruznice skrz
A a C protne strany BC' a BAv D a E. Pfimky AD a CFE protnou w podruhé v G
a H. Teény k w v A a C protnou DFE postupné v L a M. Dokazte, ze LH a MG se
protinaji na w.

Priklad 21. Mame trojuhelnik ABC se stfedem kruznice opsané O. Ozna¢me A,
a By paty vySek z A a B. Déle necht M a N jsou stfedy stran AC a BC. Zvolme
X na BBj tak, ze M X 1| AB a analogicky Y na AA; tak, ze NY L AB. Oznac¢me
P=AMNBN a@=XNNYM. Dokazte, Zze P, O, Q lezi na jedné ptrimce.

Piiklad 22. Zvolme bod D na oblouku BC kruZnice opsané AABC. Zvolme E
uvnitf trojahelnikit ABC a ADC tak, ze |<ABE| = |<BCE|. Kruznice opsand ADE
protne AB podruhé v K. Piimky EFK a BC se protnou v L, pfimky EC a AD se
protnou v M a p¥imky BM a DL se protnou v N. Dokazte, ze |[<NEL| = |[<NDE].

Piiklad 23. (vybérko 2020) Mg&jme trojuhelnik ABC s vyskami AD, BE, CF.
Ozna¢me E’ a F' pieklopené E a F podle vysky AD. Oznaéme X = BE'NCF’ a
Y = BF' N CFE'. Dokazte, ze XF a Y E se protinaji na BC.

Priklad 24. Mséjme trojuhelnik ABC s ortocentrem H a stiedy stran AB, AC
oznacené postupné M, N. Oznaéme stifedy BH, CH postupné I, J. Déle necht
K=MHNIJaL=HNNIJ. Oznatme X = CKNNI aY = BLNMJ. Nakonec
budiz Z = BX N CY. Dokazte, ze AZ prochézi stfedem Feuerbachovy kruZnice
(kruznice opsand M NI.J).
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Navody

1. Pascal!

2. Pascal!

3. Pascal?

4. Pascal!

5. Pascal!

6. Dokresli stfedy oblouku AB a AC.

7. Pascall

8. Pascal!

9. Pascall!

10. Pascal!

11. Pascal!

12. AQQMCA, ABCMMQ.

13. NNBDCA

14. Protni GEN BC.

15. Pascal!

16. Pascall

17. Dokaz, ze |[<BAD| = |[<EAC].

18. Dokresli spravna dvé vepsisté a pripsisté kolem M.
19. Pascalllll

20. ABXHCA a dalsi.

21. Lezina OH.

22. ADN BE = X, pak se podivej na kruznici X LDCE.
23. Pascallll

24. BCXY MNH lezi na jedné kuzelosecce.

Literatura a zdroje

[1] Carl Joshua Quines: Pascal’s theorem, https://cjquines.com/files/pascals.pdf
[2] https://artofproblemsolving.com/
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Antirovnobéznost

TERKA POLAKOVA

ABSTRAKT. Prispévek vysvétluje pojem antirovnobéznosti a jeho vyuziti pfi feSeni
nékterych geometrickych tloh.

Definice. Je dan tihel XVY a jeho osa o.! P¥imky p a ¢ nazveme antirovnobézné
v thlu XVY, pokud pro osovy obraz p’ pfimky p podle o plati p’ || q.

Tvrzeni. Piimky p a q jsou antirovnobézné v daném thlu, pravé kdyZ nastane
jedna ze situaci zachycenych na nasledujicich obrazcich.

1Za tihel budeme povazovat i dvojici rovnobéznych piimek. V tom piipadé osou tthlu rozumime
osu pasu mezi rovnobézkami.
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Tvrzeni. Pokud jsou p a q antirovnobézné vzhledem ke dvéma riznym thlim,
pak maji tyto dhly kolmé ¢i rovnobézné osy.

Tvrzeni. Pokud jsou p a q antirovnobézné vzhledem ke dvéma ruznym thlim,
pak dvojice antirovnobéznych primek v téchto tihlech splyvaji.

Pripomenuti

Definice. Ortocentrem trojihelniku rozumime prisecik jeho vysek. Stied kruznice
opsané trojuhelniku je prusecik os jeho stran. Stred kruznice vepsané trojuhelniku
je prusecik os jeho vnitinich hli

Definice. Mgéjme oblouk AB na kruznici k se stfedem S. Uhel, jehoz vrchol lezi
v S a jehoz ramena prochazeji body A a B, se nazyva stredovy uhel k oblouku AB.

Definice. Mgéjme oblouk AB na kruznici k se stfedem S. Uhel, jehoz vrchol lezi
na kruznici & (a neni to bod A nebo B) a jehoZ ramena prochédzeji body A a B, se
nazyvé obvodovy uhel k oblouku AB.

Pro stfedovy a obvodovy thel u toho samého oblouku plati, Ze stfedovy thel je
dvojnasobkem obvodového tihlu.

Definice. Mgéjme oblouk AB na kruznici k se stiedem S. Uhel, ktery svira tsecka
AB s te¢nou ke kruznici k£ v bodé A (nebo B, je to stejné), se nazyva usekovy uhel
k oblouku AB.

Tvrzeni. Ctyithelnik je tétivovy prave tehdy, kdy# je spInéna jedna z nasledujicich
podminek:

(i) Soucet protéjsich tihlii je 180°.

ii) Jedna z jeho stran je vidét ze zbylych vrcholii pod stejnym tihlem.

ii) Jed jeho st je vidét bylych vrcholii pod stejnym tihl

Lehké priklady

Priklad 1. Na kruznici k je déna tétiva AB. Oznacme S stied krat$iho oblouku
uréeného body A a B. Bodem S vedeme dvé rtizné piimky, které protnou AB a k
ve ctyfech dalsich bodech. Ukazte, ze tyto ¢tyii body lezi na kruznici.

Priiklad 2. Mame dany dvé kruZnice k a [ a body, ve kterych se protinaji, oznac¢ime
P, Q. Libovolné zvolime bod A na kruznici k. Potom pfimky AP a A(Q) protinaji
kruznici [ v bodech B a C. DokazZte, ze te¢na ke kruznici £ v bodé A je rovnobézna
s pfimkou BC.

Priklad 3. Af ABCD je tétivovy ¢tyfthelnik. Bud P = ABNCD aQ = ADNBC.

Ukazte, Ze osy thli <AQB a <BPC jsou na sebe kolmé.

Priklad 4. Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me

K, L po radé dotykové body jejich spolecné te¢ny zvolené tak, ze bod B je vnitfnim
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bodem trojihelniku AK L. Na kruznicich k£ a [ zvolme po fadé body N a M tak,
aby bod A byl vnitinim bodem tsecky M N. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik KLMN je
tétivovy, pravé kdyz pfimka M N je tec¢nou kruznice opsané ANAK L.

(Doméci kolo MO 2010)

Priklad 5. Méjme tétivovy étyfthelnik ABCD a kruZnici w jemu opsanou. Bodem
D vedeme kolmici na pfimku AC. Bod, ve kterém se kolmice protne se stranou,
oznadime E a bod, ve kterém se kolmice protne s w, oznac¢ime F'. Necht [ je kolmice
na piimku BC, ktera prochazi bodem F'. Kolmice na p¥imku ! prochazejici bodem
A protind pfimku [ v bodé G a kruZnici w v bodé H. Prusecik pfimek GE a FFH
oznacime I a prusecik pfimek GE a CD oznacime J. Dokazte, ze body C, F', I a J
lezi na jedné kruznici.

Priklad 6. Méjme ostrouhly trojuhelnik ABC. Necht A; je takovy bod, Ze plati
A, € BC a AA; je vyska AABC. Obdobné zvolime bod B; € AC tak, aby BB;
byla vyskou AABC'. Ortocentrum AABC oznaéme H. Zvolme body A, Bs takové,
7e Ay € HB, By € HA, tisecka Ay As je vyskou trojuhelniku HBA; a tsecka B Bs
je vyskou trojuhelniku H By A. Dokazte, Ze jsou tsecky AsBs a AB rovnobézné.

Piiklad 7. Budiz ABCD lichobéznik se zékladnami AD a BC. Ozna¢me O pru-
seCik jeho tuhlopficek a o osu <BOC. Dale ozna¢me obrazy bodd B, C' v osové
soumérnosti podle o jako body Bj,C;. Dokazte, ze uhly <BDB; a <CAC; jsou
stejné velké.

Priklad 8. Budiz ABCD tétivovy Ctyithelnik. Body P, @ jsou po fadé paty
kolmic z vrcholu A na p¥imky BC a CD. Body R a T jsou po fadé paty kolmic
z vrcholu D na piimky AB a BC. Dokazte, ze bodum P, Q, R, T 1ze opsat kruznice.

Priklad 9. Budiz ABCD tétivovy ¢étyfthelnik takovy, Ze piimky BA a CD se
protinaji v bodé P. Na ptimce C'D libovolné zvolime body E a F. Nechf G je stied
kruZnice opsané AADFE a H je stfed kruznice opsané ABCF. Dokazte, ze pokud
body A, B, F, E lezi na jedné kruznici, pak lze body P, GG, H prolozit pfimku.

Izogonalita

Definice. Je dan tthel XVY a jeho osa 0. Pokud jsou p a g antirovnobézné pfimky
v thlu XVY, pro které plati V' € ¢ a V € p, pak fikdme, ze jsou pfimky p a ¢
izogondln? v Ghlu XVY.

Tvrzeni. V AABC je H ortocentrum v AABC a O stfed kruznice opsané. Pak
jsou AH a AO izogonalni v tthlu BAC.
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Tezsi priklady
Priklad 10. Pfedpokladejme, ze v AABC vyska a téznice z vrcholu A déli <BAC

na tfetiny. Urcete vnitini thly v AABC.

Priklad 11. V AABC plati, ze vyska, téznice a osa ihlu z vrcholu A déli <BAC
na Ctvrtiny. Urcete vnitini uhly v AABC.

Piiklad 12. Uhlopticky AC a BD tétivového ¢tyfuhelnika ABCD se protinaji
v bodé P . Stfedy kruznic opsanych ¢tyiuhelnikt ABCD, AABP, ABCP, ACDP
a ADAP oznac¢ime postupné jako O, O1, Oa, O3 a Oy4. Ukazte, ze OP, 0103 a O30,
prochézeji jednim bodem.

Podékovani

Prispévek je upravenou verzi prispévku Antirovnobéznost od Michala ,, Kenny“ Ro-
linka, kterému timto dekuji.

Literatura a zdroje

[1] Michal ,,Kenny* Rolinek: Antirovnobéznost, Oldfichov, 2012.
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Statistika

HEDVIKA RANOSOVA

ABSTRAKT. V této pfednasce se podivame na nékolik zakladnich poznatkt z teorie
pravdépodobnosti a matematické statistiky — zadkon velkych cisel, normalni rozdéleni
a centralni limitni vétu. Diraz je zde kladen zejména na motivaci a historicky kontext,
ve kterém byly tyto koncepty objeveny.

Zéakon velkych Cisel

Prestoze pravdépodobnosti mtizeme pritazovat libovolné objekty, budeme se zabyvat
pouze pripady s celymi nebo redlnymi ¢isly.

Definice. Diskrétnim rozdélenim pravdépodobnosti myslime (zjednoduSené) pii-
fazeni kazdé hodnoté z pfedem dané mnoziny jeji pravdépodobnost. Funkce, ktera
danych hodnot nabyvéa s pfedepsanou pravdépodobnosti, se nazyva ndhodnd veli¢ina
a zna¢ime ji X.!

Soucet vSech pfifazenych pravdépodobnosti musi byt 1 neboli jsme si na 100 %
jisti, Ze néjaka udalost nastane.

Definice. Rozdéleni, kde jednicka nastava s pravdépodobnosti p a nula s pravdé-
podobnosti 1 — p, se nazyva alternativni. Pro jednoduchost znac¢ime Alt(p).

Uloha 1. Jak vypada alternativni rozdéleni, kde jednicku si zapiseme, pravé kdyz

(i) ndm padne panna na spravedlivé minci?
(ii) hodime na dvou kostkich soucet jedenact?
(iii) se prvni ¢lovék, kterého potkdme, jmenuje Pavel? Jak se tato odpovéd lisi
pokud neuvazujeme celou CR, ale jen pfitomné na soustfedéni?

Uloha 2. Pravdépodobnost, Ze na kostce padne Sestka, je %. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze v sedmi hodech padnou dvé Sestky? A jaka je pravdépodobnost, ze v n
hodech padne k Sestek?

IN4hodnou veli¢inu si miizeme predstavit jako konkrétni generator ndhodnych &isel, kostku nebo
minci, rozdéleni pak jako manudl takového generatoru.
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Definice. Rozdéleni, které ¢islu k mezi 0 a n pfifadi pravdépodobnost

(3)sta-nr.

nazyvame binomickym rozdélenim a znacime Bin(n, p).

Rozdéleni si mizeme hezky zanést do histogramu, kde ke kazdému ¢islu nakreslime
tak vysoky sloupec, jak je ¢islo pravdépodobné. Pro popis nahodnych veli¢in si dale
zavedeme dvé uzite¢né charakteristiky. Stredni hodnota udava primérnou hodnotu
a spocteme ji jako vazeny prumeér

B(X) = k- Py,
k

kde Py znaéi pravdépodobnost toho, Ze nam vyjde k. Oproti tomu rozptyl popise
variabilitu dat, tedy vzdalenost od stfedni hodnoty

var(X) = (k- E(X))* P
k

Uloha 3. (filosofickd) Pro¢ jako miru variability dat nepouzivame

S (k- E(X)) - P,

k

¢i druhou mocninu nenahradime absolutni hodnotou?

Uloha 4. Spo¢téte stfedni hodnotu a rozptyl Alt(%), respektive Alt(p) a Bin(3, %),
respektive Bin(n, p).

Jak by vypadala situace, kde bychom kostkou héazeli dal a dal a zapisovali si padlé
Sestky?

Véta. (slaby zdkon velkych ¢isel pro binomické rozdéleni) Zvolme si p € (0,1) a
libovolnou toleranci € > 0. Ozna¢me X, nahodnou veli¢inu s rozdélenim Bin(n, p).
p(1=p)

Pak pravdépodobnost toho, Ze | X,, — pn| < en, je vétsi nez 1 — FoF.

Véta. (silny zdkon velkych ¢isel) Méjme posloupnost stejné rozdélenych nezavis-
Iych ndhodnych velicin X1, X, ... se stfedni hodnotou a. Symbolem X,, oznacme
aritmeticky primér prvnich n veli¢in. Pak se X, s rostoucim n blizi hodnoté a.
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Rozdéleni chyby méreni

Pokud chceme popisovat rozdéleni na intervalu (nebo na celé redlné piimce), ne-
vystaéime si s pouhym piifazovanim pravdépodobnosti kazdé hodnoté.? Mtzeme
ale rozumné zmérit pravdépodobnost intervalu. Takové rozdéleni pak umime popsat
néjakou funkci na daném defini¢nim oboru, aby pravdépodobnost daného intervalu
odpovidala obsahu plochy pod funkci na daném intervalu.

Uloha 5. (filosoficka) Jak by vypadala funkce, kterou bychom popsali rovhomérné
rozdéleni na intervalu (0,1)?

Uloha 6. (motiva¢ni, podle skuteéné udalosti) Astronom Piazzi v roce 1801 poprvé
pozoroval planetku Ceres a stihl za kratky ¢as udélat 24 pozorovani jeji polohy. Gauss
déle ukazal, ze draha planetky je dana rovnici Sestého stupné. Jaka draha Cerery je
nejpravdépodobnéjsi, jsou-li Piazziho méfeni zatizend chybou?

Rozdéleni chyby si tehdejsi matematici pfedstavovali jako spojitou funkei P(z),
kterd prifadi chybé o velikosti = jeji pravdépodobnost. Po funkci navic pozadovali,
aby funkce méla maximum v bodé 0 a aby byla suda, tedy pravdépodobnost chyby
—x a +x bude stejna.

Takovych funkci je ale mnoho a zadny z matematikt neumél obhajit, kterd je
ta prava. Gauss pridal dalsi pozadavek, kterym se inspiroval z fyziky. Chce-li fyzik
zmérit néjakou véc, udéla vice méreni a nasledné pouzije jejich aritmeticky primér.
Hledéame tedy takovou funkci, kde je aritmeticky primeér nejpravdépodobnéjsi.

Definice. Rozdéleni dané funkci

1 .2
P(x) = ———¢ 202
oV 2w
;o2 iInd déleni tv] 2St dardné pridava st t
se nazyva normdlni rozdéleni s rozptylem o~. Standardné pridavame jesté parametr
w znaéici posunuti po ose x, rozdéleni zna¢ime N (u, 02). Funkci pak fikdme Gaussova
kiivka.

Gauss pak spocital dané parametry, aby pravdépodobnost, Ze se Piazzi dopustil
pravé téch chyb, jakych se podle Gausse dopustil, byla co nejvétsi. Maximalizujeme
tedy pravdépodobnost danych chyb, ¢imz ale minimalizujeme soucet jejich druhych
mocnin. Tento postup se nazyvad metoda nejmensich ctverci, a pouziva se typicky
v piipadech, kdy mame vice pozorovani nez volnych parametri.

2Té&ch &isel je zkratka piilis mnoho, i kdybychom vzali jen interval (0, 1).
67



STATISTIKA

Centralni limitni véta

Uloha 7. Mame sto seminek sluneénice a kazdé vykli¢i s pravdépodobnosti %
Jak vypadé rozdéleni pravdépodobnosti? Jaka je stfedni hodnota a rozptyl? Jaka
je pravdépodobnost, ze nam vyroste alespon 80 rostlinek? Co kdyz do histogramu
prikreslime Gaussovu kiivku s parametry p = 50 a 02 = 257?

0 50 100

Véta. (Moivreova-Laplaceova CLV) Pro dostatecné velké n dovedeme rozdéleni
Bin(n, p) dobfe aproximovat normélnim rozdélenim N (np,np(1 — p)).

Ze to funguje, jen protoze ma binomické rozdéleni tvar jako kopecek? Binomické
rozdéleni mizeme vyrobit jako soucet ndhodnych velicin s alternativnim rozdéle-
nim. Co kdybychom sé¢itali néco jiného? Zase to od néjaké chvile zac¢ne pfipominat
Gaussovu kiivku. A to je pfesné centrdlni limitni véta:

Véta. Méjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in X1,
X, ... se stiedni hodnotou p a rozptylem o > 0, pak >, X; se da pro dostatecné
velké n aproximovat pomoci N (nju,no?).

Centralni limitni vétu tedy skoro nezajima, s jakym rozdélenim za¢indme, vzdycky
se po chvili vynoifi Gauss a ulehéi ndm praci. Plocha pod Gaussovou kfivkou se
ale neda jednoduse spocitat, proto se v praxi tloha pfevede na normélni rozdéleni
N(0,1), a spravnéd hodnota se najde v tabulkdch nebo ji spoéitd software.

Uloha 8. Na veéirek ptijde sto hostfi. Vime, Ze kazdy host chce snist nezavisle na
ostatnich nula chlebi¢kid s pravdépodobnosti 20 %, jeden s pravdépodobnosti 50 %
a dva s pravdépodobnosti 30 %. Kolik mdme nakoupit chlebick®, aby s pravdépo-
dobnosti aspoii 99 % na vSechny zbylo?

Zavér

Statistika obsahuje mnohem vice zajimavych vysledki, nez kolik jich mitize pojmout
prednéaska na soustfedéni. Pokud nechcete ¢ekat, az Vam o nich feknou na vysoké
gkole, doporucuji vznikajici skripta Anina Belana, kde je vSsechno dopodrobna vy-
svétleno i bez pfedchozich znalosti pokrocilé matematiky. Timto mu také deékuji za
podklady a inspiraci.

68



HEDVIKA RANOSOVA

Navody

1. Pravdépodobnost panny je % Na dvou kostkdch nam muze padnout 36 rtuznych
moznosti, Sest pro kazdou kostku. Soucet jedenact daji pouze dvé. Pravdépodobnost
je tedy 1—18. V CR s populaci 10,65 milionii obyvatel je 200997 Pavld, tedy 1,89
procenta. Na sousu bude nejspis o néco vyssi procento.

2. Vybereme v kterych dvou hodech padly Sestky, na to se hodi kombinaéni ¢islo
(nebo hrubad sila). V kazdém pokusu je pravdépodobnost bud %, nebo %.

3. Prvni moznost je k ni¢emu a vrati pokazdé to samé. Druhd je z pohodlnosti, ze
se nam nelibi ta Spicka u absolutni hodnoty, kterd ztézuje praci.

4. Obecné je stfedni hodnota p a rozptyl p(1 — p) pro alternativni a np a np(1 — p)
pro binomické.

5. Treba jako takovy stupinek, mimo interval bychom nechali nulu a uvnitf inter-
valu by nabyvala vzdy jedné.

7. Normalni rozdéleni krasné odpovida histogramu binomického rozdéleni.

Literatura a zdroje

[1] Anino Belan: Kde sa vzala pravdepodobost a statistika?, SPMNDaG, 2021.
Vznikaji na https://www.smnd.sk/anino/statistika/statistika.pdf .

[2] Danil Kozevnikov a Vasek Rozhoii: Pravdépodobnost, seridl 38. roéniku.

[3] Petr Simedek: Pravdépodobnost a matematickd statistika, seridl 23. roéniku.
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Cauchy-Schwarzova nerovnost

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Zkracené CS nerovnost — jeden z nejmocnéjsich néastroju pro odhado-
vani algebraickych vyrazt. I kdyz nerovnosti na mezinarodnich soutézi ubyva, umét
pouzivat CS nerovnost je velmi dulezité a pro uspésného olympionika to pfedstavuje
nutnost. Pfitom si tyto techniky lze pomérné lehce osvojit — rozpoznat, jestli nam
v néjakém piikladé bude CS nerovnost uzitecnd, neni zas tak tézké. Jeji aplikace je
potom uz jen otazkou cviku. Tak pojdme na to!

Véta. (Cauchy—Schwarzova nerovnost) Necht ay,...,an,b1,...,b, jsou libovolna
realna cisla. Pak plati

(a3 +a3+-+a2)(b3+03+---+b2) > (arby + asbg + -+ + anby,)?.
Diikaz. Uvazujme dvé n-tice libovolnych realnych cisel aq,...,a, a by, ..., by,.

P(z) = (a12 — b1)2 + -+ (apx — bn)2

je zfejmé nezdporny vyraz pro libovolné realné z. Jelikoz je zaroven v proménné z
kvadraticky, je jeho diskriminant nekladny. Tedy

(2a1by + -+ + 2apb,)? — 4(af + -+ a2)(bT + - +b2) <0,

coz je ekvivalentni znéni CS nerovnosti. (]

Poznamka. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz existuje realné A spliiujici b; = a; A
pro vsechna i od jedné do n.

Priklad 1. Dokazte nerovnost (a+b+c¢)(: + & + 1) > 9 pro kladna a, b, c.
P¥iklad 2. Pro z, y, z realna dokazte 14(z? + 32 + 22) > (2 + 2y + 32)2.
Cviceni 3. (zédkladni a uzitecné figle) Dokazte:
(1) (a +b*+c?) > (a+b+c)? proa,b,ceR,
(2) n(a? + - +a3) > (a1 4 +ay)* pro a; € R,
(3) (a1+ +an)(1+-~-—|—1)>n2proai€R+,
(4) ﬁ+1+y+1+z Zmprox y,z € RT,
(5) Vo +1+ 22 —3+ /50 — 3z < 12 pro ta z € R, pro ktera to ma smysl.
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Piiklad 4. Dokaite pro z,y,z € RT nerovnost

x2 n y2 22 >x+y—|—z
y+z z4+x y+ax 2 '
Cauchy—Schwarzova nerovnost méa dva obzvl4st uziteéné tvary — oba jsou sice
ekvivalentni jejimu znéni, ale vyrazné usnadnuji intuici.

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Déle budte ay,as,...,a, nezaporns a
by, b, ...b, kladna. Pak plati

<a1+az+...+an) S (WALt Vas &+ /an)

2
by by by by +by+---+ b, ’

Priklad 5. Budte a, b, ¢, d kladné &isla spliiujici a + b+ c+d = 1. Ukazte, ze plati
a® b? c? d?
a—l—b+ b—|—cJr c—i—dJr d+a

1
> —.
-2

(Irska MO)

Priklad 6. Pro kladnéi ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

a n b n oy
b+2c c+2a a+2b
(Cesko-slovensko-polské stietnuti)

Priklad 7. Necht a, b, ¢ jsou kladna &isla, jejichz soudin je roven jedné. DokazZte,
Ze plati

1 1 1 3
B0+ T Bato T Bra T2
(IMO 1995)
Tvrzeni. (CS na odmocniny) Bud n pfirozené ¢islo a a1, as, ..., an, b1,ba,... by

¢isla kladna realna. Pak plati

Vaiby + a252+"’+\/anbnS\/((11+CL2+"'+an)(bl+bz+"'+bn)~

Cviéeni 8. DokaZte nasledujici nerovnosti pro a,b,c € R*:
(i) Va3 + Vo + V3 < \/a+b+c)(a? + b2 + c2),
(i) av/a + Vb + /e < /3(a® + b3 + c3).

Priklad 9. Kladna ¢isla x,y, z > 1 spliuji % + i + % = 2. Dokazte

\/x71+\/y71+\/271§\/x+y+z.
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Stredni priklady

Piiklad 10. Urcete vSechny n-tice (1, x2,...,2,) kladnych redlnych ¢isel, které
vyhovuji soustavé rovnic

1
T+ T2+ F+ Ty = 1
1 4 n?
— 4+ — 4+ —=n*(n+1)>%
I T2 Tn
(Kraj MO 1981/1982)
Priklad 11. Ukazte, Ze pro kladna redlné a, b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 1 plati
a n b n c_ S 9
1+bc 14+ca 1+ab ™~ 10

Piiklad 12. Pro kladné realné a, b, ¢ dokazte nerovnost

a® b3 ¢ at+b+ec
+ + > .
a?+ab+b2 b24+bc+c?2 2+ ca+a? 3

(Turnaj mést 1998)

Priklad 13. Pro neziporna realna a, b dokazte

a n b a-+b
Vi2+1 VaZ+1 Vab+1

(Celostétko MO 2014)

T&Z8i priklady
Priklad 14. Necht a, b, ¢, d, e jsou redln4 ¢isla, kterd vyhovuji rovnicim

a+b+c+d+e=38,
a’ + b+ 2+ d? 4 e = 16.

Urcete, jaké nejvyssi hodnoty miize nabyvat e. (7. USAMO 1978)
Priklad 15. Ukaizte, Ze pro x,y,z > 1 plati

Ve —14+y—1+vVz—1<a(yz +1).

Piiklad 16. Pro kladna realna a, b, ¢ dokazte

a b c

+ + >
VaZ+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab
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Piiklad 17. Kladna realnd z, y, z spliiuji 22 + y? + 22 > 3. Dokaite
23 y? 53

+ + > 1
V247 VA2 +224T e+ yr + 7

Priklad 18. Mgéjme kladné realnd a, b, ¢, Zze abc = 1. Dokazte

a?+b02+c2 P+ +c a2+
a® +b2+c2 a2+ +c2 aZ+b2+c5

(IMO 2005)
Priklad 19. Dokazte, Ze pro libovolna kladné éisla a, b, ¢ plati

¢ —ab a? — be b? — ca
2 2 st 13 2 st 2 5 >0
4a? + b2 + 4¢ 4a2 + 4b% + ¢ a? + 4b?% + 4¢

Navody

7. 'V citatelich chces netrivialni druhou mocninu.

9. Odmocniny nalevo podél a vynasob pfislusnou proménnou.

12. Zkus si jen tak pro zdbavu roznasobit (a + b+ c)(a? + b* + ¢2).

13. V zadani jsou zlomky i odmocniny. Co pouzit zlomkobijce i odmocninovy tvar
najednou?

14. Odhadni vztah mezi souc¢ty druhych a prvnich mocnin u prvnich ¢tyfech pro-
ménnych pomoci CS.

15. Dvakréat pouzij CS ve tvaru /((z — 1) + 1)(1 + (y — 1)) > Vo — 1+ y — L.

17. Klasicky odhadni zlomkobijcem a odmocninami tak, aby pak 8lo a? + b% + ¢?
substituovat jednou proménnou, kterd bude v nerovnostech figurovat sama.

18. Odhadni jmenovatele pomoci CS, at se zbavis$ patych mocnin (pouzij podminku
v zadani ;-)).

19. Odecti od kazdého zlomku jednu ¢tvrtinu, at dostanes v ¢itateli druhou moc-
ninu. Pouzij zlomkobijce ,naopak®.

Literatura a zdroje
Tento prispévek velmi mirnym rozsifenim prispévku od Mariana Poljaka, kterému
bych timto chtél podékovat!

[1] M. Rolinek, P. Salom: Zdoldvdni nerovnosti, PraSeci seridl, 29. ro¢nik.

[2] David Hruska: Diskriminant a Cauchy—Schwarzova nerovnost, Hojsova Straz,
2016.

[3] J. Svréek, P. Calabek: Metody veseni soustav algebraickych rovnic.

73



Kombinatoricka geometrie

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Ulohy z kombinatorické geometrie se objevuji napii¢ olympiadni i vyso-
koskolskou matematikou. Mohou byt hravé, zajimavé, tézké i poucné. Jejich krasa a
prokleti tkvi v tom, ze v geometrickém zadéni ¢asto dostavame vic informaci, nez po-
tfebujeme (a nez chceme). Na néds samotnych pak zistava biemeno uréit, co je v tloze
ve skuteCnosti dulezité, a toto prozieni vyuzit k jejimu zdarnému vyfteseni.

Tipy
Reseni tloh z kombinatorické geometrie je zabavné, ale miZe byt i velmi naroéné.
Cela tloha totiz mnohdy stoji pouze na povsimnuti si, co je v ni dilezité.

V celé prednasce si vystacime , jenom“ s kombinatorickou geometrii v roviné —
zébavna je na to dost. A ve v8emoznych soutéZich se typicky vyskytuji hlavné ro-
vinné ulohy. Napiiklad nejtézsi tlohy na IMO byvaji neziidka pravé kombinatorické
geometrie.

Na olympiddni tlohy z kombinatorické geometrie neexistuji zadné vsespasné po-
stupy. Proto i my budeme trénovat jejich feseni témér bez jakékoli teorie. Prece jen
se ale hodi zformulovat par myslenek, které mohou pomoct.

e Spojitost
V mnoha ptipadech je intuitivni nééim zacit spojité hybat — napf. posou-
vat, otacCet ¢i nafukovat. Pouze je potieba davat pozor, aby nase argumenty
opravdu byly pravdivé a piehledné. Specidlné se muze hodit takzvana dis-
krétni spojitost: umime-li s né¢im hybat, aby se celoCiselny vysledek ménil
vzdy pouze o £1, a umime-li dosdéhnout néjakych hodnot m, n, pak uz umime
dosahnout i libovolné hodnoty mezi nimi.

e Extremdlni princip
Obcas je prosté potfeba odnékud zacit — tak pro¢ tifeba nezacit od toho
nejmensiho? Nebo nejvétsiho? Zprava? Zleva? Ze shora? Nebo odjinud? Prijit
na dobry zacatek je obcas vétsina Feseni.

e Invarianty
Kdyz mé clovék dokazat, Ze néco nenastane, je Sikovné najit invariant ¢i
monovariant, ktery to zakaze.
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Chytré pocitani

Cas od ¢asu je nutné na obrazku néco spocitat. Pointou ale by va spocitat to
chytie. Rizné triky pfipominajici pocitani dvéma zptisoby cCasto usetii dost
prace.

Konvezxni obaly
Ma-li ¢lovék divnou mnozinu bodu v roviné, uvazeni konvexniho obalu mize
situaci vyrazné zprehlednit.

Triangulace

Kazdy mnohothelnik lze rozfezat na trojahelniky. To nékdy opét pomize pri
praci s body uvnitf. (Pokud zrovna nemaéte co délat, dikladné si rozmyslete,
Ze 1 nekonvexni mnohouhelniky skuteéné néjakou triangulaci maji.)

Obarvovdni
Udélat si v iloze poradek sikovnym obarvenim je ¢asto vSechno, co je potfeba.

Dirichletuv princip
Pouziva se tak, jak by clovek cekal — jakmile mame nékolik bodi v uzaviené
oblasti, z Dirichletova principu jsou nékteré z nich blizko.

Algoritmizace
Nejjednodussi zpusob, jak sepsat feseni, nékdy mize byt nalezeni jednodu-
chého algoritmu, ktery alohu fesi.

Pravdépodobnost
Konecna pravdépodobnost je jen kombinatorika v plesovych satech. Trikova
prace s pravdépodobnosti muze zpirehlednit nejednu tvahu.

Indukce

Ta se hodi vzdycky. Obcas ji ale mizeme provadét i podle netradi¢nich para-
metri. Zaroven se nékdy hodi induktivné dokazovat silnéjsi tvrzeni, nez jaké
nas zajima.

a cokoli dalsiho.

Folklor

Pro zacatek si dame par provarenych tlozek, které maji celkem pékna feseni. Pokud
ale feSeni nékteré z nich neznate, vymyslet ho mutze chvili trvat ...

Priklad 1. Rozdélte ¢tverec na 13 shodnych ¢asti.

Priklad 2. Na opac¢nych stranach tisecky délky d jsou mravenisté s m a n mravenci.
Ti vybihaji proti sobé ve vtefinovych intervalech konstantni rychlosti jednotka za
sekundu. Kdyz se dva mravenci srazi, oba se oto¢i a bézi zpét. Kdyz néktery prebéhne
kraj tisecky, spadne na zem. Za jak dlouho vsichni mravenci popadaji?

Priklad 3. 7Z tabulky 2™ x 2" nékdo ukradl jedno policko. Dokazte, Ze zbytek
tabulky umime pokryt pomoci rohovych triomin ze tfech ¢tverecku.
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Priklad 4. V roviné je nékolik bodi, které nelezi na jedné primce. Ukazte, Ze
existuje kruznice prochézejici alespon tfemi z nich, ktera ve svém vnitiku neobsahuje
zadny dalsi.

Priklad 5. Uvnit¥ konvexniho 2n-thelnika sedi liska. Ze vSech vrchold po ni na-
jednou vystielime. Zadn4 stiela nezaséhla vrchol. Dokazte, ze nékterd strana byla
zasazena dvakrat.

Priklad 6. Na kruZnici jsme ndhodné vyznacili n bodi. Jaké je Sance, Ze vSechny
lezi na jedné pulkruznici?
Priklad 7. Po kruhovém rybnicku plave kachnic¢ka. Na obvodu ¢iha liska, kterd

je c¢tyrikrat rychlejsi, ale boji se do vody. Kachnicka umi vzlétnout a uletét jen ze
souse. Podafi se ji mlsné liSce uniknout?

Priiklad 8. Kruhovou studnu s primérem 1 metr chceme zakryt dievénymi prkny
Sirokymi 10 centimetrt. Kolik jich je nejméné potieba?

PrimocarejsSi ulozky

Piiklad 9. Na kluzisti trénuje hokejista. Ma tii puky, které lezi ve vrcholech ne-
degenerovaného trojihelniku. Pokazdé si jeden vybere a odpali ho tak, aby proletél
mezi zbylymi dvéma. Muze je 2019-tym odpalem vratit do pivodni polohy?

Piiklad 10. Ctvercovy dort s rozméry 6 x 6 je pokryty kousky cokolady 2 x 1.
Dokazte, ze ho vzdy miZeme rozkrojit, aniz bychom krajeli kousek ¢okolady.

Priklad 11. Body roviny jsou obarveny dvéma barvami. Najdéte rovnostranny
trojuhelnik se stejné barevnymi vrcholy.

Priklad 12. V roviné lezi nékolik mnohotuhelnikt tak, ze se kazdé dva protinaji.
Najdéte primku, kteréd je protinad vsechny.

Priklad 13. Martin k narozeninam dostal kruhovy dort a hned se rozhodl polovinu
z néj darovat Zuzce. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢nim zpu-
sobem na pravé 4k dilkl, z nichz 2k bylo vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich
(téz navzadjem stejnych). Dokazte, Ze Martin i tak naSel nékolik sousednich dilkd,
které tvofily pulkruh. (MKS 33-5-5)

Priklad 14. V roviné je dédna koneénd mnozina bodt S takova, Ze kazdy troj-
thelnik s vrcholy v S mé obsah nejvyse 1. Dokazte, ze cela S se da schovat do
trojihelniku o obsahu 4. (Putnam 2016)

Priklad 15. Uvniti konvexniho mnohothelniku M je dan bod O. Dokazte, ze
kolmé projekce bodu O na nékterou stranu M lezi uvniti této strany.

Priklad 16. V roviné je dan bod A a nékolik mnohothelniki, pfi¢emz kazdé dva
z nich se protinaji. Dokazte, Ze existuje kruZnice se stiedem v A, kterd je protind
vSechny.
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Priklad 17. V roviné je ddno n > 3 bodu v obecné poloze. Uvazujme vnitini thly
trojuhelnikt s vrcholy v téchto bodech a velikost toho nejmensiho oznac¢me . Pro
dané n najdéte nejvétsi mozné . (MO 64-A-1I)

Priklad 18. Mame dvé kruznice s obvodem 1000. Na jedné je vyznaceno 1000
bodi, na druhé nékolik obloukt s celkovym souctem délek nejvyse 1. Dokazte, Ze na
sebe umime kruznice polozit tak, aby vSechny vyznacené body lezely mimo vnitiky
vyznacenych obloukt.

Priiklad 19. Pejsek rozkousal pravidelny 4n-thelnik na kone¢né mnoho rovnobéz-
nikd. Dokazte, Ze néktery z nich je ve skutecnosti obdélnik. (Brkos XXI-6—4)

wevr

Zajimavéjsi tlozky

Priklad 20. V roviné lezi body O, Ay, As, ..., Ags tak, ze Zadné t¥i z nich nelezi
na spole¢né piimce. Ukazte, Ze pocet trojuhelnikt A;A;Ay, které obsahuji bod O,
je sudy.

Priklad 21. V obdélniku R je ddno n rizovych bodu tak, Ze spojnice Zadnych dvou
z nich neni rovnobézné s zadnou stranou R. Radi bychom roztezali R na obdélnicky
se stranami rovnobéznymi se stranami R tak, aby zadny z nich neobsahoval razovy
bod ve svém vnitiku. Ukazte, Ze jich musi byt alespon n + 1.

(IMO Shortlist 2014)

Priklad 22. Rozmisténi 4027 bodu v roviné nazveme kolumbijskym, jestlize je 2013
z nich ¢ervenych, 2014 modrych a zadné ti¥i nelezi v pfimce. Skupina pfimek pro
takové rozmisténi je dobrd, pokud neprochazi zddnym bodem rozmisténi a zadné
z Casti, na které je rovina pfimkami rozdé€lena, neobsahuje body rtznych barev.
Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi existuje skupina
k dobrych piimek. (IMO 2013-2)

Priklad 23. Nechf n je pfirozené ¢&islo. V roviné se pase n bodovych kravicek a
n bodovych ovecek. Zadna t¥i zviFatka nelezi na jedné p¥imce. Balancni piimkou
nazveme piimku prochézejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, ze na kazdé
strané od primky je stejné ovecek jako kravicek. Ukazte, Ze existuji alespon dvé
balanéni p¥imky. (USAMO 2005)

Priklad 24. V zatoce je 18 majaki, kazdy dokaze osvitit ithel 20°. DokazZte, Ze je
Ize natocit tak, aby osvitily celou zatoku.

Priklad 25. V roviné je 2017 piimek tak, Ze z4dné tfi z nich neprochazi jednim

bodem. Snek Turbo sedi v néjakém bodé na pravé jedné z nich a zacne se po nich

plazit nasledujicim zpisobem: pohybuje se danym smérem po jedné primce, dokud

nenarazi na prvni prisecik; v ném zahne po druhé pfimce doprava ¢i doleva, pricemz

vybér tohoto sméru sttida. Mize se stat, ze Turbo projede néjakou tisecku postupné

v obou smérech? (EGMO 2017-3)
s
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Priklad 26. V roviné lezi n > 2 tsecek tak, Ze se kazdé dvé protinaji a zadné tii
neprochazi stejnym bodem. Pepa si vybere jeden konec kazdé tsecky a posadi do néj
zédbu Celem ke druhému konci. Pak (n — 1)-krat tleskne. Pti kazdém tlesknuti zaby
sko¢i do nasledujicich prisecikt na svych tiseckach. Pepa by chtél zaby rozmistit
tak, aby zadné dvé z nich nikdy nesedély na stejném misteé.

(i) Dokazte, ze pro liché n se to Pepovi vzdy podaii.

(ii) Dokazte, Ze pro sudé n Pepa nemé Sanci. (IMO 2016-6)
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Navody

1. Projedte ho skartovackou.

2. Co kdyby skrz sebe uméli probéhnout?

3. Indukce.

4. Konvexni obal a nafukovani.

5. Liska sedi uvniti néjakého trojuhelnika jisté dobfe zvolené triangulace.

6. Nejdriv vzdy ndhodné vyberte primér a pak az jeden z jeho krajnich bodi.
7. Na vnitfnim rybnicku se ¢tvrtinovym polomérem je kachnicka rychlejsi.

8. Zacpéte studnu sférou. Plocha kulového vrchliku s vyskou v je rovna 2mrv.
9. Orientace trojtuhelnika.

10. Kazdy fez kraji sudy pocet ¢okolad.

11. Trojuhelnikova sit.

12. Promitnéte na primku.

13. Diskrétni spojitost.

14. Zacnéte s trojuhelnikem s vrcholy v S' s maximélnim obsahem.

15. Nejblizsi strana.

16. Nafukujte.

17. Vezméte bod na konvexnim obalu s velkym tthlem.

18. Na druhé kruznici si vyberme bod O. Které polohy bodu O na prvni kruznici
zakazuji vyznacené body?

19. Cesty z rovnobézniki spojuji protilehlé strany.

20. Co se stane s paritou, kdyz O pfekroci tsecku?

21. Kazdému rtizovému bodu prifadte rohy kfizovatek tvaru T, které vidi.

22. Dva body jde oddélit od zbytku dvéma pfimkami. Zkuste naopak stiidavé
rozmistit vSechny body na kruznici.

23. BUNO jsou na konvexnim obalu jenom ovecky. Diskrétni spojitost.

24. Rozdél si pfimkou majaky na poloviny a majaky z jedné poloroviny zkus pokryt
tu druhou. (Alternativa: kouzla se skaldrnimi souéiny.)

25. Dvojobarveni oblasti, barva odpovida sméru obchézeni.

26. Sefadte si tisecky podle jejich smérti.

Literatura a zdroje

Cely ptispévek je vytahem z iKSkového ptispévku od Kuby Léwita, kterému timto
dékuji — mate-li chut na dalsi piiklady, tak je tam naleznete i s dalsimi zdroji :-).

[1] Kuba Lowit: Kombinatorickd geometrie, Sbornik iKS, 2019
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Konecna télesa

PAVEL TUREK

ABSTRAKT. V moderni algebie je zvykem studovat abstraktni struktury a funkce
mezi nimi. My se podivame na takzvana télesa a pokusime se klasifikovat vSechna
konecna télesa. Jelikoz zédkladnim kamenem konecnych téles jsou polynomy, tak diky
odvedené praci budeme o trochu vice rozumét polynomim modulo prvoéislo.

Zakladni definice

Definice. Bindrni operace na mnoziné S je funkce, ktera prifazuje libovolné uspo-
fadané dvojici prvkua S néjaky prvek S.

Definice. Téleso je mnozina F' spole¢né s dvéma binarnimi operacemi ,+“ a ,-“
a dvéma riznymi prvky 0, 1 takovymi, Ze pro vSechna a,b,c € F plati:

(1) a+b=0b+a,

(2) (a+b)+c=a+ (b+c),

(3) a+0=a=a+0,

(4) existuje —a € F takové, ze a + (—a) = 0= (—a) + a,

(5) (a-b)-c=a-(b-c),

(6) a-b="b"a,

(7 a-1=a=1"aq,

(8) pokud a # 0, tak existuje a=! € F, pro které a-a"! =1=a"!-aq,
(9) (a+b)-c=a-c+b-ec

Definice. Homomorfismus je funkce ¢ mezi dvéma télesy F' a K takova, Ze pro
vSechna a,b € F plati:

(1) »(0)=0ap(l)=1,
(2) p(a+b)=p(a)+ ),
(3) wla-b) = p(a) - p(b).

Pokud je ¢ bijekce, fekneme, ze ¢ je isomorfismus a Ze télesa F' a K jsou isomorfni.
Tvrzeni. Kazdy homomorfismus je prosta funkce.

Ptedchozi tvrzeni nam fikd, Ze homomorfismus paruje jedno téleso s podmnozinou
jiného télesa, a to ,hezky“ vzhledem k obéma operacim. V takovém piipadé rekneme,
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ze F je isomorfni podtélesu K. Méné formalné budeme pouZivat terminologii, Zze F'
je podtéleso K.

Definice. Charakteristika télesa je rovna minimalnimu poctu jednicek, které je
tfeba secist, abychom ziskali nulu. Pokud takovy pocet neexistuje, fekneme, Ze cha-
rakteristika je 0.

Véta. (mald Fermatova) Pokud je F konecné téleso s n prvky, tak pro libovolny
nenulovy prvek a plati a" ! = 1.

Tvrzeni. Je-li F' konec¢né téleso, tak jeho velikost je mocnina prvoéisla.

Polynomy

Definice. Pro téleso F' definujeme F[X] jako mnoZinu polynom s koeficienty v F'.
Na této mnoziné existuji obvyklé binarni operace s¢itani a nadsobeni polynomi. Téz
muzeme definovat obvyklym zptsobem stupen polynomu.

Poznamenejme, ze F[X] neni téleso, jelikoz axiom (8) neplati, napiiklad pro
X € F[X]. Jelikoz cilem této prednasky je sestavovat télesa, budeme muset tro-
chu modifikovat F'[X].

Definice. Nenulovy polynom f € F[X] nazveme ireducibilnim, pokud méa kladny
stupeti a nelze zapsat jako sou¢in dvou polynomi s kladnym stupném v F[X].

Véta. Kazdy monicky polynom f € F[X] Ize jednoznaéné zapsat jako soudin mo-
nickych ireducibilnych polynomii.

Definice. Pro polynom f € F[X] budeme znacit mnoZzinu polynomt v F[X] mo-
dulo f jako F[X]/(f). Takto ziskdme operace s¢itani a ndsobeni polynomt modulo

I

Tvrzeni. Pokud F je téleso a f jeho ireducibilni polynom, tak F[X]/(f) je téz
téleso.

Dusledek. Mame-li n-prvkové téleso F' a ireducibilni polynom f stupné k nad F,
tak F[X]/(f) je téleso o velikosti n*.

Rozkladova télesa

Definice. Necht L je téleso a necht K je jeho podtéleso. Pokud «j,...,a, jsou
prvky L, tak K(aq,...,ay) je nejmensi podtéleso L obsahujici K a ai,...,a, (ji-
nymi slovy je to prinik podtéles L obsahujicich K a ai,...,ay).

Tvrzeni. Je-li L téleso a K jeho podtéleso a o € L je kofenem ireducibilniho
polynomu f € K[X], tak K(«) je isomorfni K[X]/(f).
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Definice. Necht K je téleso a f nenulovy polynom nad K. Rozkladové téleso f je
téleso L takové, ze plati:

(1) f je soucin linedrnich polynomt nad L,

(2) existuji kofeny ayq,...,a, € L polynomu f takové, ze L = K(aq,...,ap).

Véta. Pro kazdé téleso K a nenulovy polynom f € K[X] existuje odpovidajici
rozkladové téleso. Navic kazda dvé rozkladova télesa f jsou isomorfni.

Tvrzeni. Je-li F' konecné téleso a f ireducibilni polynom nad F, tak f nem4
mnohonasobny koren ve svém rozkladovém télese.

Klasifikace konecnych téles

Definice. Cel4 ¢isla modulo prvocislo p tvoii téleso, které znacime F,.

Definice. Pro prvocislo p a pfirozené ¢islo n definujme Fj,» jako rozkladové téleso
polynomu X?" — X nad E,.

Véta. Konecna télesa jsou pravé télesa F» pro prvocisla p a pfirozena cisla n.
Tvrzeni. F,m je podtéleso Fyn pravé tehdy, kdyzp=q am | n.

Dusledek. Pokud je ¢ > 1 mocnina prvocisla a f ireducibilni polynom stupné n
nad F,, tak Fyn je rozkladové téleso f a f | X "X,

Dusledek. Pokud je ¢ > 1 mocnina prvocisla a n pfirozené ¢islo, tak X" — X je
rovno soucinu ireducibilnich monickych polynomii v Fy, jejichz stupen déli n.

Uloha. Ukazte, Ze polynom X2 + X + 1 je ireducibilni v Fy« pro libovolné d
nedélitelné 3.

Reseni. Dosazenim se piesvédéime, Ze dany polynom nema koien v Fy. Tedy jelikoz
je stupné t¥i, tak je ireducibilni nad F7 (jinak by né&jaky jeho ireducibilni faktor byl
linerni).

Pro obecné Fra, kde d neni délitelné 3, kdyby f nebyl ireducibilni, tak ma v tomto
télese kofen, ozna¢me jej . Poté Fra obsahuje Fr (), coz je isomorfni F7/(f), tedy
mé velikost 73, a proto je dle klasifikace isomorfni Fys. Ale Fya neobsahuje toto
téleso, jelikoz 3 1 d.

Piiklady

Piiklad 1. Necht o € Fy \ F». Urcéete vSechna pfirozend ¢isla n, pro které ma
polynom X2 + aX + 1 kofen v Fya.

Priklad 2. Dokazte, Ze pro kazdé koneéné téleso F' a prirozené ¢islo n existuje
ireducibilni polynom f € F[X] stupné n.
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Priklad 3. Necht p, ¢ jsou prvodisla a
f=x@"=D-0-1) 4 x@I-D=2p-1) 4 x@'-)-3p-1) 4 .. 4 xp-1 4

je polynom nad F,. Ukazte, ze f je roven soucinu qufp ireducibilnich polynomi

stupné q.

Piiklad 4. Ukazte, ze pro prvocislo p a pfirozené ¢islo n je funkce ¢ : Fyn — Fpn

dand predpisem ¢(x) = zP isomorfismus.

Priklad 5. Zvolme mocninu prvodisla ¢ > 1 a pfirozené ¢islo n. Pokud f je poly-
n! n

nom stupné n nad Fy, dokazte, ze f deli (Xq — X) .

Priklad 6. Kolik je monickych ireducibilnich polynomi stupné 30 v F3?

Priklad 7. Pro prvodislo p sestrojte téleso F', které je algebraicky uzavrené, tedy
libovolny nekonstantni polynom f € F[X] je sou¢inem linedrnich polynoma.

Priklad 8. Uvazujme « € Fy5 \ F5 a 8 € Fia5 \ F5. Ukazte, Ze v Fye plati

X3 +aXx 48X 1.

Navody

1. Ukazte, ze dany polynom je ireducibilni a najdéte prvné nejmensi n takové, ze
dany polynom mé kofen v Fon.

Vyuzijte klasifikaci a najdéte vhodny polynom jako délitel X*" — X, kde F = F.
V&imni si, ze f(X) - (XP — X) = X?" - X.

Vyuzijte binomickou vétu a toho, ze charakteristika je p.

Ukazte, ze kazdy ireducibilni faktor f déli vhodny polynom.

Jak ziskat tyto polynomy? Pouzij polynomy X 3t _ X , kde d je délitel 30.

Vezméte vhodné sjednoceni téles Fpa; C Fpay C Fpas C -

S B

Ukazte nejdiive, ze X® + aX + 8 nema kofen v Fy5. Poté ukazte, Ze nema
mnohonéasobny koren.

Literatura a zdroje

[1] Filip Cermék a Mat&j Dolezdlek: Teorie nejen ¢isel, serial 40. ro¢niku.
[2] Pfednasky Galois Theory.
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Symetrické polynomy

PAVEL TUREK

ABSTRAKT. Urcité jste se jiz setkali s ulohami, kde figurovaly vyrazy symetrické
ve svych proménnych. Nasim cilem bude predstavit si zakladni techniky, které se
vzdy hodi u takovych tloh vyzkouset. Konkrétné si ukazeme vyuziti elementarnich
symetrickych polynomu a Vietovych vztaht.

Zakladnim pojmem této prednasky je polynom v nékolika proménnych. Pokud
mame proménné x1, To, ..., Ty, tak polynom v téchto proménnych je soucet konecné
mnoha ¢lent cx{*xz5? - - - 2%, kde ag, ag, . . ., a, jsou nezapornd celd ¢isla a c¢ je libo-
volné realné é&islo. Tedy napiiklad mame polynomy ve dvou proménnych z3y — 5y ¢i
2% 4 3xy + y2. Povéimnéme si, Ze vyménou proménnych x, y dostaneme opét poly-
nom. V prvnim piipadé je to novy polynom zy3 —5x. V druhém piipadé dostaneme
y?+3zy-+22, tedy polynom se nezméni. Takové polynomy se ¢asto objevuji v riiznych
tlohéach a budou tématem této prednasky.

Definice. Symetricky polynom v n proménnych je takovy polynom, ktery se ne-
zmeéni po libovolné permutaci svych proménnych.

Dalsim prikladem je polynom
(2—2¢72%) 2+ (2222272 + (y—22223) 2+ (y—2220%) 2+ (22229 2+ (2 — 29223 * 2y 2

t¥i proménnych z, y, z. Poznamenejme, Ze to ovSem neni symetricky polynom ¢étyt
proménnych x, y, z, w. Dalsim dilezitym piikladem jsou elementarni symetrické po-
lynomy. Méjme n proménnych x1, xs, ..., x,, poté elementdrni symetricke polynomy
v téchto proménnych jsou

€1 =21+ + Tn,

€2 =T1T2 + 2123 + - + Tp_1Tp,

Ep = X1X - Tp.

Véta. Kazdy symetricky polynom v n proménnych se da zapsat jako polynom
v elementarnich symetrickych polynomech eq,es, ..., e,. Zaroven je takovyto zapis
jednoznacny.
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Ponauceni z této véty je, ze jakmile se setkdme s néjakou rovnici ¢i nerovnici,
ktera je symetrickd ve svych proménnych, tak je vhodné vzdy zkusit, zda neni ro-
zumné prejit z proménnych k elementarnim symetrickym polynomim. U nerovnic
poté lze vyuzit znamé nerovnosti formulované pro elementarni symetrické polynomy
(naptiklad AG nerovnost (e1/n)™ > ey). U rovnic se najdou hodnoty elementérnich
polynomti a poté je potfeba navratit se k ptivodnim proménnym. K tomu slouzi
Vietovy vztahy:

Tvrzeni. Pro proménné x1,xs,...,%, a jejich elementarni symetrické polynomy
plati

(x—x1)(x—22) - (x —2p) = 2" — 12" ' F ez 2 — - 4 (=1)"e,.

2

Uloha. V oboru redlnych éisel feste soustavu dvou rovnic 22 —zy + 9% = 7 a

22y +xy? = 2.

Reseni. 'V elementarnich symetrickych polynomech maji rovnice tvary €2 —3es = 7
a ejea = —2. Prvni rovnice pfendsobend polynomem e; poté da e$ + 6 = Te;. Tato
kubick4 rovnice ma o¢ividné koten 1, a tedy lze prepsat jako (e; —1)(e3+e1—6), ¢imz
dostaneme t¥i Feseni (e1,e2) = (1,—2), (2, —1), (=3, 2). JelikoZ je e; vzdy nenulové
(takze prendsobeni e; byla ekvivalentni tiprava), vSechny t¥i dvojice jsou feSenim a
k nalezeni x, y musime vyfesit kvadratické rovnice

2
t?—t—2=0, 2 —2t—1=0, t2+3t+§:0.

Tim dostaneme jako FeSeni (z,y) neuspofadané dvojice

O e

Nez se dostaneme k pfikladtim, zminime jesté diilezité identity, které nam pomo-
hou vyjadiit symetrické polynomy tvaru z% + --- + xk.

Véta. (Newtonovy identity) Necht n je pFirozené Cislo a 1, %3, . .., T, proménné.
Ozna¢me Sy, = x% + -+ + z¥ pro k € N. Poté pro 1 < k < n plati

S —e1Sp—1+exSp_o— -+ (—1)k_1€k,151 + (—1)kk6k =0
a pro k > n plati

Sk —e1SE_1+e3Sp_a —---+ (71)”67,,5]6_” =0.
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Priklady
Priklad 1. Najdéte redlna feSeni soustavy rovnic

2?4y =5,
w34+ =0,
Priklad 2. Sestavte kvadratickou rovnici s kofeny rovnymi osmym mocnindm ko-
fentl rovnice t2 —t 4+ 7 = 0.

Piiklad 3. Najdéte redlna x, pro kterd /41 + x + /41 — x = 4.
2

Priklad 4. Reéalna cisla a, b spliuji, ze rovnice ° — ax + b — 1 = 0 ma dva rtzné
redlné kofeny a jejich rozdil (v né&jakém poradi) je kofenem x? — ax +b+ 1 = 0.
Dokazte, ze b > 3, a vyjadiete oba piivodni kofeny v zavislosti na b.

Piiklad 5. Najdéte viechna realna s, pro néz rovnice 4o —20234s22+22:x—-2 =0
ma ¢tyti rizné redlné kofeny a soucin dvou z nich je roven —2.

Priklad 6. Jsou dany kvadratické polynomy f, g. TFi ze étyf redlnych kofent
kvartické rovnice f(g(z)) = 0 jsou —22, 7 a 13. Urcete vSechny mozné hodnoty
¢tvrtého korene.

Priklad 7. Pokud kladné redlna ¢sla splituji L + 1 + 1 =1, ukaite, Ze

1 1 1 2
a—|—bc+b—|—ac+c+ab7 (1+2)(1+2)(1+¢)

Priklad 8. Po dvou rizna redlna ¢isla a, b, ¢ splituji
a(a® — abe) = b(b? — abc) = ¢(c? — abe).

Ukazte, ze a + b+ c = 0.

Priklad 9. Reéalna ¢isla z, y, z spliluji rovnost « + y + z = xyz. Dokazte

(1 —y?)(1 - 22) +y(1 - 22)(1 — 2?) + 2(1 — 2%)(1 — ¢°) = dayz.
Piiklad 10. Pro redlné a, b ukazte, Ze a® + b® + (a + b)® + 6ab = 16, pravé tehdy
kdyz a +b = 2.
P¥iklad 11. Pro redlna z, y spliiujici 2® + 3% < 2 dokazte, 7ze x +y < 2.

Piiklad 12. Pro z, y, a realné &sla plati « +y = 23 + > = 2% + y® = a. Najdéte
vSechny mozné hodnoty a.
Piiklad 13. Redlné ¢islaa, b, ¢, d splinji a +b+c+d=0aa’ +b"+c"+d” =0.
Najdéte vSechny mozné hodnoty (a + b)(a + ¢)(a + d).
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Priklad 14. a, b, ¢, d, e, f jsou redlna ¢&isla, pro kterd méa polynom
28 —4x" + 728 +ax® + bat fead +da? fex+ f

vSechny kofeny realné. Najdéte vSechny moZné hodnoty f.

Piiklad 15. Polynom p(z) = 2" +a12" ' +- - +a,_12+1 ma viechny koeficienty
nezaporné a vSech n jeho kofent je redlnych. Ukazte, ze p(2) > 3™.

Navody

1. Pieved na rovnice elementarnich symetrickych polynomt. Hodi se tipnout si
jedno TfeSeni.

2. Newtonovy vztahy.

3. Pouzij substituci, kde nahradis obé odmocniny proménnymi.

4. Pokud jsou «, S kofeni prvni rovnice, pak ma druhd rovnice kofeny o« — 3 a ...
5. Rozdél kofeny do dvou paru a urci hodnoty elementarnich symetrickych poly-
nomi téchto pard.

6. Rozdél kofeny do dvou paru a pouzij linedrni koeficient g.

7. Jde to trikové, ale jde to prosté spocitat. Trochu uzitecna je substituce z = é,
y=14,z2=1

8. Pomoci podminky najdi vhodnou kubickou rovnici, kterd méa koteny a, b, c.

9. Opravdu to staci vyjadrit v elementarnich symetrickych polynomech.

10. Pouzij ? > 4des.

11. Elementarni symetrické polynomy a nerovnost e? > 4ey piijdou vhod.

12. Bud klasicky piejdi k elementdrnim symetrickym polynomtim, nebo pouZij
(@+y) (2% +9°) = (2° +9°)".

13. Podminky by mély ukazat, ze e3 = 0 nebo e3 = e4. Co vi§ o polynomu s kofeny
a, b, ¢, d v prvnim pfipadé? V druhém piipadé pouzij vhodné nerovnosti anebo se
podivej na soucet ¢tvrtych mocnin.

14. Dokaz, ze jsou si vSechny kofeny rovny.

15. Rozmysli si, ze kofeny jsou zaporné, a rozloz na soucin linearnich polynomii.
Poté kazdy z nich odhadni ve 2 tak, aby 8§lo pouzit, Zze soucin kofeni je 1.
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