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Jensenova nerovnost

FiLa CERMAK

ABSTRAKT. Jensenova nerovnost je prekvapivé silnd a muze pomoct, kdyz klasické

a diky tomu ji budete pravidelné potkavat i na vysoké skole.

Konvexni kombinace
Definice. Necht z1,...,2, € R, \1,..., A, €(0,1) anavic \; +---+ A, = 1. Pak
¢islo \iz1 + - -+ + Az, nazyvame konvexni kombinaci Cisel xq,...,x,.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pokud je 1 nejmensi a x,, nejvétsi z Cisel xq,...,x,,
pak lezi kazda konvexni kombinace téchto ¢isel v intervalu (z1, ).

Pro praci s Jensenovou nerovnosti je klicové porozumét konvexnim kombinacim
(bodil) v roviné.

Definice. Necht [z1,91],..., [Zn, Yn] jsou soufadnice n bodl v roving, Ay, ..., A, €
(0,1) a Ay + - -- + A\, = 1. Pak bod o soutadnicich
Miz1 4 A, Ayn o+ Anyn)

nazyvame konvexni kombinaci bodi [z1,y1], . .-, [Tn, Yn]-

CviCeni. Co je mnozinou vech konvexnich kombinaci danych dvou (t¥, éty¥, atd.)
bodt v roviné? A co v prostoru?

Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht I C R je interval a f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
z,y € I akazdé X € (0,1) plati

fOz+ (1= Ny) < Af(2) + (1 =) f(y),

fekneme, ze f je konvexni na I.

Dualné (s opa¢nou nerovnosti) definujeme konkdvni funkci. Pokud pro A € (0,1)
plati ostrd varianta uvedené nerovnosti, mluvime o ryze konvexni (resp. ryze kon-
kdvnt) funkei.

Cviceni. Rozmyslete si, co nerovnost definujici konvexnost (resp. konkévnost) zna-
mena geometricky.

Cviceni. Zjistéte, které z elementarnich funkci jsou na nékterych intervalech kon-
vexni (resp. konkavni).



JENSENOVA NEROVNOST

Jensenova nerovnost

Véta. (Jensen) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolna
1, xn €1 a A, ...\, €(0,1) takovd, ze A1 + -+ + A, = 1, plati

)\1f(1?1) + -4 )\nf(l‘n) > f(/\l.rl —+ -4 /\nzn).

Pro konkavni funkci plati obracena nerovnost.

vz

Casto nam bude stadit jednodussi tvar nerovnosti, kdy jsou vSechna \; = f:

Jf(wy) + -+ f(xn) S/ (xl +nxn> .

n

Cviceni. Interpretujte obé strany nerovnosti geometricky pomoci konvexnich kom-
binaci boda a uvédomte si, Ze tvrzeni se tim stava témér trividlnim.

Cviceni. Rozmyslete si, kdy v Jensenové nerovnosti nastava rovnost.

Nyni si mtizeme blahopfat, nebot jsme téméf zadarmo ziskali velmi obecné vyhli-
zejici nerovnost, kterd se ukaze byt silnou zbrani. Ke spravnému pouziti Jensenovy
nerovnosti je tfeba umét rozhodnout, zda je dand funkce konvexni (resp. konkévni).
K tomu se v praxi pouziva nasledujici lemma.

Lemma. Ma4-li funkce f na intervalu I nezédpornou (resp. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexni (resp. konkdvni).

Pokud jste o derivaci (natoz o druhé derivaci) neslySeli, nezoufejte. U jednodu-
chych funkei se d4 konvexnost (resp. konkavnost) dobfe odhadnout z grafu, pfipadné
I1ze pouzit vhodny matematicky software. Pfisné korektni zdtivodnéni se v tomto pri-
padé nevyzaduje ani v MO, o jednoduchych funkcich se povazuje za zndmé, zda jsou
konvexni ¢i konkavni. Konvexni jsou naptiklad %, ﬁ na R™ nebo sudé mocniny x

na R. Typické konkavni funkce jsou /= nebo log(z) na RT.

Logaritmus

Obcas se pfi pouzivani Jensenovy nerovnosti setkdme s logaritmem. Bude pro nas
uziteény, protoze svym zptusobem prevadi nasobeni na s¢itani a mocnéni na nasobeni.
Presnéji o tom hovori nasledujici poznamka.

Poznamka. Necht a > 1. Funkce f(z) = log,(z) definovand na R* jako inverzni
funkce ke g(x) = a® mé nésledujici vlastnosti:

(i) f je rostouci ryze konkavni funkce na R¥,

(i) f(zy) = f(2) + f(y),
(iii) f(3)=—f(2),
(iv) f(a¥) =yf(z).
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Motivacni priklady
Koneéné se dostavame k tloham. Zacneme zlehka:

Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé redlné z > 1 plati

+=+ >

1 1 1 3
r—1 o z4+1"z

Reseni. Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkci f(x) = %, ktera je konvexni na
R*, a konvexni kombinaci kladnych &isel x — 1, =, x + 1 s koeficienty

Dostavame

1 1 +1+ 1 > 1 _1:> 1 +1+ 1 >3

3\z—-1 2z x+1 _LglJr%Jr%_x xr—1 2 z+4+1~"z

Jisté by vam nedélalo problém tuto nerovnost dokazat zcela pfimocafe rozna-
sobenim. Zkusime tedy néco tézsiho — zastupce typické skupiny tloh fesitelnych
Jensenovou nerovnosti:

Priklad. Jsou-li «, 3, v velikosti tthlu v trojuhelniku, dokazte

3v3

sina 4 sin f + siny < -

Reseni. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f(r) = sinz, ktera je konkavni
na intervalu (0, 7). Plati «, 8,7 € (0, 7), tedy

<a+[3+7) _ V3

1. . 1. .
fsma—&—fsmﬁ—l—gsm'yg sin 3 -

3 3 2

U této nerovnosti bychom jiz pfimocarejsi pfistup hledali tézko. Jensenova nerov-
nost je pro dokazovani nerovnosti s thly v trojuhelniku ¢asto uzite¢nd, nebot zname
jejich soudet (coz je jejich nejjednodussi linearni kombinace).

Potad je to moc snadné? Jensenova nerovnost jde pouzit i na dokazovani nerov-
nosti mezi pruméry:

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro nezdporné éisla x1,xa, ..., x, plati

x1+...+mn
n

> Yri...Ty.
5
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Tvrzeni. (AH nerovnost) Pro nezaporn4 ¢isla x1,xa, ..., x, plati

1+ -+ Ty n
Z 7 1
1

Tn

Nyni uz vime dost, abychom se mohli pustit do feSeni skute¢nych tloh. Nezapo-
mefime, %e Jensenova nerovnost plati pro kazdou konvexni (resp. konkavni) funkci,
takze pokud kyzena nerovnost hned napoprvé nevyjde, neni divod hézet Jensena
do Zita — prosté zkuste jinou funkci. Tak hurad do toho!

Ulohy na rozehrati

Uloha 1. Ukaite, Ze pro libovolna realna éisla a,b € (—1,1) plati

V1I—a24+V/1-02<\/4— (a+b)?

Uloha 2. Dokate, ze pro kladna realna ¢isla a, b splitujici a + b = 1 plati

+1 2+ b—i—l 2>§
‘T b) — 2

Uloha 3. Dokate, ze pro viechna pifpustna = € R plati

Vr+1++v2x—34++50—3z < 12.

Uloha 4. Pro velikosti thl v trojuhelnikt o, 3, v dokazte nerovnosti
<

73\f

(ii) Cos%+cos§+cos§§—

(ii) tg%+tg§+tg%z\/.

Uloha 5. Pro kladné a, b, ¢ dokazte

V27 (a7 + 07+ ¢7) > Va7 + Vb7 + V.

Uloha 6. Kladna realna ¢isla x, y splituji  + 3 = 1. Dokazte

|

(i) sin % + sin g + sin

(=2

T Y 1
+ > )
14y 1+zx2 = 1422y

Uloha 7. Dokaite, ze pro kladné reilné a, b, ¢, d splitujici a + b + ¢ + d = 4, plati

a 8
%:zb(bﬂ) Zlarobrd)
6



FILA CERMAK

Homogenita

Definice. Vjraz f(a,b,c) je homogenni stupné n, pokud plati, ze f(ta,tb,tc) =
t" f(a,b,c) pro libovolné redlné .

V nasem piipadé budeme vzdy uvazovat &isla a, b, ¢ a t kladna realna. Casto
fesime nerovnosti typu f(a,b,c) > 0. Homogenita ndm dava velmi uzite¢ny néstroj
na vytvareni podminek a tim nam casto usnadni praci. Pokud totiz fesime nerovnost
f(a,b,¢) > 0 mizeme si zafixovat jednu hodnotu libovolného homogenniho vyrazu
v a, b, c. Tedy naptiklad a + b + ¢ = 3, nebo abc = 1. To je pravé proto, ze pokud
by a + b+ ¢ = k # 3, pak muZeme za t zvolit napfiklad % nebo pokud abc = k, tak
détvt = 7z

ReSeni nerovnosti f(a,b,¢) > 0 pak bude ekvivalentni FeSeni nerovnosti 0 <
flta,tb,tc) = t"f(a,b,c), protoze t™ miuzeme pokratit. V naSem piispévku bude
homogenita vhodna zejména na normovani koeficient.

Poradné alohy

Jak jsme vidéli v poslednich dvou pfikladech, obc¢as se nam miize stat, ze nestaci
vzit za koeficienty % Napftiklad v tdloze 6 jsme s uspéchem vyuzili x +y = 1. Co
kdyby to tak ale nebylo? Vzdy je mozné zkusit dva jednoduché triky. Nejprve si ale

upravme ulohu 6 tak, aby platila, i kdyz z + y # 1. Jediné, co zménime, je prava

strana a to na
Tty

2xy
1+ Tty

Prvnim z téchto jednoduchych trikti bude homogenizace, kterou jsme si uvedli pred
chvili. Diky ni si mizeme zvolit x + y = 1. Upravena nerovnost z tlohy 6 ale neni
homogenni, a proto si budeme muset poradit jinak.
Nasim druhym trikem bude znormovani celé nerovnosti tak, aby se koeficienty
seCetly na 1. V nasem pripadé bychom celou nerovnost podélili x + y a za koeficienty
iy

: y
vzali 715 @ T4

Uloha 8. Ukaite, Ze pro kladna realna x, y, z splitujici  + y + z = zyz plati
1 n 1 n 1 < 3
l1+2y 14yz 14+zz = 4
Uloha 9. Pro kladni a, b, ¢ dokazte
a n b n c S 9
(b+c¢)2  (c+a)? (a+b)?2 ~ 4la+b+c)
Uloha 10. Pro a,b > 0 dokazte
a . b S 0 +b .
V2 +1 Va2 +1 7 Vab+1

(MO 63-I11-6)
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Uloha 11. Ukaite, Ze v ostrothlém trojthelniku pfi standardnim znaceni plati

a+b+c>V2bccosa + /2accos B + \/2abcos .

Uloha 12. Pro reélna z1,...,z, > 1 dokazte

1 +- 4+ ! > " .
r1+1 Ty, +1 Yr1-x, +1

(IMO Shortlist 1998)

Uloha 13. Dokaite, Ze plati

WE W Y3
y+z z4+z vty 2

Uloha 14. Pro kladné a, b, ¢ dokaite

a b c
+ + > 1.
VaZz+8be Vb2 +8ac 2+ 8ab

(IMO 2001)

Karamatova nerovnost

Podobné jako mizeme vazit AG nerovnosti a kdyZ nas to pfestane bavit, objevime
Muirheadovu nerovnost, tak i v pfipadé Jensenovy nerovnosti existuje zobecnéni,
které se zbavi omezeni, ze na pravé strané odhadu je jen funkéni hodnota vaze-
ného prumeéru ¢isel. Abychom tuto obecnou verzi nerovnosti mohli snadno popsat,
zavedeme pojem majorizace.

Definice. Rekneme, 7e kone¢né posloupnost a = (aj,as,...,a,) majorizuje b =
(b1,b2,...,b,) (budeme znadit a > b), kdyz maji nasledujici vlastnosti:

(1) a1 > a2 > > ap, by > by > --- > by,

(2) ag+as+---+a; >by +ba+---+b; pro vSechna 1 > i > n,

(3) agtas+--+ap,=by+ba+ -+ by

Véta. (Karamata) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libovolnd
Tlyeeoy TnyY1,---,Yn € I spliujici x > y plati

f@) 4+ flen) = Fy) + -+ fyn)-

Pro konkavni funkci plati obracena nerovnost.

Uloha 15. Dokazte, Ze plati

1 1 1 1 1 1 9

S22 + + > :

a b ¢ a+b b+c cHa a+b+c
8
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Uloha 16. Pro strany trojthelniku a, b, ¢ dokazte

Va+b—c+vVbtc—a+veta—b<Va+Vo+ e

(APMO 1996)

Uloha 17. Necht ay >ag > - >a, aby > by >--->b, jsou dvé posloupnosti
kladnych realnych ¢isel spliujici podminky

ay 2 b2a ajas > b1b2, ajasas > b1b2b3, Lo, Q1G22 -Gy > b1b2 Ce bn_

Dokazte ze plati
a1+ az+ -+ an > by +by+ -+ by

Uloha 18. Pokud z1,...,z, € <—%, %>, dokazte

cos(2x1 — z2) + cos(2x2 — x3) + - -+ + cos(2x, — x1) < cosxy + - -+ + COS Ty,

Uloha 19. Necht jsou a1, ..., a, kladna redlné ¢&isla. Dokazte, Ze plati
2 2 2
a a a
(1+a)(1+ay) - (1+a,) < <1+1) : <1+2> (1+">.

az as a
Navody
1. Funkce f(z) = v/1 — 22 je konkavni.
2. Funkce f(z) = (z + %)2 je konvexni.
3. Odmocnina je konkévni funkce.
4. Sinus je konkévni, cosinus taky a tangens konvexni. Pozor na jakém intervalu funkci chceme,

aby predchozi véta platila!
5. Funkce f(z) = ¥z je konkavni.

6. Funkce f(z) = u%m je konvexni.

7. Funkce f(z) = ﬁ je konvexni.
8. Rozsifte zlomek tfeti proménnou a uvédomte si, ze funkce f(x) ac-k%’ kde S =z +y+ z je
konkavni.

9. Zafixujte si S = a + b+ c a uvédomte si, ze b+ ¢ = S — a. Alternativné pouzijte homogenitu.

10. Znormujte a vyuZijte, ze funkce f(z) = i je konvexni.

11. Nejprve zkuste kosinovou vétu a potom substituci a = \/y + 2z, b=z + 2, c= 2+ y.
12. Zkuste podobny trik jako pfi dikazu AG nerovnosti, tj. Ze plati z = e* @,

13. Funkee f(z) = ?i/i je na intervalu (0, S) konvexni, kde S=a+y+z .

14. Muzete pouzit homogenizaci, pfipadné celé podélit. Uvédomte si, ze f(z) = % je konvexni.
15. Funkce f(z) = % je konvexni.

16. Spravné si je sefadte a nahlédnéte, Ze jde o majorizaci.
9
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17. Stejné jako logaritmus poméaha ménit soucet v soucin, tak exponencidlni funkce pomaha ménit
soucin v soucet.

18. Spravné sefadte (opét).
19. Logaritmus se hodi pro pfevod na soucet. Pokud si nechcete rozmyslet chovani a-cCek, tak si
feknéte, ze to jsou exponencialy.

Zdroje
Chtél bych podékovat Martinu Tépferovi, od néhoz jsem velkou ¢ast prispévku pfe-
vzal.

[1] Martin Topfer: Jensenova nerovnost, Hojsova straz, 2016.

[2] AoPS: |https://artofproblemsolving.com/community.
[3] IMOmath: |https://www.imomath.com/index.php?options=591.

Teleskopické soucty a souciny

Fira CERMAK

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva metodou teleskopickych souétt a soucint a obsahuje
nékolik prikladt na jeji procviceni.

Princip teleskopickych souctii a soucinil je zaloZzen na vhodném prodlouzeni vy-
razu, ktery nasledné upravime tak, ze dostaneme mnohem jednodussi vyraz nez pred
,prodlouZzenim“. A¢ se to na prvni pohled muze zdat zvlastni, tato technika nam
usnadni feseni fady prikladu.

Umluva. V celém piispévku budeme poéitat s n > 1.

Pii metodé teleskopickych souctu se obvykle snazime kazdy ze sCitanct prepsat
ve tvaru rozdilu tak, ze vétsina ¢lent takto upraveného souctu se nakonec navzajem
odecte.

1 1 1
Uloha. Uréete hOantu V}'frazu ﬁ —+ ﬁ + -+ m

Uloha. Uréete hodnotu vyrazu 1!-142!-2+--- +n!-n.

Pri teleskopickych soucinech chceme jednotlivé ¢initele upravit tak, aby se jich co
nejvic zkratilo a zistal ndm pouze jednoduchy vyraz.

1 1 1
Uloha. Dokazte, ze (1 4+ — |- (1+— ) - {14+ ———— 2.
oha. Dataste e {1+ 17) - (14 713) - (1+ gy ) <
) o 1 1 1 n+1
Uloha. Dokazte, ze (1—4)-(1—9)-~-(1—712): o

Piiklady

1 1 1
Priklad 1. Urcete hodnotu vy .
rikla rcete 0n0uvyrazu1_2.3+2_3.4+ +n-(n+1)-(n—|—2)
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1 1 1
Priiklad 2. Dokazte, Ze plati 52 + 33 + -+ 3 < 1.

1 1
- . — =9
V1+V2 V99 + /100

1 1
..+

Priiklad 3. Dokazte, Ze plati

1
Priiklad 4. Dokazte, Ze 1 + +

1+2 14243 T 12 a

5 o1 3 5 7
Priklad 5. Dokazte7ze§+ﬂ+2.4.6+2.4.6_8+

1 1
Lt

=1

< 2.

1
Priiklad 6. Dokazte, Ze plati 15 +

Piiklad 7. Dokazte, Ze

1+1111+1111+111_
2 4 8 3 9 27 n n2 nd3)

2019

Priklad 8. Dokazte, ze 3 +

3.7 (2n —1)- (2n +3)

< z.
3

<

W1l +3 23 +4 20171 + 2018 1 2010!

1
5"

4

1 1 1 1 1
Priklad 9. Urcete hodnotu \/1 +1+ —|—\/1 + -+ +--~+\/1 + o) + (7

4 9
Piiklad 10. Zjednoduste

1 1

n+1)>

1

A1) Vitl Vit @1)ve+2-vari i) vatn Vol

1 1
Priklad 11. Dokazte nerovnost — - § 99 < —.
2 4 100 10
241 33+1 n3+1
22 -1 33-1 nd3 —1

.. L 1 1 1 1
Priklad 13. Dokazte, ze (1 8) (1 27) (1 713)>2'

Piiklad 12. Dokazte, Ze

o] Fn
Priklad 14. Urcete hodnotu Z — , kde F}, znaci n-té Fibonacciho ¢islo.
n—o Fn—l : Fn+1
- 1
Priklad 15. Urcete hodnotu Z — kde F), znaci n-té Fibonacciho ¢islo.
n—2 Fn—l : Fn+1

22m 2 22771,
Piiklad 16. Dokaiite, 7e —— < ( m> < .
2/m m \V2m

11
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Navody

¥ 1 1/2 1 1/2
1. Rozlozte zlomek = DnntD) na 5 — = + L

. s 1 1

2. Uvédomte si, ze oz < wh=D)"
3. Usmérnéte zlomky.
4. Znate vzorec pro soucet ¢isel od 1 do n?
5. Vzorec pro n by mohl byt % Uz je to jasné?
6. Zase to rozlozte na parcialni zlomky.
7. Prevedte na spoleéného jmenovatele a rozlozte citatel

nP4n?-—n—1=0 -n+1)=n+13n-1).

5 k+2 _ 1 _ k+2-1
Rozlozte zlomek gy rmrey = mogry = G

Prevedte na spole¢ného jmenovatele a ¢itatel rozlozte na ¢tverec.

10. Prevedte do tvaru 1 a zkuste vhodné usmérnit.

Vn/nF1-(Vr+v/ntI)
11. Vezméte si velmi podobny a o trochu vetsi vyraz, ktery by se se zadanym vyrazem mohl

zkrétit, konkrétné 2 - 2 ... 190, 7Zkuste zkoumat jejich soucin.

5 101"
12. Rozlozte ¢itatele a jmenovatele podle vzorcti a® —b3 a a®+b3. Poté si uvédomte, ze n2+n+1 =
(n+1)2—-(n+1)+1.

13. Bud si uvédomte, ze uz jsme to dokdzali, nebo to rozlozte, a zkuste néco ,zapomenout®.

14. Rozlozte na parcialni zlomky.

15. Rozlozte na parcialni zlomky.

16. Odhadnéte zv1ast shora a zvlast zdola. Vhodné vytknéte 22™ z (2:;) tak, aby vam zbyl vyraz
podobny vyrazu z posledni tlohy.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je z velké Casti prevzaty z prednasek Adély Kostelecké a Anicky
Mlezivové, kterym bych timto chtél podékovat.
[1] Anna Mlezivova: Teleskopické soucdty a soudiny, Branna, 2019.
[2] Adéla Kostelecka: Teleskopické soucty a soucdiny, Lipova-lazné, 2016.
[3] Jaroslav Svréek: O teleskopickych souctech a soucinech,
lhttps://is.muni.cz/el /1431 /jaro2010/MA572/um /didmat2.pdf.
[4] Brilliant: Telescoping Series — Sum,
lhttps://brilliant.org/wiki/telescoping-series J.
[6] Martin Balko: Pfedndska z Kombinatoriky a grafi 1, MFF UK, 2018/2019.
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Cinska zbytkova véta

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Ukazeme si, jak se koukat na tlohy modulo vice ruznych ¢isel naraz,
jak tyto pohledy sklddat dohromady, a hlavné k ¢emu je to vSechno dobré. Dokazeme
Cinskou zbytkovou vétu a procvi¢ime dva hlavni zptisoby jejitho pouziti: vyrabéni éisel
s hromadou dobrych vlastnosti v konstrukénich tlohach a ldmani problému na vice
mensich kouskt v dikazovych ulohach.

Definice. Cela ¢isla a, b nazveme nesoudélnd, pokud mezi pfirozenymi ¢isly nemaji
jiného spoleéného délitele nez 1.

Tvrzeni. (Bézoutova identita) Jsou-li a, b nesoudélnd celd ¢isla, pak existuji cela
x, y spliujici ax + by = 1.

Diikaz. Rozsifeny Eukleidiv algoritmus.
Tvrzeni. Pokud a | be a zdroverti jsou a, ¢ nesoudélng, pak uzia | b.
Tvrzeni. Necht jsou a, b nesoudélng a plati a | ¢, b | ¢. Potom plati i ab | c.

Definice. Rikame, Ze a, b jsou kongruentni modulo m, pokud m | a — b. Tento
vztah znac¢ime a = b (mod m).

Jinak feceno: a, b jsou kongruentni modulo m, pokud po déleni ¢islem m davaji
stejny zbytek.

Cviceni. (specidlni pfipad zbytkovky) Jsou-li my,...,my po dvou nesoudélnd a
platiz =a (mod m;) proi=1,... k,pakuziz =a (mod M), kde M =my ---my.
Véta. (Cinska zbytkova) Budte ddna po dvou nesoudélnd p¥irozend my, ..., my a
libovolna cela ¢isla aq, . .., a;. Potom existuje celé ¢islo = splnujici

x = a; (mod my),

x = ag (mod my)
a vSechna takova x jsou si navzajem kongruentni modulo M = myq ---my.

-1
Cviceni. Méjme cela ¢isla by, .. ., by spliujici b; = (mM) (mod m;) pro kazdé i.
Potom pro ¢; = % -b; plati ¢; =1 (mod m;) a ¢; =0 (mod m;) pro j # i. Nasledné
1ze v Cinské zbytkové vété spodist x jako = = ajcy + - - - + agcy.
P¥iklad. Jan Zizka si chtél po velké bitvé, do které vyslal 1200 bojovnikii, rychle
spocitat ztraty. Nechal si proto prezivsi bojovniky nastoupit postupné po tfech, péti,
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sedmi a jedenacti. Nejprve mu zbyli dva bojovnici, poté dvakrat po tfech bojovnicich
a nakonec jich zbylo deset. Kolik bojovniku tedy prezilo?

Pouziti Cinské zbytkové véty jde rozlisit na dva hlavni pfistupy. V jednom si pro
néjaka ¢isla porucime vlastnosti, které jsou v tloze uziteéné, a zbytkovka zafidi jejich
existenci. V druhém si vezmeme k srdci to, Ze (s jistymi omezenimi) kongruence plati
modulo M, pravé kdyz plati modulo jednotliva m;. Formalné sice v obou ptipadech
délame totéz, ale jedna o dvé rizné strategie, kterymi lze tlohy fesit.

Cinska zbytkova véta umoziiuje celoéiselné proménné porudit libovolné mnozstvi
moduldrnich podminek, dokud jsou pfislusnd modula vzajemné nesoudélna. Tu a
tam se hodi umét timto zpisobem vycarovat nejen tak ledajaké cislo, ale dokonce
prvocislo. K tomu lze uzit nasledujici kanén — poznamenejme, ze jeho dikaz daleko
pfresahuje moznosti béznych olympiddnich nastrojt.

Véta. (Dirichletova) Necht jsou a, n nesoudélnd prirozend Cisla. Potom existuje
nekonecné mnoho prvocisel p splitujicich p = a (mod n).

Obecnéji se Cinska zbytkova véta ¢asto pouziva kombinovanim s néjakym dalsim
moduldrné zabarvenym tvrzenim. Hodit se proto mize tfeba nasledujici:

Vé&ta. (mald Fermatova) Méjme celé ¢islo a a prvoéislo p f a. Potom a?P~! = 1
(mod p).

Konstrukce Sikovnych cisel
Uloha 1. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po sobé jdoucich ésel, z nichz
kazdé je délitelné ¢tvercem néjakého prirozeného cisla vétsitho nez 1.

Uloha 2. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n existuje n po sobé jdoucich prirozenych
Cisel, z nichz zadné neni prvociselnd mocnina.

Uloha 3. Uvazujme v roviné miizové body (a, b) s celo¢iselnymi soufadnicemi. Bod
(a,b) je viditelng, pokud jsou a, b nesoudélné celd ¢isla. Dokazte, Ze pro libovolné
n € N existuje ¢tverec n x n m¥izovych bodi, z nichz zadny neni viditelny.

Uloha 4. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo k lze zvolit 2k navzajem riiznych

prirozenych cisel ay,...,ax,b1,..., b, takovych, ze zlomky
a az ag
by’ by’ T by

jsou v8echny v zékladnim tvaru a tvofi aritmetickou posloupnost.
Uloha 5. Jsou déna cela é&isla a, b takova, Ze pro viechna p¥irozend n plati
b +n | a" + n.
Dokazte, ze a = b. (ISL 2005 N6)

14



MATEJ DOLEZALEK

Uloha 6. Rozhodnéte, zda lze piirozena éisla sefadit do posloupnosti ay, as, ...
(pFicemz kazdé ptirozené ¢islo se vyskytne pravé jednou) tak, aby pro kazdé pfirozené
n platilon | a; + -+ + ay.

Uloha 7. Najdéte vSechny trojice piirozenych ¢isel (a,b,c) takové, Ze pro kazdé
prirozené n, které nema zadného prvociselného délitele mensiho nez 2014, plati

n+c|a®+b" +n.

(ELMO SL 2014)
Uloha 8. Budiz f: N — N funkce splitujici pro kazd4 a,b € N:

(i) f(a), f(b) jsou nesoudélnd, pravé kdyz a, b jsou nesoudélna.

(i) a < f(a) < a+ 2012.
Dokazte, ze kdyz prvodcislo p dé&li f(n), pak uzip | n. (USA TSTST 2012)
Uloha 9. Tabulka 2018 x 2018 je vydlazdéna dominy 2 x 1. Dokazte, ze lze do
polic¢ek vepsat prirozené ¢isla tak, Ze:

(i) Soucet dvou ¢isel na kazdém dominu je vzdy stejny.

(ii) Libovolnd dvé ¢isla, jejichz policka sousedi stranou, jsou nesoudélnd, pravé

pokud lezi na stejném dominu. (PraSe 37-4p—8)

Rozkladani a skladani modul

Uloha 10. Jsou dana dvé rizna kladné prvoéisla p, g. Dokazte, ze p?~ ' +¢P~1 =1
(mod pg).

Uloha 11. Dokazte, ze 4> +9b> = 1 (mod n) m4 pro libovolné pfirozené n fegent.

Uloha 12. Je déno piirozené ¢islo n. Budiz A mnozina téch &isel a € {1,2,...,n},
kteréa splituji a? = a (mod n). Dokazte, Ze pocet prvkii A je mocnina dvojky.
(PraSe 40-3s-1)

Uloha 13. Necht ¢(n) znadi pocet ¢isel z mnoziny {1,...,n}, ktera jsou nesou-
délné s n. Vyjadiete p(n) pro n s prvoéiselngm rozkladem pf* - - pkr.

Uloha 14. Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje n-tice po dvou nesoudélnych &isel
ki,...,ky, > 1takova, ze k1 -ko - - - k;, — 1 je soucin dvou po sobé jdoucich prirozenych
éisel. (USAMO 2008)

Uloha 15. Rozhodnéte, zda existuje pFirozené n takové, Ze pro libovolné celé éislo
2 nemé z2 + 2 + n zadného prvoéiselného délitele mensiho nez 2021.

Uloha 16. Jsou dana pfirozena ¢isla a > b > ¢ > 3 splitujici
albc+b+ec, b|ca+c+a, c|lab+a—+b.

Dokazte, ze alespon jedno z a, b, ¢ je slozené ¢islo.
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Uloha 17. Jsou déna pfirozend &sla n,k > 2 a k-tice po dvou riznych ¢&isel
ai,...,ar z mnoziny {1,2,...,n} takova, ze n | a;(a;41 — 1) proi =1,...,k — 1.
Dokazte, ze n { ag(aq — 1). (IMO 2009/1)
Uloha 18. Pro koneénou mnozinu X pfirozenych é&sel necht S(X) znaéi soucet
jejich prvki a P(X) jejich sou¢in. Déale uvazujme dvé koneéné mnoziny pfirozenych
Cisel A, B takové, ze |A| = |B|, P(A) = P(B), ale S(A) # S(B). Pokud pro kazdé
n € AU B a jeho prvoéiselného délitele p plati p3¢ | n, ale p37 { n, dokaite, 7e

IS(A) — S(B)| > 10°. (NIMO 2013)
Navody

1. Predepis kazdému ¢islu ¢tvercového délitele.

2. Predepis kazdému cislu dva prvociselné délitele.

3. Poruc si pro kazdy bod hledaného ¢tverce prvocislo, kterym maji byt soufadnice soudélné.

4. Vezmi zkracenou posloupnost %, RN % pro vhodna x, N. Jednotlivd b; odli§ zkracenymi

prvocisly, a; pak uz odlisi§ snadno.
5. Vyrob pro a — b hodné prvociselnych délitelti. Modula p a p — 1 jsou nesoudélna!
6. Pridavej ¢leny po dvou — jeden zvol libovolné a jeden urci.

7. S pomoci kanénu ukaz, ze a + b — ¢ ma hodné prvociselnych déliteld. Navol si zbytky v riznych
modulech dle libosti nejprve pro p, potom pro n.

8. Zkus nejdfiv zapomenout na n, p a pomoci zbytkovky zkonstruovat takové z, ze f(z) = =z.
Potom do vyrobniho procesu pfidej z =0 (mod p), z =1 (mod n).

9. Vypliuyj na jednotlivd domina dvojice ¢isel S+ x; podle Sachovnicového obarveni. Kdekoliv ma
dvojice ¢isel byt soudélné, zvol si na to zvlastni prvocislo.

10. Podivej se zvlast mod p a mod q.

11. Vyfes modulo prvoéiselné mocniny. Mocniny 2 a 3 jsou trochu vyjimeéné, ostatni jsou snadné.
12. Nejprve vyfes prvociselné mocniny.

13. Nejprve vyfes prvociselné mocniny.

14. Jen se chce, aby 22 + 2 + 1 umélo mit hodné& prvoéiselnych délitelt. Pouprav ditkaz existence
nekone¢né mnoha prvocisel.

15. Polynom 22 + z neumi modulo p nabyvat vSech moznych hodnot — podle toho navol n mod
p pro p < 2021.

16. Sloz do modula abc.

17. Z piedpokladu sporu dokaz, ze budto a; = 0 (mod p") pro vSechna ¢, nebo = 1 pro vSechna
7.

18. Soucin prvoéisel p, pro néz p—1 | 36. Kdyz se misto malého Fermata pouzije Euler, lze odhad
vylepsit az na asi 6 - 107.

Literatura a zdroje

[1] Lucien Sima: Cinskd zbytkovd véta, Mezimésti, 2017.

[2] Evan Chen: The Chinese Remainder Theorem,
lhttps://web.evanchen.cc/handouts/CRT/CRT.pdf.

[3] Fila Cermdk, Mat&j Dolezélek: Teorie nejen ¢isel, seridl MKS, 3. dil, 40.
ro¢nik.
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Funkcionalni délitelnosti

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. V prispévku si predstavime hromadu funkcionalnich délitelnosti — tloh,
kde podobné jako ve funkciondlnich rovnicich hledame jako feSeni néjakou funkci,
avSak vyuzivame k tomu poznatky z teorie ¢isel. Postupy feSeni, které si ukdzeme, tak
budou obnéset hlavné vhodné tupravy délence, vlastnosti prvocisel a chytra dosazeni
k vyrobé prvociselnych tvart.

Cas od ¢asu potkéa ¢lovek tilohu s funkcionalni rovnici — je ddna rovnost, v niz
néjak (Casto dost slozité) figuruje nezndmad funkce a ktera ma platit pro vSechny volby
proménnych. Jedna se tedy o jakousi soustavu nekoneéné mnoha rovnic o nekonecné
mnoha proménnych.

Funkcionélni délitelnosti jsou jesté o néco exotictéjsi. Jak by ¢lovék z nazvu cekal,
jedna se o ,,soustavu nekonecné mnoha délitelnosti s nekone¢né mnoha proménnymi.
Délitelnost je ale slabsi vztah nez rovnost, a tak metody, které se hodi k feseni funk-
cionalnich délitelnosti, vypadaji dost jinak nez metody feseni funkcionalnich rovnic.
Vétsina tloh nevyzaduje znalost zadnych pokrodilych tvrzeni, ale u par vyjimek se
muze hodit mald Fermatova, Wilsonova ¢i Dirichletova véta.

Ulohy v piispévku jsou sefazeny do kapitolek podle metod feseni a uvnit¥ kapi-
tolky zhruba podle obtiznosti. Nékteré tlohy vsak jdou vyfesit vice zpusoby, proto
neni tfeba brat rozdéleni tloh do kapitol zcela striktné.

Nerovnosti

Délitelnost se za vhodnych okolnosti d4 zeslabit na nerovnost: pokud A | B a navic je
B nenulové, pak uz |A| < |B|. Specialné kdyz je B kladné, tak uz B = |B| > |A| > A.

Uloha 1. Najdéte viechny omezené funkce f: N — N splitujici
a—0b] f(a) = f(b)

pro libovolné a,b € N.

Uloha 2. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

fla) +0![a+ f(b)!

pro libovolna a,b € N.
Uloha 3. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

a+ f(b) | f(b+ f(a)),
fla) — 2017 | a — 2017.

pro libovolné a,b € N. (IMOC 2017)
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Uloha 4. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici
f(@)" + f(b)* | a® + a + 2f(ab)

pro libovolna a,b € N.
Uloha 5. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

fla+ f(b) +al2f(a)+0
pro libovolna a,b € N.

Nekonecno délitelt nuly

Kdyz se povede zafixovat pravou stranu délitelnosti a vyrabét pro ni nekonecéné
mnoho (riznych) déliteld na levé strané, pak je tato pravd strana rovnd nule —
jenom nula totiz ma nekonecné mnoho déliteld. Pokud je ve vyrabénych délitelich
,volnd®“ jen néjaka hodnota f, musime dat pozor na to, jak vypadéd obor hodnot!

Uloha 6. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

a+ f(b) | f(a) +af(b)

pro libovolné a,b € N.
Uloha 7. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

a+ f(b) | f(a)® +af(b)

pro libovolné a,b € N.
Uloha 8. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

fla) + f(b) | a® + f(b)

pro libovolné a,b € N.
Uloha 9. Najdéte viechny funkce f: N — N spliujici

plfn)- flp— 1) +n/®

(Balkan MO 2017)

pro libovolné n € N a prvodéislo p. (Mexican Quarantine MO)

Uloha 10. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici

fla) | f(b) +a—b
pro libovolna a,b € N.
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Prvocisla

Dalsi dobrou strategii miize byt dosazovat prvocisla. Pokud na pravé strané délitel-
nosti ziskdme prvocislo nebo alespon néjaky dobry souc¢inovy tvar s prvocislem, dost
to omezi moznosti levé strany. Jakmile zndme hodnoty funkce na néjaké nekonecné
mnoziné argumenti, lze uz casto ulohu snadno dofesit pomoci nekoneéné mnoha
délitelt nuly.

Uloha 11. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici
a4+ f(b) | af(a) +b

pro libovolna a,b € N. (ISL 2013 N1)
Uloha 12. Najdéte vSechny funkce f: N — N splitujici

fla) +b]a®+ f(a)f(b)
pro libovolna a,b € N. (APMO 2019)
Uloha 13. Najdéte viechny funkce f: Z — Z splitujici

f@)? +ay | a® +2f(y)

pro libovolna z,y € Z.
Uloha 14. Najdéte vSechny funkce f: N — N splitujici

fla)+£(b) [2(a+b-1)

pro libovolna a,b € N. (MEMO 2016)

Uloha 15. Je déna funkce f: N — N takové, Ze pro libovolnd a,b € N plati,
ze max{f(a),b} je nasobek ¢isla f(ab). Rozhodnéte, zda musi existovat nekoneéné
mnoho k € N takovych, ze f(k) = 1.

Uloha 16. Najdéte vsechny funkce f: N — N spliiujici
al + f(O)!] f(a)! + f (b))

pro libovolné a,b € N. (BMO SL 2018)

Uloha 17. Je déano pfirozené ¢&islo C. Najdéte viechny funkce f: N — N takové,
ze pro libovolnd pfirozena a, b spliiujici a + b > C plati

a+ f(b) | a® +bf(a).

(ISL 2019 N4)
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Uloha 18. Je déno liché piirozené éislo n. Najdéte vsechny funkce f: Z — 7
spliujici

flx) = fly) |« —y"
pro libovolna z,y € Z. (ISL 2011 N3)
Uloha 19. Najdéte viechny funkce f: N — N spliiujici

F@)?+ F(b) | (a® +1b)°

pro libovolné a,b € N. (ISL 2004 N3)
Uloha 20. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliiujici

f(a) + f(ab) [ a+bf(a)

pro libovolna a,b € N.

Uloha 21. Najdéte viechny funkce f: N — N takové, Ze pro libovolna a,b € N je
¢islo f(a) + f(b) — ab nenulové a déli af(a) + bf(b). (ISL 2016 N6)

Indukce

S funkciondlnimi délitelnostmi se ¢asto pohybujeme nad pfirozenymi (nebo aspor
nad celymi) éisly. Muze se tedy vyplatit postupovat indukei: pokud méme tip na
predpis pro f, mizeme jej dokazovat postupné. S indukci muize pomoci prostost
funkce, kterou lze Casto ziskat skrze nekonecno déliteld nuly.

Uloha 22. Najdéte viechny funkce f: N — N, jez pro a,b € N spliuji ekvivalenci
fl@)]| fb)—a <= a]|bd.

(Japonsko 2021)

Uloha 23. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliujici f(a!) = f(a)! a zaroven
a—">b] f(a) — f(b) pro libovolna a,b € N. (USAMO 2012)

Uloha 24. Najdéte vSechny funkce f: N — N spliiujici

fla) + f(b) [ a® = b*.

pro libovolna a,b € N. (IMOC 2017)

Uloha 25. Najdéte vechny funkce f: N — N, které jsou na' a spliiuji, Ze pro
libovoln4 a,b € N a prvodéislo p plati p | f(a +b), pravé pokud p | f(a) + f(b).
(ISL 2007 N5)

ITedy pro libovolné y € N existuje = € N tak, ze f(z) = y.
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ZmenSovani podilu

Vétsina tloh v tomto prispévku ma jedno spole¢né — dost Casto se stava, ze kdyz se
dopidime k funkci, kterd funkcionalni délitelnost resi, zjistime, Ze po jejim dosazeni
nastava v délitelnosti dokonce rovnost. Jindy je alespon vznikly podil néjaky ,,maly“.
Ulohy, které zadavaji takhle ,tésnou“ délitelnost, se fesi dobife, neb tehdy je slusna
Sance, ze pujde néco odhadnout a tloha tim padne.

Potize se objevuji, kdyz zadana délitelnost neni ,tésna“. Co s tim? Mazeme zkusit
zmens$it podil: jestlize A; | By a zaroven Ay | Ba, pak i

A1 Ay | ABy — AyBy.

Intuici za takovymto tikonem nastiriuje vztah

A1B2 — AzBl . B2 Bl

A1A2 n A2 Al '

Kdyz jsou navic Ay, As nesoudélnd, pak je dokonce jisté, ze prechodem ke ,slozené*
délitelnosti nepfichdzime o zddnou informaci.

Uloha 26. Najdéte viechny funkce f: N — N spliiujici

fla)+0]a® = f(b?)

pro libovolné a,b € N.
Uloha 27. Najdéte viechny funkce f: N — N spliiujici

a+ f(b) | fla) = b

pro libovolna a,b € N.
Uloha 28. Najdéte vSechny funkce f: N — N splitujici

fla)+ f(b)+ f(c) —ab—bc—ca | af(a) + bf(b) + cf(c) — 3abe

pro libovolné a, b, c € N. (IMOC 2020)
Navody

1. Dosazuj ¢isla se vzdalenosti vétsi nez maximum f.

2. Jednou vezmi a = 1, podruhé b = f(a).

3. Druha délitelnost dava pro velkd x odhad. Pouzij ho v prvni délitelnosti spolu se symetrii.

4. Vyuzij symetrii a omez f(a). Potom uz by exponencidly v déliteli mély vypadat obzvlast

podezrele.
21



FUNKCIONALNI DELITELNOSTI

5. Kdyby nékdy nastalo f(n) < m, vyrob z toho spor. Potom uz bude vidét, ze rozdil f(n) —n je
omezeny.

6. Pfinekonecném oboru hodnot se na pravé strané zbav f(b). P¥i koneéném oboru hodnot naopak
odstran a.

7. Stejné jako predchozi tloha, jen je tfeba korektné rozmyslet posledni ¢ast.
8. Pripad konecného oboru hodnot pomuze vysporovat velkd mocnina dvojky.

9. f(1) je nesoudélné se vsim. Obecnéji nahlédni, Ze f(n) ma stejné prvociselné délitele jako n, a
délitelnost se podstatné zjednodusi.

10. P#i nekoneéném oboru hodnot je f(n) —n konstanta. P¥i kone¢ném oboru hodnot se divej na
mnoziny argumentt se stejnou funkéni hodnotou a omez obor hodnot.

11. Dosad a = b =p a uvaz, zda p | f(p). D4l pomtze horni odhad f(n).

12. Dosad a = b = p, zbav se na pravé strané f a poté rozeber moznosti.

13. Urd f(p) pomoci odhadt absolutnich hodnot. Pozor na znaménkal

14. Vyrob na pravé strané prvodislo, jeden z ptipadu jde po troSe prace vysporovat.
15. Nejprve vyuzij velka prvodisla, potom je zkus michat dohromady a najit spor.
16. Wilsonova véta a f(p — 1).

17. Najdi si dost &isel b, pro nez f(b) = kb. To jde vice zptlisoby, budto trochu chytry Dirichletiiv
princip na prvoéislech, anebo tfeba overkill s Dirichletovou vétou :-).

18. BUNO f(0) = 0, potom Dirichlettv princip s prvoéisly.

19. Vol b= p — a2. Muze se vyplatit brat vyssi a vyssi p.

20. Ziskej f(p — 1), potom vystiel z kanénu.

21. Dosad a = b = p, uprav pravou stranu a neboj se trochu rozebirat.

22. Prostota a indukce.

23. Rozeber par moznosti a pak indukuj.

24. Neomezenost, prostost, indukce.

25. Rozmysli si, ze f permutuje zbytky mod p. Potom indukuj.

26. Urozebirej f(c) pro c € {1,2,3,4}, zkombinuj dvé délitelnosti a indukuj s prostotou.

27. Umlat f(1) a f(2), nasledné kombinovanim jejich dosazeni ziskej odhad f(a) na obé strany.
Staci, aby to fungovalo jen pro né&jakou nekone¢nou podmnozinu N.

28. Nejdiiv umlat f(1), f(2) a f(3), pak zkus dosazovat s p 4+ 1. Skoro kazdy krok obnési dost
osklivého rozebirani.

Literatura a zdroje

[1] A treatise on functional divisibility; the power of primes!,
lhttps://artofproblemsolving.com/community/c989506h1942034.

[2] Martin ,Vodka“ Vodi¢ka: Funkciondlky nad prirodzenymi éislami, iKS 2017,
Strmilov.
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Prehybani
VERCA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Ptehybani je netradiéni problematika, v niz se snazime sestrojit vSechno
mozné jen pomoci ohybéni papiru (za znalosti nékolika axiom).

V této prednasce mame za tkol sestrojit vSechno mozné jen pomoci ohybani
papiru, podobné jako pfi origami. OvSem protoze je prednaska matematickd a ne
umélecka, radéji se dohodneme, jaké ohybani bude dovolené. Urcéime si Sest axiomu
prehybaci geometrie, tedy Sest akci, které mtzeme provadét.

(A1) Méame-li dany na papife body A a B, umime udélat pfehyb, ktery jimi pro-
chézi (papir pfehneme v pfimce prochazejici obéma body).

(A2) Méame-li ddny body A a B, umime udélat piehyb tak, aby ve vysledku bod
A lezel na bodu B (body ddme prosté na sebe a piehneme, vytvorime tak
vlastné osu tsecky AB).

(A3) Méme-li ddny dvé pfimky p a ¢, umime udélat prehyb takovy, Zze p bude lezet
na q.

(A4) Méame-li dan bod A a pfimku p, umime udélat prehyb kolmy na p prochazejici
A.

(A5) Mame-li ddny body A a B a pfimku p, umime udélat pfehyb prochézejici B
takovy, Ze A bude lezet na p (to uz vyzaduje jistou ddvku Sikovnosti, pfesto
to proveditelné je).

(A6) Méame-li dany body A, B a piimky p, ¢, umime udélat pfehyb takovy, ze A
bude lezet na p a B na q.

Pro nazornost jesté axiomy v obréazcich:

s A T
\

Rozehfivaci

Priklad 1. Sestrojte ¢tverec, mate-li dany dva jeho sousedni vrcholy.
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PREHYBANTI
Priklad 2. Na strandch obdélnikového papiru ABCD forméatu A4 jsou nakres-

lené body E, F, G, H, I, J jako na obrazku. Poskladejte stfed kruznice vepsané
trojuhelniku uréenému pfimkami EJ, FG a HI.

D H G C

°

e
RN

Dalsi priklady

Priklad 3. Obarvéme jednu stranu papiru bile a druhou ¢erné. Poskladani papiru
nazveme vyvdZené, pokud pro kazdy bod pti pohledu shora vidime (i skrz) stejné
bilych i ¢ernych stran. Priklad: pfehneme-li obdélnik napil, mame vyvazené poskla-
déani, prehneme-li ho na tfetiny, pak nikoliv.

Ukazte, ze mame-li obdélnik takovy, ze pomér délek jeho stran je raciondlni ¢islo,
potom z tohoto obdélniku je mozné poskladat ¢tverec tak, ze toto poskladani bude
vyvazené.

Priiklad 4. Posklddejte rovnostranny trojihelnik, méte-li dany dva jeho vrcholy.

Priklad 5. Nechf vgy > 2v,. Dokazte, Ze existuje nekonvexni ¢tyrtuhelnik ABC D
takovy, ze thel u vrcholu B je vétsi nez 180°, vyska trojuhelniku ABC z vrcholu
B je rovna vy, vyska trojuhelniku ADC' z vrcholu D je rovna vy a ze ¢tyruhelniku
ABCD lze poskladat ¢tyfstén (pozor, at neposkladéte ,placku®).

Priklad 6. Je dan obdélnikovy list papiru, obdélnik tvofici papir oznaéme R.
Napiehybejte pouze pomoci axiomu (A2) vrcholy obdélniku O takového, ze O
je podobny R a delsi strana O m4 stejnou délku jako kratsi strana R.

Priklad 7. Je déan ¢tvercovy list papiru s vrcholy ¢tverce A, B, C, D (v tomto
pofadi). Na strané AB je dan bod X;. Napfehybejte vSechny body Xs na strané
BC takové, aby X; = X5 pfi nésledujicim postupu skladéni: Bod X3 je bod na
strané C'D takovy, ze kdyz prelozime papir podél tsecek X;Xs a X5X3, potom
(prelozené) piimky BXs a C' X5 splyvaji; bod X4 na strané DA a bod X5 na AB
ziskdme podobné.

Priklad 8. Mame déan papir ve tvaru ¢tverce. Zkonstruujte pravidelny osmitihel-
nik, jehoz ¢ty¥i strany lezi na stranach papiru.
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Tezsi priklady

Piiklad 9. Méjme na papife tii body, které tvori trojuhelnik. Poskladejte Ctverec
o stejném obsahu, jako ma trojihelnik.

Priklad 10. Rozdélte zadany thel na tfetiny.

Navody

1. Jak udélat kolmici a jak prenést délku strany?
2. Stadi (A3).

3. Pokud bychom ptehybali pouze rovnobézné s jednou stranou, co musi platit, aby poskladani
bylo vyvazené? Nezapomen si rozmyslet, jak konstrukci provést pomoci axiomu.

Potiebujes (A2) a (A5).
Najdi v ¢tyfsténu trojuhelnik, u kterého nemusi byt splnéna trojihelnikova nerovnost.
Potfebujete pouze 2krat pouzit (A2).

Pokud X1 = X5, rozmysli si, co za utvar musi tvorit X1 X2X3X4.

® N2 oo

Ozna¢me postupné vrcholy papiru A, B, C, D. Vrchol osmithelniku na AB blize k B ozna¢me
X vrchol na AC blize k C' ozna¢me Y a konec¢né ozna¢me S prusec¢ik AC s BD. Co plati o A, X,
Y aS?

9. Pouzij Eukleidovu vétu o vysce.

10. Potfebujes (A6). Oznac¢me thel <ABC, pak zkonstruuj t¥i shodné trojuhelniky, které maji
spole¢ny vrchol B a maji u ného stejny thel.

Literatura a zdroje

Prednaska je prevzata od Monci Pospisilové z roku 2012, potazmo z 6. série 24.
ro¢niku MKS: |http://mks.mff.cuni.cz/archive/24/6.pdf.
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Dirichletiiv princip

VAcCLAV JANACGEK

ABSTRAKT. V prispévku je formulovan Dirichletv princip a jeho mozna zobecnéni.
Ctenaf ma moznost si jeho pouziti vyzkouset na velkém mnozstvi prikladi i pfi ditkazu
dalsich tvrzeni.

Dirichlettv princip (v angli¢ting pigeonhole principle, tedy ,holubnikovy princip“)
je velmi jednoduché tvrzeni, které lze vyuzit v nejriznéjsich oblastech matematiky.
Pouziti tohoto nastroje nékdy neni zcela samoziejmé a miize vést k zajimavym a
prekvapivym vysledkiim.

Véta. (Dirichlettv princip) Pokud umistime n+1 pfedméti do n piihradek, budou
alespon v jedné prihradce alespon dva predméty:.

Jak tuto vétu vyuzit? Predpokladame-li, ze zadny clovék neméa na hlavé vice nez
milién vlasi, a vzpomeneme-li si na hodiny zemépisu, zjistime, ze v Praze nutné
musi zit dva lidé s pfesné stejnym poctem vlasti. Podafilo se ndm tedy bez prace
dokazat, ze existuje dvojice lidi s uréitou vlastnosti. Ovsem Dirichletiv princip nam
nijak neporadi, jak tyto dva lidi najit. Ale tak uZ to v matematice chodi.

Polozme si nyni otazku, kolik lidi se stejnym poctem vlast bychom urcité nasli
v celé Ceské republice. Odpovéd nam d4 (opét pii dostateénych znalostech realif)
nasledujici zobecnéni:

Véta. (Dirichlettv princip, obecnéji) Pokud umistime kn + 1 pfedméti do n pfi-
hradek, bude alespori v jedné piihradce alespon k + 1 predmétii.

Uvedme si jesté dalsi mozné zesileni naseho vychoziho tvrzeni. V tlohach ovSem
vétsinou vystacime s nékterou z predchozich verzi.

Véta. (Dirichlettv princip, jesté obecnéji)  Méjme pfirozend ¢isla ny,na, ..., ne,
mnozinu X s alespori 1+Zf:1 (n;—1) prvky a jeji rozklad na mnoziny X1, Xa, ..., X;.
Potom urcité existuje i takové, ze X; ma alespon n; prvki.

A jesté nekoneénd verze:

Véta. (nekoneény Dirichletiiv princip) Pokud umistime nekone¢né mnoho pred-
métu do kone¢né mnoha prihradek, bude alespori v jedné prihradce nekonec¢né mnoho
predméti.

Nyni uz se vrthneme na tlohy, kde budeme toto tvrzeni vyuzivat. Vzdy je klicové
rozmyslet si, co bude v iloze prestavovat ,piihradky“ a co rozmistované predméty.

Priklad 1. V zasuvce je celkem 10 éernych, 12 modrych a 8 Sedych ponozek. Kolik
jich musime vytahnout, abychom urcité méli alespon jeden par stejné barvy?
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Priklad 2. Dokazte, Ze mezi 82 rliznymi pfirozenymi ¢isly vzdy najdu dvojici a, b
tak, ze 81 | (a — b).

Priklad 3. Ve ¢tverci 6 cm X 6 cm je ndhodné rozmisténych 37 bodu. Dokazte, Ze
vzdy existuje ¢tverec 2 cm X 2 cm, ve kterém se nachéazi alespon pét z nich.
(MKS, 14. ro¢nik)

Priklad 4. Mgéjme skupinu n lidi, z nichZ nékteii se navzajem znaji. UkaZzte, Ze

existuji dva lidé, kteri znaji presné stejny pocet lidi.

Priklad 5. DokazZte, Ze pro libovolna celd ¢isla a, b, ¢, d je vyraz
(a—b)(a—c)a—d)(b—)b—d)c—d)

délitelny cislem 12.

Priklad 6. Na Sachovnici 8 x 8 policek mame rozestavénych 33 vézi. Najdeme mezi
nimi pét takovych, které se navzdjem neohrozuji? Dvé véZe se navzdjem ohrozuji,
pokud jsou ve stejném Fadku nebo sloupci (i pokud je mezi nimi jind véz).

(MKS 20-3-1)

Piiklad 7. Doka’te, ze kdyZ vybereme 53 ¢isel z mnoziny {1,2,...,100}, bude
mezi nimi vzdy dvojice ¢isel s rozdilem presné 12.

Priklad 8. Vybereme-li v rovnostranném trojihelniku o strané a libovolné 10
bodt, pak vzdalenost nékterych dvou vybranych bodi je nejvyse 5. Dokazte.

Priklad 9. Ukazte, Ze z libovolné posloupnosti n prirozenych ¢isel ag,aq, ..., ay
dokéZeme vybrat (neprézdnou) skupinu za sebou jdoucich prvki tak, aby jejich
soucet byl nasobkem n.

P¥iklad 10. Hraci plan hry ,,Clovéée, nezlob se“ obsahuje 36 policek uspotfadanych
do kruhu. Kolik nejméné figurek musi byt ve hfe, abychom vzdy mohli nékterou

z nich vyradit pomoci jiné nezévisle na jejich rozlozeni a vysledku hodu kostkou?
(MKS 20-3-2)

Priiklad 11. Do policek tabulky 10 x 10 zapiSeme libovolné celé Cisla tak, aby se
zadné dveé cisla, ktera spolu sousedi ve stejném fadku nebo sloupci, nelisila o vice
nez 5. Dokazte, ze v tabulce se vzdy najdou dvé stejné ¢isla.

Priklad 12. Dokazte, Ze z libovolné pétice vrcholt pravidelného devititthelniku
umime jeden odstranit tak, aby zbylé ¢tyfi tvorily vrcholy lichobézniku.

Priklad 13. Dokazte, Ze pro vSechna nesoudélnd ¢isla a a b je desetinny rozvoj ¢
kone¢ny nebo méa periodu maximalné b — 1.

Priklad 14. V roviné je rozmisténo 2n + 1 bodu tak, Ze zZaddné z nich netvori
trojuhelnik se vSemi stranami del$imi nez 1. Dokazte, ze nalezneme n + 1 bodf,
které je mozno uzavtit do kruznice s polomérem 1.

Priklad 15. Po ¢tvercovém stole 1 m x 1 m leze 51 much. Ukazte, Ze s pomoci
kruhového hrnce s polomérem % m miizeme chytit alesponn 3 mouchy jednou ranou.
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Priklad 16. New York je kromé jiného znamy i pravidelnosti svych ulic — mé
151 severojiznich a 151 vychodozapadnich ulic, které se vzdy po 100 metrech kiizi.
Ve mésté je rozmisténo celkem 11401 telefonnich automatii (ne nutné na kiizovat-
kéch). Dokdzeme tam najit dva automaty, které jsou od sebe vzdalené maximélné
200 metra chiize po chodniku? (MKS 20-3-3)

Priiklad 17. Dokazte, Ze mezi libovolnymi osmi sloZenymi pfirozenymi ¢isly men-
§imi nez 360 existuji vzdy dvé cisla, ktera maji spolecného délitele.
(MKS, 14. ro¢nik)

Piiklad 18. Dokazte, ze z kazdé (n + 1)-prvkové podmnoziny {1,2,...,2n} lze
vybrat dvé ruzna ¢isla tak, Ze jedno déli druhé. (MKS 20-3-7)

Priklad 19. Najdéte co nejdelsi aritmetickou posloupnost s diferenci 60, jejiz
vSechny prvky jsou prvodisla. (MKS 18-1-1)

Priklad 20. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje jeho pfirozeny
nasobek slozeny jen z cifer 0 a 1. Dokazete toto tvrzeni néjak zesilit?

A dvé tvrzeni, vyplyvajici z nasi oblibené véty:

Véta. (Dirichletova o aproximaci) Pro kazdé redlné ¢islo a a kladné ¢islo n existuji
celd ¢isla p, q tak, ze 1 < qg<mn alaq—p| < 1-%71

Priklad 21. (Erdés—Szekeres) 7 kazdé posloupnosti n? + 1 riiznych &isel dokdzeme
vybrat rostouci nebo klesajici podposloupnost délky alespon n + 1.

Priklad 22. Dokazte, Ze z libovolného Sestnacticiferného ¢isla umime vybrat ne-
prazdnou skupinu za sebou jdoucich cifer, jejiz ciferny soucin je druhou mocninou
celého ¢isla. (MKS 28-5-7)

Priklad 23. Na pfimce p lezi postupné 6 usekd uj,us,...,us s délkami po fadé
di,ds,...,ds, které jsou po dvou disjunktni. V jedné poloroviné urcené piimkou
p sestrojime body S, S9,...,Ss tak, Ze vrchol S; tvoii spolu s tseckou w; rovno-
stranny trojuhelnik (i = 1,2,...,6). Nakonec vytvoiime kruhy se stfedy v bodech
S51,852,...,5¢ a poloméry dy,ds,...,ds. Dokazte, ze neexistuje bod, ktery by lezel

ve vSech Sesti kruzich. (MKS 28-5-6)
Piiklad 24. Méjme v roviné n bodti z1,. .., 2, v obecné poloze!, pfi¢emz nékteré

z téchto bodu jsou spojené tseckami. Stupném bodu x; budeme nazyvat pocet spoj-
nic, které z ného vedou. Dokazte, ze pokud zadné dva body stejného stupné nemaji
spole¢ného ,souseda“ a navic je alespon jedna dvojice bodid spojend tiseckou, pak
nutné existuje bod, jehoz stupen je 1. (MKS, 14. ro¢nik)

Priklad 25. Ukazte, Ze existuje pifirozené ¢islo N tak, ze kazdé pfirozené ¢islo

a > N dokazeme ,osekat* z kraji na prirozeny nasobek ¢isla 2011.
(Kanadska MO 2011)

IMnozina bodii je v obecné poloze, pokud zadné t¥i z nich nelezi na p¥imce.
28



VACLAV JANACEK

Piiklad 26. Ve skupiné 90 déti mé kazdé asponn 30 kamarddd (kamarddstvi je
vzdjemné). Dokazte, Ze je lze rozdélit do ti{ 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité
mélo ve své skupince alespon jednoho kamarada.

(Celostéatni kolo MO 2011/2012)

Piiklad 27. Ukazte, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} ¢tyfmi
barvami tak, aby neslo najit jednobarevnou desetiprvkovou aritmetickou posloup-
nost. (IMO Shortlist 1987)

Priklad 28. Pravidelnému 432-tthelniku bylo 108 vrcholi obarveno ¢ervené, 108
zelené, 108 modfe a zbylych 108 zluté. Dokazte, Ze je mozné najit 4 shodné trojihel-

niky takové, Ze vrcholy jednoho jsou vSechny c¢ervené, druhého zluté, tfetiho modré
a Ctvrtého zelené. (USAMO 2012)

Piiklad 29. Mgéjme v prostoru n bodu (n > 3), pfi¢emz jejich spojnice jsou rtizné
dlouhé a r z téchto tsecek je obarvenych. Dokazte, ze potom z téchto obarvenych
spojnic umime vytvofit tah? z alespoii [2%1 asedek, ve kterém délka tseek nartsta.>

(MKS 17-2-5)

2 Tah je posloupnost na sebe navazujicich hran, které se neopakuji. Mohou se kiizit.
3Symbol [z] oznacuje horni celou édst &isla x, tedy nejblizsi celé &islo y, takové ze x < y.
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Navody

1. Na poc¢tu ponozek od jednotlivych barev nezélezi.

2. Podivej se na zbytky po déleni 82.

3. Rozdél étverec na 9 mensich.

4. Muze nékdo znat 0 a nékdo jiny n — 1 lidi?

5. Vyftes zvlast délitelnost 3 a 4.

6. Rozdél sachovnici na 8 ¢asti.

7. Kolik nejvyse ¢isel muze davat jaky zbytek?

8. Vhodné rozdél trojuhelnik.

9. Podivej se na skupiny zacinajici prvnim prvkem posloupnosti.

10. Kolik nejvyse figurek muze ohrozovat jedno policko?

11. O kolik se mohou nejvyse ¢isla lisit?

12. T¥i dvojice vybranych vrcholtt maji stejnou vzdalenost.

13. Kolik je moznych zbytkt po déleni b?

14. Najdi nejvzdalenéjsi body. Ostatni rozdél do dvou skupin.

15. Chceme 25 prihradek.

16. Ve mésté je 22 801 kiizovatek.

17. Kazdé z Cisel ma v rozkladu prvocislo mensi nez 19.

18. Jedno z &isel je dokonce 2F-nédsobek jiného.

19. Zkoumej modulo 7.

20. Staci dokonce dvé cifry 1. Tedy, skoro vzdy.

21. Jak dlouhd je nejdelsi rostouci posloupnost konc¢ici danym ¢&islem? A klesajici?
22. Nula tam neni. M4§ 4 prvodisla, 24 = 16.

23. Pokud rozdélujes malo véci, na jedné hromédce jich bude hodné maélo.
24. Podivej se na bod s nejvétsim stupném.

25. Bude hééédné velké.

26. V kolika z moznych rozdéleni nemas ve skupiné zadného kamarada?
27. Kolik je moznych aritmetickych posloupnosti?

28. Prihradky jsou rotace.

29. Najdi 2r véci a n prihradek.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je témér identicky s prispévkem Kuby Krdsenského z roku 2013,
kterému timto dékuji.

[1] Kuba Krésensky: Dirichletiv princip, Mentaurov, 2013.
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Turnaje a dalsi grafiky

LENKA KOPFOVA

ABSTRAKT. Kdo by nemél rad puntiky a carecky?* A pravé jimi se v piispévku
budeme zabyvat. Specidlné se zaméfime na puntiky takové, ze mezi kazdymi dvéma
vede carecka se Sipkou.

Abychom si rozuméli

Definice. Konecny orientovany graf G je usporddand dvojice G = (V, E), kde
V je libovolna neprazdné koneéna mnozina a F libovolnd mnozina (uspoiadanych)
dvouprvkovych podmnozin mnozZiny V. Prvkim mnoziny V fikdme vrcholy (puntiky)
a prvkim mnoziny E zase (orientované) hrany (¢arecky (se sipkou)).

Graf G si mizeme predstavovat jako mnozinu puntik a mnozinu Sipek mezi nimi,
pfiéemz Sipku z vrcholu w do v kreslime pravé tehdy, kdyz (u,v) € E.

Poznamka. Definice orientovaného grafu nezakazuje, aby pro néjakd u,v € V
vedla sipka obéma sméry. Dokonce muze Sipka spojovat jeden vrchol se sebou samym
(potom ji Fikdme smycka). My ale budeme pfedpokladat, Ze tyto situace nenastanou.

Predstavme si, ze si v grafu G vybereme vrchol v. Pak mezi zbylymi vrcholy
existuji dvé skupiny, které jsou vzhledem k v ,zajimavé“. Zaprvé je to mnozina
vrchold, do kterych z v vedou hrany. Témto vrcholiim budeme fikat potomci vrcholu
v a jejich mnoZinu budeme znacit A(v). Analogicky budeme mnozinu vSech vrcholt,
ze kterych jdou hrany do v, znacit symbolem B(v) a budeme témto vrcholiim fikat
rodice vrcholu v.

Déle mtizeme definovat vstupni stuperi in(v) vrcholu v jako pocet rodi¢t vrcholu
v, tedy in(v) = |B(v)|. Obdobné definujeme vystupni stupeii out(v) vrcholu v jako
pocet jeho potomkut. Tedy out(v) = |A(v)|.

Definice. Cesta délky n v grafu G = (V, E) je posloupnost n po dvou rtznych
vrcholtt v1, v, ..., v, a hran (v;,vi41), 7 € {1,2,...,n — 1}.

Definice. Cyklus délky n, nebo také n-cyklus v grafu G = (V, E), je cesta délky n
v grafu G sjednocend s hranou (v, v1).

Definice. Rekneme, ze graf G je turnaj, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
vede Sipka. Formalnéji feceno, graf G je turnaj, pokud pro vSechny w,v € V,u # v,
plati bud (u,v) € E, nebo (v,u) € E.

Definice. O vrcholu v v turnaji V' fekneme, Ze je typek, pokud in(v) = 0. Déle
o vrcholu v € V fekneme, Ze je lama, pokud out(v) = 0. Typek je tedy vrchol,

4*———|**—‘—*—*‘****|**—7——‘———|*—*‘>k>(<*|>k‘———|***—|—*—|>}<—! =)
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ze kterého vedou hrany do vSech ostatnich vrcholdl, a tak se z né€j da dostat do
vSech vrchola grafu po nejvySe jedné hrané. Do lamy naopak vedou hrany ze vSech
ostatnich vrcholt. Déle definujme jesté polotypka jako vrchol, z né€jz se da dostat do
v8ech vrcholt po nejvyse dvou hranach. Formalné zapsano: v je polotypek, pokud

vUA(v) U U Au) | = V.
u€A(v)

Na zahrati

Pfiklad 1. Ukaz, Ze v turnajich (a orientovanych grafech obecné) plati

Z in(v) = Z out(v).

veV veV

Priklad 2. Ukaz, Ze pokud v turnaji neni typek, pak v ném existuje trojcyklus.

Priklad 3. V mezigalaktické lize v pace soutézilo Sestnact silakiu. Kazdy soutézil
s kazdym pravé jednou a zaddny zapas neskoncil remizou. Dokaz, Ze umis vybrat
5 silaki a sefadit je do fady tak, Ze kazdy z nich porazil vSechny sildky stojici za
nim. (AoPS)

Priklad 4. Ukaz, Ze v kazdém turnaji existuje cesta ptes vSechny vrcholy.
Priklad 5. Ukaz, Ze pokud v turnaji neni typek, pak jsou v ném alespon dva
polotypci. Musi nutné existovat tii?

Pro chytré hlavicky

Priklad 6. Hvézdna Fise se sestdva z 1001 planet. Kazdé dvé planety jsou spojeny
jednosmérnymi cervimi dérami a navic plati, ze z kazdé planety vychazi 500 ¢ervich
dér a 500 jich v ni konéi. 668 planet pritom tvori autonomni republiku. Ukaz, Ze se
z kazdé planety republiky d& dostat na kazdou jinou, aniz by bylo nutné republiku
opustit. (ARO 2004 10.6)

Priklad 7. Ukaz, Ze v turnajich plati

> ((v)* = (out(v))”.

veV veV

Pozor, v orientovanych grafech toto tvrzeni obecné neplati. (Putnam 1965)
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Priklad 8. Turnaj nazveme tranzitivni, pokud pro vSechna u,v,w € V takova, ze
(u,v) € E a (v,w) € E, plati téz (u,w) € E. Dokaz, Ze turnaj je tranzitivni pravé
tehdy, kdyz neobsahuje zadny cyklus.

(A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.4)

Piiklad 9. Dokaz, ze v turnaji existuje cyklus pies vSechny vrcholy pravé tehdy,
kdyz existuje cesta mezi kazdou dvojici vrcholi.

Piiklad 10. Existuji dva neizomorfni' turnaje se stejnymi stupni vSech vrchol?

Priklad 11. Ukaz, ze v turnaji n hrac¢a nastane pravé jeden z nasledujicich dvou

pfipadi: bud existuje n-cyklus, nebo muzeme hrace rozdélit do dvou neprazdnych

skupin tak, ze kazdy hrac z prvni skupiny porazil kazdého hrace z druhé skupiny.
(KMS 11 2008)

Piiklad 12. Rekneme, Ze orientovany graf je rozloZitelny, pokud lze jeho vrcholy
rozdélit do dvou neprazdnych podmnozin A a B takovych, Ze pro vSechna u € A a
pro vSechna v € B plati, ze (u,v) € E. Dokaz, ze kazdy rozlozitelny turnaj se da
zménou orientace jedné hrany zmeénit na graf, ktery neni rozlozitelny.

(variace na A Beginner’s Guide to Graph Theory 10.2.3)

Priklad 13. Méjme turnaj G, ktery obsahuje k-cyklus. Dokaz, Ze v G existuje
(k — 1)-cyklus. Dale dokaz, Ze pokud dradek Smécek zvoli jeden vrchol daného k-
cyklu, pak zde existuje (k — 1)-cyklus, ktery dany vrchol obsahuje.

Priklad 14. Méjme n > m > 3 a turnaj na n vrcholech, ve kterém se nevysky-
tuje m-cyklus. Dokaz, Ze 1ze jeho vrcholy ohodnotit ¢isly 1,2,...,n tak, ze kdykoliv
a > b+ m — 2, pak vede hrana z vrcholu ohodnoceného ¢islem a do vrcholu ohod-
noceného &islem b. (USA TST 2009)

Priklad 15. Mg¢jme turnaj G. Jako jeho barevnost ozna¢me takové k, Ze lze obar-
vit jeho hrany k& barvickami tak, Ze zde neexistuje vrchol, ktery mé vchézejici a

vychézejici hranu stejné barvy. Uréi minimum barevnosti vSech turnaji na n vrcho-
lech. (USA TST 2015)

Priklad 16. PraSatko dostalo jako dérek n > 3 odislovanych bodu 1,2,...,n a
samym nadsSenim se jalo mezi body kreslit modré a cervené Sipky. Pfitom vysledek
jeho snahy splnoval tato pravidla:

(i) Z kazdého bodu vedla sipka do kazdého bodu s vétsim ¢islem.
(ii) Pokud z bodu A vedla cesta do B po Sipkéach jedné barvy, pak mezi stejnymi
vrcholy nevedla cesta druhé barvy.

Kolika zpuisoby mohlo PraSatko ptikreslit vechny Sipky? (ARO 2005 11.3)

LGrafy A, B jsou izomorfni, pokud umime pieéislovat vrcholy grafu A tak, aby v obou grafech
vedly hrany pfesné mezi stejné ocislovanymi dvojicemi vrcholi.
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Priklad 17. Turnaje se ucastni 10 rytifa. Vime, Ze kdykoliv rytii A porazil rytife
B, pak pocet rytiit, ktefi porazili A, seCteny s poCtem rytiia, které porazil B, da
alespont 8 (€ili in(A) + out(B) > 8, kdykoliv A > B). Ukaz, ze v celém turnaji
existuje prave 40 trojcyklu.

Piiklad 18. Tenisového turnaje se tucastnilo n > 4 hract. Kazdi dva hraci se
utkali pravé jednou a nenastala 7adnéa remiza. Ctvefici hraét nazveme schrecklich,
pokud jeden hra¢ byl porazen zbylymi tfemi a kazdy z téchto tii hrac¢u s poslednimi
dvéma jednu hru vyhral a jednu prohral. Predpokladejme, Ze neexistuje schrecklich

Ctverice. Dokaz, Ze potom

> (out(i) — in(i))* > 0.

i=1
(IMO Shortlist 2010)

Orientované grafy

Turnaj je jen specidlni pfipad orientovaného grafu. Mohli bychom tedy ocekavat,
Ze tvrzeni, kterd jsme dokézali pro turnaje, budou (pfipadné v néjaké lehce pozmé-
néné podobé) platit i pro vSechny orientované grafy. Tak je tomu bohuZel jen velmi
ziidka. Uvédomme si totiz, ze orientovanych grafi je ve srovnani s turnaji ,fakt
hodné“. Specidlné mohou byt takové grafy neptijemné ,idké“ (napiiklad na kazdou
permutaci se mizeme divat jako na orientovany graf). Spi§ nez pfejimani tvrzeni
proto bude fungovat prejimani metod. Pomoci fint, které jsme si osvojili na tilohach
s turnaji, ted budeme zkousSet Fesit tlohy na orientované grafy.

Priklad 19. Hrany konvexniho mnohosténu jsou orientované jednosmérnymi $ip-
kami tak, ze z kazdého vrcholu vychazi a do kazdého vrcholu vstupuje alespon jedna
sipka. Dokaz, 7Ze existuje sténa, na které tvori sipky cyklus.

(KMS gama, Romania TST)

Piiklad 20. Devét mést je néjak pospojovano jednosmérnymi cestami, pficemz
z kazdého mésta vedou pravé tii cesty. Také vime, Ze pokud vede pfima cesta z A
do B, pak urcité nevede pfimé cesta z B do A. Ukaz, Ze existuje trojice mést, mezi
kterymi mize Artu$ jezdit neustdle dokola. (Ukrajina)

Priklad 21. Je déan orientovany bipartitni graf s partitami X, Y. V jednom kroku
vybere Amir vrchol a obrati orientaci vSech hran, které vedou z, resp. do tohoto
vrcholu. Ukaz, zZe 1ze po konecném poctu krokt dosdhnout stavu, kdy pro vSechny
vrcholy u € X plati in(u) > out(u) a pro vSechny vrcholy v € Y plati in(v) < out(v).

(Irdn 2002)

Priiklad 22. Kolem kulatého stolu sedi N rytifta. Na povel kazdy z nich na nékoho
ukdze (nikdo neukazuje na sebe). Dokaz, ze umime rytifim nasadit na hlavy ptilbice
t¥i barev tak, ze nikdo neukazuje na kolegu se stejné barevnou prilbici.
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Priklad 23. Z kazdého ndmésti ve mésté M vedou presné dvé jednosmérné ulicky.
Dokaz, ze ndmésti mtizou byt rozdélena do 1014 &tvrti (¢tvrti miizou byt i prazdné)
tak, ze ulicky vedou vzdy jen ze ¢tvrti do jiné ctvrti a zaroven pokud vede néjaka
ulicka ze ¢tvrti ¢; do Gtvrti co, pak zddnd ulicka nevede opacné. (ARO 2002)

Priklad 24. Francouzskd vyzvédna sluzba vyslala na Kamelot 16 $pehi. Kazdy
z nich sleduje nékteré své kumpany (pokud $peh A sleduje B, pak B nesleduje $peha
A). Kterychkoliv 10 8peht lze ocislovat tak, ze prvni §pehuje druhého, druhy tietiho
atd. az desaty prvniho. Dokaz, ze lze podobné ocislovat i kazdych 11 Speht.
(Baltic Way 1994, 19/20)

Navody

1. Spocitej pocet carek s Sipkou. Dvakrat.

2. Jdi po sipkach a zkracuj.

3. A je z toho uplny holubnik!

4. Podivej se na nejdelsi cestu.

5. Vezmi hrace s nejvice vitézstvimi. Dalsi polotypky hledej ve vhodném podturnaji.
6. Rozdél republiku na dosazitelnou a nedosazitelnou cast. Pocitej dvakrat.

7. Pouzij silu a pfiklad 1. Nebo pocitej dvakrat netrojcykly.

8. To zvladnes.

9. Podivej se na nejdelsi kruznici.

10. Ano.

11. Podivej se na nejdelsi kruznici.

12. Vytvor kruznici.

13. Postupuj pozpatku. Vezmi ¢-cyklus a sestroj z néj (£ + 1)-cyklus.

14. Pouzij silu a priklad 8.

15. Vyjde [logy n]. Najdi konstrukci a dokaz, ze méné nejde.

16. Otoc Cervené Sipky a poté sefad vSechny vrcholy tak, aby Sipky vedly jen zleva doprava.
17. Ekvivalentné dokazuj, ze kazdy rytit vyhral 4 nebo 5 utkani. D4l sporem.

18. Jak vypadaji neschrecklich ¢tverice? Pocitej dvakrat. Pouzij silu a pfiklady 1 a 7.
19. Uvaz kruznici, ,,uvnitf které“ uz zadna neni, a ukaz, ze to musi byt sténa.

20. Dokaz nejdiiv existenci mésta A takového, ze in(A) > 3.

21. Navrhni algoritmus, ktery zvétSuje pocet ,spravné smérujicich® hran.

22. Ukaz existenci rytife R spliiujiciho in(R) < 1, poté pouzij silu a indukci.

23. V prvnim kroku obarvi namésti 13 barvami tak, aby mezi dvéma nadméstimi stejné barvy
neexistovala cesta délky mensi nez 4.

24. Nejdiiv odvod, ze pro kazdého Speha A plati 7 < in(A) < 8 a 7 < out(A4) < 8.

Zdroje

Ze zdroji, které nejsou uvedeny vyse u konkrétnich tloh, bych rdda zminila prispévek
Pepy Tkadlece s ndzvem Turnaje a orientované grafy. Z ného jsem vyrazné cerpala
a jeho autorovi bych timto rada podékovala. Také jsem cCerpala z prednasky Martina
Sykory, ktery také cerpal z pfedchoziho pfispévku (snad z toho nebyl vycerpén).
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TERKA KUCEROVA

ABSTRAKT. V pfednasce se budeme zabyvat ivodem do teorie miry. Rekneme si, co je
to o-algebra, mira i méritelné funkce. V zavéru prednasky si zadefinujeme Lebesguetv
integral.
Definice. Necht X je neprazdnd mnozina, potom jeji potencéni mnoZinou rozu-
mime mnozinu vsech jejich podmnozin. Tuto mnozinu znac¢ime

P(X):={A]| AC X}.

Definice. Rekneme, Ze mnozina A C P(X) je o-algebra na X, jestlize
(1) 0,X € A,
(2) Ae A = X\ A € A (uzavienost na doplnky),
(B) VieN, A€ A = U2, A € A (uzavienost na spocetnd sjednoceni).

Poznamka. Dadle je zajimavé, Ze o-algebry jsou rovnéz uzaviené na spocetné pri-
niky. Tedy Vj € N, 4; € A = 2, 4; € A.

Uloha 1. Nechf X je neprazdnd mnozina. Uréete, které z nasledujicich mnozin
jsou o-algebry na X:

b
(3) {{1 2,3},{1},{2,3},{4},0,{1,2,3,4} } pro X = {1,2,3,4},
(4) {{1,2,3},{1},{2,3},0} pro X = {1,2,3}.

Dusledek. (prinik o-algeber) Necht X je neprdzdni mnozina. Necht I je libo-
volnd indexovd mnozina. Pro a € I budte A, o-algebry na X. Potom () ;Ao je
o-algebra.

Dusledek. (nejmensi o-algebra) Necht X je neprdzdna mnozina a S C P(X).
Potom existuje nejmensi o-algebra, ktera obsahuje S. Oznacime ji ¢S.

Definice. Je-li X neprizdnd mnozina, S C P(X) a A = ¢S5, pak fikdme, ze S
generuje o-algebru A.

Poznamka. Na generovani se da divat tak, ze k podmnoziné S postupné piida-
vame prvky, ke kterym nés nuti definice o-algebry.

Uloha 2. Najdéte mnozinu, kterd generuje o-algebru
A={{1,2},{3,4},0,{1,2,3,4} },

pokud A je o-algebra na X = {1,2,3,4}.
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Uloha 3. Jakou o-algebru generuje mnozina {{1}7 {5, 6}} na X ={1,2,3,4,5,6}7
Definice. Pokud X je neprdzdnid mnozina a A je o-algebra na X, pak dvojici
(X, A) nazyvame méritelnym prostorem.
Definice. Funkce i se nazyva mira na (X, A), pokud:

(1) p: A — (0, 00),

(2) u(®) =0,
(3) Vie N, A; C A, kde A; jsou po dvou disjunktni, plati

H (U Ai) = ZM(Ai)-
i=1 i=1

Uloha 4. Zjistéte, zda jsou na méfitelném prostoru (X = {1,2,3}, 4 = P(X))
nasledujici funkce miry:

(1) funkce py takova, ze pui(A) =0, VA C X,

(2) funkce po spliiujici

0

—~

M2 )
VACX, |Al =2 p2(A)
VACX, |Al=1: p2(A)
p2(X)

I
N O = O

(3) funkce pg, pro kterou plati

pa({1)) = ns((2)) = s((3)) = 5,
pa({1,2)) = s ({1,31) = ma((2,3)) = 3,
u3({1,2,3}) =1,

MB(Q)) = 03

(4) funkce py spliujici ps(0) =0aVAC X, A#D: py(A) = —1.
Definice. Trojici (X, A, u1), kde (X, .A) je méFitelny prostor a u je mira na (X,.A),
nazyvame prostor s mirou.

Definice. Necht (X,.A) a (Y, B) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni f: X — Y je
méritelné, pokud vzor kazdé mnoziny v 55 je mnozina v A.

Uloha 5. Necht (X, .A) a (Y, B) jsou méfitelné prostory, kde

X ={1,2,3,4}, A={{1},{2,3,4},0, X},

Y ={a,b,c,d}, B ={Y,0,{a,b},{c,d}}.
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Je zobrazeni f: X — Y dané predpisem

méfitelné?
Uloha 6. Necht (X, .A) a (Y, ) jsou méfitelné prostory, kde

X ={1,2,3,4}, A={{2,3},{1,4},0, X},
Y ={a,b,c,d}, B ={Y,0,{a,b},{c,d}}.

Jsou potom zobrazeni f,g: X — Y méfitelna, pokud jsou dana predpisy

a, =cC, .f(4) = da
a, 9@2)=c, 9g@B)=d, g(4) =07
Uloha 7. Necht (X, A) a (Y, B) jsou méfitelné prostory, kde

X =1{1,2,3,4}, A={{1,2},{3,4},0, X},
Y = {a,b,c}, B ={Y,0,{a,b},{c}}.

Je zobrazeni f: X — Y dané predpisem

méritelné?

Definice. Necht X je neprazdnd mnozina a A C X. Potom definujeme charakte-
ristickou funkci mnoziny A v mnoziné X predpisem

1, pokud z € A,

xal@) = { 0, pokud z ¢ A.

Definice. Funkce s: X — (0, 00) je jednoduchd, pokud jeji obor hodnot je kone¢nd
mnozina. Funkci s potom miizeme napsat v nasledujicim, tzv. kanonickém, tvaru:

s(@)= Y @ X{zex|s@)=a} (@)-

aes(X)

Uloha 8. Jsou nasledujici funkce jednoduché? Pokud ano, zapiste je v kanonickém
tvaru.

1

(2
(3
(4

) |sin(x)|, pro z € (0, 27),
) f(z) =2, proz e X,
) X(=5,5)(x) +sgn(3 — ) + 6, pro x € (—o0, 00),
) z, pro z € (0,1).
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Definice. Rozsitenou redlnou osou rozumime mnozinu R U {—oo,00}. Znacime

i R*.
Definice. Pro f: X — R* definujeme kladnou édst funkce f jako fT := max(f,0)
a zdpornou ¢dst funkce f jako f~ := max(—f,0).

Uloha 9. Uréete, jaké jsou kladné a zaporné ¢asti nasledujicich funkci:
(1) sin(z), pro z € R,
(2) sgn( ), pro € R,
(3) 5 —2x,prox€R,
(4) €*, pro z € R.

Definice. Je-li A C R a G je nejmensi redlné ¢islo spliiujici, Ze pro kazdé a € A
plati a < G, pak se G nazyva supremum mnoZiny A.

Uloha 10. Najdéte suprema nasledujicich mnozin:
(1) ,neN },
(2) ( ,5),
(3) (=5 >
(4) {2+ .- ,neN}
Poznamka. Na realnych ¢islech mame o-algebru generovanou otevienymi inter-
valy.

Definice. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou. Potom definujeme Lebesguetiv inte-
grdal funkce f nasledovné:

(1) Je-li f: X — R jednoduché, nezapornd, méfitelna s kanonickym tvarem
2) =) ajxg,(2), kde Ej={zeX|[f(z)=a;},

pak definujeme I(f) := Z? Lo(Ey).
(2) Je-li f: X — (0,00) méfitelna, pak definujeme

/ fdp:=sup{I(s) ]| 0<s < f afunkce s je jednoduchd méfitelna}.
X

(3) Je-li f: X — R* méfitelna, pak definujeme [, fdu:= [ fHdu— [y f~ dp,
ma-li prava strana smysl.

(4) Je-li f: X — R* méfitelnd a E € A, pak definujeme [, fdp:= [ fxedu.

Literatura a zdroje

[1] Petr Kaplicky: predndsky z Teorie miry na MFF.
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Bipartitni grafy

JOSEF MINARIK

ABSTRAKT. Zacneme definici grafu a nékolika zakladnich pojmu z teorie grafi. Po-
tom piejdeme na bipartitni grafy, charakterizujeme je a popiSeme si jejich zakladni
vlastnosti. Hlavnim tématem prednasky by méla byt Hallova véta a jeji aplikace.

Definice. Graf G je dan mnozinou vrcholi V a mnozinou hran E C (‘2/) . Hrany
jsou tedy neusporadané dvojice vrchola. Skutec¢nost, ze graf G ma vrcholy V' a hrany
E zna¢ime G = (V, E).

Definice. Vrchol v € V ma4 stupeii deg(v) = d, jestlize z néj vede prévé d hran.

Vé&ta. (princip sudosti) Soudet stuprii pfes vSechny vrcholy je roven dvojndsobku
poctu hran neboli

> deg(v) =2-|E|.

veV

Dikaz. Kazda hrana ma dva koncové vrcholy, takze ji v sou¢tu nalevo zapocitame
dvakrat. ]

Definice. Graf G = (V| E) je bipartitni, jestlize 1ze jeho vrcholy rozdélit na dvé
disjunktni mnoziny AU B =V tak, aby pro kazdou hranu {a,b} € E platilo a € A,

be B.
[

Cviceni. Rozmyslete si, zda jsou nasledujici grafy bipartitni.
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Definice. Graf G' = (V', E’) je podgrafem grafu G = (V, E), jestlize V' C V a
E' CE.

Definice. Graf G je k-obarvitelny, jestlize lze jeho vrcholy obarvit k barvami tak,
aby sousedici vrcholy mély rtiznou barvu.

Cviéeni. Nahlédni, Ze graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz je 2-obarvitelny.

Véta. (charakterizace bipartitnich grafi) Graf G je bipartitni pravé tehdy, kdyz
neobsahuje lichou kruZnici jako podgraf.

Diikaz. Kruznice liché délky neni bipartitni, urcité tedy neni bipartitni ani graf,
ktery ji obsahuje jako podgraf.

Predpokladejme, Ze graf G neobsahuje lichou kruznici. Hladové jej obarvime
dvéma barvami, ¢imz ukdzeme, Ze je bipartitni. Za¢neme v libovolném vrcholu a
obarvime jej libovolné. Pak obarvime jeho sousedy opac¢nou barvou. Potom jejich
sousedy, ktefi jesté nejsou obarveni, a tak dale. Staci si rozmyslet, Ze takto dosta-
neme korektni obarveni.

Definice. Mgéjme graf G = (V, E), mnozina hran M C FE je pdrovdni, jestlize je
kazdy vrchol obsazen v nejvyse jedné hrané z M.

Véta. (Hallova) Necht G je bipartitni graf s partitami A a B. Pdrovani obsa-
hujici vsechny vrcholy z A existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou X C V plati
|X| < |N(X)|, kde N(X) zna¢i mnozinu sousedii vrcholt z X.

Lehké Glohy na grafy

Pokud je tohle tvoje prvni setkéni s grafy, doporucuji se podivat aspoin na nékteré
z nasledujicich tloh. Seznamis se pfi tom s nékolika uzitecnymi pojmy z teorie grafi.

Uloha 1. Popiste grafy G = (V, E), kde pro viechny vrcholy v € V plati deg(v) < 2.

Definice. Graf je souwisly, jestlize v ném existuje cesta mezi libovolnou dvojici
vrchold.

Uloha 2. Dokazte, ze se kazdé dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu protinaji.
Definice. O grafu fekneme, Ze je strom, jestlize je souvisly a neobsahuje zZadnou
kruznici.

Uloha 3. Dokazte, ze pro strom T = (V, E) plati

E|=|V|-1.

Uloha 4. Dokaite, Ze stromy jsou praveé ty grafy, kde mezi kazdou dvojici vrcholi
existuje pravé jedna cesta.
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Uloha 5. Dokazte, ze pocet listi (vrcholt stupné 1) ve stromé T = (V, E) je aspoii
nejvyssi stupen vrcholu v € V.

Uloha 6. Dokazte, ze viechny nejdelsi cesty ve stromé maji spoleény vrchol.

Definice. Necht je T = (V, E’) podgraf grafu G = (V, E). Jestlize je T strom,
nazveme jej kostrou grafu G.

Uloha 7. Dokaite, Ze kazdy souvisly graf ma kostru.

Uloha 8. Dokazte, ze graf, kde maji vSechny vrcholy stupeii aspoii k, obsahuje
cyklus délky aspon k + 1.

Ulohy na bipartitni grafy

Uloha 9. Ukazte, Ze viechny podgrafy bipartitniho grafu jsou také bipartitni.
Uloha 10. Dokazte, Ze pro bipartitni graf s partitami A a B plati

Z deg(a) = Z deg(b).

acA beB

Uloha 11. Dokazte, ze libovolny graf G = (V, E) obsahuje bipartitni podgraf
B = (V, E') obsahujici aspoii polovinu hran, tedy |E’| > $|E|.

Uloha 12. (Mantelova véta) Dokazte, Ze graf na n vrcholech bez trojuhelnikii,
ktery obsahuje nejvétsi mozny pocet hran, je bipartitni.

Uloha 13. Dokazte, 7e Sachovnici 8 x 8, které chybi dva protéjsi rohy, nelze pokryt
dominy.

Uloha 14. Dokazte, Ze na nekoneénou Sachovnici nelze umistit 2021 jezdcii tak,
aby kazdy ohrozoval pravé 2 dalsi.

Uloha 15. Méjme graf, kde maji vechny vrcholy stupeti nejvyse 2020. Dokazte,
7e lze jeho hrany obarvit 11 barvami tak, aby byly vSechny jednobarevné podgrafy
bipartitni.

Uloha 16. Mgjme souvisly graf G. Kdyz v G uvazime libovolnou lichou kruznici
a smazeme jeji hrany, G prestane byt souvisly. Dokazte, ze G je 4-obarvitelny.
(ARO 2010)

Uloha 17. Mgéjme graf, na kterém mtZzeme délat nasledujici operaci: z libovolného
cyklu délky 4 odstranime hranu. Urcete, kolik nejméné hran musi na konci zbyt,
jestlize za¢indme s uplnym grafem na n vrcholech. (Shortlist 2004)

Ulohy na Hallovu vétu a parovani.

Definice. Graf G nazveme reguldrni, jestlize vSechny jeho vrcholy maji stejny stu-
pen.
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oha 18. Dokazte, Ze kazdy regularni bipartitni graf obsahuje perfektni parovani
Uloha 18. Dokaite, 7e kazdy larni bipartitni graf obsahuj fektni parovani
(parovéani obsahujici vSechny vrcholy).

Uloha 19. Necht jsou Sy, ..., S, podmnoziny {1,...,n} takové, Ze sjednoceni li-
bovolnych % z nich obsahuje aspon k raznych cisel. Dokazte, ze existuje permutace
ai,...,ay, takova, ze a; € S;.

Uloha 20. M¢éjme bipartitni graf G' s partitami A a B, kde maji viechny vrcholy
stupenl asponi 1. Pro kazdou jeho hranu {a,b}, a € A, b € B plati deg(a) > deg(b).
Dokazte, ze v G existuje parovani obsahujici v8echny vrcholy z A.

Uloha 21. O tabulce n x n fekneme, Ze je permutacni, jestlize v kazdém policku
obsahuje 0 nebo 1 a navic ma v kazdém fadku i sloupci pravé jednu 1. Méjme tabulku
n X n vyplnénou pfirozenymi Cisly, kterd ma v kazdém fadku i sloupci stejny soucet.
Dokazte, ze ji umime vyjadfit jako soucet nékolika permutacnich tabulek.

Uloha 22. M¢jme tabulku M o rozmérech n x n vyplnénou &sly 0, 1 a —1, ktera
v kazdém tadku i sloupci obsahuje pravé jednu 1 a pravé jednu —1. Dokazte, ze
umime preskladat fadky a sloupce M tak, abychom dostali — M. (fran 1998)

Uloha 23. V PraSeStanu se vlada rozhodla ziidit 2017 okresti o stejné rozloze.
Své navrhy na rozdéleni podaly dveé politické strany. Dokazte, Ze lze vybudovat 2017

okresnich urada tak, aby byl v kazdém okrese pravé jeden, at uz vlada poté zvoli
kteroukoli variantu. (MKS 36-5-8)

Uloha 24. V mistnosti je 2n lidi, z nichZ nékteré dvojice se znaji. Alice a Bob
hraji hru. Alice zac¢iné a vybere libovolného Clovéka. Nasledné se st¥idaji v tazich a
pokazdé vyberou nékoho, kdo jesté nebyl vybrany a zné se s poslednim vybranym
Clovekem. Kdo nemtize tahnout prohral. Dokazte, ze Bob ma vyhravajici strategii
pravé tehdy, kdyz mtzeme lidi v mistnosti rozdélit do dvojic, které se znaji.

Uloha 25. Na planeté je 2" zemi (n > 4). Vsechny tyto zemé maji vlajku ve tvaru
tabulky n x 1, jejiz policka jsou vybarvena zlutou a modrou barvou. Zadné dvé zemé
nemaji stejnou vlajku. Skupinu zemi nazveme diverzni, pokud z ni lze vybrat n
ruznych zemi tak, abychom pi#i poskladani jejich vlajek pod sebe v urcitém poradi
dostali ¢tverec n x n s jednobarevnou hlavni diagonalou. Spoctéte, kolik nejméné
zemi musi ve skupiné byt, aby uz byla urcité diverzni. (Shortlist 2010)

Uloha 26. Tabulka 3n x 3n je obarvena tfemi barvami (Gervené, zelené a modre).
Policko na soufadnicich x,y je obarveno podle zbytku = + y po déleni tfemi. Ted
na tabulku umistime 3n? Zetont kazdé barvy tak, aby na kazdém policku by pravé
jeden. Predpokladejme, Ze je mozné Zetony presunout tak, aby se kazdy posunul
o vzdalenost nejvyse d a barvy byly cyklicky posunuté (¢erveny Zeton na zelenou,
zeleny na modrou a modry na ¢ervenou). DokaZte, Ze miZeme Zetony posunout tak,
aby se kazdy posunul o vzdalenost nejvyse d + 2 a pritom skoncil na policku své
barvy. (Shortlist 2012)
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Navody

1. Je to sjednoceni cest a cyklu.

2. Uvazuj dvé disjunktni nejdelsi cesty a ukaz, ze umis najit delsi.

3. Podivej se na pocet komponent souvislosti.

4. Staci ovérit definici stromu.

5. Kazdy strom obsahuje list, odstran vrchol s nejvyssim stupném.

6. Indukuj podle nejdelsich cest. Nebo taky muzes odebrat vSechny listy.
7. Prosté odebirej hrany dokud to jde.

8. Uvaz nejdelsi cestu v grafu.

9. Rozdéleni na partity nechdme Gplné stejné.

10. Vsimni si, kolikrat zapocitas kazdou hranu na levé a pravé strané.

11. Postupné ptidavej vrcholy. Nebo jdi na pravdépodobnostni metodu ;-).
12. Postupuj indukci podle n.

13. Najdi graf, jehoz vrcholy jsou policka a domina dvofi parovani.

14. Najdi bipartitni graf, jehoz vrcholy jsou jezdci.

15. Pouzij silnéjsi verzi tlohy vyse.

16. Uvaz maximalni bipartitni podgraf a dokaz, ze partity jsou bipartitni.
17. Graf musi zistat souvisly a nebipartitni.

18. Ovér Hallovu podminku.

19. Prieved na graf, pak je to jasné.

20. Ovér Hallovu podminku.

21. Postupuj indukci podle souctu v fadcich a sloupcich.

22. Uvaz sjednoceni obou parovani.

23. Uvaz graf, ktery obsahuje hrany mezi dvojicemi piekryvajicich se okresu.
24. Uvaz nejvétsi parovani.

25. Uvaz dva bipartitni grafy, jeden pro kazdou barvu zvlast.

26. Rozdél tabulku na triomina 1 X 3, to bude jedna partista. Druha partita budou cervené zetony.

BIPARTITNI GRAFY

Literatura a zdroje

[1] Adrian Tang: IMO Training 2008: Graph Theory,
lhttp://web.mit.edu/yufeiz/www/imo2008/tang-graph.pdf.
[2] Viki Némecek: Hallova véta, Lipové-lazné, podzim 2016.
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Vietovy vztahy

JOSEF MINARIK

ABSTRAKT. Viétovy vztahy jsou docela silny nastroj na tilohy o polynomech a o jejich
kofenech. Na pfednasce si ukdzeme, jak Vietovy vztahy vypadaji a jak je pouzit pii
FeSeni tloh.
Umluva. Pokud neni feceno jinak, koeficienty vSech polynomt jsou realné.
Zacneme s jednoduchym tvrzenim pro kvadratickou rovnici.

Tvrzeni. Méjme kvadratickou rovnici
az® +bxr+c=0.

Pro jeji koreny a, 8 € C plati a + 5 = —3 aaff= <.
Poznamka. Pro a =1 dostaneme o+ = —ba aff =c.

Tohle tvrzeni mizeme hezky zobecnit i pro rovnice vyssiho stupné. Nejdriv si ale
definujme, co je to polynom.

Definice. Polynomem stupné n rozumime vyraz tvaru
P(z) = anz" + ap_12" ' + -+ ayx + ao,

kde a,, # 0. Redlna ¢isla a; nazyvame koeficienty a x proménnou.
Definice. Cislo 7 € C nazveme koven polynomu P, jestlize P(r) = 0.

Tvrzeni. (disledek zdkladni véty algebry) Polynom stupné n ma pravé n kom-
plexnich kofeniti (kazdy kofen poditdme tolikrat, jaka je jeho ndsobnost).

Ted uz si koneéné mizeme ukdzat znéni hlavni véty této pfednasky.

Véta. (Vietovy vztahy) Méjme polynom P(z) = apa™+a, 12" 1 +---+a1x+ao,
ktery je stupné n a ma kofeny r1,7a,...,r,. Pak pro kazdé k € {1,2,...,n} plati

Ap—k
ST ry ey = (CDF 2

) . Qnp
1<ip < <ipg<n

Vyraz na levé strané muze vypadat désivé, ale je to jenom symetricky polynom
stupné k. To znamend, ze vezmeme vSechny souciny obsahujici pravé k rtznych
kofentl a seCteme je. Zejména pro k = 1, resp. k = n se jednd o soucet, resp.
soucin vSech korentl. Mizes si vSimnout, Ze pro a, = 1 jsou Vietovy vztahy o trochu
privétivejsi.
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Ulohy pro kvadratickou rovnici

Uloha 1. Najdi kvadratickou rovnici s takovymi kofeny, Ze jejich soucet je 7 a
jejich soucin je 13.

Uloha 2. Oznaéme o a 3 kofeny rovnice 222 — 4z + 9 = 0. Uréi o + 52, aniz bys
tyto kofeny pocital.

b%—4ac
a2

Uloha 3. Nechf jsou a a 8 kofeny kvadratické rovnice az? 4 bz + c. Vyjadii
pomoci « a .

Uloha 4. Uréi vSechny étvefice realnych éisel a, b, ¢, d, pro které plati nasledujici
dvé podminky: rovnice 22 + ax + b mé koteny ¢, d a rovnice 22 + cx + d mé kofeny
a, b.

Uloha 5. Nechf a a b jsou riizna realna ¢isla spliwjici a? + 3a = b% + 3b = —1.

Najdi hodnotu vyrazu § + g.

Uloha 6. Necht jsou a a 3 kofeny rovnice x? + 2z + 3. Jak vypada kvadraticka
2

rovnice, jejiz kofeny jsou (a - é)Q a (B — %) ?

Uloha 7. Najdi vSechny trojice realnych &isel, které tvoii aritmetickou i geomet-

rickou posloupnost.

v

Polynomy vyssiho stupné

Uloha 8. Polynom z® — ax? + bz — 2010 ma tii pfirozené kofeny. Jaka je nejmensi
moZné hodnota a? (AMC 2010)

Uloha 9. Polynom 2 — 322 4 1 m4 kofeny «, 8 a . Najdi polynom t¥etiho stupné
s kofeny a?, 82 a 2.

. G o 2021
Uloha 10. Uréi soudet viech kofenti polynomu 22021 + (% —x .

(AIME 2001)

Uloha 11. V komplexnich ¢&slech vyfes soustavu

a+b+c=-3,
ab+bc+ac= 3,
abc = —1.

Uloha 12. Necht o, 3 a v jsou kofeny polynomu 523 — 11224 72+3. Najdi hodnotu

vyrazu o + 33 + 3.

Uloha 13. Polynom P(z) = 2® + ax® + = + 10 m4 tii rfizné redlné koreny. Kazdy

kofen P(z) je také kofenem polynomu Q(x) = x*+ 23 +bx? 4100z + c. Uréi hodnotu

Q(1). (AMC 2017)
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Uloha 14. Nechf ma polynom z® + 322 4+ 42 — 11 kofeny «, 8 a v a nechf ma
23 4+ ra? + sx +t kofeny a4+ 3, B4+~ a a+ . Uréi t.

Uloha 15. M¢jme polynom z* — 1823 + ka? + 2002 — 1984, pro ktery plati, ze
soucin dvou jeho kofent je —32. Najdi hodnotu parametru k. (USAMO 1984)

Uloha 16. Necht p, g jsou nezaporna celd ¢isla. Dokaz, ze pokud jsou vsechny
kofeny polynomu " — pz™ ! +qx" 2 + ap_32" 3 + - - -+ a1x + ag pFirozené, potom
Ize do roviny nakreslit p pfimek protinajicich se v pravé ¢ ruznych bodech.

(Turnaj Mést 2020)

Uloha 17. Necht o a 3 jsou dva z kofenti polynomu z* + 23 — 1. DokaZ, Ze soucin
a - 3 je kofen polynomu z6 + 24 + 23 — 22 — 1. (USAMO 1997)

Uloha 18. Necht pro n racionalnich ¢sel plati, Ze hodnoty vsech jejich symetric-
kych polynomi jsou celociselné. Dokaz, ze pak kazdé z ptivodnich n ¢isel musi byt
celé.

Uloha 19. Uréi vSechna reélna a, pro ktera ma polynom
162* — az® + (2a + 17)2* — ax + 16

GtyTi riizné redlné kotfeny tvorici geometrickou posloupnost. (Shortlist)

Uloha 20. Najdi v8echny polynomy, jejichZ vSechny kofeny jsou realné a jejichz
koeficienty nabyvaji pouze hodnot +1. (Putnam 1968)
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Navody

1. 22 -7z +13.

2. a?+p%2 = (a+p)? - 2a8.

3. Uprav zadany vyraz a dosad do n&j Vietovy vztahy.

4. Napis si Vietovy vztahy a vyfeS soustavu.

5. §i=

6. Vyjadii soucet a soucin pomoci a + 5 a af5.

7. Plati a 4 ¢ = 2b a zéroven ac = b2.

8. 2010=2-3-5-67.

9. o?B%+ 8% +a?y? = (af+ By + av)? —2aBy(a+ B+7).

10. Z binomické véty spocitej koeficienty u dvou nejvyssich mocnin.

11. Najdi polynom, jehoz kofeny jsou a, b, c.

12. @+ 343 = (a+ B+ +8%++% —af — By — ay) + 3aBy.

13. Urdi kofen, ktery ma Q(x) navic, ozna¢me jej r. Potom Q(1) = (1 — r)P(1).
14. (a+b)(b+c)(a+c) = (a+ b+ c)(ab+ bc+ ac) — abe.

15. Napis si soustavu danou Vietovymi vztahy a pocitej ...

16. Rozdél primky do nékolika rovnobéznych skupinek.

17. Substituuj za a + 8, af, v+ § a vJ, pak to bude hezc¢i a jednodussi.

18. Jmenovatelé vsech racionalnich kofeni polynomu déli vedouci koeficient.
19. Vsimni si, Ze je zadana rovnice reciproka, takze je-li a kofenem, bude jim i é

20. Vyuzij toho, Ze aritmeticky prumér kofent musi byt aspon tak velky, jako je velky jejich
geometricky prameér.

Literatura a zdroje

[1] Alexander Remorov: Polynomials, 2011.
[2] Marta Kossaczka: Vietove vztahy, Sklené, 2015.
[3] Brilliant: Vieta’s Formula, |https://brilliant.org/wiki/vietas-formula,/.
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Miquelav bod

MAGDALENA MISINOVA

ABSTRAKT. Na této prednasce budeme zkoumat Miqueliv bod étyruhelniku a kon-
figuraci, v niz se vyskytuje, nazyvanou The Big Picture.

Umluva. KruZnici opsanou trojihelniku XY Z budeme znacit (XY Z).

Spiralni podobnost

Nei se pustime do samotného Miquelova bodu pfipomeﬁme si nékteré nastroje,
Definice. Spiralni podobnost je zobrazeni roviny definované stfedem .S, koeficien-
tem k a orientovanym tthlem . Bod X # S se zobrazi na X', pro n&jz plati ||SX|| =k
a orientovany thel X SX’ je a. Bod S se zobrazi na sebe.

Tvrzeni. Necht W, X, Y a Z jsou ¢tyii body v roviné takové, ze se WY a XZ
protinaji v bodé P. Bud @ priseCik kruznic (WXP) a (PYZ). Pak Q je stied
spiralni podobnosti prenasejici W naY a X na Z.

Tvrzeni. (Spiralni podobnost chodi po dvou.) Pokud Q je stied spirdlni podob-

nosti prenasejici W na'Y a X na Z, pak je to také stied spiralni podobnosti prena-
Sejici W na X aY na Z.

Dalsi nastroje
Tyto nastroje budeme potiebovat vyrazné méné nez spiralni podobnost, takze pokud
je nepochopite, neni tfeba se bat.

Definice. Necht k je kruZnice se stfedem S a polomérem r. Pak kruhovd inverze
podle k je zobrazeni roviny, které bod X # S zobrazi na bod X’ lezici na polopfimce
SX a spliujici [SX]|-[SX'| =r%

Definice. Necht k je kruznice se stfedem S. Obraz bodu X # S v kruhové inverzi
podle k ozna¢me X'. P¥imku £ spliiujici X’ € ¢, SX 1 { nazyvame poldrou bodu X.
Naopak X nazyvame pdlem /.

Definice. Necht & je kruznice a XY Z trojahelnik. Rekneme, Ze vzhledem ke k je
XY Z selfpolar (nékdy taktéz prezdivany tripolarni, ale to je méné zazity nézev),
pokud X je pdl YZ,Y je pdl ZX a Z je pol XY.

Miqueliv bod

Tvrzeni. Necht A, B, C, D jsou body v roviné v obecné poloze. Oznacme Q =
ABNCD, R = AD N BC. Potom se (ABR), (CDR), (ADQ), (BCQ) protinaji
v jednom bodé, ktery nazyvame Miqueliv bod ctyrihelniku ABCD.
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Poznamka. Ac¢ c¢asto je v obrdazku ABCD opravdu ¢étyfahelnikem tak, jak si jej
obvykle pfedstavime, tvrzeni plati, i kdyZ se strany ¢tyftahelniku kiizi (tj. @ nebo R
je vnitfni bod stran, pomoci nichZ je definovany).

Tvrzeni. (The Big Picture) Necht ABCD je ¢tyiuhelnik vepsany do kruznice se
stfedem O. Déle necht P = ACNBD, Q = ABNCD, R = AD N BC. Miqueliiv
bod ABCD oznac¢ime M. Potom plati:

(a) M je stred spiralnich podobnosti zobrazujici AB na CD a AD na BC.
(b) M € QR.

(¢c) OM L QR.

(d) P je obraz M v kruhové inverzi podle (ABCD).

(e) trojuhelnik PQR je tripolarni vzhledem ke kruznici (ABCD).

/ \
cee e / \

Poznamka. Vlastnosti (a) a (b) lze dokdzat bez inverze a polér, avsak z (c) a (d)
plynou snadno.

Poznamka. Existuje jesté jedna stejnojmennd, avSak Gplné jina konfigurace, takze
je tfeba si je neplést.

Dalsi vlastnosti Miquelova bodu

Uloha 1. Miqueltv bod étyithelniku ABCD oznac¢ime M. Dokazte, ze tthly AMC'
a BM D maji spole¢nou osu uhlu.

Uloha 2. Paty kolmic z Miquelova bodu ABCD na p¥imky AB, CD, BC a AD
lezi na jedné primce.

Uloha 3. Pro étyfahelnik ABCD ozna¢ime Q = ABNCD, R = AD n BC.
Dokazte, ze stiedy kruznic (ABR), (CDR), (ADQ), (BCQ) a Miquelav bod ABCD

lezi na jedné kruznici.
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oha 4. echt je tétivovy cCtyruhelnik na kruznici se stredem O a je
Uloha 4. Necht ABCD je téti y Ctyfthelnik kruznici fedem O a M j
jeho Miqueltiv bod. Dokaz, ze (AOC) a (BOD) se protinaji v M a OM je osa thli
AMC a BMD.

Uloha 5. Pro étyithelnik ABCD ozna¢me Q = ABNCD, R = ADNBC. Dokaite,
ze orthocentra trojuhelniki ABR, CDR, ADQ, BCQ lezi na jedné pifimce.

Uloha 6. V tétivovém ¢&tyfthelniku ABCD ozna¢me prisecik thlopticek E a
Miqueltiv bod M. Prisecik AB a osy thlu AEB oznac¢ime K. Dokazte, ze MK
puli thel AMB.

Miqueliiv bod vice ¢i méné skryty

Uloha 7. KruZnice w; a wy se protinaji v bodech P a Q. Pro body A,C € w; a
B, D € wy plati, Ze poloprimka C'D a tsecka AB se protinaji v P. Poloptimka BD
protiné tsecku AC' v bodé X. Pro body Y a Z plati PY | BD,Y € w; a PZ || AC,
Z € wy. Dokaite, ze body Q, X, Y, Z le#i na jedné pfimce. (USA TST 2007/1)

Uloha 8. Kru#nice w; prochézejici vrcholy A a B trojuhelniku ABC protina stranu
AC znovu v bodé D. Kruznice wy prochazejici skrze A a C protind AB v bodé FE
a wy v bodé F. Plati, ze existuje bod O takovy, ze |OB| = |OC| = |OD| = |OE|.
Dokazte, ze OF L FA.

Uloha 9. Kruznice se stfedem O prochézi vrcholy B a C trojihelniku ABC a jeho
strany AB, AC protind podruhé v M a N. KruZnice (ABC), (AMN) se podruhé
protinaji v K. Dokazte, ze AK 1 OK. (IMO 1985)

Uloha 10. Pro konvexni étyfahelnik ABCD plati |BC| = |AD| a BC }f AD. Na
strandch BC' a AD lezi postupné pohyblivé body E a F', pro néz plati |BE| = |DF|.
Oznacme P = ACNBD, Q = ACNEF, R = BD N EF. Dokaite, ze kruznice
opsané trojihelniku PQR pro vsechny volby E a F maji kromé P dalsi spole¢ny
bod. (IMO 2005/2)

Uloha 11. Na stranach AD a BC é&tyfihelniku ABCD lezi postupné body E a
F, pro néz plati % = %. Piimka E'F protina polopfimky BA a C'D postupné
v bodech S a T. Dokazte, ze kruznice (SAE), (SBF), (TCF), (TDE) se protinaji

v jednom bodé.

Uloha 12. KruZnice w; a wy se protinaji v bodech O a M. Kruznice w se stifedem
v O protind zbylé dvé kruznice ve ¢tyfech riznych bodech A, B, C' a D takovych,
ze ABCD je konvexni ¢tyithelnik, A, D € wy a B,C € ws. Piimky AB a CD se
protinaji v bodé N; a piimky AC a BD v bodé N,. Ukazte, ze OM | Ny Ns.

Uloha 13. Budiz P bod vné kruznice w se stiedem O. At A,B € w a PA a PB
jsou te¢ny k w. Na kratsim oblouku AB zvolime bod C'. Pruseéiky pfimek AC a BC'
s PB a PA ozna¢ime postupné D a E. Dokazte, ze (ACE), (BCD) a (PCO) maji
dva spolec¢né priseciky.
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Uloha 14. M¢&jme ostrothly trojihelnik ABC' s kruznici opsanou w. Teény k w
v B a C se protinaji v T. Bod S lezi na polopfimce BC a plati AS | AT. Body B;
a C lezi na polopfimce ST tak, ze |B1T| = |BT| = |C1T| a Cy lezi mezi S a By.
Dokazte, ze trojuhelniky ABC a AB1C1 jsou podobné. (USA TST 2007/5)
Uloha 15. Necht ABCD je tétivovy ¢tyithelnik. Piimky AB a DC se protinaji
v bodé @ a pfimky AD a BC v bodé R. Te¢ny z bodu R se dotykaji dané kruZnice
v bodech X a Y. Ukazte, ze Q, X a Y lezi na jedné primce.

Uloha 16. Trojthelnik ABC ma kruznici opsanou w. Osa tthlu BAC protind BC
a w postupné v D a L. Stfed BC ozna¢ime M. Kruznice ADM podruhé protina
usecky AB a AC' v P a Q). Stfed PQ oznacime N. Patu kolmice z L na N D oznac¢ime
H. Dokazte, ze ML je te¢na (HMN).

Navody

1. Spiralka.

2. Najdi spoustu tétivovych étyfahelniki (nékteré diky Miquelové bod, nékteré diky pravym
uhlim) a thli.

3. Nakresli osy spravnych tsecek, zauhli a vzpomen si na spiralni podobnost.

4. Pro prvni ¢ast invertuj, pro druhou uhli.

5. Uvaz osovou soumérnost podle spravnych pfimek a pfiber do hry Miqueliv bod ABC'D. Kam
se v osové symetrii podle strany trojuhelnika zobrazi jeho kolmisté?

6. Pouzij spiralku a nasledujici vétu. V trojihelniku XY Z ozna¢me prusecik YZ a osy thlu u X
. XY _ XZ

jako U. Pak plati 775> = 777

7. Najdi Miqueliv bod AXDP a uhli.

8. Najdi Miqueluv bod BECD.

9. Uvédom si, ze K je Miqueliv bod, a vyuzij jeho vlastnosti.

10. Uvédom si, Miquelovymi body kterych étyfthelnikt musi kruznice (PQR) prochazet, a dokaz,
ze jsou stejné a nehybaji se.

11. Pomoci Miquelovych bodi to preved na pruseéik jinych kruznic a pouzij spiralku.

12. Uvédom si, ze kdyz M bude Miqueliv bod ABDC, bude tloha platit. Pak vyuzij jednu
z predchozich uloh.

13. Uvédom si, ze to ma byt Miqueltv bod PDCE, a uhli.

14. Najdi Miqueluv bod BB1C:C.

15. Polary.

16. Dokresli bod na w naproti L a zjisti, ¢eho je to Miqueliv bod. Pak uhli.

Literatura a zdroje

[1] Evan Chen: Fuclidean geometry in mathematical olympiad, The Mathema-
tical Association of America, 2016.

[2] Rado van Svarc: The Big Picture, Mezimésti, 2017.
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Rotace a podobna zobrazeni

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Budeme se na prednasce zabyvat tim, jak ndm mutZou k feSenim geome-
trickych tloh pomoci rizna podobna zobrazeni a jejich skladani.

Podobnd zobrazeni jsou zobrazeni, ktera kazdy tutvar zobrazi na utvar jemu po-
dobny, tedy utvar se stejnym tvarem. Skutecnost, Ze jsou si dva utvary A a B
podobné, zna¢ime A ~ B.

Vétsinou nas v tomto prispévku budou zajimat primo podobna zobrazeni, tedy
zobrazeni zachovévajici orientaci (bod). MiZou se ale hodit i zobrazeni nepfimo
podobna. Pfi takovém zobrazeni dochazi k néjakému pfeklopeni obrazku.

Nyni si pojdme prohlédnout rtizné typy podobnych zobrazeni.

Posunuti

Posunuti je zobrazeni, které ndm obrazek akorat posune v néjakém sméru o néjakou
vzdalenost. Pro kazdé posunuti plati, ze kdyZz mame dvojici bodda X, Y a dvojici
jejich obrazi X', Y, tak X X’ a YY" jsou rovnobézné a stejné dlouhé.

Stejnolehlost

Stejnolehlost je zobrazeni, které body vzdali k-nasobné od jednoho pevného bodu.
Tomuto bodu fikdme stred stejnolehlosti. Pro kazdou stejnolehlost se stiedem v O
plati, Ze pro kazdy vzor X a jeho obraz X’ body O, X, X’ lezi na pfimce a k- |OX| =
|OX'|. Danému k pak fikdme koeficient stejnolehlosti. MiZe se hodit uvazit i zdpornéd
k, potom by polopiimky OX a OX’ byly opacné.

Rotace

Rotace je zobrazeni, které obrazek otoci kolem pevného bodu o pevny thel. Tomuto
bodu budeme fikat stred rotace. Pro kazdou rotaci se stfedem v O a o thel « plati, ze
pro kazdy vzor X a jeho obraz X’ jsou splnény rovnosti |OX| = |OX'| a |[<XOX'| =
a.

Spiralni podobnost

Spirdlni podobnost je zobrazeni, které vznikne sloZenim rotace a stejnolehlosti, které
maji stejny stred.

Preklopeni?

Preklopent podle pfimky p je neprimo podobné zobrazeni, které nam bod X zobrazi
na bod s nim osové soumérny podle p.
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Identita

Zobrazeni, které ned€la nic. Sice mize byt na prvni pohled zvlastni, ze se o takovém
zobrazeni viibec chceme bavit, ale z té vlastnosti sloZeni, Ze nic ned€la, vyplyva velké
mnozstvi informaci.

Skladame zobrazeni

Tvrzeni. Kazdé piimo podobné zobrazeni je posunutim, rotaci, spirdlni podob-
nosti nebo identitou.

Plati, Ze rotace a stejnolehlost jsou pouze prisnéjsi pripady spiralni podobnosti,
a nabizi se tak moznost mluvit pouze o spiralnich podobnostech. Ale pravé veétsi
prisnost rotace i stejnolehlosti ndm da daleko vice informaci, a proto kdyz budeme
zobrazeni skladat, tak je chceme popsat tim nejprisnéjsim popisem.

Tvrzeni. SloZeni nékolika posunuti je opét posunuti.
Tvrzeni. Posunuti s pevnym bodem® je identita.

Tvrzeni. SloZeni nékolika stejnolehlosti je stejnolehlost.

Tvrzeni. SloZeni rotaci, jejichz soucet hli je celociselny ndasobek 360°, je posu-
nuti.

IPevnym bodem zobrazeni ¢ rozumime bod X takovy, ze p(X) = X.
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Podobnjch tvrzeni o skladani nasich zobrazeni a o tom, co se pfi téchto skladanich
zachovava, by se dala vymyslet cela rada. Daleko lepsi, nez si takova tvrzeni napsat
a zapamatovat, je umét si podobna tvrzeni rozmyslet.

Zkus si tedy promyslet, co dalsiho bychom mohli jesté o skladani podobnjch
zobrazeni fici. Co vSechno se zachovava — rovnobéznost, délky tsecek, ... ? Naptiklad
si zkus rozmyslet, jak se chova sklddani podobnych zobrazeni s preklopenim.

Rozehfivaci Glohy

Uloha 1. Mgjme dva étverce ABCD a X BY Z sdilejici vrchol B (vrcholy oznaéme
ve sméru hodinovych rucicek). Dokaz, ze AX 1L CY.

Uloha 2. Necht ABCD je lichobé&znik s rovnobé&znymi stranami AB a CD, jeho
prusecik uhlopficek ozna¢me E. Najdeme body F' a G tak, aby trojuhelniky ABF
a CDG byly rovnostranné a zaroven byly vné ABC'D. Dokaz, ze E, F a G lezi na
jedné primce.

Uloha 3. Méjme kruznici Q a na ni tétivu AB. Dale mame kruznici w dotykajici
se zevnitt 0 v bodé P a dotykajici se AB v bodé Q. Dokaz, Ze pfimka P(Q) prochéazi
stfedem oblouku AB.

Skladaci alohy

Priklad 4. Mame trojuhelnik ABC. Otoc¢ime ho podle A o néjaky thel na troja-
helnik AB’C". Strany B’C" a BC se protnou v bodé X. Oznacme O stfed kruZznice
opsané B'CX. Dokaz, ze AO L BC".

55



ROTACE A PODOBNA ZOBRAZENT{

Reseni. Oznadime si « tihel, o ktery jsou trojihelniky otodené. Tedy i thel mezi
BC a B'C' je a. Ze stiedového tihlu je |<B’OC| = 2a.

Uvazme rotaci ¢ se stfedem v A o thel « a rotaci 9 se stfedem v O o tthel —2a.
Pak slozeni m = poop je slozeni rotaci, které maji soucet thld roven 0, tedy slozeni

bude posunutim. A dokonce z Sikovné zvolengch rotaci plati, ze B ~» B’ Lo o ,
tedy B+ C'.

Uvazme bod P takovy, ze ¢(P) = O a ozna¢me @ = ¢(O). Takto zvoleny bod
mé tu vlastnost, ze ¥(p(P)) = ¥(0) = O = p(P), tedy druhé zobrazeni je pro

né&j identitou. Aplikujme na P nafe zobrazeni m: P 5 O 404 Q. 7 rovnosti
|[<PAO| = a = |<OAQ| a |AP| = |AO| = |AQ| vyplyva, ze AAPQ je rovnoramenny
a ze AO je jeho osa thlu. Tedy plati AO L PQ. Ale protoZe 7 je posunuti, které
posouvd P +— Qi B~ C', taki AO L BC'.

Uloha 5. Mgéjme trojihelnik ABC, ozna¢me H jeho orthocentrum. Kruznice opsa-
nia ACH protne AB podruhé v X. KruZnice opsanéd BH A protne AC podruhé v Y.
Ozna¢me O stfed kruznice opsané ABC a S stfed kruZnice opsané H XY. DokaZ,
ze H, S, O lezi na jedné piimce.

Uloha 6. Mame dva étverce sdilejici vrchol B. Ozna¢me jejich vrcholy A, B, C,
DaX,B,Y, Z. Ozna¢me M stied Y A. Dokaz, ze BM L CX a2-|BM|=|CX|.

Uloha 7. Necht P je libovolny bod v trojthelniku ABC' s kruznici opsanou w.
Pojmenujme druhé priseéiky A’ = APNw, B'= BPNw a ¢/ = CPNw. Ozna¢me
F preklopeni C’ podle AB a E preklopeni B podle AC. Nakonec ozna¢me O stied
kruznice opsané PEF. Dokaz, ze AO 1 BC.

Uloha 8. Bod P lezi uvnitf trojthelniku ABC tak, ze ABPC je rovhoramenny a
thel u P je pravy. Dale necht ABAN a AC AM jsou rovnoramenné, s pravym thlem
u A alezi viné AABC'. Dokaz, ze AM NP je pravouhly rovnoramenny trojuhelnik.

Uloha 9. Mgéjme trojahelnik ABC. Na piimce BC lezi body B, K, C, L v tomto
pofadi a plati, e |BK| = |CL|. Ozna¢me K’ bod K pieklopeny podle AB a L’ bod
L pteklopeny podle AC. Déle ozna¢me O stied kruZnice opsané ABC. Dokaz, ze
|OK'| = |OL| (IGO 2021 E4)

Uloha 10. Ozna¢me H orthocentrum AABC a M stfed oblouku BAC' obsahujici
A. Ozna¢me F, resp. F' body na AB resp. AC takové, ze H, E, F lezi na pfimce a
|AE| = |AF|. Dokaz, ze M H prochézi stfedem kruZnice opsané AEF.

Uloha 11. Nechf XY Z je trojuhelnik. Nad stranami XY, YZ, ZX sestrojime
tfi podobné trojuhelniky YXF, YDZ, EXZ. (Dévej pozor na pofadi vrcholt.)
Oznac¢me po fadé M, K, L stfedy kruznic opsanych témto trojihelniktim. Dokaz,
ze trojuhelnik K LM je s témi sestrojovanymi také podobny.

Uloha 12. Mg¢jme trojuhelnik ABC. Zvolme libovolny bod N na BC. Osa tsecky
BN protne AB v X. Osa usecky C'N protne AC v Y. Oznac¢me O stfed kruznice
opsané ABC'. Dokaz, ze AXOY lezi na jedné kruznici.
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Navody

Co déla rotace se stifedem v B o tthel 90° s tseckou AX?

Stejnolehlost podle bodu P takova, ze AB piejde na DC.

Stred oblouku AB je bod dole na Q2 a bod Q je bod dole na w.

Vsimni si, ze trojuhelniky HY C a HBY jsou rovnoramenné a vzajemné podobné.

Pouzij rotace s thly otoceni 90° a 180°.

Dokaz, ze ADCB ~ ADEF. Pak jedna rotace, kterou chces vyuzit, je ta se stfedem v O.

Sloz ¢tyti rotace o 90°.

S A A o

Sloz preklopeni, posunuti a preklopeni a vysledek aplikuj na O.

10. Trojuhelniky HEB a HFC jsou podobné, sklddej kromé rotaci i spiralky.

11. Sloz rotace se stiedy v K, L, M. Z toho ziska$ velikosti thla AKLM.

12. S vyuZitim rotaci se stiedy X, O, Y ziskej informaci o velikosti uhlu |<Y XO|.

Literatura a zdroje

[1] Radek ,Riadok“ Olsak: The power of rotation composition,
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Skalarni a vektorovy soucin

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. V prispévku si ukdzeme, co jsou to rizné souciny vektorti a jak spolu
souvisi jejich geometrickd predstava a jejich vypocet.
Poznamka. Pro spravné fungovani véci, co budeme v pfednasce fesit, se bude dit,
Ze soudin ,opacné orientovanych“ velikosti je zdporny a obsah/objem také obcas
muZe byt zadporny. Hlavné u objemt nebudeme vzdycky formalné fikat, kdy je co
zaporné, protoze se chceme soustiedit na podstatu véci a ne nutné na detaily s +1.

Definice. (vektor) V této pfednésce si pod vektorem budeme ptedstavovat Sipecku
z pocatku do néjakého bodu roviny, pozdéji i prostoru. Vektory spolu umime scitat
tak, ze zapojime Sipecky za sebe a nakreslime novou Sipecku z poc¢atku do vysledného
bodu.

Skalarni soucin (projekce)

Definice. (skaldrni sou¢in) Méjme vektory v, w. Promitneme kolmou projekei v
na w a vynasobime velikost dané projekce s velikosti w. Vysledné c¢islo nazveme
skaldrni soucin a znac¢ime ho v - w.
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Cvew =] [wl

Y

Pozorovani. Skalarni soucin je symetricky, tedy v - w = w - v. To neni na prvni
pohled ziejmé z nasi definice, ale mizeme si vSimnout, Ze se da také spocitat jako
|w| - |v| - cos(a), kde « je tihel mezi vektory v a w. Alternativné se symetrie da
nahlédnout i geometricky, coz si ukazeme na prednasce.

Pozorovani. Skalarni soucin je roven nule, pravé kdyz jsou dané vektory na sebe
kolmé, nebo je néjaky z nich nulovy.

Pozorovani. Pro skaldrni soucin plati ,distributivita®, tedy (v+w)-u = v-u+w-u.

_u—i—v

v v+’

Pozorovani. Skaldrni soucin se chovd hezky k ndsobeni konstantou, tedy plati
(kv) - w = k(v - w).

3v

Jw

v 3’
Pozorovani. (vypocet skaldrniho souc¢inu) Méjme vektory se soufadnicemi (a,b)
a (¢,d). Pak s vyuzitim pfedchozich pozorovéani miZeme spoditat

(2)- ()= ()= ()« ()
HOE 006006

Z toho plyne, ze skalarni soucin se pocita tak, ze spolu vynasobime prislusné slozky
danych vektori a vysledky secteme. Je docela prekvapivé, jak jednoduse se da spo-
Citat néco tak divného, jako je projekce.
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Poznamka. Obdobné to bude fungovat pro vektory libovolné dimenze.

Determinant (objem)

Definice. (determinant) Mg&jme dva vektory u, v v roviné. Pak oznacime Det(u, v)
obsah rovnobézniku, ktery vytvari. Obdobné pokud mame tfi vektory v prostoru
u, v, w, tak ozna¢ime Det(u, v, w) objem rovnobéznosténu, ktery vytvareji.

Pozorovani. 2D determinant je nulovy, pravé kdyz u, v lezi v piimce, a 3D deter-
minant je nulovy, pravé kdyz u, v, w lezi v jedné roviné.

Pozorovani. Pro determinant plati ,distributivita“, tedy plati

Det(v + w, u) = Det(v, u) + Det(w, u).

& Det(w, u) /\

Det (v, u)

/ﬂ
Det(v 4+ w,u)

u

Pozorovani. Determinant se chova hezky k nasobeni konstantou, takze plati
Det(ku,v) = k - Det(u,v).

Det(2u, v)

v/ Det(u,v)

u 2u
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Poznamka. Tady uz se zac¢inaji objevovat zadporné obsahy. Bylo by t¥eba si roz-
myslet, ze umime dobfe definovat, kdy mé byt obsah zaporny a kdy kladny, tak,
aby nase pozorovani opravdu vzdy platilo. K tomu, ze to tak definovat jde, ndm
napomahaji mimo jiné i znaménka permutaci.

Pozorovani. (vypocet determinantu) Uvazujme vektory se soufadnicemi (a,b) a
(x,y). Pak s vyuzitim pfedchozich pozorovani plati

o (5)-(2)2((2)+(2):)- () -
n((5) ) ((5) )2 6) () 2)

=04+a-y+(=b-2)+0=ay— bx.

Poznamka. Tady uz i ve vypoctu je potieba védét, jak se musi chovat ty +1.
MizZete si to bud rozmyslet, nebo pfijit na konzultaci, nebo tomu jen véfit.

Poznamka. Pomoci podobnych pozorovani muzeme spocitat i 3D determinant
jako

a k T
Det b, L |,y =
c m z

o) () e ((3)- () v (()-())

Je vidét, ze vypocet determinantu uz neni tak krasny, jako byl vypocet skalarniho
soucinu, ale bude se nam jesté hodit.

Vektorovy soucin

k T

V 3D determinantu si zafixujeme dva vektorya = | | | af = | y | aprvnivektor
a m z

A= | b | sipfedstavime promeénlivy. Oznacime si tuto funkci 7. Pak z vypoctu

c
determinantu a skalarniho soucinu vidime, Ze

N\ =Det | [b]|. ] 1

o IS
3 =
[N
I
S Q
)
&
-+
N
A/
& 3
~
TN TN N
ISIERN
~
~—"
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Definice. (vektorovy soucin) Vektoru, ktery jsme pouzili pro skaldrni nasobeni,
tikdme vektorovy soucin a X (3.

Méme tedy dva zptsoby vypoctu nasi funkce 7. Jeden je ptes determinant 7(\) =
Det()\, a, 8) a druhy je jako skalarni souéin w(A) = A - (o x 8). Uvazme nyni, Ze do
7w dosadime obecny vektor lezici v roviné definované vektory « a (.

Pozorovani. Pro vSechny takové vektory vyjde Det(X, a, ) = 0, tedy z druhého
vypo¢tu m méme pro vSechny takové vektory i A - (a x 8) = 0. Z toho plyne, Ze
vektor a x 3 je kolmy na rovinu definovanou vektory a a 3.

axf

Pozorovani. Dosadme nyni do w jednotkovy vektor v ve sméru a X 3. Pak z prv-
niho vypocétu méme, Ze w(7y) je rovno objemu rovnobéznosténu z vektori v, a a .
Ale protozZe « je jednotkovy a kolmy na « a 3, tak je () rovno obsahu rovnobéz-
niku mezi o a . Ale z druhého vypocdtu mame, ze () je rovno velikosti o x 3.
Takze velikost a X 3 je stejna jako obsah rovnobézniku mezi a a 5.
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Diofantické rovnice

KLARA PERNICOVA

ABSTRAKT. Privlastek diofantickd u rovnice znaci, ze se budeme zabyvat pouze je-
jimi celoCiselnymi reSenimi. V prednasce se naucime par postupt, které se pri reseni
takovych rovnic miazou hodit.

Kongruence

Definice 1. Necht a, b jsou cel4 &isla. Rekneme, e a déli b (znac¢ime a | b), pokud
b = k-a pro néjaké celé ¢islo k. V opac¢ném pFipadé budeme fikat a nedéli b (znac¢ime

atb).

Definice 2. Cislo a € Z je kongruentni s &islem b € Z modulo m € N pravé tehdy,
kdyZz a a b davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m. PiSeme a = b (mod m).

Definice 3. Dvé Cisla nazveme nesoudélnd, pokud jedinymi celymi ¢isly, ktera je
obé déli, jsou 1 a —1.

Véta 4. Necht a, b, k, m jsou celd ¢isla spliiujici ak = bk (mod m). Plati, Ze pokud
jsou k a m nesoudélnd, pak a = b (mod m).

Uloha 5. Najdéte vSechny dvojice =,y € Z, pro které plati 5z + Ty = 11.

Uvedeme si dvé feSeni: jedno zdlouhavé, které ale vzdy povede k cili, a druhé,
které vyuziva vlastnosti kongruenci.

Regend. (postupné vyjadfovani a zpétné dosazovani) Z prvni rovnice vyjadiime z:

11 -7y 1—-2y
==Y _9_ .
v 5 vt s

Protoze je x celé cislo, je leva strana rovnice celé ¢islo, a proto je prava strana celé

¢islo. Ziejmé 2 — y celé cislo je, takze musi existovat a € Z takové, ze a = 1_—523’
Postup opakujeme, vyjadiime nyni y:
1—ba 9% + 1-a
= = —zQ .
Y= 2
Stejnym argumentem jako minule nyni musi existovat b € Z takové, ze b = I’T‘l

A ted vyjadiime a:
a=1-—2b.
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Ziskali jsme vyjadreni bez zlomku, proto mizeme zacit s druhou ¢asti, a to s dosa-
zovanim:

a=1-—20,
1—5a
= =5b—2
Y B )
11-7

Resenim rovnice budou (z,y) ve tvaru (5 — 7b, 5b — 2) pro kazdé b € Z. Upravy byly
ekvivalentni, a proto jsme nasli vSechna TeSeni a zaroven nemame zadna navic.

Regend. (rychlé s kongruencemi) Chceme osamostatnit x, proto uvazime kongruenci

mod 7:
S5z + Ty =11 (mod 7),

5 =4 (mod 7).
Pokud bychom pracovali s rovnici, pfirozenym krokem by bylo celou rovnici vydélit
¢islem 5. V kongruenci tuto upravu udélat mizeme také, protoze 5 a 7 jsou nesou-
délna cisla. Stale ale potfebujeme, aby byla pravé strana nasobek 5, ¢ehoz docilime

prictenim vhodného nasobku 7. Tento vhodny nasobek bude 21. Potom miizeme
pokracovat v tpravéach:

br=4=4+21=25 (mod 7),
=5 (mod 7).

Tuto skutecnost umime zapsat ekvivalentné jako x = 7b + 5 pro libovolné b € Z.

Dosadme do rovnice za x vyraz v b, obdrzime 5(7b + 5) + 7y = 11. Uvazujeme
ted b jako parametr a snazime se najit y. Plati Ty = —35b — 14, a tedy y = —5b — 2.
Méame Feseni (x,y) ve tvaru (7b + 5, —5b — 2) pro kazdé b € Z.

Vidime, Ze jsme nasli stejnd feSeni jako pfi prvnim zptsobu FeSeni (sta¢i si roz-
myslet, Ze b nahradime za —b).

Piiklad 6. Necht pro celd z, y plati 7 | (22 + y?). Vyplyva z toho, e 7 | = a
zéroven 7 | y?

Priklad 7. Najdéte vSechna celodiselné feSeni rovnice 4z + 14y + 21z = 5.
Piiklad 8. Najdéte viechna celo¢iselné Feseni rovnice 722 + 5y + 14 = 0.
Piiklad 9. Najdéte viechna celo¢iselna Feseni rovnice 722 + 5y = 13.

Véta 10. (mald Fermatova) Méjme prvodislo p a celé ¢islo a splitujici, Ze p nedéli
a. Pak plati a?~1 =1 (mod p).

Pokud bychom chtéli zapomenout na podminku, ze p nedéli a, pak plati a? = a
(mod p).

Uloha 11. Najdéte viechny dvojice a,b € Z, které splituji 3¢ = 3* (mod 13).
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Reseni. Podivejme se na umociiovani trojky:
3' =3 (mod 13),
32 =9 (mod 13),
33=27=1 (mod 13),
3% =3 (mod 13).
Je vidét, ze pokud umocnime trojku na tieti, dostaneme jednicku. Takze vytknutim
3* pro libovolné k splitujici 3 | k nezménime zbytek mod 13. Tedy 3™ = 3" (mod 13),
pokud m =n (mod 3).
Ukézali jsme tedy, Ze pokud a = b (mod 3), pak 3% = 3° (mod 13). Musime ale
jesté ukazat opacnou implikaci, abychom méli jistotu, Ze jsme nalezli vSechna feSeni.
Uvézime néjaka a, b spliwjici 3 = 3° (mod 13) a budeme chtit ukizat a = b
(mod 3). Protoze jsou 3 a 13 nesoudélna ¢isla, mtzeme prvni kongruenci vydélit
vétsim z 3%, 3%, BUNO zvolme 3° > 3. (Obé strany stale budou cel4 &isla.) Ziskdme
tak
3% =1 (mod 13).
Nyni mtzeme vydélit se zbytkem (b—a) :
hodnot 0, 1 nebo 2. Potom plati
3 =33t =3%.3"=(3%)7.3"=3" =1 (mod 13).
Zbyvajici piipady uz miizeme rozebrat zvlast: bud » = 0, pak 3° = 1 (mod 13)
(plati), nebo r = 1, pak 3' =3 # 1 (mod 13) (neplati), nebo nakonec r = 2 a pak
32=9#1 (mod 13). Ukazali jsme tedy, ze (b —a) : 3 = g, jingmi slovy 3 | (b — a),
coz nastane, pravé kdyz a = b (mod 13).

3 = ¢ (zb. r) pro celé ¢islo ¢, kde r nabyva

Da se nahlédnout, Ze tento vysledek odpovida malé Fermatové vété, protoze pokud
a=0b (mod 12), pak a = b (mod 3).

Priklad 12. Najdéte vSechna celodiselné feSeni rovnice 2% = 11 4 7y.

Rozkladani

Budeme se snazit na jedné strané vytvorit soucin, na druhé strané prvocislo nebo né-
jaké ¢islo o malo délitelich, pfipadné mocninu. Nastane tim jen velmi méalo moznosti,
které staci rozebrat.

Uloha 13. Najdéte viechna celodiselna feSeni rovnice zy = x + v.
Reseni. Ptvodni rovnici upravime:
ry =2z +y,
zy—r—y+1=1,
(r—1)(y—1)=1.
Cislo 1 mé jen dva délitele, 1 a —1, p¥icemz rozklady 1 jsou pouze 1-1 =1 a

(=1) - (—=1) = 1. Z toho ziskdme jedind dvé Feseni: (0,0) a (2, 2).
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Piiklad 14. Najdéte vSechna celodiselnd Feseni rovnice z2 = 3% + 13.

P¥iklad 15. Najdéte viechna celoéiselna feseni rovnice z(z + 2y) = p + 332, kde
p je prvocislo.

Priiklad 16. Najdéte vSechna celociselnd feSeni rovnice
zy+tyzt+zr=zyz+xr+y-+=z
Piiklad 17. Najdéte vSechna celoéiselna feSeni rovnice z2 + 3z = 3> — 2.

Nekonecny sestup

Princip nekonecného sestupu se opira o fakt, Ze neexistuje klesajici posloupnost zdola
omezenych celych éisel (pfirozena disla, jako specialni pripad, jsou zdola omezend
nulou).

Samotna metoda pak predpoklada existenci feseni, jehoz existence pak bude vyza-
dovat, aby existovalo feSeni mensi (v néjakém smyslu, napf. v soué¢tu proménnych).
Protoze ale tato feseni budou prvky zdola omezené mnoziny, nastane spor.

Uloha 18. Dokazte, Ze rovnice ® + 2y = 423 nema feSeni v oboru p¥irozenych
Cisel.

Regeni. Pro spor predpokladejme, Ze existuje feseni (a, b, c). Mame tedy rovnici
a® +20° = 4.

ProtozZe jsou ¢leny 2b° a 4¢3 délitelné dvéma, je i a® délitelné dvéma. 2 je prvodéislo,
a proto 2 | a, tedy a® je tvaru 23 - a3 pro néjaké piirozené &islo a;. Ziskdme tak
rovnici

8- a3 +2b° = 4c®.

Nyni mfizeme rovnici vydélit dvéma, ¢im# ziskdme 4a + b3 = 2¢3. Obdobnym ar-
gumentem musi byt b délitelné dvéma, tedy b je tvaru 23 - b3 pro néjaké piirozené
b1. Vyslednou rovnici bude 4a$ + 8b3 = 2¢3.

Opét mtizeme celou rovnici vydélit dvéma. Pak musi byt i ¢® rovno 23-¢3 pro né&jaké
prirozené ¢islo c¢;. Po vydéleni rovnice dvéma ziskdme pavodni rovnici, tentokrat
s feSenim (a1, b1, c1), kde soudet a; + by + ¢; je poloviéni oproti souc¢tu ptivodniho
feSeni a+ b+ c. Snadno si vSimneme, Ze jak a; + b1 +c1, tak a+ b+ ¢ jsou prirozenymi
¢isly. A tak jsme ziskali nekone¢nou klesajici posloupnost prirozenych ¢isel — soucty
proménnych v feSeni. Protoze ale nemuze existovat nekone¢né klesajici posloupnost
zdola omezenych celych ¢isel, rovnice nemize mit zadné feseni.

Ulohu Fesime jen v pfirozenych ¢islech, tedy pouziti nekoneéného sestupu je zcela
validni. Pokud bychom fesili v celych ¢islech, feSeni existuje (napf. (0,0,0)).

Uloha 19. Dokazte, ze /2 neni racionélni ¢&islo.
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Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze raciondlnim é&islem je, tedy dé se zapsat jako
™t pro celd m, n, kde ¢isla m a n jsou nesoudélna.

Plati tedy v2 = 7¢, umocnénim obou stran ziskdme 2 = TT;’ ekvivalentné
2n% = m2. ProtoZe leva i pravé strana jsou celymi &isly, ur¢ité 2 déli m2. Ale 2
je prvocislo, a proto 2 déli m, jinymi slovy mtuzeme psat m = 2m; pro néjaké celé
m1. Dosazenim do rovnice ziskdvame

2n? = 4m3.

Vydélenim obou stran dvéma ziskdme n? = 2m?, z ¢ehoz analogickym argumentem
plati 2 | n.

V pribéhu dikazu jsme ukézali, ze 2 | m i 2 | n, a proto 2 | NSD(m,n). Z pied-
pokladu jsou m a n nesoudélné, ekvivalentné NSD(m,n) = 1. Z tohoto uz pfimo
vyplyva 2 | 1, coZ je zjevné spor.

Priklad 20. Dokazte, Ze /2 + /3 neni raciondlni é&slo.

Piiklad 21. Najdéte vSechna celoéiselnd FeSeni rovnice z2 + 3% = 722,

Navody

e

Jaké zbytky dava x2 po déleni sedmi? Dvé z téch &isel se musi sedist na nulu.

7. Modulime sedmickou, abychom zjistili x.

8. Modulime pétkou a vyjde, ze 2 = 3 (mod 5), coz nelze.

9. Modulime pétkou a vyjde = 2 nebo 3 (mod 5).

12. Modulte sedmickou. Uzijte malou Fermatovu vétu. Vyzkousejte malé hodnoty.

14. 2% —y® = (z+y)(z—y).

15. Najdéte (x + y)? a potom vyjadiete p jako soudin.

16. (z—1(y—1)(z—1).

17. (z +1)(z +2) = 33, zévorky jsou pro nemald = nesoudélné, tedy kazdé je rovna né&jaké treti
mocning. Ty od sebe odedteme, ziskdme 1 a pouzijeme a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).

20. Umocnime. Ziskdme tim rovnici, ve které nas zajimé celociselnost jediného ¢lenu.

21. Zacneme jako v prikladu 6.

Literatura a zdroje
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[2] Pavel Turek: Diofantické rovnice, online soustiedéni, 2020.
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DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Jednou z elementéarnich vlastnosti celych ¢isel, kterou mizeme zkoumat,
je, jestli je jedno nasobkem druhého. O troven vyse je pak hledani celociselnych zbytkt
po déleni. V této prednasce si osvétlime, jak s témito koncepty pracovat, zejména
v kontextu olympiddni matematiky. K tomu posléze vyuzijeme stiedné pokrocilé na-
stroje jako malou Fermatovu vétu a Eukleiduv algoritmus.

Umluva. V nésledujicim textu budeme uvazovat piirozena ¢isla bez nuly.

Zakladni pojmy a vlastnosti

Nejprve si zavedeme dva kli¢ové pojmy:

Definice 1. Nechf a, b jsou cela ¢isla. Rekneme, 7e a déli b (znac¢ime a | b), pokud
b = k-a pro néjaké celé ¢islo k. V opac¢ném piipadé budeme fikat a nedéli b (znacime
atb).
Definice 2. Necht a, b a n jsou cela &isla. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo
n (znaéime a = b (mod n)), pokud n | (a — b).

Pomoci tohoto znaceni muzeme snadno popsat fadu vlastnosti, které jsou sice
trividlni, nicméné jsou vyuzity (obcas implicitné) v celé fadé dloh.

Pozorovani 3. Pro libovolna cela ¢isla a, b, ¢, d, n plati:

|b+c¢c = b= —c (mod n),

)
)
)
)
)
7) aclbc <= a|b
) n
) a+b-n=a (modn),
) a
) a
)

Takika vzdy se pouzivaji kongruence modulo n > 2, protoze mod 0 si je kongru-
entni jen ¢islo samo se sebou, mod 1 jsou si kongruentni vsechna d¢isla a zadporna

INesoudélnost dvou &isel je vysvétlena v definici 23.
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modula se chovaji stejné jako kladna.
Prvocdisla se chovaji moc hezky k délitelnosti, nékteré z jejich vlastnosti si ukazeme
v lemmatku.

Lemma 4. (prvocisla a délitelnost) Uvazujme prvocislo p a pfirozend ¢isla a, b.
Potom plati:

(1) kdyz p | ab, pak p | a nebo p | b,
(2) kdyz p| a®, pak p | a a také p* | a®.

Priklady a Glohy

Priklad 5. (odstrasujici) Rozmyslete si, Ze pokud p neni v pfedchézejicim lemmatu
prvocislo, lemma nemusi platit.

nS—TL
6
Priklad 7. Najdéte zbytek po déleni ¢isla 2-3-10- 11 - 13 ¢islem 28.

Priklad 6. Ukazte, Ze pro libovolné celé ¢islo n je také celé cislo.

Uloha 8. Najdéte nejvétsi pfirozené &islo a takové, ze a | 32"*! 4 1 pro kazdé
prirozené ¢islo n.

Uloha 9. Dokaite, Ze pro kazdé piirozené &slo n plati 9 | 10™ + 3 - 47+2 4+ 5.
p p p

Kritéria délitelnosti

Casto se nam hodi rychle ur¢it, jestli je néjaké ¢islo délitelné danym (malym) ¢islem.
Uvedeme si ale tvrzeni, kterd ndm nejen prozradi, zda ono ¢islo je ¢i neni délitelné,
ale zaroven nam pomohou urcit pfipadny zbytek.

Zaroven si vSimnéme, Ze naSe tvrzeni jsou specifickd pro desitkovou soustavu.
Pro zajimavost si muzete zkusit rozmyslet, jak by to fungovalo pro jiné soustavy, ¢i
dokonce jestli jsou néjaké soustavy vhodnéjsi z hlediska kritérii délitelnosti.

7 vz

Véta 10. (délitelnost mocninami dvojky a pétky) Méjme celé ¢islo n a pfirozené
islo a. Jako posledni a-¢isli ¢isla n chdpejme takové celé cislo k,(n), které se s n
shoduje na poslednich a cifrach, jinde ma samé nuly a je zaporné praveé tehdy, kdyz
je n zaporné. Pak plati

n =kq(n) (mod 2%),

n = kq(n) (mod 5%).

Véta 11. (délitelnost trojkou a devitkou) Méjme celé ¢islo n, ozna¢me s(n) jeho
ciferny soucet (plati s(—n) = —s(n)). Pak plati

n = s(n) (mod 3),

= s(n) (mod 9).
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Véta 12. (délitelnost jedenédcti) Méjme celé ¢islo n. Oznacme 5(n) alterovany ci-
ferny soucet, tedy takové cel€é Cislo, které vznikne rozdilem souctt cifer na sudych a
lichych pozicich (pfi¢emz analogicky plati 5(—n) = —3(n)). Pak plati

n=3(n) (mod 11)

Véta 13. (délitelnost sedmi a t¥indcti) Méjme celé &islo n ve tvaru 10k + ¢, kde k
je prirozené cislo a ¢ je cifra. Pak plati:

n=k+5¢ (mod 7),

n=k+4¢ (mod 13).

Cviceni 14. Rozmyslete si, pro¢ tato kritéria funguji.

Cvi€eni 15. Dala by se néjak zobecnit kritéria délitelnosti sedmi a t¥inacti (napf.
pro libovolné prvoéislo)?

Priklady a Glohy
Piiklad 16. Pro 2 < n < 16 naleznéte r takova, ze
0<r<n a 8388596 =r (modn).

Uloha 17. Najdéte viechna piirozend ¢isla n takova, ze s(n?) = 3.

Spolecni délitelé a spol.

Definice 18. Méjme cela Cisla a, b. Pak jako spolecny délitel Cisel a, b oznacime
takové celé ¢islo d, pro které plati d | a, d | b.

Nezaporné celé ¢islo d nazveme nejvetsi spolecny delitel ¢isel a, b, pokud jej déli
jejich kazdy spoleény délitel.
Definice 19. Méjme cela Cisla a, b. Pak jako spolecny ndsobek Cisel a, b oznac¢ime
takové celé Cislo n, pro které plati a | n, b | n.

Nezaporné celé ¢islo n nazveme nejmensi spolecny ndsobek Cisel a, b, pokud déli
jejich kazdy spoleény nasobek.
Tvrzeni 20. Pro kazda dvé cela c¢isla a, b existuje pravé jeden jejich nejvétsi
spolecny délitel, ktery budeme znacit NSD(a, b).
Tvrzeni 21. Necht pro celd ¢isla a, b (kde ab # 0) jen = 1\181()17?(1.@' Pak plati, ze n
je celé ¢islo a |n| je nejmensi spoleény nédsobek a a b. Pokud ab = 0, pak definujeme
n=20.
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Dusledek 22. Nejmensi spoleény nasobek je pro kazda dvé ¢isla pravé jeden, mii-
Zeme pro néj proto zavést notaci nsn(a, b).
Definice 23. O celych dcislech a, b prohlasime, Ze jsou nesoudélnd, paklize spliuji
NSD(a,b) = 1. V opa¢ném pfipadé fikdme, Ze jsou soudélnd.
Lemma 24. Necht a, b jsou celd ¢isla. Pak plati

(1) NSD(a,b) =1 = NSD(a + b,ab) =1,

(2) NSD(a,b) = NSD(a,a — b).
Véta 25. (Bézoutova rovnost) Méjme celd disla a, b, ozna¢me d = NSD(a, b). Pak
existuji celd ¢isla x, y (nazyvame je Bézoutovy koeficienty) takovd, zZe

axr + by = d.

Obecné pak pro libovolnd ', y' plati, Ze ax’ + by’ je ndsobek d.

Jak ale najdeme d, natoz Bézoutovy koeficienty z, y? K tomu ndm bude slouzit
tzv. Eukleiddv algoritmus.

Definice 26. (rozsiteny Eukleidtiv algoritmus) Méjme celo¢iselnou rovnici
ax + by = d,

kde a a b jsou cela &isla, d = NSD(a, b) a BUNO plati |a| > |b]. Nezndmé z, y, d pak
umime nalézt néasledujicim algoritmem:
1) Pripravime si tabulku se tfemi sloupecky, do prvniho Ffadku napiSeme po
y
fadé€ a, 1, 0 a do druhého b, 0, 1.
(2) Dokud nemame v prvnim sloupci nulu, opakujeme nasledujici kroky:
(2.1) Oznacime kq, ko, k3 a 1, £2, £3 hodnoty v poslednich dvou vyplnénych
radcich tabulky.
(2.2) Nalezneme (pomoci déleni se zbytkem) ¢&isla g, r tak, aby k1 = €1 - g+
a0<|r| <[]
(2.3) Do nového Fadku napiseme po fadé éisla r, ko — la - q a k3 — {5 - q.
(3) Hodnoty z pfedposledniho fadku v prvnim, druhém a t¥etim sloupci oznac¢ime
po tadé d, x, y.

Pozorovani 27. Pokud si vezmeme libovolny fadek tabulky z rozsifeného Euklei-
dova algoritmu a ¢isla v jednotlivych sloupcich ozna¢ime postupné d’, x’, y', potom
plati ax’ + by’ = d'.

Priklady a ulohy

Pfiklad 28. Najdéte vSechna celd ¢isla a, b, kterd spliituji NSD(a,b) = 15 a
nsn(a, b) = 900.
Priklad 29. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele Gisel 1980 a 3179.
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Uloha 30. Najdéte vSechna cela &isla a, b, ktera spliuji

a+b=100 a mnsn(a,b)=210.

Uloha 31. Dokaite, Ze zlomek ﬁﬁig nelze pro zadné prirozené ¢islo n zkratit.
(IMO 1959)

T&zsi véty na zaveér

Dosud jsme se moc nezabyvali vlastnostmi zbytkd pfi mocnéni, které se chovaji

mnohem slozitéji. Nicméné mame k dispozici dvé kli¢ova tvrzeni, kterd ndm mohou
pomoci.

Véta 32. (mald Fermatova) Necht p je prvocislo a a celé ¢islo takové, ze p 1 a. Pak
a?' =1 (mod p).

Véta 33. (Eulerova) Necht a a n jsou nesoudélng pfirozend ¢isla. Ozna¢me ¢(n)
pocet prirozenych cisel mensich nez n, ktera jsou s n nesoudélna. Pak

a?™ =1 (mod n).

Mtizeme si povSimnout, ze mald Fermatova véta je specidlnim p¥ipadem Eulerovy
véty, nebot pro kazdé prvodislo jsou s nim vSechna mensi pfirozena ¢isla nesoudélna.
JelikoZ se ale v tilohach ¢asto déli prvoéislem, je vhodné tento piipad zmitnovat zv1ast.

Priklady a ulohy

Piiklad 34. Ukaite, 7e 13 | 23° + 336 + 537,

Uloha 35. Dokazte, Ze pro licha pfirozena &isla n plati
n | 2D g,
Uloha 36. Najdéte vSechna piirozena n, pro ktera
n|2" —1.

(Putnam 1972)

71



Cviceni

Cviéeni 37.

Cvideni 38.

Cvicéeni 39.

je celé cislo.

Cviéeni 40.
Cviéeni 41.

Cviceni 42.

DELITELNOST

Dokazte, zZe pro libovolné pfirozené ¢islo n plati
n=4 (mod7) <= 49| (n®+6n+9).
Naleznéte vSechna prirozena cisla x, y takova, ze

7
g =g @ nsn(z,y) = 378.

Najdéte nejvétsi celé cislo n takové, ze
(n—27(n+1)
n—1
(AIME 1999)
Naleznéte vSechna celd ¢isla x, y spliujici 22 = 4y + 2.
Existuje prirozené ¢islo n takové, ze s(27) = s(2"+1)?

Najdéte vsechny dvojice prvocisel p, q, pro néz existuje prirozené ¢islo

n takové, ze plati

Cviceni 43.

plp+1)+q(g+1)=n(n+1).

Ukazte, 7e pro kazdé pfirozené ¢islo n plati 133 | 1171 4 122n—1,
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Navody

6. Rozlozte Citatel i jmenovatel na souéin. Uvazte lemma 4.
7. Nasobit, modulit, opakovat.

8. Uvaite vyrazy 327+ 4+ 1 pro n a n + 1 a odeététe je od sebe. Vznikly vyraz ma maly pocet
ruznych prvociselnych délitelt. Zbytek dopoctéte pomoci n = 1.

9. 10™ = 1 (mod 9), poté bude vyraz pred délitkem i po délitku délitelny tfemi, tak miizete
zkratit.

15. Rozmyslete si, ze napf. n =10k + =k + 5=k + 120 =k — 2¢ (mod 7).
16. Kromé kritérii délitelnosti vyuzijte lemmatu 4.
17. Uvazte, co znamend, ze je ciferny soucet roven 3.
24. (1) D4 se snadno dokézat obménou.
(2) Dokazte, ze mnozina spole¢nych déliteld a, b je stejnd jako mnozina spoleénych délitelt
a, a —b.
29. Pouzijte Eukleiduv algoritmus.
31. Pouzijte Eukleiduv algoritmus na nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele.
34. Pouzijte malou Fermatovu vétu na jednotlivé ¢leny.
35. Rozmyslete si, ze p(n) | nl.
36. Je jen jediné. Pak zkuste vyuzit malou Fermatovu vétu.

39. Uvazujte tlohu pomoci jazyka kongruenci (modulo n—1). Uvazte, éemu je potom kongruentni
n—2an+1.

40. Podivejte se na ulohu modulo 4.
41. Pfevedte na kongruence modulo 3.

43. Uvazujte lohu pomoci jazyka kongruenci (modulo 133). Zjistéte, ¢emu je kongruentni 11-12.
Vynésobte kongruenci vhodnou mocninou 11 (nebo 12) a upravte.

Literatura a zdroje

Tento prispévek volné navazuje na prispévek Délitelnost od Toma Novotnéeho a dalsi,
které jsou uvedené nize. Zaroven cerpa z hodin matematiky na stfedni Skole vyuco-
vanych Alesem Kobzou. Vsem svym piedchidctim timto dékuji.

1] Tom Novotny: Délitelnost, Paseky, 2018.

Kuba Krasensky: Deélitelnost pro zacatecniky, Domasov, 2012.

Pavel Patak: Delitelnost v prazi, Ramzova, 2006.

Karolina Kuchynova: Kongruence, Hojsova Straz, 2016.

Lenka Slavikova: Ciferné soucty, Dobra Voda, 2010.
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Soustavy rovnic

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. Prispévek se vénuje metodam FeSeni soustav nelinedrnich rovnic, se kte-
rymi se lze ¢asto setkat napr. v olympiadé. Jde zejména (ale nejen) o cyklické soustavy.
Je zde popsano nékolik metod a uvedeno nékolik ptikladii na procviceni.

Snad kazdy se jiz na stfedni skole setkal s metodami Feseni soustav linearnich
rovnic. To jsou rovnice obsahujici pouze soucet vyrazu tvaru c¢islo krat neznama.
Postup jejich feseni se d4 popsat jednoduchym algoritmem (rovnice se prosté Sikovné
poodecitaji, anebo do sebe dosadi), a tyto soustavy tak miize rychle Fesit pocitac.
My se proto budeme zabyvat soustavami nelinedrnimi, kde je situace o poznani
komplikovanéjsi — neméame k dispozici zadny postup, ktery by fungoval na vSechny
rovnice. UkaZeme si zde nékolik metod, které se daji v uréitych pfipadech pouzit.
Védét, jak resit linedrni rovnice, se ale bude hodit i tady — jakmile nas problém
prevedeme na linearni soustavu, mame vlastné hotovo.

Casto zde budeme fesit tzv. cyklické soustavy rovnic. Cyklickd soustava rovnic
S nezndmymi xi, T2, ..., T, je takova, kterd se cyklickou zadménu proménnych
r1 — Xo, Tg — T3, ..., T, — 1 nezméni. To ndm mimochodem dava moZnost
si libovolnou z nezndmych uréit jako nejvétsi ¢i nejmensi.!

Vsimnéte si, Ze pokud z cyklické (¢i symetrické) soustavy dostaneme néjaky vztah,
méme ,zadarmo“ i v8echny vztahy, které dostaneme jeho cyklickou (¢i libovolnou)
zameénou.

Umluva. Vsechny rovnice budeme fesit v oboru realnych é&isel, neni-li explicitné
feceno jinak.

Piiklad. (tiplné vieho) Reste soustavu rovnic

2’ +1=2y,
v 41 =2z

Uprava na soucet Ctverci

Pokud se nam ze zadané soustavy rovnic podafi upravami ziskat rovnici ve tvaru
ysoucet druhych mocnin néjakych vyrazi je roven nule“, dostaneme z této rovnice
podminku na nulovost vSech téchto vyrazt. To nés casto jiz pfimo dovede k TeSeni,
popt. k jednodussim rovnicim.

IMtizeme narazit i na symetrické soustavy, které se nezméni libovolnou zdménou dvou promén-
nych. Pak si muzeme dovolit bez Gjmy na obecnosti dokonce uréit poradi vech neznamych.
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Uprava na soucin

Ze zadané soustavy muzeme cCasto dostat rovnici typu ,soucin néjakych vyrazu je
roven nule“. Potom vime, ze n€ktery z vyrazi je nulovy. Jelikoz pfedem nevime, ktery
z nich to je, typicky néasleduje rozbor pfipadi (tolika, kolik je vyrazli v soudinu).
Typicky se sem dostaneme odectenim rovnic a naslednym rozkladem na soucin.

Pouziti nerovnosti

V nékterych tlohach lze s vyhodou pouzit zndmé nerovnosti, jako napf. AG nerov-
nost, ¢i Cauchy—Schwarzovu nerovnost. Pro jistotu je zde pfipomeneme.

Véta. (AG nerovnost) Necht ay,as,...,a, jsou kladnd reilnd disla. Potom plati

nerovnost
ayt+az+---+an

> Yaiaz ... ay,

n
pri¢emz rovnost nastava, pravé kdyz a1 = as = -+ - = a,.
Véta. (Cauchy—Schwarzova nerovnost) Necht' ay,...,ay, b1, ..., b, jsou reilnd ¢isla.

Potom plati nerovnost
(af + a3+ +ap)(OF + 05+ +by) > (arby +azby + -+ anbn)?,

pricemz rovnost nastava, pravé kdyz existuje A € R takové, ze a; = Ab1, as = Abg,
.., Gp = Aby,.
Usporadani pro cyklické soustavy

Princip usporadani proménnych se hodi pfevazné pro cyklické soustavy, jejichz fese-
nim jsou n-tice stejnych cisel. Pomoci letmého porovnani casto zjistime, ze vSechny
proménné musi nabyvat stejné hodnoty.

Goniometrické substituce

Kdyz zadané rovnice silné pfipominaji néjaky zndmy goniometricky vztah, mohou
pomoci goniometrické substituce. Nesetkame se s nimi casto, ale je dobré védét, jak
na né — v tomto pripadé je témér nemozné tipnout spravna reseni.

Procviceni

Piiklad. Reste soustavu rovnic

Pty +z=2,
V42t =2,
2 tarty=2
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Priklad. Reste soustavu rovnic

a® =b+10b°,
bV =c+c,

c5:a+a5.

Priklad. Reste soustavu rovnic

2?2 —3y+4=z,
v —324+4=uz,
22 —3x+4=y.

Priklad. Reste soustavu rovnic

T+y+z=23,
2?2+ 22 =3.

Ulohy!

Umluva. Protoze cyklickd soustava rovnic je jednozna¢né uréena prvni rovnici
a poctem neznadmych, nebudeme vzdy vypisovat vSechny rovnice. Tedy napf. pod
pojmem ,.cyklickd soustava o tfech neznamych z? = yz“ budeme myslet soustavu

2

o =Yz,
2 = 2z,
2% = xy.

Easy

Uloha 1. Reste cyklickou soustavu o t¥ech neznamych z2 = yz.
Uloha 2. Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych z(x + 1) = y(z + 1).
Uloha 3. Reste cyklickou soustavu o tfech nezndmych z? =y + z + 2.

Uloha 4. Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych z + % =2.
Uloha 5. Reste soustavu rovnic
202 4+ (y +2)? =4 — %

3y +1)2 =t -2
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Uloha 6.

Medium

Uloha 7.

Uloha 8.
Uloha 9.

Uloha 10.

Uloha 11.
Uloha 12.

Uloha 13.
Uloha 14.
Uloha 15.
Uloha 16.

Uloha 17.
Uloha 18.

Uloha 19.

MARIAN POLJAK

Reste pro z,y, z > 0 soustavu rovnic

r+y+z2=06,
ryz = 8.

41/2

Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmych z = FEwE
Reste cyklickou soustavu o dvou neznadmych z + y? = y°.
Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmych x4 + 1 = 2yz.
Reste cyklickou soustavu o tfech nezndmych z = % + %
Kdyz a+b =1 a a® + b = 2, kolik je a® + b3?
Reste soustavu rovnic
T+ 2y + 3z = 28,
2 +y? + 2% = 56.
Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych 2% +2 — 1 = 3.
Reste cyklickou soustavu o t¥ech neznamych 22 + 3% + z = 2.
Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych (x + y)* = z.

Reste soustavu rovnic v oboru celych ¢isel

r+-=z,
y+7:xa
z
6
Z——=1.
x

Reste cyklickou soustavu o tfech neznamych x2 + 1 = 2y.
Reste soustavu rovnic

$2+y2+2§2 :192,

1 1 1
-+ -+ -=0,
x Yy oz
r—y+z=11.

Reste soustavu rovnic
T Yy

Tz oy

z

Yy oz T z Yy

2+ + 22 =ay+yz+ 2z +4.
s
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Hard

Uloha 20. Reste cyklickou soustavu o tiech neznamjch x4 + 52 + 4 = 5y2.

Uloha 21. Reste cyklickou soustavu o ¢tyfech nezndmyjch z; — i = 2xs.

Uloha 22. Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmjch 22 — 3y + 3 = 2.

Uloha 23. V oboru kladngch realnych ¢isel feste soustavu

a+b+c+d=12,
abed = 27 + ab + ac + ad + bc + bd + cd.

Uloha 24. Reste cyklickou soustavu o tfech neznamych x> =y — = + 8.

Uloha 25. Reste pro nezédporné neznamé ; aZ Zsg21 cyklickou soustavu

x1+ VE+ Vg + Ve e+ PV e = 2.

Uloha 26. Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmjch z° = 5y3 — 4z.

Uloha 27. Urcete viechny n-tice kladnych realnych ¢isel, které vyhovuji soustavé

1
x1++xn:i’
1 4 n?

— 4+ — 4+ —=nP(n+1)>%
T1 To Ip

Uloha 28. Reste cyklickou soustavu o tifech nezndmych 2z + 22y = y.
Uloha 29. Necht a,b,c,d, e > 0 vyhovuji rovnicim

a+b+c+d+e=38,
a2+ b2+ P+ d*+e? = 16.

Urcete, jaké maximalni hodnoty mize nabyvat e.

Uloha 30. Reste cyklickou soustavu o t¥ech nezndmych a(b? + ¢) = c(c + ab).

Uloha 31. Pro pfirozené n feste soustavu rovnic

X1Tg = ].,
ToX3 = 2,
ITnd1 = N.
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Uloha 32. Urdete, 7e s =  + y + 2z miize byt jen 3 nebo 7, plati-li

a:—!—g:Q,
z
z
y+7:27
x
z+£:2

Uloha 33. Reste soustavu rovnic

6r —y+ 22 =3,
a2 -yt -2z =1,

622 — 3% —y — 222 = 0.
Nightmare

Uloha 34. Reste soustavu rovnic

24y —2)* =2,
v +y(z —x)* = 30,
23 4 2(x —y)? = 16.

Uloha 35. Reste soustavu rovnic

a+b=09,
ab+c+d=29,
ad + bc = 39,
cd = 18.

Uloha 36. Reste pro nenulova z, %, z soustavu rovnic

(x2 +xy + y2) (y2 +yz + 22) (22 + zx + :c2) =Yz,

(354 +$2y2 +y4) (y4 +y222 +Z4) (24 +Z2IE2 +£C4) _ I3y323

Uloha 37. Reste pro pfipustna z, y soustavu rovnic

20y
2
\/ \/cos Y+ 052 \/x+y
1/sm y+ —5— +y/cos?x + 7,

sin” y cos m+y
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Uloha 38. Reste pro pfipustné z, y soustavu rovnic
1 n 1 B 2
VIit222  1+292  /1+2zy

V=20 + V-2 = .

Uloha 39. Reste soustavu rovnic

zt — y* = 240,
x® — 2% = 3(2% — 4y%) — 4(x — 8y).

Uloha 40. Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych y(z* — 622 +1) = 4z — 423,

Navody

Vydél prvni dvé rovnice.

Seéti a pouzij zndmou nerovnost.

Odecti a rozloz.

Seéti a pouzij zndmou nerovnost.

Kdy jsou jednotlivé strany téchto rovnic nezaporné a kdy ne?
Pouzij AGcko.

Proménné musi byt nezaporné, pravé strany jsou pak rostouci.

Odecti a rozloz.

e B A ol o

Udélej dolni odhad levé strany.
10. Odecti a rozloz.
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11. Najdi hodnoty rtznych mezivyrazi, ma vyjit %.

12. Sikovné mnohokrat odeéti prvni rovnici od druhé a rozloz na soudet ¢tverctl.
13. Zvol si BUNO z jako nejvétsi a porovnéve;j.

14. Odecti, rozloz, rozeber, méa to 8 feseni.

15. Zvol si BUNO z jako nejvétsi a porovnavej.

16. Pouzij celociselnost a rozeber, ma to 8 feseni.

17. Necht je BUNO z nejvétsi.

18. Kolik musi byt (z +y + 2)2?

19. (o —y)(y—2)(z - a).

20. Odhadni levou stranu tak, aby byly vSechny vyrazy druhého stupné.
21. Najdi si hezky vztah pro kotangens.

22. Dokaz, ze proménné musi byt kladné, pak BUNO necht je  nejvétsi.
23. Pouzij AGcko.

24. Rozeber kladnost/zapornost proménnych a usporade;j.

25. Levé strany jsou rostouci funkce, takze usporadej.

26. Usporadej a dej pozor na Gjmu na obecnosti.

27. Cauchy-Schwarz.

28. Najdi si néjaké hezké vztahy pro tangens.

29. Cauchy-Schwarz.

30. V jednotlivych rovnicich najdi rozdily proménnych.

31. Rozlis liché a sudé n, chytfe nasob rovnice.

32. Hezky ¢i skaredd upravuj, rozeber zvlast © = 1.

33. Eliminuj y a uprav.

34. Substituuj u = 22 +y2 + 22 a v = zyz.

35. Vynasob dva kvadratické monické dvojcleny.

36. Pouzij znamé rozklady, vydeél a pouzij nerovnost.

37. Secti a vySetfi extrémy obou stran, neni tfeba derivovat.

38. Prvni rovnice je nerovnost.

39. Od prvni rovnice odecti osmindsobek druhé.

40. Najdi si néjaké dost skaredé vztahy pro tangens.

Literatura a zdroje

[1] Jaroslav Svréek: Metody feseni soustav algebraickych rovnic,
lhttp://www.kag.upol.cz/ucitprir/texty /Met ResSousAR._JS.pdf.
[2] Tonda Cesik: Cyklické soustavy rovnic, sbornik Paseky, 2018.
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Feuerbachova kruznice a Eulerova primka

HEDVIKA RANOSOVA

ABSTRAKT. V prednésce predstavime dvé jednoduché a krasna tvrzeni o trojuhel-
niku, ktera lze neziidka uplatnit v olympiddnich alohéach, a procvi¢ime si je na mnoha
prikladech.

Feuerbachova kruZnice a Eulerova pfimka

Umluva. (zakladni znaceni) Vétsinou budeme v AABC znaéit O stied kruznice

vvey

AB ozname M4, Mg, Mc. Paty vysek z vrchola A, B, C na strany BC, CA, AB
budeme znacit Ha, Hp, Hc. Stiedy usecek HA, HB, HC budeme znacit My,
Mpyp, Mygc. Stied Feuerbachovy kruznice AABC budeme znaéit N.

Umluva. Pokud definujeme nékolik bodfi analogickym zptisobem, automaticky
vSe délame ,,po fadé“, tedy jako prvni pojmenovavame stied prvni zminéné tusecky
atd.

Lemma. (obrazy orthocentra) Obrazy orthocentra H v osovych soumérnostech
podle stran AB, BC, C A a ve stfedovych soumérnostech podle bodi M4, Mp, M¢
lezi na kruznici opsané trojuhelniku AABC.

S pomoci predchoziho lemmatu a stejnolehlosti nyni odvodime dvé klicova tvr-
zeni. Nenechme se ale mast — i pouha znalost tohoto lemmatu ndm v olympiadnich
ptikladech mtize ¢asto velmi pomoct.

Tvrzeni. (Feuerbachova kruznice, kruznice deviti bodi) V AABC lezi devét bodii
MA, MB, Mc, HA, HB, Hc, MHA; MHB;MHC na jedné kruznici. Stied N této
kruznice je stfedem tsecky OH a jeji polomeér je roven poloviné poloméru kruznice
opsané NABC.

Tvrzeni. (Eulerova ptimka) V AABC lezi body H,T,O v tomto pofadi na jedné

» o |HT| _
primce, a to v pomeéru o7 = 2.

Cviceni. Dokazte piedchozi dvé tvrzeni. Pokud uz néjaké ditkazy znéte, dokazte
je jinak.

Jak je vidét, Feuerbachova kruznice a Eulerova primka spolu tzce souvisi, spo-
juje je pravé dvojice stejnolehlosti, které prevadi kruznici opsanou na Feuerbachovu
kruznici. Nyni uz prichazi ¢as na hromadu dusledki této elegantni dvojice tvrzeni.
V nasledujicich prikladech najdeme jak zajimavé olympiddni problémy, tak pé€kna
tvrzeni z geometrie trojihelnika.
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Body v prevleku

Zacéneme priklady, na které vlastné ani tolik geometrie potieba neni — vétsinou staci
nahlédnout, Ze nékteré body vystupuji v riznych trojuhelnicich riznymi zptsoby.
Casto nam také pomitize stejnolehlost, diky které neziidka lezi na jedné piimce vic
bodti, nez by se zprvu zdalo.

Priklad 1. Dokazte, ze Eulerovy pfimky trojuhelniki AABC a

(1) AMaMpMc,

(2) AMgaMupMuc
splyvaji.
Pfiklad 2. (Hamilton’s Theorem) Méjme ¢tvefici trojahelniki AABC, AABH,
ABCH, ANCAH. Dokazte, ze jejich Feuerbachovy kruznice splyvaji a jejich Eulerovy
primky prochézi jednim bodem.

Priklad 3. Body dotyku kruZnice vepsané AABC se stranami BC, CA, AB
oznaéme D, E, F. Orthocentrum ADEF ozna¢me V. Dokazte, ze pak body V,
1, O lezi na jedné pfimce. (fran 1995)

Priklad 4. Mé&jme AABC s orthocentrem H. Uvazme opsisté trojuhelniki AABH,
ABCH, ANCAH. Dokazte, Ze kruznice opsana trojihelniku tvoreného témito opsisti
ma stejny polomér jako kruznice opsanéd ptuvodnimu trojuhelniku.

Priklad 5. Stfedy kruznic pfipsanych ke stranam BC, CA, AB ANABC ozna¢me
Ja, JB, Jo. Dokazte, ze stredy tisecek JaJp, JpJo a JaJo lezi na kruznici opsané
ANABC.

Priklad 6. V AABC ozna¢me stiedy kruznic opsanych trojihelnikim ABCO,
ANCAO, NABO jako O4, Op, Oc¢. Dokazte, ze stfed kruznice opsané AO4O0p0¢
lezi na Eulerové pfimce AABC.

Priklad 7. Méjme AABC' s vepsistém I. Uvazme stiedy jeho stran My, Mg, M¢.
Dokazte, ze stied Feuerbachovy kruznice ABCT lezi na ose thlu <MpMasMc.

Angle chasing neboli Ghleni

Pokud nas zrovna nenapada néjaky trik, ¢asto je nejjednodussim pristupem dopo-
¢itat nékteré thly. V geometrii (a v té olympiadni o to vic) je vSak typicky potieba
nejprve najit nékolik kruznic, které v tihleni pomohou. Casto se nékde v tiloze né&jaka
Feuerbachova kruznice schovava a jeji odhaleni a dokresleni ndm vyrazné usnadni
praci — nékdy dokonce skoro samo o sobé priklad vyresi.

Priklad 8. Zkonstruujte AABC, méte-li danu jeho kruznici opsanou, vrchol A na
ni a jeho orthocentrum H.

Priklad 9. Uvazme v8echny trojuhelniky s pevnou zékladnou a danym polomérem
kruznice opsané. Ukazte, Ze se jejich Feuerbachovy kruznice dotykaji pevné kruznice.
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Priklad 10. V ostrothlém rtiznostranném AABC oznaéme P patu A-vysky, H
kolmisté, O opsisté, D prusecik AO a BC' a kone¢né M stied tsecky AD. Dokazte,
7e piimka PM prochézi stfedem tsecky OH. (MO-60-A-I11-5)

Piiklad 11. Ctyiahelnik ABCD je vepsan do piilkruznice s priomérem AB. Teény
vedené k pulkruznici body C, D se protnou v bodé E a uhlopticky AC, BD v bodé
F. Ozna¢me M prusecik EF a AB. Dokaite, ze body E, C, M, D lezi na jedné
kruZnici. (China West 2010)

Priklad 12. Bud ABCD tétivovy ¢tyfthelnik a Hy, Hy orthocentra trojuhelniki
ABC, ABD. Dokazte, ze HiHs || CD.

Priklad 13. KruZnice vepsand AABC se stiedem I se dotyké jeho stran BC, C' A,
AB v bodech D, E, F. Budte Y, Z pruseéiky pfimek DF, DFE s rovnobézkou k BC'
vedenou bodem A. St¥edy tsecek DY, DZ pojmenujme F', E’. DokaZte, Ze body
A, E, F, I, E', F'lezi na jedné kruZnici. (American Mathematical Monthly)

Priklad 14. V AABC s orthocentrem H a opsistém O oznac¢me prisec¢ik spojnice
stiedt tseéek BC, OH s osou uhlu u vrcholu A jako X. Dokazte |[<AX H| = 90°.

Priklad 15. Uvazme pfimku p, kterd prochézi stfedem usecky BC' a orthocentrem
nerovnostranného AABC'. Tato pfimka protne kruZnici opsanou AABC v bodech
A’ A”. Ukazte, ze orthocentra AABC, ANA’BC, AA” BC tvoii vrcholy pravouhlého
trojuhelniku.

Priklad 16. Méjme AABC s Eulerovou pfimkou [ a zvolme dvé jeho strany C A,
CB. Uvazme jeho stfedni pricku p prochazejici stfedy téchto dvou stran a spojnici
g pat vySek spusténych na tyto strany. Piedpokladejme, ze p N ¢ = C’. Ukazte, ze
pak CC’ L 1. (Peru TST 2006)

Priklad 17. V AABC se piimky AB, HHpg protinaji v X, pfimky BC, HgH¢
vY aptimky CA, HoH 4 v Z. DokazZte, Ze pak body X, Y, Z lezi na jedné pfimce,
které je kolmé na Eulerovu pfimku AABC.

Priklad 18. Bud H orthocentrum AABC s kruznici opsanou w. Bod P lezici na
w je rizny od A, B, C. Pruseéik piimek BH, AC oznacme E. Af Q, R jsou body
takové, Ze ¢tyruhelniky PAQB, PARC jsou rovnobéZniky v tomto pofadi vrcholu a
piimky AQ, HR se protinaji v X. Dokazte, ze EX || AP. (IMO Shortlist 1996)

Poméry mezi body

Casto na nas uloha vybafne s n&akymi pomeéry. Jejich spravnou interpretaci je
mnohdy chytie zvolenéd stejnolehlost. Pokud jsou navic takové body spjaté s Eu-
lerovou primkou, nevdhame, a vyuzijeme toho, co o ni zname.

Priklad 19. V AABC ozna¢me D patu vysky na BC. Rovnobézka s BC' vedena

bodem A podruhé protne kruznici opsanou AABC v E. Dokazte, ze piimka DE

prochézi tézistém AABC. (IMO shortlist 2011, upraveno)
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Priklad 20. Dokazte, Ze orthocentrum a opsisté daného ostrotthlého A ABC maji
stejnou vzdalenost od strany AB, pravé kdyz pro vnitini thly «, 8 pfi vrcholech A,

B plati rovnost tgatg 5 = 3. (MO-64-B-11-3)
Priklad 21. Je dan AABC s opsistém O, orthocentrem H a polomérem kruZnice
opsané R. Ukazte, ze |OH| < 3R. (APMO 1994)

My

Priklad 22. Je dan AABC s prumérem kruznice opsané X X', t&zistém T a ortho-
centrem H. Ukazte, Ze piimka TX puli tsecku HX'.
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Navody

1. Vzdy najdéte dvojici bod, které lezi na Eulerové prfimce ptvodniho i jiného trojihelniku. Je
dobré se podivat tfeba na razna opsisté, kolmisté a devitisté.

2. Na Feuerbachové kruznici ptivodniho trojuhelnika najdéte vzdy trojici bodu, kterou prochazi
i ta nova. Druhé vyplyva pfimo z prvniho, staci se kouknout na stied vsech téchto kruznic.

3. Uvédomte si, ze ve vhodné stejnolehlosti se body V', I zobrazi na I, O.

4. Uvazme opsiSté vSech tii trojuhelniki, které lze zkonstruovat diky stejnolehlosti podle spolec-
ného devitisté. Bod H je dokonce opsistém vzniklého trojihelniku, shodného s ptivodnim.

5. Kdo je tady Feuerbachovou kruznici trojthelniku J4JpJo?

6. Vepiste kruznici vzniklému trojahelniku. Pokud stale nevite, podivejte se o t¥i hinty vys.

7. Dokreslete obraz bodu A podle sttedu M 4. Podivejte se, kde se nachazi opsisté a kolmisté
trojuhelniku BCI, protoze oba tyto body vystupuji v néjakém trojuhelniku na obrazku jako velmi
znamé body.

8. Co takhle zkonstruovat Feuerbachovu kruznici a podivat se, kde ji podruhé protne AH?

9. Maji totiz pevny polomér a jejich stfedy lezi na jedné kruznici.

10. Zobrazte H na kruznici opsanou. , Feuerbachovska“ stejnolehlost dodéla zbytek.

11. Zamyslete se nad trojuhelnikem ABF'. Jaké ma orthocentrum? A kde ma svou Feuerbachovu
kruznici?

12. Dokreslete stied kruznice opsané a tézisté obou zminénych trojuhelnikia. Pokud dokreslite
jesté dvé vhodné téznice, bude vymalovano.

13. No jaka kruznice to asi bude? S trochou nadhledu je to zjevné — Feuerbachova. Bude se hodit
orthocentrum trojahelnika DY Z.

14. Dokreslete stfed usecky AH a pohrajte si s ptislusnou Thaletovou kruznici.

15. Nejprve najdéte pravouhly trojuhelnik AA’A” a pak si rozmyslete, ze vlastng hledame jen
jeho posunuti.

16. Dokreslete druhy prisecik X piimky CC’ s kruznici opsanou a ukazte, ze stfed tusecky XC
je patou hledané kolmice, pficemz pouzijte kruznice nad praméry CO, CH.

17. Dokreslete vSechny tfi Thaletovy kruznice nad stranami trojihelnika a nahlédnéte, ze zminéné
tfi body lezi na chordale kruznice opsané a Feuerbachovy kruznice.

18. Uvazte orthocentra trojuhelniki ABC, PBC. S pomoci vhodného posunuti ukazte, ze H je
orthocentrem trojuhelnika AQR, takze <<H X A je pravy. Douhlete.

19. Dokreslete A-téznici a pomoci podobnych trojuhelniku dopoététe pomér, ve kterém DFE onu
téznici déli.

20. Rozmyslete si, ze Eulerova pfimka je rovnobéznéa se stranou, prave kdyz orthocentrum lezi ve
tretiné vysky. To ale fikd dana rovnost.

21. Dokreslete Eulerovu pfimku a tézisté. Déle si uvédomte, ze |OG| < R.

22. Uvazte dvojici stejnolehlosti se stiedy T, H (nebo si uvédomte, ze T'O je téZnice trojuhelnika
HXX').
Literatura a zdroje

Prednaska je zkracenou verzi prednasky Kuby Lowita z PraSeciho soustfedéni v Li-
pové-laznich z podzimu 2016. Timto mu velmi dékuji.

[1] Jakub Lowit: Feuerbachova kruznice a Eulerova primka, Lipova-lazné, 2016.
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Pravdépodobnostni metoda

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Pravdépodobnostni metoda je zplsob dikazu existence kombinatoric-
kych objekti ,,pocitanim®. Navic pro mnoho dulezitych objektu je to jediny znamy
dikaz. Pouziti pravdépodobnosti ndm oproti pocitani moznosti nejen vypocet zjedno-
dusi, ale poskytne nam i pokrocilejsi techniky, jak potfebné odhady dokazat.

Pravdépodobnostni metodu pouzivame hlavné pro diikaz existence néjakych ma-
tematickych objektt. Misto snahy o jejich konstrukei (kterd mnohdy ani neni znadma)
se pokusime zjistit, s jakou pravdépodobnosti dany objekt najdeme — a pokud je ne-
nulova, uz z toho plyne jeho existence.

Definice. FElementdrnim jevem nazyvame kompletni situaci, kterd nastala po na-
hodném procesu, tedy naptiklad: ,Na prvni kostce padla trojka, na druhé dvojka a
na treti trojka.“ Jevem pak nazyvame néjakou vlastnost takové situace, naptiklad:
,Na prvni kostce padlo sudé ¢islo.“ Pravdépodobnost, Ze jev A nastal, znac¢ime
P(A). Symbolem AN B znadime, Ze nastal jev A a soucasné nastal jev B, a AU B
znadi, Ze nastal jev A nebo nastal jev B. Nezdvislé jevy jsou takové, pro které plati
P(AnB)=P(A)- P(B).

Tvrzeni. (union bound) Necht Aj, As,..., A, jsou jevy (nemusi byt nezivislé).
Pak
p (U Ai) <Y P(A).
i=1 i=1

Priklad 1. V jazykové gkole se vyucuje 2n jazyki. Kazdy z 500 mistnich uciteli
umi mluvit alespon n jazyky. Dokazte, ze najdeme 14 nebo méné jazyku tak, aby
kazdy ucitel mluvil alespon jednim z nich.

Resend. Zvolme si ndhodnou 14-tici jazykt (uspofddanou, pficemz jazyky se miizou
opakovat) a pevného ucitele. Pravdépodobnost, Ze tento uéitel neznd prvni jazyk,
je nejvyse %, stejné tak u druhého jazyku atd. Celkem je tedy pravdépodobnost,
7e tento uditel nezna ani jeden ze 14 jazykd, rovna 27 !%. Za pomoci tvrzeni vyse
ziskdvame, Ze pravdépodobnost, ze alespon jeden ucitel neznéd ani jeden z téchto
14 jazykd, je nejvyse 500 - 2714, Tedy pravdépodobnost, Ze vsichni ucitelé znaji
alespoil jeden z téchto 14 jazykt, je 1 — (500 - 271%) > 0. A nyni piichézi klicova
myslenka pravdépodobnostni metody: Méa-li jev nenulovou pravdépodobnost, miize
nastat. Tedy opravdu existuje 14-tice jazyki takova, ze kazdy ucitel mluvi alespon
jednim z nich.

Priklad 2. Jsou dana nesoudélna piirozend ¢isla m, n. Jaky je pocet cest po miizce

v obdélniku m x n z levého dolniho rohu do pravého horniho, které vedou jen doprava

a nahoru a jsou celé pod thloptickou? (MKS 26-5)
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Piiklad 3. Ve skupiné 90 déti ma kazdé alespori 30 kamaradt (kamarddstvi je
vzdjemné). Dokazte, Ze lze déti rozdélit do tii 30¢lennych skupin tak, aby kazdé dité
mélo ve své skupince alespon jednoho kamarida. (MO 61-I1IT)

Priklad 4. Matematické soutéZe se ic¢astnilo 200 studenttt, kazdy z nich tesil Sest
uloh. Je znamo, ze kazdou tlohu spravné vyresilo alesponn 120 studenti. Dokazte, ze
muzeme najit dva studenty, ktefi dohromady vyftesili vSechny tlohy. (IMC 2002)

Piiklad 5. Ukazte, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} ¢tyfmi
barvami tak, aby neexistovala jednobarevna desetiprvkovéa aritmetickd posloupnost.
(IMO 1987)

Priklad 6. V roviné je ddno 100 bod v obecné poloze. Dokazte, Ze pocet ostro-
thlych trojuhelnikt nepiekracuje 70 % poctu vsech trojihelniki. (IMO 1970)

Pfiklad 7. (dolni odhad na Ramseyova ¢isla) Dokazte, Ze hrany Gplného grafu na
2F/2 yrcholech je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby v nich nebyl zadny aplny
jednobarevny podgraf na k vrcholech.

Priklad 8. V tabulce 100 x 100 jsou napsand ¢isla 1,2,...,5000, kazdé pravé
dvakrat. Dokazte, Ze je mozné vybrat 100 ¢isel tak, ze z kazdého sloupce a z kazdého
tfadku vybereme pravé jedno ¢islo, a navic budou tato ¢isla riizna.

Stfedni hodnota

Definice. Ndhodnd veli¢ina je redlné Cislo, které spo¢teme na zakladé elementéar-
niho jevu, tedy naptiklad ,cislo, které padlo na prvni kostce,“ nebo ,pocet kostek,
na kterych padla trojka.“

Definice. Stredni hodnota ndhodné veliciny X je jeji primérnd hodnota a znaci
se FE(X). Presnéji je F(X) vazeny aritmeticky primér pfes vSechny hodnoty X
na elementarnich jevech, kde vdhy jsou pravdépodobnosti téchto jevi.

Tvrzeni. (pocitani stfedni hodnoty)

(1) Bud A jev a 14 ndhodné veli¢ina, kterd davd nulu resp. jednicku, pokud A
nastal resp. nenastal. Pak E(I14) = P(A).

(2) Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny, pak E(X +Y) = E(X) + E(Y).
(3) Necht X je ndhodn4 veli¢ina a r redlné &islo, pak E(r - X) =r - E(X).

Pozor! Dalsi zobecnéni tohoto tvrzeni, jako napiiklad E(X -Y) = E(X) - E(Y), jiz
obecné neplati.

Tvrzeni 9. (pouziti stfedni hodnoty) Bud X ndhodnd veli¢ina. Pak existuje ele-
mentérni jev, pro ktery plati X < E(X), a také jiny elementarni jev, pro ktery plati
X > E(X).
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Priklad 10. Necht F' je mnozina vSech n-tic (Aj, Aa,..., A,), kde kazdé A; je
podmnozinou {1,2,...,1998}. Ozna¢me |A| pocet prvkid mnoziny A. Najdéte hod-
notu
Z |[A;UAsU---U Ay
(A1,As,...,A,)EF

(APMO 1998)

Priklad 11. V Sachovém turnaji, kterého se ztucastnilo 40 hrac¢a, se odehralo cel-
kem 80 partii, pfi¢emz zadna dvojice spolu nehrala vickrat. Ukazte pro co nejvétsi
n, ze existuje n hraci, ktefi mezi sebou nesehrali zadny zapas.

Priklad 12. V soutéZi je a soutézicich a b porotct, kde b > 3 je liché ¢islo. Kazdy
porotce hodnoti kazdého soutéziciho bud jako ,,dobry“, nebo jako ,Spatny“. Pred-
pokladejme, ze k je takové ¢islo, ze pro libovolnou dvojici porotct se jejich hlasy
shodovaly u nejvyse k soutézicich. DokaZte nerovnost § > b;—bl. (IMO 1998)
Priklad 13. V turnaji n hrac¢a hral kazdy s kazdym pravé jednou. Hamiltonovskd
cesta je takové usporadani n hrac¢u, ze prvni porazil druhého, druhy tietiho atd.
Dokazte, ze turnaj mohl dopadnout tak, ze existovalo alespon 2,?—_'1 hamiltonovskych

cest.

Pfiklad 14. Na veéirku je n > 2 lidi, néktefi se znaji (vztah znat se je vzajemny).
Dokazte, ze existuji dva lidé A, B takovi, Ze mezi zbylymi n — 2 najdeme L%J -1
lidi, z nichz kazdy bud zn& A i B, nebo oba nezn4.

Priklad 15. Méjme graf G s n vrcholy a m > 4n hranami. Dokazte, Ze kdykoli
takovy graf nakreslime do roviny, bude obsahovat alespon % pruseciki.
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Navody
3. Spocitejte, s jakou maximalni pravdépodobnostni se stane, ze dané dité neméa ve své skupince
zadného kamarada.

4. Zvolte ndhodné dvojici studenti a spocitejte, s jakou pravdépodobnostni ani jeden z této
dvojice nevyftesi danou ulohu.

5. Zvolte ndhodné obarveni. S jakou pravdépodobnosti bude jedna vybrana aritmetickd posloup-
nost jednobarevna?

6. Mezi péti body v obecné poloze vzdy existuji alespon 3 tupouhlé trojuhelniky.

7. Vyberte ndhodny graf. Jakd je pravdépodobnost, ze na danych k vrcholech je jednobarevny
podgraf?

8. Vyberte ndhodné z kazdého sloupce a fadku pravé jedno cislo. Jaka je pravdépodobnost toho,
ze vyberete ¢islo ¢ dvakrat?

10. Vyberte nahodnou n-tici podmnozin. S jakou pravdépodobnosti se objevi ¢islo ¢ ve sjednoceni?
12. S jakou minimélni pravdépodobnosti se dva porotci shoduji na jednom uréeném soutézicim?

13. Vyberte ndhodny graf a nasledné ndhodnou permutaci hract. Jaka je pravdépodobnost, ze
v této permutaci tvori hamiltonovskou cestu?

14. Reste podobné jako piiklad 12.

15. Pouzijte Eulerav vzorec, vyberte libovolné nakresleni a nasledné s pevné zvolenou pravdépo-
dobnosti smazte kazdy z vrchola.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je beze zmén pievzat od Filipa Bialase ze soustfedéni v Pasekéch
(2018), ktery jej beze zmény pievzal od Martina Topfera, ktery jej vytvoril na sou-
stfedéni ve Skleném (2015). Obéma timto dékuji.

[1] Mirek Olsak: Od Dirichleta k pravdépodobnosti, sbornik iKS, 2012.

[2] Law Ka Ho: Probabilistic Method, Mathematical Excalibur, 2009.

[3] Sourav Chakraborty: Probabilistic method, lecture notes.
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Strojové uceni a linearni regrese

MicHAL TOPFER

ABSTRAKT. Uméla inteligence je dnes k vidéni skoro v kazdém oboru. Spousta firem
se chlubi tim, Ze pouziva néjakou umélou inteligenci, pricemz dost ¢asto se jedna pravé
o strojové uceni. Povime si, co to strojové uceni je, a pak si na prikladu relativné jed-
noduchého modelu linearni regrese ukazeme, Ze velka ¢ast strojového uceni je vlastné
aplikovana matematika.

Strojové uceni je oblast umélé inteligence, kterd se zaméfuje na algoritmy, které
umoznuji poc¢itacovému systému ,,ucit se“.

Definice. (Mitchell, 1997) A computer program is said to learn from experience E
with respect to some class of tasks T and performance measure P, if its performance
at tasks in 7', as measured by P, improves with experience F.

Vystupem uciciho algoritmu je typicky néjaka funkce, kterd pro zadana vstupni
data predikuje vystupy.

Ulohy (7)

e Kilasifikace — cilem je zaradit vstupni data do jedné z k kategorii.
e Regrese — pro vstupni data predikujeme (redlné) éislo.

Ohodnoceni Gspé&snosti (P)

Abychom poznali, jestli uz se algoritmus néco naucil, potfebujeme néjak méfit, jak
dobry je v zadané uloze. Pro klasifikace se Casto pouZivaji metriky jako accuracy
(podil spravnych odpovédi) a error rate (podil §patnych odpovédi). Pro regresi vét-
Sinou pouzivame primérnou vzdalenost predikci od spravnych hodnot, naptiklad ve
formé stredni kvadratické odchylky (MSE).

ZkuSenost (F)

e Uceni s ulitelem (supervised learning) — pro vstupni data méame spréavné
vystupy, data jsou tedy dvojice (vstup, vystup).

e Uceni bez uéitele (unsupervised learning) — pro vstupni data nemame
spravné vystupy.

e Zpétnovazebné uéeni (reinforcement learning) — agent se uéi ze zpétné
vazby od prostredi.

Data vétsinou délime na trénovaci mnoZinu (na té se u¢ime) a testovaci mnoZinu
(na té méfime Gspésnost udeni).
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Metody

V této prednasce se budeme zabyvat pouze linedrni regresi, nicméné obor strojového
uceni je velmi Siroky a zahrnuje celou fadu metod. Mezi nejznamé;jsi patii rozhodo-
vaci stromy (decision trees) a jejich vylepSeni ndhodné lesy (random forests), potom
metody zalozené na nejblizsich sousedech jako K-nearest neighbors a tfeba také
support vector machines. Samoziejmé nesmime zapomenout také na neuronové sité,
které jsou v posledni dobé velmi vyuzivané pro vSsechny mozné druhy tloh.

Linearni regrese

Linearni regrese je jednim z nejjednodussich modeld pro tlohu regrese, tedy pro
predikci ¢iselného vystupu na zakladé ¢iselnych vstupnich dat.

Trénovaci mnozina je N ptikladt vstupnich a vystupnich dat tvaru (Z, y). Vstupni
data jsou slozena z nékolika atributii (features): # € R” (sloupcovy vektor). Vy-
stupni data jsou ¢isla: y € R.

Hleddme hypotézu (model) h: RP — R, ktera co nejlépe zachycuje vztah vstup-
nich a vystupnich dat.

Linearni regrese se omezuje na modely tvaru

D
hgp(Z) = zrw1 + 22wa + - +xpwp + b = inwi + 0,
i=1
kde w € RP (vahy) a b € R (bias) jsou parametry modelu.
Pro zjednodusSeni zapisu se vstupni vektory rozsifi na dimenzi D + 1 pfidanim
jednicky. Potom miizeme bias brat jako soucast vah a zapsat model jako skalarni

soucin hg (%) = £70.

Ohodnoceni Gspésnosti — ztratova funkce

Uz jsme si uréili, jaky tvar mize mit nd§ model. Ted potiebujeme vybrat vhodnou
sadu vah W pro zadand vstupni data. Pro uréeni kvality naseho modelu si zavedeme
ztratovou (loss) funkei, kterd méfi, jak moc nas model chybuje. Populdrni ztratova
funkece je stredni kvadratickd odchylka (mean squared error).

Definice. (residual sum of squares (RSS))

N

RSS(@) = > (ha (7:) — i)

i=1
Definice. (mean squared error (MSE))

M%@:%ma
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Vidime, ze ¢im d&l jsou nase predikce od skutecnych hodnot, tim je ztratova
funkce vétsi. Chceme ji proto minimalizovat. Pro zjednodusSeni odvozeni budeme
minimalizovat E (&) = 3 RSS(w).

Jednoducha lineérni regrese

Jednoduch4 linedrni regrese (simple linear regression) je oznaceni pro modely, kde
mame jen jednu vstupni proménnou x. Model mé tedy tvar

hwp(x) =2 -w+D.

Ztratova funkce bude E(w,b) = 1 vazl (zi-w+b—1y;)°

Chceme mit co nejmensi chybu, proto hledame takovd w a b, pro kterd bude
E(w,b) minimalni. Z analyzy vime, Ze v minimu funkce musi byt vSechny parcidlni
derivace nulové, zkusime je tedy spocitat:

OB (w,b) i

(zi-w+b—y;) =0,

ob p
OE(w,b) B
T*Z(ﬂ%‘erb*yi)'Iz—O.

i=1
Rovnice miizeme upravit na
b=y—7 w,
N — N _ _
_ i @i =) in, (= 7) (4 — )

Yisy (@i (2 — 7)) Yoty (2 =)

kde T znaci aritmeticky primér. Tim jsme dostali vzorce pro vypocet koeficient
naseho modelu.

b

Priklad. Spoctéte koeficienty jednoduché linedrni regrese pro data (z,y) € {(5, 10),
(15,18), (25, 14)}.

Minimalizace ztratové funkce pro vice vstupnich proménnych

Kdyz si trénovaci ptiklady zapiseme do fadki matice X € RV*P a skuteéné vystupy
do fadkfi matice Y € RV*! miizeme minimalizaci zapsat jako

1 1
wW* = argmin 3 RSS(w) = argmin EHXIE - Y2

7 analyzy vime, Ze v minimu musi byt parciadlni derivace podle vSech slozek nulové
(pokud existuji), takze je zkusime spocitat.



STROJOVE UCENI A LINEARNI REGRESE

Chceme, aby vSechny parcidlni derivace byly nulové. To znamena

tedy v maticové notaci

coz muzeme upravit na
XTXw=X"Y.
Pokud je matice X7 X regularni, miizeme k ni najit inverzni matici a dostaneme
FeSeni L
7= (X"X) X"y
Pro singularni matice se feSeni d4 hledat pomoci singuldrniho rozkladu (SVD), nebo
staci odebrat zavislé atributy ze vstupnich dat.

Algoritmus gradientového sestupu

V praxi nemusi byt vhodné pouzit vyse zminény algoritmus, protoze vypocet inverzni
matice muze trvat dlouho. Nékdy je proto lepsi fesit minimaliza¢ni tlohu iterativné
pomoci gradientového sestupu. Jeden krok gradientového sestupu pro minimalizaci

W™ = argmin F (W)
@

vypadéa takto:
W w—aVgE (W),
T
kde « je parametr learning rate a Vg E (W) = (a%ﬁlE(u_f)7 ce %E(d)’)) je gradient

funkce F podle proménnych .

Atributy

Linearni regrese umi modelovat jen linearni zavislost vystupu na vstupnich atribu-
tech. Pro slozitéjsi ilohy mutze byt vhodné piidat néjaké nové atributy, aby model
byl schopen zachytit i slozitéjsi zavislosti. Model pak mtizeme zapsat jako

kde f; jsou funkce poéitajici nové atributy z ptivodnich. Casté takové funkce jsou

o f(

= a:z (vybér jedné slozky vstupu — tim dostaneme piivodni atributy),

&

T) =
f(@) = (&) = x; - x; (polynomy z ptvodnich atributi),
f(@) = log(xl) f(Z) = /x; a dalsi nelinearni funkce,
f(&) = Ila < x; < b] (indikdtor, Ze hodnota x; je mezi konstantami a a b).
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Vice vystupi

Kdyz mame vice vystupt, mizeme pro kazdy vystupni atribut vytvorit vlastni model
linearni regrese.
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Preklapéni tecen

ADELA KAROLINA ZACKOVA

ABSTRAKT. S teénami se setkdvame naptiklad v olympiddni geometrii pomérné ¢as-
to. V prednésce se podivame na nékteré jejich zakladni vlastnosti a ukdzeme si, jak se

pomoci nich dostat na zoubek i o néco tézsim prikladam.

Pri pohledu na ptiklad, kde se vyskytuji tec¢ny, byva mnohdy prvni myslenkou
vyuzit tisekové 1hly, které nam tecny poskytuji. Piestoze tihleni je velmi castou a
spolehlivou technikou v Feseni geometrickych piikladi, zdaleka ne vzdy je elegantni
a ne vzdy také vede ke kyzenému cili. Ukazeme si proto nékteré, nékdy snad trochu
opomijené vlastnosti tecen skytajici ndm jinou cestu feseni.

Tvrzeni. Méjme kruznici k a bod A lezici vné kruznice. Vedme bodem A te¢ny ke
k, body dotyku s kruznici ozna¢me B, C. Pak |AB| = |AC)|.

B

C

Tvrzeni. Primky p a q jsou spole¢nymi vnéjsimi te¢nami kruznic ky a ky. Pfimka
p se kruznice ky dotyka v bodé A a kruznice ko v bodé B, pfimka g se kruznic dotyka
v bodech C a D. Pak plati, ze

(i) [AB| = |CD,
(ii) pokud se kruznice neprotinaji a jejich vnitini te¢na r protind piimky p a q
v bodech X aY, pak |AB| = |CD| = |XY]|.

Tvrzeni. Kruznice vepsand trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA a AB po
fadé v bodech D, E a F. Potom |AE| = |AF| = =atbte,

Tvrzeni. V trojihelniku ABC se kruznice pfipsana strané BC' dotyka piimek BC,
CA, AB po fadé v bodech D, E, F. Pak plati, ze
(i) |AE| = |AF| = #3te,
(i) [BD| = |BF| = =<, |CD| = |CE| = =5,
(iii) body dotyku s vepsanou a p¥ipsanou kruznici jsou stiedové soumérné podle

stfedu prislusné strany.
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Prvni kricky

Priklad 1. Dokazte, Ze v pravothlém trojihelniku ABC' s pravym thlem u vrcholu
A je polomér vepsané kruznice roven s —|BC/, kde s je polovina obvodu trojihelniku
ABC.

Priklad 2. Mg¢jme kruznici k se stiedem S o poloméru 1 a bod P takovy, Ze
|PS| = 3. Timto bodem vedme te¢ny ke kruznici k, které se ji dotknou v bodech
A, B. Déle si zvolme libovolny bod T kratsiho oblouku AB kruznice k a jim vedme
teénu ke k. Tato tecna protne tsecky AP a BP v bodech X a Y. Urcete obvod
trojihelniku PXY. (Naboj 2008)

Priklad 3. Je dan trojuhelnik ABC s kruznici vepsanou k. Body X a Y lezi na
strandch AB a AC tak, ze XY je tefna kruznice k a plati |[AB| = 6, |BC| = 7,
|CA| = 8. Urcete obvod trojuhelniku AXY.

Priklad 4. Méjme trojuhelnik ABC. Nakreslime tfi teény k jeho vepsané kruznici
tak, ze kazda odrizne jiny z vrcholt trojuhelniku. Obvody odfiznutych trojuhelnik
jsou 1, 2 a 3. Dokazte, Ze ptvodni trojuhelnik byl pravothly. (MKS 32-6-3)

Priklad 5. Sestrojte trojihelnik ABC, znate-li jeho obvod o, polomér p kruZnice
pripsané ke strané BC' a velikost vysky v na tuto stranu. (MO 68-A-1-5)

Priklad 6. V daném trojuhelniku ABC oznaéme D bod dotyku kruZnice vepsané
se stranou BC. KruZnice vepsand trojuhelniku ABD se dotykd stran AB a BD
v bodech K a L. KruZnice vepsana trojuhelniku ADC se dotyka stran DC a AC
v bodech M a N. Dokazte, ze body K, L, M, N lezi na jedné kruznici.

(MO 64-A-1-5)

Piiklad 7. Je dan rovnobéznik ABCD, kde |AB| > |BC|. Body K a M jsou body
dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim ACD a ABC' s thlopfickou AC. Body L a
N jsou obdobné body dotyku kruznic vepsanych trojihelnikim BC'D a ABD s BD.
Dokazte, ze KLMN je obdélnik. (MO 54-A-1-2)

Priklad 8. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC. Na polopfimce opacné k poloptimce
BC lezi bod P takovy, ze |AB| = | BP|. Analogicky na polopfimce opaéné k polo-
primce CB lezi bod Q takovy, ze |AC| = |CQ|. Ozna¢me J stied kruznice pfipsané
strané BC' daného trojuhelniku a D, F po fadé jeji body dotyku s pfimkami AB a
AC'. Predpokladejme, Ze polopfimky opacéné k polopfimkam DP a E(@) se protinaji
v bodé F' rizném od J. Dokazte, ze AF L FJ. (MO 68-A-I11-4)

Priklad 9. Trojahelnik ABC ma obvod 8. Na strandch AB, AC jsou postupné
zvoleny body D, E tak, ze DE || BC a zaroveni je DE tefnou kruZnice vepsané
trojihelniku ABC'. Jaké je nejvétsi mozna délka DE? (Kyjev TST 2019)
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A jedeme dal

Tvrzeni. (o teénovém ¢tyfuhelniku) Je ddn étyiihelnik ABCD, ktery mé vepsa-
nou kruznici (dotykd se vSech ¢tyf stran). Ukazte, ze |AB| + |CD| = |BC| + |AD|.

Piiklad 10. Je dan rovnobéznik ABCD, pti¢emz |AB| = 2-|BC|. Urcete vSechny
primky, které déli dany rovnobéznik na dva teénové ¢tyfuhelniky.
(MO 64-A-S-2)

Piiklad 11. Je dén é&tyithelnik ABCD takovy, ze |AB| + |CD| = |BC| + |AD|.
Dokazte, ze kruznice vepsané trojuhelnikim ABC a ADC se thlopficky AC dotykaji
v jednom bodé.

Piiklad 12. Je dan &tyftuhelnik ABCD takovy, ze |AB| + |BC| = |CD| + |AD|.
KruZnice vepsané trojuhelnikim ABD a C'BD se thlopticky BD dotykaji v bodech
X a Y. Dokazte, ze body X a Y jsou stejné vzdaleny od stfedu usecky BD.

Priklad 13. Na pfimce a, na niz lezi strana BC trojihelniku ABC, jsou dany body
dotyku vSech tfi jemu p¥ipsanych kruznic (body B a C nejsou znamy). Najdéte na
této pfimce bod dotyku kruznice vepsané. (MO 63-B-1-3)

Priklad 14. Uvnitt stran BC, CA, AB daného trojuhelniku ABC zvolime po
fads body D, E, F tak, aby se tsecky AD, BE, C'F protaly v jednom bodé, ktery
oznacime G. Pokud lze ¢tyfuhelnikim AFGE, BDGF, CEGD vepsat kruZnice,

z nichz kazdé dvé maji vnéjsi dotyk, pak je trojihelnik ABC rovnostranny. Dokazte.
(MO 52-A-II1-2)

Priklad 15. Méjme trojihelnik ABC' s obvodem 4. Na poloptimkich AB a AC
ozna¢me postupné body X, Y tak, Zze |AX| = |AY| = 1 a tsetky BC a XY se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze alesponi jeden z trojuhelniki ABM, ACM ma
obvod 2. (Rusko 2011)

Priklad 16. Necht I' je kruznice se stfedem I a ABCD konvexni ¢tyfuhelnik,
jehoz strany AB, BC, C'D a DA jsou teénami kruznice I'; a €2 je kruznice opsana
trojuhelniku AIC'. Polopfimka B A protina kruznici Q2 v bodé X, ktery lezi za bodem
A, a poloptimka BC protina €2 v bodé Z, ktery lezi za bodem C. Polopfimky AD a
C D protinaji kruznici Q po fadé v bodech Y a T, které lezi za bodem D. Dokazte,
Ze

|AD| + |DT| + |TX| + |XA| = |CD| + |DY| + [Y Z| + | ZC|.
(IMO 2021 - 4)

98



ADELA KAROLINA ZACKOVA

Navody

1. Cim je zajimavy ¢tyfuhelnik AP1IP», kde I je stfed kruznice vepsané a Pi, P> jsou jeji body
dotyku s odvésnami?

Co vime o tsecce PB?

Necht P je bod dotyku kruZnice k a strany AB. Pomtze ndm pak délka usecky AP?

Zkus vyuzit poznatky z minulého ptikladu.

Umime z kruznice pfipsané ziskat bod A? Je pak BC te¢na jesté néjaké jiné kruznice?

ey

Zkus dokazat, ze se osy usecek KL, LM a M N protinaji v jednom bodé, konkrétné ve stredu
kruzmce vepsané trojuhelniku ABC.

7. Dokaz pomoci preklapéni tecen, ze v K LM N se thlopficky puli a jsou stejné dlouhé.

8. Dokaz, ze F' lezi na kruznici opsané ¢tyfthelniku ADJE, tedy ze |[<ADP| = |<AEF)|.

9. Zkus si vyjadfit DE pomoci BC. Najdi vrchol paraboly popisujici onu kvadratickou rovnici
vyjadreni.

10. Dokaz, ze pokud ABCD neni obdélnik, pak takové piimky existuji pravé dvé, obé prochazi
prusecikem thlopfi¢ek a na rovnobézniku vytinaji usecky délky BC'. Jak je tomu pro obdélnik?
11. Vyjadfi si vzdalenosti bod dotyku jednotlivych kruznic s AC a dokaz, ze se rovnaji.

12. Dokaz, ze |BX| = |DY|, a zamysli se, pro¢ tim uz mame vyhréano.

13. Dokaz, ze |BX| = |CZ]|, a sestroj st¥ed tsecky BC.

14. Uvédom si, ze kruznice vepsana ¢tyfthelniku AFGE je zaroven kruznici vepsanou trojthel-
nikim ABFE a AFC, a vyjadfi velikost te¢en. Dokaz, ze pfimky AD, BE a CF jsou osy vnitinich
Ghlid trojaihelniku ABC, a vyuzij jejich vlastnosti.

15. Dokresli pfipsanou kruznici k ABC a kruznici se stfedem v A a nulovym polomérem.
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