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Nejvétsi spoleny délitel

Fira CERMAK

ABSTRAKT. Nejvétsi spole¢ny délitel je zakladni pojem elementarni teorie ¢isel. I pres
svou jednoduchost ma nejedno praktické vyuziti, zvlasté ve spojeni s Eukleidovym
algoritmem. V olympiddni matematice ndm usnadni feseni spousty prikladd nebo
aspon jejich ¢asti. Tento pfispévek ma pravé za kol procviéit techniky jeho vypoctu
a jak ho vyuzit pfi FeSeni uloh.

Neni-li feceno jinak, ¢islem budeme myslet celé ¢islo.

Definice. Rekneme, Ze ¢islo a # 0 déli ¢islo b (piSeme a | b), pokud existuje ¢islo
c takové, ze ac = b.

Tvrzeni. Pokud a | b a zdroveri b # 0, pak |a| < |b|. Pokud navic |a| # |b|, tak
2-|a| < |b] atd.

Uloha 1. Uréete vSechna celé kladna &isla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a zarovei
m déli 2n — 1. (MO 59-A-11-3)

Definice. Méjme disla a, b. Pak jejich nejvétsi spolecny deélitel (NSD) je nejvétsi
pfirozené ¢islo d takové, ze d | a, d | b. Znac¢ime ho (a,b). Podobné nejmensi spoleény
nésobek je nejmensi pfirozené ¢islo d takové, ze a | d, b | d, a znaéime jej [a, b].

Na nejveétsi spolecény délitel se da také nahlizet jako na ¢islo, které je délené vSemi
ostatnimi spolecnymi déliteli a obdobné nejmensi spoleény néasobek déli vSechny
ostatni spole¢né nasobky.

Cviceni. Spoditejte (—15,24).

Tvrzeni. Plati:

(1) (a,a) = (a,0) = (=a,0) = [a,d] = [a,1] = [a].
(a,b) = (b,a) = (a — b,b) = (b—a,b) = (a — b,a) = (a + b,a).
(a,b) = |al|, pravé kdyz a | b, a také pravé kdyz [a,b] = |b|.
(ab, ac) = a(b, c).
(a,b)[a,b] = ab.
dd|a,d|b, takid| (a,b).
| (ab,c) | (a,c)(b,c) | a(b, c).
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NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Tvrzeni. (Eukleidav algoritmus) Diky druhé vlastnosti miizeme spocitat (a,b)
tak, ze odecteme mensi ¢islo od vétsiho, dostaneme novou dvojici ¢isel (se stejnym
NSD) a postup budeme opakovat, dokud nebude jedno z ¢isel nula.

Dost casto se vyplati rovnou odecist mensi ¢islo tolikrat, kolikrat to jde, neboli
jim délit se zbytkem.

Uloha 2. Urcete, kolik (uspofadanych) dvojic piirozenych &isel a, b splituje rovnici
[a, 70] + [b, 70] = 210.
Definice. O dislech a, b fekneme, Ze jsou nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.

Tvrzeni. Plati:

(i) Pokud (b,c) =1, pak (ab,c) = (a,c).
(ii) Pokud (b,c) = 1, pak (a,bc) = (a,b)(a,c).
Uloha 3. Uréete, pro ktera &isla a, b, ¢ plati [a, c] + [b,c] = (a + b)e.
Uloha 4. Uréete mozné hodnoty vyrazt pro nesoudélné éisla a, b:
(i) (a+0,ab),
(ii) (a® + b2, ab),
(iii) (a + b,a —b),
(iv) (a* (a+1)%)
Uloha 5. Ukaizte, ze zlomek
2In+4
14n +3

je v zékladnim tvaru pro kazdé pfirozené ¢islo n. (IMO 1959)

Uloha 6. Dokazte, 7e pro kazda pfirozena m, n plati
(2m —1,2" —1) =20mm) 1,
Uloha 7. Pro ktera cela ¢isla n je viraz

nd—3
n—3

celociselny? (Naboj 2007)

Uloha 8. S vyuzitim vztahu Fy, 4., = Fyuq1 - Fp + Fy, - F—1 ukaite, ze pro Fibo-
nacciho posloupnost plati (Fy,, F,) = F(p p)-

Uloha 9. Zjistéte, pro ktera p¥irozen ¢isla a, b je hodnota podilu

b>+ab+a+b—1
a?+ab+1

rovna celému éislu. (MO 57-A-III-3)



FILA CERMAK

Rozklad na du, dv

Casto se v tilohach vyplati rozepsat ¢isla a, b jako a = du, b = dv, kde d = (a, b).
Uloha 10. Urdete, pro ktera ¢isla a, b plati (a,b) + [a,b] = a + b.

Uloha 11. Najdéte viechny dvojice pfirozenych ¢isel a, b takové, ze ab = 2a + 3b.

Uloha 12. Rozhodnéte, zda soucet nékterych dvou pfirozenych &isel je délitelem
jejich nejmensiho spole¢ného nasobku.

Uloha 13. Najdéte vSechny dvojice piirozenych &isel x, y takové, Ze

$y2

T +y

je prvodislo. (MO 58-A-1-3)
Uloha 14. Necht n, k jsou pfirozena ¢isla a k je navic bezétvercové!. Predpokla-
dejme, ze
nd+2n? +k
n2+k

je celé ¢islo. Dokazte, ze pak uz plati n = k. (MKS 33-9-1)
Uloha 15. Pro dané prvoéislo p najdéte vechny trojice piirozenych &isel (a, b, c)
z mnoziny {1,2,...,2p?} spliujici

[a,c] + [b, ] _p2+1.
a+b Cop2 42

(MO 59-A-1-6)

Uloha 16. Dokaite, Ze pro libovolné p¥irozena ¢isla a, b, ¢ plati

[a,b,c]? (a,b,c)?

[a, b] ’ [bv C} : [Ca a] B (av b) . (bv C) ! (Cv a) .

(USAMO 1972)

Uloha 17. Necht ay,...,ay, b1, ..., by jsou piirozend ¢isla, ktera splituji (a;, b;) = 1
pro kazdé i € {1,...,k}. Déle bud m = [by, ..., bg]. Ukazte, ze plati

aym apmy (@ ax)
bl goe ey bk — 1ye--5,Uk).
(IMO shortlist 1974)

1Bezétvercové &islo je takové, které pro a > 1 neni délitelné &islem a?
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NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Uloha 18. Ukaite, ze pokud je p takové liché prvoéislo, Ze i 2p + 1 je prvoéislo,
pak existuji praveé Ctyfi pfirozena cisla k takova, ze

2p+ k| 2p+ K%
(Variace na MO 58—-A-IIT-4)

Tvrzeni. (Bézout) Méjme ¢isla a a b. Potom jsou ¢isla tvaru ka+ £b pro celd k a £
vzdy ndsobky (a,b) a naopak kazdy nasobek (a,b) umime vyjadfit ve tvaru ka + £b.
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Navody

1. Rozeberte moznosti n = 2m —1 (resp. m = 2n — 1) a pak vyuZijte prvni tvrzeni.
2. Jedno z ¢isel musi byt délitel 70 a druhé nasobek 4 a délitel 140.

3. Ziejmé [a,c| | ac a musi nastat rovnost.

4. V (i), (ii) pouzijte (a,bc) = (a,b)(a,c) pro nesoudélnd b,c a posléze (a,b) =
(a—b,b). Pro (iii) opét (a,b) = (a—b,b). Ve (iv) se zabyvejte spole¢nym prvocinitelem
obou vyrazi.

5. Eukleidav algoritmus.

6. Prom > nrozepiste 2™ = (2" —1)2Mm " 4+2™"" 5 uvazujte Eukleidiiv algoritmus
na exponentech.

7. Vyraz je celoéiselny, pravé kdyz |n — 3| = (n® — 3,n — 3). Nasledné aplikujte
Eukleidiv algoritmus.

8. Nejprve dokazte, Ze po sobé jdouci ¢leny jsou nesoudélné, poté ze pokud i | j,
pak F; | F;. Poté vyuzijte Eukleidiiv algoritmus na indexech.

9. Jmenovatel musi délit i soucet Citatele se jmenovatelem. Tento soucet rozlozte
na soucin a ukazte, ze jeden ¢len je se jmenovatelem nesoudélny.

10. Po substituci a = du, b = dv a Gpravé vyrazu rozlozte na soucin.

11. Po substituci a = du, b = dv zjistéte, jaké jsou mezi ¢isly vztahy vzhledem
k délitelnosti.

12. Po substituci a = du, b = dv a podéleni obou stran délitelnosti d ukazte, ze
obé strany délitelnosti jsou nyni nesoudélné.

13. Po substituci z = du, y = dv ukazte, Ze u + v | d*> a uv? déli cely zlomek.
Rozeberte dva pfipady, v = 1 a u > 1 a rozlozte d?> — 1 na soucin. V druhém piipadé
jen dosadte za u a v.

14. Po substituci n = du, k = dv si uvédomte, ze (d,v) = 1 a zkuste néco vytknout.
Potom si v§imnéte velikosti.

15. Vyuzijte [a,c] = Ta.oy ¢ Poté odhadujte podle velikosti (a,c) a (b, c).

(a C)
16. Pro d = (a,b,c) rozepiste a = d(g, d)(d7 $)u. Uvédomte si, Ze to jde diky
nesoud€lnosti. Poté trpélivé upravujte. Alternativné se podivejte na nejvétsi mocniny
prvocisla p v jednotlivych vyrazech.

17. Dokazujte pro jedno prvoéislo. Pokud p | m, vyberte si takové i, Ze b; mé
nejvétsi mocninu p.

18. (2p—k)(2p+k) = (2p)? —k? je ndsobek 2p+ k. Potom rozeberte ¢tyfi moznosti
podle toho, ¢emu se rovné (2p, k).

Literatura a zdroje
[1] Stépan Simsa, Nejuétsi spolecny délitel, Staré Mésto, 2015.
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Pravdépodobnostni paradoxy

FiLa CERMAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje prekvapivé tlohy z pravdépodobnosti. Pravdépo-
dobné budete prekvapeni.

Paradox 1. David kazdy vikend jezdi z plzetiského nddrazi bud za manzelkou do
Dobran, nebo za milenkou do Rokycan. Rozhoduje se ndhodné — vzdy nastoupi do
prvniho vlaku, ktery jede. Ackoli vlaky do Rokycan jezdi stejné ¢asto jako vlaky
do Dobfan, po néjakém case David shledal, ze byl u milenky dvakrat Castéji nez
u manzelky. Jak je to mozné?

Paradox 2. Kenny, Franta a Jarda se rozhodli, ze si zahraji tenis. Kenny se s nimi
vsadil o kilo ¢okolady, ze vyhraje dvakrat po sobé. Mitize si vybrat ze dvou moznosti:
bud bude hrat nejprve s Frantou, pak s Jardou a nakonec s Frantou, nebo nejprve
s Jardou, pak s Frantou a nakonec s Jardou. Kterou z moznosti si ma zvolit, jestlize
vi, ze Jarda hraje podstatné lépe nez Franta, aby zvysil svoji Sanci na vyhru?

Paradox 3. Do 100mistného letadla nastupuje 100 lidi, kazdy mé mistenku na
jedno sedadlo. Prvni nastupujici ale ztratil svou mistenku, a tak si sedne ndhodné.
Kazdy dalsi si sedne na svoje sedadlo, je-li volné, a v opa¢ném pripadé si sedne na
nahodné volné sedadlo. Jaka je pravdépodobnost, Ze posledni pfichozi si sedne na
svoje sedadlo?

Paradox 4. (Monty Hall) Ve finale televizni soutéze je za dvéma dvefmi koza a za
tfetimi auto, pri¢emz soutézici chce auto. Postavi se tedy k jedném dvefim, nacez
moderator otevie jedny dvefe, za kterymi je koza, jiné nez ty, ke kterym se soutézici
postavil, a pak da soutézicimu moznost jesté svou volbu dvefi zménit. Vyplati se
soutézicimu volbu dveri zménit?

Paradox 5. Pravdépodobnost, Ze se narodi dévce je stejné jako pravdépodobnost,
7e se narodi chlapec.
(i) Uvazme ndhodnou rodinu se dvéma détmi, v niZ je prvni narozené dité dévée.
Jaka je pravdépodobnost, zZe druhé narozené dité je také dévce?
(ii) Uvazme ndhodnou rodinu se dvéma détmi, z nichz je alespon jedno dévce.
Jaké je pravdépodobnost, ze druhé dité je také dévce?
(iii) Uvazme nédhodnou rodinu se dvéma détmi, z nichz je alesponi jedno dévce se
jménem Xénie. Jaka je pravdépodobnost, Ze druhé dité je opét dévce?
8



FILA CERMAK

Paradox 6. Prisli jsme na test jisté vzacné choroby vyskytujici se u 1 % populace.
Meétil nés ptistroj, ktery v 90 % ptipadii odpovi spravné (ve zbylych chybné), a na-
hlasil, Ze onou chorobou trpime. Jaka je pravdépodobnost, Ze tomu tak skutecné je?

Paradox 7. (Simpsontiv) Lukd$ a Pepa maji oba sviij Zluty a modry sacek a
v nich ¢erné a bilé kulicky. Pokud Lukas sdhne do svého zlutého sacku, ma vyssi
pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky, nez kdyby sdhl do modrého. Totéz plati pro
Pepu. Oba zluté sacky nyni sesypeme dohromady a totéz provedeme s modrymi.
Rozhodnéte, zda bude vyssi Sance na vytahnuti bilé kulicky u modrého sacku, nebo
u zlutého.

Paradox 8. V n — 1 vrcholech pravidelného n-thelniku stoji ovce, ve zbylém vr-
cholu stoji vlk. V kazdém kroku se vlk pfesune na ndhodny (jeden ze dvou) sousedni
vrchol a pokud v ném stoji ovce, tak ji sezere. Vlk se nasyti az v okamziku, kdy
sezere n — 2 ovci, tedy pravé jedna ovce prezije. Jakd ovce méa nejvyssi Sanci na
preziti?

Paradox 9. Mirek je velky gurman a vlastni pytel, ve kterém je 123 karamelek a
321 haslerek. Aby si své bonbdény poradné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude konzumo-
vat specifickym zptusobem. KdyzZ se rano probudi, zacne z pytle ndhodné vytahovat
jeden bonbén za druhym. Prvni bonbén vytahne a sni — kazdy dalsi bonbén vzdy
vytéhne, a pokud je tento stejného typu jako vSechny pfedchozi, rovnéz jej sni. Je-li
jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil chuf. Tim Mirktv
ranni ritudl konc¢i. Uvedenym zptisobem konzumuje Mirek bonbény kazdy den az
do chvile, kdy uz v pytli zadny nezbyde. Jaka je pravdépodobmnost, Ze poslednim
snézenym bonbdénem bude karamelka? (MKS 32-7-6)

Paradox 10. Deseti zvolenym ministrim byly ndhodné rozdany ministerské re-
sorty (téch je také 10). Kazdy ministr zvlast zajde za kralem, ktery posty rozdal, a
musi si tipnout, ktery post ma — konverzace probihé stylem:

Ministr: ,,Zemédélstvi.”,

Kral: ,Ne, zemédélstvi ma Janosik.“,

Ministr: ,,/Tak administrativni zalezitosti.*,

Kral: ,Ne, administrativni zalezitosti ma Jim Hacker.“, ...

Ministfi se mohou domlouvat pouze pred zkouskou a jako celek uspéji jen tehdy,
kdyz kazdy tipne svij resort nejhtife na sedmy pokus. Rozhodnéte, zda se dokazi
dohodnout tak, aby méli nadpoloviéni Sanci uspét. (Projev pred UKMO 2014)

Paradox 11. Protihrac¢ napise na dvé karty rizna realné cisla. Nasledné vas necha
si nahodné jednu vytadhnout, vy si ji prohlédnete a muzete se rozhodnout, zda si ji
nechate nebo vymeénite za jinou. Vyhrava ten z vas, ktery ma na konci v ruce vétsi
¢islo. Rozhodnéte, zda existuje strategie, ktera ma nadpoloviéni Sanci na vyhru bez
ohledu na to, ktera dvé cisla protihrac¢ napsal.

Paradox 12. Je nam nabidnuta nasledujici hra: Zaplatime 1000 K¢, pak hézime
minci tak dlouho, dokud ndm pada panna, a néasledné vyhrajeme 2"~ ! K¢, kde n je
pocet nami provedenych hodt. Vyplati se nam tuto hru podstoupit?
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PRAVDEPODOBNOSTNI PARADOXY

Nahoda je previt, neda se osalit

Paradox 13. V jisté fiktivni zemi maji tradici, Ze je t¥eba rodit déti tak dlouho,
dokud se nenarodi dévce. Bude v této zemi vice chlapcii, nebo dévéat?

Paradox 14. V zaskrtavacim testu miZeme na kazdou z péti otazek odpovédét
jednim z pismen A, B, C, D, E. Za test dostaneme tolik bodi, na kolik otazek
odpovime spravné. Doslechneme-li se, ze kazdé pismeno je pouzito pravé jednou,
vyplati se ndm dévat takové tipy, kde je kazdé pismeno pravé jednou?

Paradox 15. Hrajeme jistou hazardni hru. Zaciname s 1000 K¢, vzdy vsadime
néjakou ¢astku (nejvyse tolik, kolik pravé mdme), a nasledné ji s pravdépodobnosti
% vyhrajeme a v opa¢ném piipadé prohrajeme. K takové hie je mozné pristupovat
s rozliénymi strategiemi:
(i) V kazdém kroku vsadime tisic korun.
(ii) V kazdém kroku vsadime polovinu ¢astky, kterou méme.
(iii) (Martingale) Po kazdé prohie vsadime dvojnasobek minulé sazky. V opa¢ném
pfipadé, nebo pokud to neni mozné, vsadime jednu korunu.

Pfi které z nabizenych strategii mame nejvyssi Sanci dosdhnout ¢astky 3000 K¢?

Paradox 16. Jirka a Marek hraji svou verzi tenisu. Kdyz podéva Marek, ma Sanci
0,5, ze vyhraje micek a kdyz podava Jirka, vyhraje micek s pravdépodobnosti 0,6.
Hraje se do 21 vitéznych bodu (bez prodluzovani). Marek, ktery je slabsi, podéva
jako prvni a navic si miize vybrat zpusob, jak se budou stfidat podani z nasledujicich
moznosti:
(i) Podani se stfid4 pravidelné.
(ii) Podava vzdy ten, kdo naposled vyhral micek.
(iii) Podava vzdy ten, kdo naposled prohral micek.

Ktera volba je pro Marka nejvyhodnéjsi?
Obcas je to prosté podvod

Paradox 17. V jedné obalce je 100 K¢ a v druhé 200 K¢. Vybereme si ndhodnou,
zatim ji neotvirdme. Nezndmé mnozstvi penéz v ni oznacime x. V druhé obdlce je
také ndhodné bud 2z, nebo 0,5z. Primeérné je tak v druhé obélce 1,25z, a proto se
nam vyplati volbu obalky zménit.

Paradox 18. (Bertrandiv) Pravdépodobnost, ze ndhodné tétiva dané kruznice je

delsf nez strana vepsaného rovnostranného trojthelniku, je rovna %, 1 a také 1.

Literatura a zdroje

[1] Mirek Olsak, Pravdépodobnostni paradozy, Uhelna Piibram, 2014.
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Kvadratické zbytky

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Kdyz se v tloze sejdou druhé mocniny s néjakou délitelnosti ¢i kon-
gruenci, ¢asto prijde ke slovu jednoduchy fenomén — ne vsechny zbytky lze ziskat ze
¢tvercl. V tomto prispévku si ukdzeme, jak toho vyuzit v ,feseni“ diofantickych rov-
nic, a vybudujeme teoretické nastroje k rozhodovani, které zbytky jsou kvadratické
a které nikoliv. Po cesté vyfesime spoustu uloh, od jednoduchych hricek az po tvrdé
ofisky vyzadujici k vyfeSeni silné kandny.

Umluva. Neni-li feceno jinak, uvazovana &isla jsou cela.

Definice. Rekneme, 7e a je kongruentni b modulo m, pokud m | a — b. Tuto
skute¢nost zapisujeme a = b (mod m).

Definice. Rekneme, 7e a je kvadraticky zbytek modulo m, pokud existuje x splitujici
a = 2% (mod m). V opa¢ném piipadé fekneme, Ze a je kvadraticky nezbytek modulo
m.

Cvi€eni. Najdi vSechny kvadratické zbytky modulo m pro m € {3,4,5,7,8,9}.

Triky s rovnicemi

Kazda celodiselna rovnice musi ziistat v platnosti, kdyz ji zeslabime na kongruenci
modulo libovolné ¢islo. Pokud tedy chceme dokézat, ze néjaka rovnice nebo jeji pod-
pripad nema feseni, mize nadm pomoci vhodné zvolené modulo — pokud by existence
feSeni vedla k tomu, ze néjaky znamy kvadraticky nezbytek ma byt kvadratickym
zbytkem, dostaneme spor. Dobré volby modula ¢asto odstrani nebo zjednodusi né-
jakou Cast vyrazu.

Uloha 1. Nahlédni, ze rovnice 722 + 5y + 14 = 0 nem4 celo¢iselné feseni.
Uloha 2. Najdi vSechny dvojice prvoéisel p, ¢, jez spliuji p? = 2¢% + 1.
Uloha 3. Nahlédni, Ze rovnice 22 = 3 — 82 + 232 nema celoéiselné Feseni.

Uloha 4. Nahlédni, ze é&isla tvaru 4%(8b + 7) se nedaji vyjadfit jako soudet tii
Ctvercid celych Cisel.

Uloha 5. Najdi viechna celo¢iselna feseni rovnice z2 + 5y? = 1122.

Uloha 6. Res v pfirozenych éislech rovnici a® = 1! + 2! +--- + bl.
11
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Uloha 7. 3000ciferné p¥irozené ¢islo je v desitkové soustavé v néjakém pofadi
zapsano tisici ¢tyfkami, tisici jednickami a tisici nulami. MuzZe to byt ¢tverec?
Uloha 8. Nahlédni, Ze rovnice 2* + y* = 2* + 4 nemé celoéiselné feseni.

Uloha 9. Pro kterd n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 1 az n? tak, aby soudet
kazdého fadku i soucet kazdého sloupce byly nasobky sedmi?

Uloha 10. Najdi vSechny dvojice prvocisel p, g, jez spliji p° — ¢® = (p + ¢)*.

Kvadratické zbytky modulo p a Legendreliv symbol

Prvocisla zaujimaji vysadni postaveni vSude tam, kde pfichézi do hry jakékoliv déli-
telnost. Nepfekvapi tedy, ze i v kontextu kvadratickych zbytkt byva nejpfijemnéjsi
pocitat modulo prvocislo. Legendreiv symbol pak zjednodusuje rozpoznavani kvad-
ratickych zbytki od nezbytki.

Véta. (mala Fermatova) Pro a € Z a prvoéislo p{ a plati a?~* =1 (mod p).
Véta. (Wilsonova) Pro prvocislo p plati (p — 1) = —1 (mod p).

Definice. Pro a € Z a prvocislo p definujeme Legendretiv symbol jako

0, pokud p | a,
(a) = 1, pokud a # 0 je kvadraticky zbytek mod p,
—1, pokud a # 0 je kvadraticky nezbytek mod p.

Tvrzeni. (Eulerovo kritérium) Pro liché prvocislo p plati (%) =a"7 (mod p).

Cviceni. Legendretv symbol je ipiné multiplikativni, tedy pro a,b € Z a prvocislo
p plati () = (3) (3)-

Cviceni. Modulo liché prvocislo p existuje

(véetné nuly) a % riznych nezbytki.

p—;l riznych kvadratickych zbytku

Uloha 11. Nahlédni, 7e pro kazdé pfirozené n a prvoéislo p ma kongruence n =
22 + y? (mod p) Teseni.

Uloha 12. V zavislosti na prvodisle p uréi soucet viech kvadratickjch zbytkd mo-
dulo p.

Uloha 13. Je dano liché prvoéislo p. Kolik z ¢isel = € {1,...,p — 2} splituje, Ze
i x + 1 jsou kvadratické zbytky?

Uloha 14. Dokaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel tvaru 4k + 1.
Uloha 15. Rozhodni, zda mé rovnice z° = y? + 4 celo¢iselné feseni.

Uloha 16. Najdi vSechna pfirozena ¢isla, pro néz je n! + 5 t¥eti mocninou celého
¢isla.
12
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Cviceni. (Gaussovo lemma) Jeddnoa € Za liché prvoéislo p { a. Uvazujme takova
éislad € {1,2,..., 5~ 11 ktera splituji a - i € {p ,...,p— 1} (mod p). Oznaéme n

a

pocet viech takovych . Potom plati (£) = (—1)".

Uloha 17. Bud p prvodéislo tvaru 4k + 3. Nahlédni, ze (
kde N je mnozina kvadratickych nezbytkd mezi ¢isly 1 az

D= (-1 (mod p),
-1

-

"GIQ

Uloha 18. Dokaz, 7ze pro kazdé liché prvoéislo p existuje pfirozené a < VPt
které je kvadratickym nezbytkem modulo p.

Uloha 19. Nechf ai,...,a = jsou vSechny nenulové kvadratické zbytky modulo
liché prvodislo p. Zjednodu$ modulo p polynom (z +aq)--- (z + a = ).

Reciprocita

Eulerovo kritérium a z néj plynouci multiplikativita Legendreova symbolu dévaji
dobry zpﬁsob jak poznat, které a jsou kvadratickymi zbytky modulo jedno dané p.

vvvvvv

kvadratickym zbytkem. K tomu se hodi umet dat do vztahu Legendreovy symboly
modulo dvé rtizné prvocisla.

Tvrzeni. (zékon kvadratické reciprocity) Pro lichd prvocisla p # q plati
P q p=1 g—1
= ) = (71) 2 3.
(5)0C)

(p) (q) —1, pokud p=q=3 (mod 4),
a)\p) 1, jinak.

Ndstin dikazu (podle [7]). Jedna z ekvivalentnich formulaci Cinské zbytkové véty
ika Z;, ~ Z, x Zy, tedy ze ,pocitat mod pq je jako pocitat mod p a mod g naraz“.
Obé mnoziny

Ekvivalentni formulace je

L:{(k,k):0<k<%azéroveﬁp,qfk},
_ ) . - 4
R—{(a,b).0<a<pazaroven0<b<5}

obsahuji pravé jeden prvek z kazdé dvojice x, —x € Z , takze

pq’
Il == ] (ab).
(k,k)eL (a,b)eER

To se s pomoci malé Fermatovy véty, Wilsonovy véty a Eulerova kritéria upravi
na dvojici rovnosti — jedna ur¢i + a z druhé zbude kvadraticka reciprocita.
Detaily pro zajemce na konzultacich. (]
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Tvrzeni. (druhy suplement) Pro liché prvocislo p je

(2) ( P21 1, pokud p =41 (mod 8),
) =(— 5 —
D —1, pokud p = +3 (mod 8).

Dikaz. Stacéi nahlédnout z Gaussova lemmatu. O

Jako pruni suplement kvadratické reciprocity se nékdy oznacuje tvrzeni

<1> ( I)E 1, pokud p=1 (mod 4),
B —1, pokud p =3 (mod 4),

coz je jen specialni piipad Eulerova kritéria.
Kvadratickou reciprocitu se ¢asto vyplati pouzivat v kombinaci s dalsimi vétami
— v tomto piispévku vyuzijeme Cinskou zbytkovou a Dirichletovu vétu.

Véta. (Cinska zbytkova) Jsou-li my,...,my po dvou nesoudélnd piirozena ¢isla

aai,...,a libovolna cela cisla, pak existuje celé ¢islo x splnujici

x = a; (mod my),

x = ag (mod my)

a vSechna takova x jsou si navzajem kongruentni modulo my - - - my.

Véta. (Dirichletova) Je-li a pfirozené ¢islo a b celé ¢islo nesoudélné s a, pak existuje
nekonecné mnoho prvodéisel p splitujicich p = b (mod a).

Uloha 20. Doka, Ze pro pfirozené n nema, &islo 2" + 1 zadné prvociselné délitele
tvaru 8k — 1.

Uloha 21. Doka#, 7e neexistuje pfirozené &islo a takové, ze 2¢ — 1, 22e+1 _ ]
i 2423 _ 1 jsou prvodisla.

Uloha 22. Je déano prvoéislo p. Dokaz, ze délitelnost p | n? + n — 1 mé feseni,
prave kdyz 5 | p(p? — 1).

Uloha 23. Doka#, ze kongruence 28 = 16 (mod p) m4 feseni pro kazdé prvoéislo p.
Uloha 24. Najdi viechna pfirozena n splitujici 2" — 1 | 3" — 1.
Uloha 25. Je déno prvoéislo p tvaru 4k + 1. Nahlédni, ze k¥ = 1 (mod p).

Uloha 26. Necht celé &islo a neni étverec celého é&isla. Dokaz, Ze pak je a kvadra-
ticky nezbytek modulo néjaké prvocislo q.

Uloha 27. Je dan celo¢iselny kvadraticky polynom, jenz mé kofen modulo kazdé
prvocislo p. Nahlédni, Ze potom maé i raciondalni koten.
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Uloha 28. Najdi celoéiselny polynom, ktery mé kofen modulo kazdé prvoéislo p,
ale nema racionalni koten.

Uloha 29. Najdi vSechna prvoéisla p, pro nez je p! + p étverec.

Uloha 30. Doka#, 7e pfirozena &isla m, n splitujici
p(Bm—-1)=5"-1

musi byt soudélna.?

Uloha 31. Dokaz, 7e pro kazdé liché ¢islo n > 1 lze zvolit takova celd ¢isla a, b,
7e ozna¢ime-li f(x) = (v + a)? + b, pak plati:
(i) ged(a,n) = ged(b,n) = 1,
(ii) f(0) je nasobkem n,
(iii) ale pro kazdé pfirozené k méa f(k) prvociselného délitele, ktery nedéli n.
(USEMO 2020)

Jacobiho symbol

Ma-li Legendretiv symbol (%) néjakou vadu, pak je to ta, Zze p musi byt (liché) pr-
vocislo. Tento nedostatek, za cenu ztraty casti vypovidaci hodnoty o kvadratickych
zbytcich, napravuje Jacobiho symbol, ktery rozsifuje definici na vSechna licha pfiro-
zena C¢isla. Hodi se hlavné ke snadnému pocitani Legendreovych symbold. V olym-
piddnich tlohéch se pfilis nevyuzije, ale neuskodi jej znat.

Definice. Mg¢jme a € Z a liché ptirozené n s prvociselnym rozkladem n = p; - - - py,
pfi¢emz p; se nemusi liSit. Potom Jacobiho symbol (%) definujeme pomoci sou¢inu
Legendreovych symbolt jako

0-6)-)

Tvrzeni. (vlastnosti Jacobiho symbolu) Pro celd a, b a lichd pfirozend m, n plati

@ (-GG G-

pln
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a

Cviceni. Najdi vhodna a, n, aby platilo (ﬁ) = 1, ale a nebyl kvadraticky zbytek
modulo n.

Cviceni. Ukaz, ze pokud (%) = —1, pak uz musi a byt kvadraticky nezbytek
modulo n.

Cvi€eni. Rozmysli si, jak z vlastnosti (a) az (e) sestavit algoritmus, ktery poéitd
Jacobiho symboly v logaritmickém case.

Uloha 32. Je dano a € Z a prvoéislo p { a. Dokaz, Ze pro kazdé prvoéislo ¢ spliujici
q = +p (mod 4a) plati (%) = (g)

Uloha 33. Najdi vSechna fegeni rovnice
a+ b4 d?* = dabe

v pfirozenych ¢islech. (Problems from the Book)

Navody

Modulo 5.

Modulo 4.

Modulo 8.

Modulo 8.

Modulo 11.

Najdi dobré modulo, kterym se z pravé strany stane kvadraticky nezbytek.
Modulo 3.

Modulo 8.

. Uvaz celkovy soucet v tabulce modulo 7.

10. Modulo 3.

11. Kdyz v n — y? volime réizna y, vyrobi to spoustu nezbytk.

© X NNk ®h e

12. Co se stane, kdyz mnozinu kvadratickych zbytkt pfendsobime jednim fixnim
kvadratickym zbytkem?

13. Upravuyj Zgj ((%) + 1) . ((””TH) + 1).
16
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14. Uprav klasicky diikaz existence nekoneéné mnoha prvocisel tak, aby vyloudil
prvocisla 4k + 3.

15. Modulo 11.

16. Modulo 7.

17. Zkus do souéinu piidat znaménka podobné jako v dikazu Gaussova lemmatu.
18. Je-li a nejmensi nezbytek, uvaz b = [ 2] + 1.

19. Koeficienty jsou symetrické vyrazy v a;. Co je nécim pfendsobit a zneuzit
symetrii?

20. Pouzij prvni a druhy suplement.

21. S pomoci prvociselnosti exponentd vyrob Legendreovy symboly.

22. Kdy je 5 kvadraticky zbytek modulo p?

23. Rozloz na kvadratické polynomy.

24. Najdi délitele se Spatnym (%)

25. Druhy suplement.

26. Klidné poloZz ¢ =1 (mod 4) a libovolné navol hodnoty Legendreovych symbolt

(%’) pro p | a. Pozor na dvojku.

27. Nepomize predchozi iloha?

28. Vyuzij multiplikativitu Legendreova symbolu.

29. Rekni néco o prvoéislech g < p.

30. Popis prvociselny rozklad 5™ — 1 a zbytky jednotlivych prvocisel mod 5.

31. Pokus se zvolit b tak, aby pro velkd z byly relevantni valuace &isla 22 + b
omezené.

32. Pouzij (e), (d) a (b). Pozor na paritu!
33. Vyuzij ¢tverec k dvojimu vyjadieni néjakého Jacobiho symbolu. Bude potieba
trochu rozlisit paritu.
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Konecné projektivni roviny

KLARKA GRINEROVA

ABSTRAKT. V této predndsce si predstavime zajimavé kombinatorické struktury, a to
konecné projektivni roviny. Dokazeme si nékolik riznych tvrzeni o vlastnostech konec-
nych projektivnich rovin a ukazeme si, jak se dané vlastnosti daji vyuzit k FeSeni
nékterych zajimavych uloh.

Definice. Necht X je koneénd mnozina a P je mnoZina podmnozin X, potom
dvojici (X, P) nazveme konecnou projektivni rovinou, pokud splituje t¥i axiomy:
(A1) Pro kazdé z,y € X, x # y, existuje pravé jedno P € P takové, ze x,y € P.
(A2) Pro kazdé P,Q € P, P # Q, plati |[PNQ| = 1.
(A3) Existuje ¢tyfprvkova mnozina C' C X, takova, Ze pro kazdé P € P plati
[ICNnP|<2.

Prvky mnoziny X nazyvame body a prvky P primky konecné projektivni roviny.
Piimku prochézejici body x a y budeme znadit xy. Axiom (A1) je tak ekvivalentni
tvrzeni, Ze kazdymi dvéma body prochédzi pravé jedna piimka, (A2) tvrzeni, Ze se
kazdé dvé piimky protinaji v pravé jednom bodé, (A3) tvrzeni o existenci ¢tyf bodu
v obecné poloze. Tedy existuji ¢tyfi body takové, ze zadné tfi z nich nelezi na jedné
pfimce.

Tvrzeni. V konec¢né projektivni roviné obsahuje kazda piimka stejny pocet bodii.

Diikaz. Chceme dokéazat, ze libovolné dvé pfimky P, ) maji stejny pocet bodu.
Nejprve ukdzeme, Ze existuje bod x € X takovy, ze © ¢ P a zéroven x ¢ . Dle
axiomu (A3) mame nezavislou mnozinu C velikosti étyfi. Pokud mnozina C' neni
podmnozinou P U @, miizeme zvolit = z C. Jinak BUNO C = {a,b,c,d} a plati
PNC ={a,b}, QN C = {c,d}. Uvazme pfimky ac, bd, pro tyto piimky existuje dle
(A2) bod z v jejich priniku a zarovenl tento bod x nenalezi P ani Q.

Déle chceme ukéazat, ze |P| = |Q|. Definujeme zobrazeni ¢: P — () pfedpisem
o(y) = zy N Q. UkdZzeme, Ze ¢ je prosté, a proto |P| < |@|. Ozna¢me body na
pfimce P jako P = {y1,¥2,¥s,. .. - Dle (A2) kazd4 pfimka xy; protind @ v jednom
bodé z;. VSechna z; jsou navzdjem rtznd, protoze libovolné dvé rizné piimky xyy a
xy; maji priseéik v bodé z. Analogicky lze dokézat, ze |P| > |Q|. Dohromady z toho
plyne |P| = |Q|, coz jsme chtéli dokazat. O
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Cviéeni. Z axiomil koneénych projektivnich rovin dokazte, ze pro kazdy bod z € X
existuje P € P takové, ze x ¢ P.

Vlastnosti konecnych projektivnich rovin fadu n
Definice. Rdd kone¢né projektivni roviny (X, P) je k — 1, kde k je pocet bodii na

libovolné pfimce.

Rad koneéné projektivni roviny charakterizuje rfizné vlastnosti této struktury.
Nize jsou uvedend tfi tvrzeni o poctu pfimek, bodu a pruniku.

Cviceni. Dokazte, ze zadnym bodem neprochézi vSechny pfimky.
Tvrzeni. Kazdym bodem konec¢né projektivni roviny iadu n prochazi n+1 pfimek.

Dikaz. Pro kazdy bod z existuje pfimka P takovd, ze x ¢ P. Body pfimky P

oznacime {y1, Y2, Y3, - - - ; Yn+1 - UkdZeme, Ze bodem x prochazi alespoii n+1 piimek.
Jedna se o pfimky zy1, xy2, 2ys, . . ., TYn+1, t€chto piimek je n 4+ 1 a jsou navzajem
ruzné.

Zaroven bodem x prochazi nejvyse n+ 1 pfimek: Uvazme pfimku zy prochézejici
bodem . Tato pfimka zy mé dle (A2) priseéik s pfimkou P v bodé y;. Tedy pfimek
prochézejicich bodem z je nejvyse n + 1 a zaroven alespon n + 1. Celkem je tedy
téchto primek n + 1. O

Tvrzeni. Konec¢na projektivni rovina fadu n mé n? +n + 1 bod.
Tvrzeni. Konec¢na projektivni rovina fadu n ma n? 4+ n + 1 piimek.
Cviceni. Dokazte tvrzeni o po¢tu bodt a poctu pfimek.

Cvicéeni. Najdéte nejmensi kone¢nou projektivni rovinu.

Definice. Dudlem konec¢né projektivni roviny fadu n je dvojice
(P,{{PeP:zeP}:zecX}).

Dualita se da vyjadrit jako zaména roli pfimek a bod@. Dualem kone¢né projektivni
roviny fadu n je opét konecna projektivni rovina fadu n.

Konstrukce konecnych projektivnich rovin

Zatim vime, jaké vSechny vlastnosti konecnd projektivni rovina spliuje. Zistava
nam otazka, kde se takové konecné projektivni roviny daji najit? Existuje vibec pro
vSechna pfirozena n konecna projektivni rovina fadu n?

Pokud je n mocnina prvodisla, potom konec¢na projektivni rovina rfadu n skutecné
existuje. Panuje zatim nedokadzand domnénka, ze plati i opa¢nd implikace. Ukazme
si algebraickou konstrukci v pfipadé, kdy n je prvoéislo. Pro konstrukci kone¢né pro-
jektivni roviny fddu n uvdzime mnozinu {0,1,2,...,n — 1}. Definujeme ekvivalenci
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nenulovych trojic éisel z této mnoZiny tak, Ze dvé uspofaddané trojice (x1,y1,21) a
(2,Y2, 22) jsou ekvivalentni, pokud existuje nenulové ptirozené « splitujici

1 = axe  (mod n), Y1 = oy  (mod n) a z1 = azy  (mod n).

K tomu, aby tento vztah skutecné byl ekvivalenci, potfebujeme fakt, Ze n je prvocislo,
diky ¢emuz muzeme mezi zbytky modulo n délit a vSe se chova tak pékné, jak bychom
chteéli.

Body X kone¢né projektivni roviny fadu n tvori t¥idy vyse uvedené ekvivalence.
Usporadanych nenulovych trojic je n® — 1, v kazdé jedné t¥idé je n — 1 trojic, protoze
v8echna moznd « nalezi do mnoziny {1,2,...,n—1}. Bodt je tedy ’5:11 =n24+n+1.
Pomoci bodu pak zadefinujeme i pfimky — necht bod uréeny trojici (a, b, c) uréuje
pfimku

Papey =1{(z,9,2) s ax +by +cz =0 (mod n)}.

Miizete si rozmyslet, Ze nezavisi na tom, kterou trojici z t¥idy ekvivalence pouzijeme
— prislusné kongruence budou urcovat tu samou mnozinu bodi.

Piiklady

Piiklad 1. Ukazte, Ze (A3) lze nahradit axiomem: Existuji dvé rtizné pfimky p, ¢
z P, z nichz kazda obsahuje alespori tfi rtizné body.

Priklad 2. Ukazte, Ze (A3) lze nahradit axiomem: Celd mnozina X nelze pokryt
dvéma pfimkami.

Priklad 3. Nahradime axiom (A3) tim, ze kazd4 pfimka obsahuje alespon dva
body. Které dalsi mnozinové systémy kromé konecnych projektivnich rovin tato axi-
omatizace pripousti?

Priklad 4. Ve hie Dobble je 55 karet, pficemz na kazdé karté je 8 symboli a kazdé

dvé karty maji pravé jeden symbol spolecny. Ukazte, Ze ve hie se nachazi alespon
57 rtiznych symbold.

Priklad 5. Necht (X,P) je koneénéd projektivni rovina fddu n. Kolik bodi je
potieba obarvit, aby platilo, Ze kazda pfimka obsahuje alesponi jeden obarveny bod?

Priklad 6. Necht (X,P) je koneénd projektivni rovina fadu n. Kolik bodi je
potfeba obarvit, aby platilo, ze kazda pfimka obsahuje alespon dva obarvené body?
Najdéte co nejlepsi spodni a horni odhad.

Piiklad 7. Necht (X, P) je koneénd projektivni rovina fadu ¢. Vytvoime bipartitni
graf G = G(X,P) s ¢astmi X a P tak, ze bod z x € X a piimka z P € P jsou spojeny
hranou, pravé kdyz bod x nélezi P. Tomuto grafu se ¥ika inciden¢ni graf konecné
projektivni roviny. Najdéte velikost nejmensiho cyklu v grafu G.

Priklad 8. Necht G = G(X,P) je bipartitni graf z pfedchoziho pfikladu. Kolik je
v takovém grafu kruznic délky 67
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Priklad 9. Ukazte, Ze existuje graf s n vrcholy s alespon Q(n3/ 2) hranami, ktery
neobsahuje cyklus na ¢tyfech vrcholech.

Pfiklad 10. Méjme (X, P), kde X je mnozina bodl a P néjakd mnozina podmno-
zin X, které nazveme piimkami, a n € N. Plati nasledujici t¥i podminky:

(1) | X|=n?>+n+1.

(2) Kazda primka obsahuje n + 1 bodu.

(3) Kazdy bod je obsazen v n + 1 pfimkach.
Je pak (X, P) nutné kone¢né projektivni rovina?
Priklad 11. Dokazte, ze pro kazdé k € N existuje n € N takové, ze v konecné
projektivni roviné (X, P) fadu alespoinl n existuje k bodd v obecné poloze.

Navody

1. Uvaz ¢tyfprvkovou mnozinu bodd a vyuZij axiom (Al).

2. Opét uvaz Ctyfprvkovou mnozinu bodd, tu pokryj dvéma piimkami a vyuzij
axiom (Al).

Nalezni vztah karty ve hie ke konecné projektivni roviné radu 7.

Uvaz pocet incidenci mezi jednim bodem z mnoziny X a mnozinou pfimek.
Uvaz, kolik riiznych pfimek mutze pokryt jeden obarveny bod z mnoziny.

V bipartitnim grafu maji vSechny kruznice sudou délku.

Cyklus délky 6 v G odpovida trojici bodu z X, které nelezi na jedné primce.

© X X0 e

Uvaz inciden¢ni graf konec¢né projektivni roviny fadu n.
10. Uvaz, kolik bod@ muize byt v priniku dvou primek.

11. Najdi n pro pét bodu v obecné poloze a postupuj indukci.

Literatura a zdroje

[1] Jiff Matousek, Jaroslav Nesettil: Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum,
2002.

[2] Lucien Sima: Projektivni roviny, Horni Lyseciny, 2018.

[3] Sbirka tloh z matematiky, fhttps://kam.mff.cuni.cz/sbirkq.
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Konstrukcni alohy

VERCA HLADIKOVA

ABSTRAKT. V geometrii se Casto setkavame s typem tuloh, ve kterych hledame kon-
strukci pomoci kruzitka a pravitka. Prednaska predstavuje avod do problematiky, ale
jeji soucasti jsou i tlohy pro naroc¢né.

VsSechny tlohy budeme klasicky konstruovat pravitkem a kruzitkem. Pravitkem
umime narysovat rovnou ¢aru, ale neumime s nim métit délky ani rysovat kolmice.
Nejprve pro pripomenuti uvedeme nékolik znamych tvrzeni, kterd se ndm budou pti
feSeni loh hodit.

Vé&ta. (Thaletova) Na kruznici nad priimérem AB zvolme libovolny bod C riuzny
od A, B. Potom je trojihelnik ABC pravouhly s pravym tithlem u vrcholu C. Popsané
kruznici se rika Thaletova.

vy

tézisté T, potom plati |AT| =2 -|S,T|, kde S, je st¥ed strany BC.

Tvrzeni. (o obvodovém a stiedovém thlu) Necht k je kruZnice se stfedem O a
AB jeji tétiva. Potom se velikost ihlu AX B neméni, probiha-li X néktery z obloukii
kruznice k uréenych tétivou AB. Navic je |[<AXB| = 1|<AOB)|, kde tthlem AOB
rozumime vnéjsi thel ve ¢tytfihelniku AX BO.

Znaceni

Pro prvky trojihelnika ABC budeme pouzivat nasledujici znacenti:
1) a, b, ¢ — strany trojthelnika, a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB],
2) Vg, Up, rESP. U, — vySka na stranu a, b, resp. c,
) ta, tp, TESP. t. — téZnice z vrcholu A, B, resp. C,
4) «, B, resp. v — vnitini thel u vrcholu A, B, resp. C,

)

)

L

R — polomér kruznice opsané,
Sapc — obsah trojuhelnika ABC.

22

(
(
(
(
(
(

5
6



VERCA HLADIKOVA

Piiklady

Pokud je v zadani prikladu uvedeno, ze zname néjakou délku, znamena to, ze umime
zkonstruovat kruznici s danym polomérem. Znat thel znamena, Ze umime sestrojit
dvé poloptimky vychazejici z jednoho bodu, které sviraji tento thel.

Priklad 1. Je déna kruZnice k a uvnitf ni dva rizné body P a ). Sestrojte pra-
vouhly trojahelnik vepsany kruznici k tak, aby body P, @ lezely kazdy na jedné
odvésné.

Resend. Sestrojime kruznici £ nad priimérem PQ, prise¢iky kruznic k a ¢ nazveme
K, K'. Mno#ina pruse¢ikti navzdjem kolmych pfimek, z nichZ jedna prochazi bodem
P a druha bodem @), je Thaletova kruznice ¢ nad pramérem PQ. Vrchol u pravého
Ghlu trojahelnika tak musi lezet na kruznici ¢, bude to tedy jeden z bodt K, K'.
Nakonec pruseéik pfimky PK a kruznice k (rizny od K) nazveme L, podobné
prusecik pfimky QK a kruZnice k nazveme M. Potom je K LM hledany trojihelnik.

Stejné tak mtizeme najit trojuhelnik K'L'M’, pokud misto K vezmeme druhy
prisecik K’. Uloha tedy

(i) mé dvé feseni, pokud se kruznice k a £ protinaji ve dvou bodech,
(ii) m4 jedno FeSeni, pokud se kruznice k a ¢ dotykaji (v tomto p¥ipadé K = K'),
(iii) nem4 FeSeni, pokud se kruznice k a ¢ neprotinaji.

Priklad 2. Je déna kruznice k a pfimka p. Sestrojte kruznici ¢ o daném poloméru
r tak, aby se obou dotykala.

Priklad 3. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li a, v, a R.
Priklad 4. Sestrojte trojuhelnik ABC, znéte-li a, t, a .
Priklad 5. Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li t,, tp a t..
Priklad 6. Sestrojte trojihelnik ABC, znate-li thly «, 8 a obvod a + b + c.

Priklad 7. Je dan trojuhelnik ABC a usecka délky d. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik K LM, ktery mé zékladnu délky |KL| = d a jehoz obsah je stejny jako
obsah trojthelnika ABC. (MKS 21-4-4)

Priklad 8. Uvnitf trojuhelnika ABC sestrojte bod M tak, aby platilo
SABM : SBCM : SACM =1:2:3.

Priklad 9. Mgéjme pfimku p a na ni po fadé body A, B, C, D. Naleznéte ¢tverec
KLMN takovy, ze primky KL, MN, LM a KN protinaji pfimku p v bodech A,
B, C a D v tomto poradi. (MKS 27-6-5)

Priklad 10. Sestrojte ¢tyituhelnik EFGH, znéte-li délky tseéek EF, F'G, GH,
HE a XY, kde X je stied tsecky EF a 'Y je stied usecky GH. (MKS 27-6-7)
Priklad 11. Sestrojte stfed tsecky, pokud mate k dispozici pouze kruzitko.
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Priklad 12. Méjme tsecku AB a pfimku p s ni rovnobéznou. Rozdélte AB na n
stejnych tsekd pouze pomoci pravitka.

Priklad 13. Je dén trojihelnik ABC a na strané BC bod D. Zkonstruujte body
P na AB a @ na AC tak, aby PQ byla rovnobézna s BC a <PDQ byl pravy.

Priklad 14. Sestrojte kosoctverec, jehoz protéjsi strany lezi na dvou danych rov-
nobézkach p, ¢ a druhé dveé strany prochézi dvéma danymi body E a F'.

Navody

7. Které znamé geometrické tvrzeni fikd néco o soucinu délek?

8. Jak vypadad mnozina bodd M takova, ze Sapc : Sacy =1:27
9. Zkuste vyjadrit KL jako soucet dvou znamych vektord.

10. Zkonstruujte stfedovy obraz ¢tyituhelniku podle X.

11. Nejprve zkonstruujte tsecku dvakrat delsi nez AB.

12. Zkuste nejprve pro n = 2 a pak iterujte.

13. Zkonstruujte trojuhelnik podobny APDQ pod stranou BC'.
14. Zkonstruujte bod X tak, aby |EX| = |pq| a <EXF byl pravy.

Literatura a zdroje

Nechala jsem se inspirovat starsim sbornikovym piispévkem Tondy Cesika, kterému
timto dékuji.
[1] Tonda Cesik: Konstrukéni tilohy, Hojsova Straz, 2016.
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Odmocniny z jednicky

LENKA KOPFOVA

ABSTRAKT. V prispévku si nejdiive trochu pohrajeme s komplexnimi éisly jako ta-
kovymi a pak se podivame na zub odmocninam z jednicky. Jejich strukturu se nejprve
budeme snazit pofadné pochopit a poté i pouzit na néjaké priklady. Samoziejmé kom-
plexni ¢isla, jako napfiklad ¢, maji Siroké, vysoce praktické vyuziti v redlném svété —
napiiklad pfi opravovani obzvlasté hezkych uloh v PraSeti :-)

Zavedeni komplexnich cisel

Definice. Méjme rovinu a v ni danou osu realnych ¢isel. Této roviné budeme ¥i-
kat komplexni rovina, jeji body budeme nazyvat komplezni ¢isla. Bodu 0 na realné
ose fikdme pocdtek a komplexni ¢isla ztotoznujeme s vektory spojujicimi pocatek a
prislusné komplexni ¢islo jakozto bod v roviné.

Definice. Soucet komplexnich ¢isel definujeme jako soucet prislusnych vektort.
Dale definujeme soucin komplexnich ¢isel jako vektor, ktery ma délku rovnu soucinu
délek jednotlivych ¢initelt a svird s kladnou realnou polopfimkou tthel rovny souctu
orientovanych thli jednotlivych ¢initeli.

a+b

Pozorovani. Operace na komplexnich ¢islech spliiuji ocekavané vlastnosti.
(1) Na realné ose funguji jako bézné s¢itani a ndsobeni.
(2) Pri sc¢itani/ndsobeni nezalezi na poradi séitancii/Ciniteli.
(3) Pii s¢itdni/ndsobeni nezalezi na pofadi uzdvorkovani sé¢itanci/¢initeld.
(4) Funguje rozndsobovani, tedy a - (b+c¢)=a-b+a-c.
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Imaginarni jednotka

Pozorovani. Existuji pravé 2 komplexni ¢isla, jejichz druhd mocnina je rovna —1.

Definice. Tomu ¢islu z predchoziho pozorovani, které lezi nad realnou osou, bu-
deme tikat imagindarni jednotka. Znacime ji i.

Pozorovani. Kazdé komplexni ¢islo se da jednoznac¢né napsat ve tvaru x + iy, kde
z,y € R.
Definice. Me¢jme dano komplexni ¢islo z. Jako komplexné sdruZené cislo k z na-

zveme obraz z v osové soumérnosti dle realné osy. Znacime jej Z. Tedy pokud
z=ux+ 1y, tak z =z — iy.

Jako w,, oznac¢ime takové komplexni ¢islo, které lezi na jednotkové kruz-
b
o ’ v
1 % v kladném sméru.

Definice.
nici a s kladnou realnou osou sviréd tuhe

Dausledek. (Pythagorova véta) Pro pravouhly trojihelnik s odvésnami délek a,b
a pieponou délky c plati a® + b? = 2.

Dusledek. (souc¢tové vzorce) Pro thly «,f plati vztahy mezi goniometrickymi

funkcemi
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(5),

sin(a + ) = cos(«) sin(3) + sin(«a) cos(f5).

Dusledek. (Moivreova véta) Pro thel « a pfirozené ¢islo n plati rovnost
(cos(a) + isin(a))™ = cos(na) + isin(na).

Cvi€eni. Najdéte druhé odmocniny z komplexniho ¢isla 3 — 4.

Prikladky

Priklad 1. Naleznéte vSechna komplexni feSeni polynomialni rovnice z" — 1 = 0.

Priklad 2. Sectéte
V() (0
0 3 6
Priklad 3. Sectéte
(M) (D) +
1 4 7
Priklad 4. Sectéte

6+ (1) + ()

26



LENKA KOPFOVA

Odmocniny z jednicky

Definice. O komplexnim ¢isle z fekneme, Ze je odmocninou z jedné, pokud je
kofenem polynomu 2" — 1 pro néjaké prirozené n. Pokud navic pro vSechna pfirozena
k mensi nez n plati ¥ # 1, tak je z primitivni n-tou odmocninou z jedné.

Definice. Radem komplexniho ¢isla a nazveme nejmensi n takové, ze o™ = 1.
Pokud takové ¢islo n neexistuje, pak povazujeme za Fad oco.

Cvieni. Jaky je fad w¥;?

Cvicéeni. Kolik komplexnich ¢isel ma fad n?

Priklad 5. Necht m, n jsou pfirozena ¢isla. DokaZte, Ze ™ —1 déli polynom z™ —1,
pravé kdyz n | m.

Definice. Mé&jme mnozinu komplexnich éisel G = {ay,. .., @, }. MnoZinou genero-
vanou G nazveme co do inkluze nejmensi mnozinu X takovou, ze G C X a zaroven
pro kazda a,b € X taky ab € X. Znacime ji (G).

Piiklad 6. Necht G je kone¢na mnozina né&jakych odmocnin z jednicky (tedy pro
kazdé a € G existuje pfirozené n takové, ze o™ = 1). Pak existuje pfirozené n, Ze
(G) = (wn).

P#iklad 7. Mé&jme piirozena &isla k, £, n, pak (wF wl) = (w,gfd(k’e)>.

Priklad 8. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele mnohoélentd 2™ — 1 a 2™ — 1
v zavislosti na prirozenych ¢islech n a m.

Priklad 9. S vyuZitim poznatk z posledniho uvedeného piikladu ukazte, ze 2™ —1
deli 2™ — 1, pravé kdyz n | m.

Definice. Pro libovolné pfirozené n definujeme n-ty cyklotomicky polynom jako

oux)= ] @-wi).
1<j<n
ged(n,j)=1
Priklad 10. Nahlédnéte, Ze plati [];,, ®a(z) = 2™ — 1. Z toho odvodte znamou
identitu n =}, ¢(d), kde ¢(d) znaci Eulerovu funkci.

Pfiklad 11. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené n mé polynom ®,,(x) celoéiselné
koeficienty.

Priklad 12. Necht n je liché ptirozené ¢islo. Spoctéte

R SIS
1+1 " 1+w} T+wr U

n—1

Piklad 13. Nechf m, n jsou pfirozend ¢isla. Urcete > 7" w)™.
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Priklad 14. Pfirozené ¢islo n > 4 nazveme zajimavym, pokud pro néj existuje
komplexni ¢islo z takové, Ze |z| = 1 a zéroveit 1+ z + 22 + 2"~ + 2" = 0. Kolik
existuje zajimavych ¢isel mensich nez 20227 (Rumunskéd MO 2022)

Pfiklad 15. Mgéjme pfirozend k, ¢, n a prostou funkci f na mnoziné {1,...,n}
takovou, ze f(x) —x € {k, —¢}. Dokazte, ze k + ¢ | n. (Polskda MO 2019)

Priklad 16. Necht P, Q, R, S jsou polynomy takové, Ze pro kazdé x € C plati
P(z°) + 2Q(2°) + 2°R(2°) = (2* + 2® + 2* + 2+ 1)S(x).

Dokazte, ze P(1) = 0.

Priklad 17. Mg¢jme ptirozend cisla m,n > 2 a ai,as,...,a, takova, Ze zadné
z nich neni nasobkem m” 1. Dokazte, Ze existuji celd &isla by, bs, ..., b, takova, Ze

ne v8echny jsou nulovd, |b;| < m pro kazdé j a m™ | a1b1 + azbs + - - - + apby,.
(IMO Shortlist 2002)

Navody

1. Oznac¢me néjaké reseni z, co musi spliiovat jeho absolutni hodnota a thel, ktery
svira s realnou osou?

2. Uvazuj ws, jak vypada (1 + w3)™, (1 +w?)™ a (1 +1)"?

3. Stejné jako predchozi uloha, jen vhodné pfendsob ws.

4. Co takhle wy4?

6. Nejdrive najdi n takové, ze prvky G jsou n—té odmocniny z jednicky. Pak vezmi
nejmensi k takové, Zze wk € (G) a sporuj.

7. Ukaz obé inkluze.

11. Indukci s tim, ze absolutni ¢len je vzdy +1.

12. Popéruj s¢itance. Vyjde 5.

13. Vyjde n pokud n | m, jinak 0.

14. Zkonjuguj danou rovnici.

15. Uvazuj (k + £)-té odmocniny z jednicky.

16. Co musime dosadit, aby se prava strana rovnala nule?

17. Uvazuj mnozinu vSech m™ souctl, pokud dovolujeme jen b; kladna. Ukaz, ze
je to mnozina vsech zbytkd mod m™ a uvazuj wy,n.

Literatura a zdroje

[1] Mirek Olsék: Komplexni ¢isla geometricky, Mentaurov, 2013.
[2] Jarda Hanél, Jakub ,$nEk“ Oprsal: Komplezni ¢isla, serial MKS, 2010/11.
[3] https://artofproblemsolving.com/community].
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Derivace

TERKA KUCEROVA

ABSTRAKT. Tento prispévek patii k prednéasce, na které si ndzorné vysvétlime, co je

jeji hlavni zptsoby vyuziti.

Pfi zkouméni néjaké funkce (z podmnoziny R do R) je velmi uZziteéné védét, jakou
mé v daném bodé& teénu. (Nemusi mit zddnou — lze si pfedstavit funkce s riznymi
zubatymi a ,potrhanymi“ grafy — ale ty funkce, se kterymi se obvykle setkavame,
jsou docela hladké a je k nim mozné teénu pfilozit v kazdém bodé.) Metodu, jak
smér této tefny spocitat, objevili (pravdépodobné) nezévisle na sobé Isaac Newton
a Gottfried Leibniz, ¢imz umoznili prudky rozmach matematiky i fyziky.

Definice. Smeérnici pfimky myslime tangens thlu, ktery svirda s osou x. Jestlize
ma funkce f v bodé = teénu, pak smérnici této teCny nazyvame derivaci f v bodé x
a zna¢ime f'(x).

Ona prulomova myslenka pant Newtona a Leibnize byla, Ze pokud se f kolem
bodu x chova slusné, pak lze smérnici jeji tecny dost dobfe odhadnout smérnici
seCny, kterd f protind v bodech x a x + d, kde d je néjaké hodné malé ¢islo. Spocitat
tuto smérnici je snadné; je to w.

Na prednasce si ukazeme, ze zkouménim chovani tohoto vyrazu pro mala d si
vétsinou dovedeme predstavit, co by se stalo, kdybychom za d ,dosadili nulu“ —
¢imz pravé spocitame derivaci v bodé x. Veskeré nase po¢indni bude stat na na-
prosto pevnych matematickych zékladech (vSak se derivovani opird velkd ¢ést vyssi
derivace funguji a umét je vyuZivat, nez je umeét zcela rigor6zné definovat.

Odvodime si nasledujici vztahy pro derivace nékterych elementarnich funkci:

Véta. (tabulka derivaci) Na celém defini¢nim oboru pfislusnych funkci plati tyto
vztahy:
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Zatim moc funkci zderivovat neumime; to se spravi nasledujici vétou, kterd nam
ukaze, jak spocitat derivace funkeci, které jsou definovany s vyuzitim funkci jedno-
dussich. Symbolem fog myslime slozeni funkci f a g, tj. funkci definovanou vztahem
(f o 9)(z) = f(g9(x)); symbolem f~! oznacujeme inverzni funkci k funkci f, pokud
existuje.

Véta. (aritmetika derivaci) Pro kazdou konstantu c a funkce f a g, pro néz vyraz
na pravé strané dava smysl, plati nasledujici vztahy:

(i) (cf) (= )—Cf’( );

(i) (f+9)(x) = f'(z) + ¢'(2),

(iii) (fg)'(x) = ( )9(x) + f(z)g' (z),
(iv) (fog)(z)" = f'(g(2))d (2),

V) (@) = Fmy-

Skoro kazdé funkce, se kterou jsme se v Zivoté€ setkali, je vybudovana z funkci z,
sin(x) a e” pomoci kone¢ného poc¢tu s¢itani, ndsobeni, sklddani a invertovani — takze
jeji derivaci umime spocitat s vyuzitim predeslych dvou vét. Pojdme si to procvidit.

Piiklad. Spocitejte derivace nasledujicich funkei (na celém definiénim oboru, po-
kud to lze):

(i) (142,

(ii) sin(2z),

(iii) sin®(x) + cos?(z),
(iv) ta(z),

)
)
iv)
(v) 2%,
)
)

—

(vi) arcsinz,
(vii) In(cosx).

Priklad. Odvodte obecny vzorec pro derivovani podilu dvou funkci.

Vyuziti derivaci

No dobré, vétsinu funkci, s nimiz se setkdme, tedy umime zderivovat. A k ¢emu ndm
to bude dobré? Kdyz si uvédomime, ze derivace vyjadiuje smérnici teény, neni pro
nas tézké uverit nasledujici vété:

Véta. Jestlize ma funkce f v bodé x kladnou derivaci, pak je na néjakém jeho

okoli ostie rostouci. Pokud ma derivaci zapornou, je naopak na néjakém okoli ostie
klesajici.

7 toho uz snadno vyplyne nasledujici veledulezita véta:

Véta. Jestlize ma funkce f v bodé x lokalni minimum nebo maximum, pak derivace
v tomto bodé bud neexistuje, nebo je nulové.

Priklad. Ovéfte, Ze s pomoci predeslé véty spravné naleznete body, v nichz miize
mit funkce sinus maximum ¢i minimum.
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Piiklad. Naleznéte lokdlni maximum funkce In(2z) — .

Piiklad. Zjistéte pomoci derivovani, kde lezi vrchol paraboly dané rovnici f(z) =
ar? +bx +c.
Priiklad. Naleznéte extrémy funkce ze= /2,

Piiklady

1—z
z2—-3

Priklad 1. Urcete rovnici teény k funkci v bodé odpovidajicim x = —2.

Priklad 2. Prasatko si chce na biehu rovné feky oplotit obdélnikovou zahradu

tak, Ze na strané prilehlé k fece zadny plot nebude. Ma k dispozici osm set metri
pletiva. Jakou nejvétsi plochu muze mit jeho zahrada?

Priklad 3. Helmut by si pfal mit krabici ve tvaru kvadru, jehoZ podstava mé po-
mér stran a : b roven jeho oblibenému kladnému «. Jak ma dosdhnout co nejvétsiho
objemu, pokud

(a) povrch nesmi prekrocit zadané S?

(b) soucet rozmérii a + b + ¢ nesmi piekrocit zadané S?

Priklad 4. Barbara bali vino¢ni darky. Z ¢tvercového papiru o strané 30 cm vy-
stiihne v rozich ¢tyfi stejné ctverecky a zbytek pfehne tak, aby vznikla oteviena
krabice. Jak velké ¢tverecky méa odstfihnout, aby byl objem krabice byl maximalni?

Piiklad 5. (tézsi)
2“5\/?
(i) Uréete hodnotu vyrazu /2 . (Tim mame na mysli ¢islo, k némuz

vz
se blizi ¢leny posloupnosti /2, \/iﬁ, \/5(\/5 )

zajimava, ale s derivovanim nesouvisi.

,...) Tato ¢ast prikladu je

(ii) Pro ktera a lze obdobnym zpisobem definovat vyraz a® 7

Piiklad 6. (té781)) Mé&jme v roviné ¢tyfi body tvofici vrcholy étverce. Mame za
kol nakreslit mezi nimi nékolik ¢ar tak, aby bylo z kazdého bodu mozné dostat
se po ¢arach do kazdého jiného (byt tieba po dlouhé cesté prochazejici nékterym
z ostatnich bodw). Jakd miize byt nejmensi celkovéa délka téchto ¢ar? Misto ¢tverce
zkuste uvazovat i obdélnik nebo trojuhelnik.

Reste piedeslou tilohu pomoci:

(i) derivovani,

(ii) elementarni geometrie.

Literatura a zdroje
Tento super prispévek je témér beze zmén prevzat od Kuby Krdsenského ze soustie-
déni v Zasadé (2017), kterému timto dékuji.

[1] Kuba Krésensky, Derivace (s trochou mydla), Zasada, 2017.
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Fibonacciho cisla

ANNA MLEZIVOVA

ABSTRAKT. Prispévek ukazuje nékteré vlastnosti Fibonacciho ¢isel a obsahuje néko-
lik dokazovacich tloh. Vétsinu z nich lze interpretovat mnoha zpusoby.

Definice. Fibonacciho posloupnost je posloupnost celych ¢isel F;, spliujici vztah
F,i1o = F, + F,11 pro vSechna n € N s po¢atecni podminkou Fy =0 a F; = 1.
Tedy nékolik prvnich Fibonacciho ¢isel je: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Pfiklad. (Fibonacciho kralici) V ZOO ziji krali¢ci. Na zac¢atku zde bydlel jeden
krali¢i par, ktery se ale dale hojné mnozi. Kazdému paru trva dva mésice, nez se jim
narodi prvni mladata. Potom kazdy dalsi mésic zplodi pravé jeden novy krali¢i par,
ktery opét dva mésice éeka na sva prvni mladata. Zadni kralicci neumiraji. Ukazte,
ze pocet part po n mésicich je n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Fibonacciho ¢islo si miizeme predstavit i jinak nez na prikladu kraliki.

Pfiklad. Kolika zptisoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech 1 x (n — 1)
pomoci dlazdic 1 x 2 a 1 x 17

Priklady
Priklad 1. Ukazte, Ze pocet moznosti, jak vyjit schodisté o n schodech, vyneché-

me-li pfi kazdém kroku nejvyse jeden schod, je pravé F, 1.

Priklad 2. Kolika zptsoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech 2 x n pomoci
dlazdic 1 x 27

Piiklad 3. Uvédomte si, Ze pocet moznosti, jak vyskladat tabulku (n+1) x 1 dilky
vétsimi nez 1 x 1, je F,.

Priklad 4. Uvédomte si, Ze poc¢et moznosti, jak rozdélit tabulku n x 1 kosti¢kami
s lichymi rozmeéry, je roven F,.

Priklad 5. Nahlédnéte, Zze pocet posloupnosti nul a jednicek o délce n, které ne-
obsahuji dvé nuly vedle sebe, je roven F,, ;o
Nasledujici identity muzete zkusit vyfesit jak kombinatoricky, tak vypoctem.
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Piiklad 6. Ukazte, ze plati FE + F5 + Fi + -+ F2 = F,, - F,41.

Priklad 7. Dokazte Fy + F5+ -+ Fy,_1 = Fy,,.

Priklad 8. Ukazte, Ze plati F; + Fo + -+ F,, = F,,10 — 1.

Priklad 9. Ukazte Fy - Fo + Fy - Fy + -+ Fy, 1 - Fo, = F3 .

Priklad 10. Ukazte, ze Fpym = Fpy1 - Fon + Fr - Fr1.

Priklad 11. Dokazte, Ze pro kazdé n > 4 plati F2 = 2F2 | +2F2 , — F?_,.
Pi#iklad 12. (Cassiniho identita) Ukazte, ze Fy,_1 - Fjy1 = F2 + (=1)".
Priklad 13. Dokazte, Ze pro n > 1 plati Fj,15 > 10F,.

Piiklad 14. Dokazte, ze Fy, | Fy.

s 1
Priklad 15. Uréete hodnotu _.
nz2 anl : Fn+1
Priklad 16. Uréete hodnotu i L
. “— Foo1- Fopr

Literatura a zdroje

Tento piispévék je z velké Casti prevzaty z piispévku Fibonacciho ¢&isla od Adi
Kostelecke, které timto déekuji.
[1] Calda Emil: Sbirka fesenych dloh, Prometheus, 2006.
[2] Polster Burkard: Q.E.D. Krasa matematického dikazu, Dokofan, 2014.
[3] Mirek Olsak: Kombinatorické (Ne)pocitani, Hostétin, 2013.
[4] Cut The Knot,
lhttp://www.cut-the-knot.org /arithmetic/combinatorics /FibonacciTilings.shtm].
[5] Wolfram Math World,
lhttp: //mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html.
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Toky v sitich

HoNzA NEKARDA

ABSTRAKT. Seznamime se s oblasti teorie grafii, na kterou se da prevést spousta
ruznych tloh. Vysvétlime si, co toky v sitich jsou a dokazeme si nékolik tvrzeni o nich.
Nakonec s jejich pomoci vyfresime nékolik tloh.

Intuitivni pohled na toky v siti

Toky v sitich potkdme vsude, kde potfebujeme prenést néco skrze potrubi z jednoho
mista do druhého. Sit si miizeme predstavit jako potrubi s rtizné Sirokymi trubkami
(takze kazdou muze téct jiné maximdlni mnozstvi tekutiny), které ma piivod (fikame
mu zdroj) a odvod (¥ikdme mu stok). Tok pak je situace, kdyZ timto potrubim nékudy
pustime tekutinu od zdroje do stoku. V mistech, kde se trubky kiizi, pozadujeme,
aby mnozstvi, které pfitece, bylo rovno mnozstvi, které odtece, tedy aby sit tésnila.

4/4

[ )
¢/e
G
v
¢/e
i

Definice pomoci graft

Siti nadale budeme rozumét orientovany graf G s (kone¢nou) mnozinou vrchola V' a

hran E spolu se dvéma riznymi specidlnimi vrcholy — zdrojem a stokem. Navic pro

kazdou hranu z vrcholu ¢ do j (pokud nebude hrozit nejasnost, budeme je znacit

pouze ij) je dana jeji kapacita c(ij) > 0 (tedy je to funkce c: E — R{). Tok pak
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ziskdme tim, Ze navic ke kazdé hrané (vedouci z ¢ do j) pfitadime nezdporné ¢islo
f(ig) < e(ij). Po kazdé hrané tedy tece nejvyse jeji kapacita. Zaroven pro kazdy
vrchol i musi platit

v, pokud ¢ je zdroj,
> f(i) = > fGi) =14 —v, pokud i je stok,

iJEE Ji€E 0, jinak.

To odpovida tomu, Ze sit musi tésnit. Velikost toku je vySe zminéné v, které si lze
predstavit jako mnozstvi kapaliny, jez v nalezené konfiguraci protece siti ze zdroje
do stoku za jednotku casu.

Umluva. Abychom si usnadnili rozebirani moznosti, pfiddme do G hrany s ka-
pacitou nula tak, aby pro kazdou hranu ij existovala i opa¢né hrana ji. Po téchto
hranach potece vzdy nula, takze jejich pridani vysledek neovlivni.

Maximalni velikost toku

Déle se budeme zabyvat hledanim takového toku, jehoz velikost je maximalni.
Nejdrive by bylo dobré védét, zda vibec takovy tok existuje. Nasledujici jednoduse
vypadajici, avSak htife dokazatelné tvrzeni, nam na tuto otadzku odpovida.

Tvrzeni. Kazd4 sit ma tok maximalni velikosti.

Definice. Elementdrni ez E(A, B) je mnozina hran ij takovych, zei € Aa j € B,
kde A je néjakd mnozina vrcholt obsahujici zdroj a B je mnoZina vrcholi obsahujici
stok spliiujici, ze AUB =V a AN B = (. Kapacitou elementarniho fezu rozumime

c(A,B)= > cif).

ijEE(A,B)

Elementarni fezy by nam mohly k hleddni maximalniho toku pomoci, jelikoz
intuitivné velikost toku nemutze pfesdhnout velikost jakéhokoli fezu. Dokonce plati i
silnéjsi tvrzeni, ale k jeho dokazani si jesté definujeme zlepsujici cesty.

Definice. Zlepsujici cesta mezi vrcholy u a v je posloupnost vrchold (vq,...,v,)
takova, Ze v1 = ua v, = v, pro kazdé i € {1,2,...,n—1} vede mezi vrcholy v; a v; 41
(v ngjakém sméru) hrana, a navic bud c(v;v;y+1) — f(viviy1) > 0, nebo f(vip1v;) > 0.
Jinymi slovy pro kazdou dvojici sousednich vrcholii na cesté plati, ze 1ze bud zvysit
tok po sméru, nebo snizit tok v protisméru, ¢imz dosahneme zvyseni ve sméru z u
do v. Zde vyuzivame Umluvu, podle které jsme pro kazdou hranu pfidali i hranu
opacnou, takze se mizeme odkazovat na hrany v obou smérech: v;v; 1 1 vi41v;.

Véta. (maximalni tok — minimalni fez) V siti je maximdlni velikost toku rovna

minimalni kapacité fezu.

Myslenka dukazu. Uvazime elementarni fez dany vrcholy, do kterych vede zlepsu-

jici cesta, a jejich doplinkem. Rozmyslime si, co musi téct po rtznych typech hran.

Odhadem velikosti toku pomoci fezu dostaneme druhou nerovnost. O
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Fordiv—Fulkersontiv algoritmus

Sice jiz vime, jak ovérit, ze dany tok je maximalni velikosti, ale neumime takovy tok
sami najit. Nastésti prosté zvysovani toku v nékterych pripadech funguje. Presnéji,
pokud jsou kapacity raciondlni ¢isla, mizeme pouzit nasledujici algoritmus:

(i) Vezmeme vhodny tok s racionalnimi z;;, tfeba nulovy.
(ii) Pokud neexistuje dalsi zlepsujici cesta ze zdroje do stoku, jsme hotovi.
(iii) Najdeme zlepSujici cestu vy, va, ..., v, ze zdroje do stoku a zvysime prutok
touto cestou o §, kde

0= Hliin {c(vivig1) = f(vivigr) + f(vip1vi) },

pricem? f(v;y1v;) simuluje zvySeni toku po sméru tim, ze snizime tok v pro-
tisméru.
(iv) Vratime se k (ii).

Tvrzeni. Pro sité s celo¢iselnymi kapacitami nalezne Forduv-Fulkersonuv algo-
ritmus v konec¢ném case tok maximalni velikosti, ktery navic bude mit celoc¢iselné
hodnoty.

Myslenka dukazu. Pokud jsou kapacity celociselné, pak kazdéa iterace Fordova-
Fulkersonova algoritmu zvétsi tok asponi o 1. Myslenkami z dikazu véty o maxi-
malnim toku a minimalni fezu pak ukazeme, Ze kdykoliv jeSté nemame maximalni
tok, tak existuje néjaka zlepsujici cesta. Maximalniho toku tudiz dosdhneme v ko-
neéném cCase a bude celociselny. O

Dusledek. Pro sit s racionalnimi kapacitami existuje tok s maximalni velikosti a
s raciondlnimi c(ij).

l]lohy

Uloha 1. Rozmyslete si, Ze pomoci pfipadu s jednim zdrojem i stokem lze Tesit
situace s libovolnym poc¢tem zdroji a stokt.

Uloha 2. Na kolejich jsou rtizné kluby, kolejak mtize byt soucasti libovolného poétu
klubti. Rozhodnéte, zda lze vybrat z kazdého klubu predsedu a mistopredsedu tak,
aby kazdy kolejak byl vybran za nejvys jeden klub a pro néj do pravé jedné funkce.

Uloha 3. Rekneme, Ze graf je hranové k-souvisly, kdyz je souvisly a zfistane sou-
visly i po odebrani libovolnych k£ — 1 nebo méné hran. Dokazte, Ze je graf hranové
k-souvisly pravé tehdy, kdyZ mezi kazdymi dvéma vrcholy vede alespon k hranoveé
disjunktnich cest.
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Uloha 4. Mame Sachovnici m x n a na nékterych poli¢kach stoji sloupy. Na policka
(bez sloupti) je mozno umistovat véze. Kazda véz ohrozuje policka ve stejné fadé a
stejném sloupci, ale pouze k nejblizsimu sloupu v daném sméru. Vymyslete, jak
zjistit maximalni pocet vézi, ktery je mozno rozmistit tak, aby Zadna nestala na
policku ohrozeném jinou vézi.

Uloha 5. Rekneme, Ze graf je vrcholové k-souvisly, kdyz mé alesponi k -+ 1 vrcholt,
je souvisly a ztstane souvisly i po odebrani libovolnych k& — 1 nebo méné vrchold.
Dokazte, ze je graf vrcholové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi kazdyma dvéma
vrcholy vede alespon k cest vrcholové disjunktnich az na pocatecni a koncovy vrchol.
Uloha 6. (Hallova véta) Mame takovy systém mnozin, ze kdykoli sjednotime né-
kolik z nich, bude sjednoceni vzdy obsahovat alespon tolik prvki, kolik mnozin jsme
sjednotili. Dokazte, Ze je mozné v kazdé mnoziné zakrouzkovat jeden prvek tak, aby
zakrouzkované prvky byly navzijem ruzné.
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Navody

1. Pfidej do grafu novy zdroj spojeny s puvodnimi zdroji, podobné pro stok. Po-
rovnej, jak vypadaji zlepsujici cesty v nové siti.

2. Vytvor bipartitni graf studenti a klubii a rozmysli si, které kapacity nemaji byt
jednotkové. Pokud ma tok velikost dvojnasobku poc¢tu klubti, vybér je mozny.

3. U implikace zprava doleva pfedpokladej existenci mnoziny hran kterd mé veli-
kost nejvyse k — 1 a prerusi vSechny cesty mezi danymi vrcholy a dojdi ke sporu.
Meéjme dany dva vrchohly u a v. Pouzij u jako zdroj v jako stok a nahrad hrany
ab € E dvojici orientovanych hran (ab) a (ba). Kazda hrana mé kapacitu 1, pouzij
zékladni vétu o tocich. Rozmysli si, ze to Ze tok muze pouzivat hranu mezi dvéma
vrcholy v obou smérech, lze oSettit odectenim téchto smycek. Odhadni, ze velikost
toku musi byt alespon k£ a indukci pomoci néj vytvor jednotlivé cesty.

4. Rozdél si sloupce na souvislé useky S, stejné tak fady R. Rozmysli si, ze par
sloupcového a fadkového tseku jednoznacné urcuje pole. Rozmysli si, ze hledame
parovani R a S, a pouzij bipartitni graf.

5. U implikace zprava doleva predpokladej existenci mnoziny vrchold, kterd mé
velikost nejvyse k — 1 a prerusi vSechny cesty mezi danymi vrcholy a dojdi ke sporu.
Méjme déany dva vrchohly u a v. PouZij u jako zdroj v jako stok a nahrad hrany ab €
E dvojici orientovangch hran (ab) a (ba). Kazdy vrchol x nahrad dvojici vrcholt y a z,
kde do y vedou vSechny prichozi hrany a ze z vedou vSechny odchozi hrany pivodniho
vrcholu. Kapacitu yz nastav jednotkovou, pouzij zakladni vé€tu o tocich. Rozmysli
si, ze mizeme predpokladat, ze miniméalni fez pouziva pouze hrany zorientovaného
G, zvlast oSetfi hranu wv existuje-li. Odhadni velikost toku a rozmysli si, Ze cesty
v novém grafu odpovidaji hranové disjunktnim cestdm v G a pomoci nich indukci
vytvor cesty.

6. Jednu implikaci dostaneme pomoci toho, zobrazeni z mnoziny na reprezentanta
musi byt prosté. Opacnou implikaci dokdZeme pomoci tokt na bipartitnim grafu, kde
jednu partitu tvorfi mnoziny a druhou jejich prvky. Kapacita 1 pfitéka do jednotlivych
mnozin, z kazdé mnoziny pak do jejich prvkia a z kazdého prvku pak kapacita 1 do
stoku. Kapacitu hran mezi mnozinami a prvky nastavime dostateéné velkou(napt.
podet vrchold), takZze nalezeny nejmensi fez nepouzije zddnou z téchto hran(jinak by
nebyl nejmensi). Rozborem pfipadi pak odhadneme velikost sjednoceni mnozin.

Literatura a zdroje

[1] Mirek Olgak: Toky v sitich, Staré Mésto, 2015.

[2] Pavel Turek: Toky v sitich, Paseky, 2018.

[3] Zapisky z pfedmétu Kombinatorika a grafy I na MFF UK.

[4] Zépisky z pfedmétu Algoritmy a datové struktury II na MFF UK.
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Chinese dumbass notation a SOS

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Co délat, kdyz dostanete v olympiddé nerovnost a dojde vam zasoba
triki? Roznésobit, roznasobit, roznasobit. Vétsina metod na FeSeni nerovnosti dava
kratka elegantni Feseni. Toto neni jedna z nich. Metoda CDN (Chinese dumbass no-
tation) je Siroce aplikovatelnd metoda, kterd nerovnosti dokazuje bez velkych triki.

Definice. Polynom t¥i proménnych z, y, z nazveme homogenni, pokud pro vSechny
¢leny plati, ze soucet stupnu vsech tfi proménnych je konstantni v celém polynomu.

Zapis polynomi v CDN

V této pfednasce se budeme zabyvat zapisem homogennich polynomi ve tfech klad-
nych proménnych. Aby byl cely vyraz prehlednéjsi, zapiSeme si jejich koeficienty
do trojuhelnika o d + 1 fadcich, kde d je stupen polynomu. V kazdém fadku jsou
vSechny ¢leny s pevnym stupném proménné x a tento stupen se snizuje odshora dold.
Obdobna vlastnost plati i pro ostatni proménné — staci si natocit trojuhelnik jinym
vrcholem nahoru. Vse objasni nasledujici pfiklady zapisu polynomu:

-4

( [T] > [ []12[} ] [51:2'1/][$:E’172Z] [2 2[]L3[y]2[7 %ES[Z]Z 2]
A7 N ) | e ) o) foye) Taye?) (o)

W] [v%2] [y2?] [= WY %2 222 [y (2]
Sc¢itani dvou trojuhelniki, které maji stejnou velikost, funguje po slozkach. Tecky
znaci nuly.

3 3
- =1 2 2 2 2 1 2
1 1 1 1 -3 - - =3 -2 1 1-=2
Abychom mohli trojihelniky mezi sebou nasobit, uvédomime si nejdiive, jak se
nasobi trojuhelnikem obsahujicim jen jeden nenulovy ¢len. Cely trojihelnik zakore-

nime na pozici tohoto ¢lenu a pronasobime jeho velikosti:
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! () |

. 1 )
(- 2)'<42536>:2' e
456 . 810 12

Na obecné dva trojuhelniky pak aplikujeme zakladni roznasobovani:

(3'.2.>'(312)2 A 1 B S

32 - - 9 6 -

Cvicéeni. Zapiste v trojuhelnikovém tvaru:
3 4y + 23,

(x+y+2)>3

(x4 y+ 2)(2? + y? + 22),

(x4 y+2)(zy + yz + z2),

(@ +y)(y +2)(z + ),

Doyl +y —2)%,

D ey (@ +y) (2 + 2),

Veye (2w +y+2)%

. chc(?):r +y)3.

Nerovnosti v CDN

Véta. (vazenad AG nerovnost) Maéme nékolik kladnych Cisel v trojithelniku a v misté
jejich vazeného priméru mame zaporné jejich soucet (viz piiklady). Pak hodnota
polynomu, ktery tento trojuhelnik predstavuje, je nezaporna.

1
2 -3 - 1 I |

Véta. (sudé mocniny) Dalsi sikovnou, trivialné platnou, nerovnosti je nerovnost
(x —y)?® > 0. Pron =1 an = 2 vypada nasledovné: (1,—2,1), (1,—4,6,—4,1).
Prvni jiz mame pomoci AG dokdzanou, oproti tomu ta druhd pomoci jednoduchého
sc¢itani AG dokazat nelze.
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Véta. (Muirheadova nerovnost) Madme dva symetrické Sestitihelniky. Jeden tvoii
jednicky, druhy minus jedni¢ky a oba maji stejné tézisté (viz prvni dva obrazce).
Pritom Sestitihelnik z minus jednicek je uvnitf konvexniho obalu Sestitihelnika z jed-
nicek. Sestitihelnik miiZe zdegenerovat do trojihelnika dvojek (tieti ukdzka). Pak
hodnota polynomu, ktery tento trojihelnik predstavuje, je nezaporna.

Véta. (Schurova nerovnost) Madme tfi stejné velké kosocCtverce z jednic¢ek a mi-
nus jednicek, které tvoii symetricky utvar jako na obrazku. Kosoctverce se mohou
prekryvat, v prekrytém misté se jejich hodnoty sectou. Hodnota takto vytvoreného
polynomu je nezaporna.

1 1
-1 -1 1

1-1 - - -1 1 1 - -1 - -1 - 1

1

Vsechny nerovnosti budeme fesit tim zptsobem, Ze se nejdfive zbavime zlomkt
vynasobenim vsSech ¢lenil jejich spoleénym jmenovatelem. Pracujeme s nerovnosti,
takze je potfeba si hlidat, jestli to, ¢im nasobime, je kladné nebo zaporné. Pokud
nerovnost neni homogenni, vyuzijeme podminku a tim ji homogenizujeme. Zapiseme
v8e pomoci CDN a roznasobime. Nésledné prevedeme do tvaru P > 0 a od tohoto
polynomu P od¢itdme zndmé nerovnosti dokud se tim nezbavime vsech zapornych
¢lent. AZ se nam to povede, je tloha dokézéna.

Piiklad. (Nesbittova nerovnost) Pro z,y,z > 0 dokazte:

x Y z

3
+ + > =
y+z z4+zx x4y 2
Reseni. Roznisobime celou nerovnost vyrazem 2(y + 2)(z + z)(z + y), abychom se
zbavili zlomki, a dostavame:

2) w(e+y)(e+2) 23 +y)(y+2)(z +2).

cyc
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Zapiseme v CDN a roznésobime:

D)= ()G

2
2 2 11
> >3 ,
.92 . 1 21
cyc
. 11
2 .
2 2 3 3
> )
2 6 2 - 36 3
2222 -3 3
2
-1 -1
> 0.
-1 0 -1
2 -1-1 2

Dostali jsme tedy tvar, ktery potfebujeme. Zbyva najit, jak tuto nerovnost za-
psat jako soucet znamych nerovnosti. To udélame postupnym odec¢itanim znamych
nerovnosti. Pokud se takto zbavime vSech zapornych cisel, nerovnost jsme nutné
zapsali jako soucet platnych nerovnosti, jinymi slovy plati. Mtzeme rovnou fict, ze
tato nerovnost je pfimo specidlnim pfipadem Muirheadovy nerovnosti, ale ukazeme
si, jak ji dokdzat pomoci AG. Vyuzijeme nasledujici AG k eliminaci jedné minus
jednicky:

1 2

L 7 2
3

Tento trojuhelnik symetricky se¢teme. Tim jsme se zbavili vSech Sesti minus jednicek,

takzZe jsme zapsali nalezeny polynom jako soucet nezapornych polynom, tedy i tento

polynom musi byt nezaporny. ]

Cviceni. Dokazte o nésledujicich polynomech, Ze jsou nezaporné:

. 50
4 4 5 230 230
-1 2-1 . 115 160 115
—6 -2 -2 —6 , I , 10 —336 —336 10
-1-2 6-2-1 s T4 115 —336 —714 —336 115
4 2-2-2 2 4 230 160 —336 —336 160 230
4-1-6-1 4 - 50 230 115 10 115 230 50

Ulohy

Poznamka. Ve vSech tlohach predpokladame x,y,z > 0.
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Dokazte néasledujici nerovnosti.

Uloha 1. (v+y—2)(y+z—2)(z+x—1y) <y
Uloha 2. (vy +yz + 22)% > 3zyz(x +y + 2).
3

Uloha 3. z—z—kgfr—F;—ZZ:c—i—y—kz.
Uloha 4. (z+y+2)%+ x?ﬁ’jz > A(zy + yz + 2x).
- 3(zytyz+zz)
Uloha 5. Ee- 4 = + 25 < S5pnim=e,

2 2 2 +y+
Uloha 6. s timt a2 T
Uloha 7. (Cesko-slovensko-polské stietnuti) Ties T3 o T 3 Ty = L.

Uloha 8.
Uloha 9.

8(x® + 3 + 2%)% > 9(2? + y2) (v? + 22) (2% + 2y).

2 2
chcw >2(x+y+2).

Uloha 10.

Uloha 11.

Uloha 12.
Uloha 13.

Uloha 14.

Uloha 15.
Uloha 16.

Uloha 17

- (

Uloha 18.

Uloha 19
Uloha 20

z
1 a+b
chc a 2 chc ab+c2

5132722
chc y+z 2 0.

(z+2y+2)(x+y+2)° >4z +y)(y+ 2)(z + ).

zy+i+7>2c+y+ L

Yz Ty 1
2z+y+z+ + <Z(x+y

ZX
2y+z+x 2z4+x+y —

Pro z +y + z = 1 dokazte 2 + y> + 2 + 6ayz >

(2%y + y22 + 222) (2?2 + 22y + y22) >
USAMO 1997) 1

Seye e < 2
cyc xz3+y3+xyz — xyz

+ 2).

1
Z.
9x2y?22.

9

Pro a+ b+ ¢ = 3 dokaitte Y 22 >

cyc y2 +Z2

= 2(zytyz+zz)—3zyz

. 7
. (IMO 1984/1) Pro x+y+2z = 1 dokazte 0 < vy +yz+ 2z —2ryz < 5.

. (Iran 1996) (xy +yz + Zz)((xjyy + (y+12)2 + (Z_:w)g) > %.

Uloha 21.

Uloha 23

Uloha 24
Uloha 25

-
A
A

Uloha 26.

Prox+y—|—z=3dokaite%—i—%—i—%—lz%/%.

Uloha 22. (IMO 2002/2) Pro zyz = 1 dokaite (z—1+2)(y—1+21)(:—1+3) < L.

Turnaj mést 1997) Pro xyz = 1 dokazte Iﬂl/“ + y+i+1 + zﬂlgﬂ
IMO 2005) Pro zyz =1 dokazte ) . a:"m«‘,iq%; > 0.
IMO 1995) Pro zyz = 1 dokazte Y. . w737 2 3-

Pro%—i—%—l—%:x—i—y—i—zdokaitez
43
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Uloha 27. Proz+y+z =1 dokazte (1 +1) (L +1) (2 +1) > 64.

Uloha 28. (Japan TST 2004) Pro z +y + z = 1 dokaite 132 + ¥ 4 = <
R

SOS

Piiklad 29. (nerovnost Vasileho Cirtoajeho) Pro kladné a, b, ¢ dokazte
(a® 4+ b* 4 ¢*)? > 3(a®b + b3c + c2a).

Reseni. Tahle nerovnost je velmi zraddna. Na prvni pohled ptisobi nevinné, ma
stupen 4, jen t¥i proménné a je homogenni. Po zapsani do CDN vypada nasledovné:

1
-3 .
2 - 2
.. . _3

1-3 2 . 1

Hned je vidét v ¢em je problém, zaporné trojky jsou hrozné blizko kraje a v rozich
méame jen jednic¢ky. To pomoci nasSich kanénti nepadne. A jak tedy vypadé feSeni?
Polynom prepiseme do tvaru

1
5 Z(a2 —b? — ab + 2bc — ca)?,

cyc
¢imz je nerovnost dokazana.

Jak na tohle nékdo pfisel? To vAm nepovim, ale co si z pfikladu odnést je, ze
cyklické nerovnosti se ¢asto daji dokazat kouzelnym pfepsanim do souctu Cétvercd.
Zaroven to je zpusob jak vymyslet netrividlni nerovnosti — vzit si néjaky nédhodny
polynom, umocnit ho na druhou a cyklicky secist.

Uloha 30. Vymysli si vlastni tlohu, kterou nedokéazes vyfesit jednoduchym AG a
Schurem.

Protoze prevod do obecnych souctl ¢tverci je tézky, budeme si muset vystacit
s néjakym jednodussim tvarem. Ten tvar bude

S =8,(b—c)*+ Sp(c — a)* + S.(a — b)?,
je znam pod nazvem ,Sum Of Squares“ a zkratkou SOS. Jesté budeme pro vétsi
prehlednost chtit, aby se vyrazy Sg, Sy, S lisily pouze cyklickou zdménou promén-
nych. Pfevod do takového tvaru neni slozity, v trojuhelnicku stac¢i odéitat cyklicky

(1,-2,1) a zapisovat si, kde jsme je odecetli.!

IDokonce kazdy cyklicky polynom se souétem koeficientt rovnym 0 lze v SOS néjak zapsat.
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Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost

Piiklad 31.
(b+c)+b3(c+a)+E(a+d)).

2(a® +b* 4+ ¢*)? > 3(a®

Nerovnost zapiseme v CDN jako
2
-3 -3
4 - 4 ,
-3 . . _3
2 -3 4 -3

Resend.

2

coz nésledné rozepiseme jako soucet cyklickych (1,—2,1)

ﬁ\ N .(_f&

1 -2
Tim dostéavame rozklad na

- b—cz,
Z( 1 -1 1>( )

cyc

ale vSechny tyto ¢leny jsou kladné, tedy jsme dokéazali nerovnost
Miize se stat, ze nam nevyjdou vSechny cleny pfimo kladné. Pak ale stile nemu-

sime zoufat, miize ndm pomoci nésledujici tvrzeni
Véta 32. Méjme S = S,(b— )%+ Sp(c—a)?+ S.(a—b)%. Pokud je splnéna néjaka

z nasledujicich podminek, tak je S > 0
(1) (Vyvazime dvojnasobek) S, Se, S + 2S5y a S. + 25, jsou nezaporné

1 ol y

(2) (Prostiedni prevdzi) Sy, So + Sp a Sy + S. jsou nezdporné, kde b je medidn
a, b, c.

(Dva proti jednomu) Sy, S. a b*>S, + a*S, jsou nezdporné, kde a > b > ¢

neboc>b > a.
(Cyklické soucty) Sq + Sp + Se a SaSp + SpSe + SeS, jsou nezédporné

(4)
Dikaz. Pro ditkkazy se hodi postupné tato pozorovani
(1) 2(a=b)%2+2(b—c)?)—(a—c)?>=(a+c—2b)2>0
2) (b—c)(b—a)<0=(a—c)? > (a—b)?+ (b—c)?
2 > ‘;é(b B C)z

b—c = b
BUNO S,+S}; > 0. Diskriminant polynomu kde z = b—cat =a—b

(2)
(3) 4=¢> 8 = (a—0)
(4)
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Piiklad 33. (Schurova nerovnost) Zatim jsme si ukazovali Schurovu nerovnost jen
v jejim trojuhelnikovém tvaru, standardné ale vypada takto

a'(a —b)(a—c)+b'(b—a)(b—c)+c(c—a)(c—b)>0
Reseni. Nejdfive si vyzkousime naseho znamého Schura pro t = 1:

1
-1 -1
-1 3 -1
1-1-1 1

(b+-c)(b—c)?. Zbude nadm Sestitihelnicek,
—a(b — ¢)?, tedy celkové méme

o01: ‘2 . « 1
Kviili zachovani symetrie si odecteme 3 >

ktery zapiSeme jako 3 >

cyc

S“:%( 1_11)’ Sb:%(—111>’ 5025(11—1)'

Protoze je nerovnost symetricka, tak BUNO a > b > ¢, pak je S, > 0, zarovei

2.)20, Sb+5a=3(.'2)zo.

SbJ“gC:%(. 2

Tedy z tvrzeni Prostiedni prevdzi Schurova nerovnost pro t = 1 plati.
Pro obecny ditkaz se podivame se na ¢len (a —b)(a — ¢) a zapiSeme ho jako soucet
néjakych vyrazt (1, —2,1). Dostaneme identitu

(a—D)(a—0) = 5((a—cf + (@b~ (b— ).

V CDN to vypada néasledovneé:

S 1 (IR R R R W) |

Tedy vyraz ze zaddni mizeme piepsat jako

1

5 Z(bt +ct—a)(b—c)?

cyc

Tedy znovu pomoci Prostredni prevdzi nerovnost plati.

Poznamka 34. Tvar SOS neni jednoznacny, takze i kdyz se ndm povede polynom
néjak zapsat, ale ne dokazat nerovnost, mizeme se jej pokusit zapsat v jiném SOS
tvaru, ktery by se s tlohou zvladl lépe poprat.
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Dalsi alohy

Ve vsech néasledujicich ulohach predpokladame a,b,c > 0.

Uloha 35. Dokaite, ze

2(a® +b° 4 ) 4+ 16(a®b® + b33 + *a®) > 9a* (b? + c2) + 9*(c + a?) 4 9¢* (a® + V7).
Uloha 36. a° + 2b° + 8b%a® > 7b*a + 2a3b(a + b).

Uloha 37. Dokazte o nasledujicich polynomech, Ze jsou nezidporné:

1 : 1
-1 -1 1 1 - -1
1 -4 1 1 -10 1 - =8 2
1 3 3 1 ’ 1 6 6 1 ’ 2 6 6
-1 -4 3 -4 -1 1 -10 6 —10 1 -1 -8 6 -8 -
1-1 1 1-1 1 : 1 1 1 1 . r - - 2-1 1

Uloha 38. Jsou-li a, b, ¢ délky stran trojthelnika, dokazte
a®(b—c)+b*(c—a) +c(a—b) + 2(a’*b* + b*c* + c2a?) > 2abc(a + b + ¢).

- a®4b%4c? 8abe
Uloha 39. ab+bc+tca + (a+b)(b+c)(ct+a) — > 2.

Uloha 40. ) (ath)?® ~ ¢

cyc c2+4ab =

Uloha 41. Pro a + b+ c =1 dokazte —-- +

4 > 13
a2+b2+c2 = ab+bctca”

.. o2 b2 o2 3 aP4b34c?
Uloha 42. b+c + cta + a+b 2 2 " a2fbZyczt

abc
Uloha 43. chc (ﬁ) + a2 5
Uloha 44. 8a%b?c? > (a+b)(b+c)(c+a)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b).
Uloha 45. @#0+< 4 57 albio) > 4
Uloha 46. a(a —b)(a — 2b) + b(b — ¢)(b — 2¢) + ¢(c — a)(c — 2a) > 0.
Uloha 47.

Navody

13. Pridej tfeti proménnou a homogenizuj pomoci z = 1.
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15. Nahrad podminkou jednic¢ku na pravé strané. Roznésob a nelekni se, Ze nesedi
soucet koeficientu.

21. Nahrad 1= umocni na druhou a bij.

3
zty+z’
22. Homogenizuj pomoci (:cyz)% = 1. Pokud se dési$ necelych exponentii, substi-
tuuj 2 =a, > =0, 23 =c.

23. Homogenizuj pomoci (xyz)% = 1. Pokud se désis necelych exponenti, substi-

tuuj 2 =a, > =b, 23 =c.
4
3

25. Homogenizuj pomoci (zyz)3 = 1. Substituuj tfeti mocniny. Kdopak by se 24.
stupné bal.
26. Zbav se zlomkd, stupné stran se lisi o 2. Vyuzij podminku ve tvaru zy + yz +
Zr = xzyz + acyzz + $y22.
4, 4 3 3 2.2 2
85. > oy (0f +ct +2b%c+2¢%b — 6b%c) (b — ¢)*.
36. (a® — 3ab® +2b%)(a — b)2.
2
38. Y calat+c—b)(b—0c).
2 2 2

39. > . (b%c+c?b—abe)(b—c)*

3 3 2.2 2 2 2 2
40. > (bPc+ b+ 3b%c* —ab®c — ac®b + a®be)(b — o)°.
42. chc(b4 +ct 4+ b + eb® + b+ adc — 2b%ac — 2¢2ab) (b — ¢)%.
43. > (3b* +3ct 4+ 2b3c + 2¢3b — 3b%c? + a®b + adc — b2ac — c2ab — a?bc) (b — c)?.
44. Y (b3c+ b+ 2b7c? — a?be)(b— c)?.
45. chc(b5a2 + cPa? + a®b? + a®c? + Hab*c? + 5acth? — a?b3c? — a?cAb? — 2atch? —
2a*bc? + 4b%c?a) (b — ¢)?.
46. %chc(élb— ¢)(b—c)?. P¥ipad ¢ > b > a je lehky. Pro piipad a > b > c rozeber
v neroznasobené formé podpfipad kdy a > 2b. Pro kouzelné feseni polynom vynasob
polynomem >__ (b — c)%.
47. Soucet kazdého fadku je 0, takze pokud tloha plati, tak je polynom délitelny
(b —¢)%. A co symetrie? Uz vis, co za polynom Sestého stupné se v zadani skryva?
:-) Alternativné v SOS S, = b%c? — abc? — ach? + a?be, spocti cyklické soucty.

cyc

cyc

cyc
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Hilbertovsky kalkulus

DaANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Ve formalni vyrokové logice je mnohdy vyhodné se nezabyvat vyznamem
formuli, ale divat se pouze na logické vztahy mezi nimi, resp. na strukturni vlastnosti
logickych spojek. Na rozdil od vyznamu jde struktura napt. daleko lépe zpracova-
vat strojové. Tyto strukturni vlastnosti jde popsat nékolika systémy (zvané kalkuly),
z nichz jeden v tomto ptispévku rozebereme podrobnéji.

Definice. (formule) Necht At oznacuje mnozinu atomickych formuli. Dale budiz
Fle nejmensi mnozina takova, ze At C Fle a navic kdykoliv ¢, € Fle, pak i -,
p A, Vb ap— 1 jsou prvky Fle. Prvky Fle pak nazyvame formulems.

Definice. (dikaz v Hilbertovském kalkulu) Necht T je mnozina formuli a ¢ je
formule. Existuje-1i posloupnost formuli v, ..., v, takova, Ze ¢, = ¢ a pro kazdou
1; plati jedno z nasledujich:
(i) ; je prvkem T,
(ii) v; je instanci aziomu Hilbertovského kalkulu,
(iii) 1); vznikla pravidlem modus ponens aplikovanym na néjaké dvé predchazejici
formule,

pak fekneme, zZe ¢ je dokazatelnd z T, a zapisujeme T F .
Axiomy Hilbertovského kalkulu:

(A

(A2) (¢ = (¥ = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X)),

(A3) (e = ) = ((p = ¥) = ¢),

(Ad) o AY = @, o N — 1,

(A5) o = (¥ = (9 AY)),

(A6) v = (o V), ¥ = (¢ V),

(A7) (¢ = x) = (¥ = x) = (¢ V) = X))

Pravidlo modus ponens (MP): ¢, ¢ — 9 / ¢ (¢teme ,z ¢ a ¢ — b odvod ¢*).

Je nutné poznamenat, Ze vyse uvadim jen jednu z mnoha variant Hilbertovského
kalkulu. Jiné varianty mizou mit vice ¢i méné axiomd, které potom usnadnuji doka-
zovani nebo naopak se snazi pfedpoklady minimalizovat. Spoleénym znakem je maly
pocet odvozovacich pravidel (vétsinou pouze MP). Konkrétni dikazy se sice mohou
ligit, ale dokazovaci sila kalkuli je (ve vét$iné pfipadl) stejna.
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Vé&ta. (o dedukci) Necht T je mnozina formuli a ¢, 1 jsou formule.! Pak plati
ekvivalence
THe—=Y << T,pF1.

Diikaz. (na¢rt) Implikaci zleva doprava dokdzeme jednoduse: necht T F ¢ — 1,
potom i T, F ¢ — 9 (pfiddnim pfedpokladu si ditkaz nerozbijeme), ale zarover
T, t ¢ az toho uz pravidlem MP T, o - .

V indukénim kroku uvazime formuli y;, kterd je dokazatelna z T, ¢, a ukdzeme, ze
plati T+ ¢ — x;. Z toho pak uz bude plynout T' F ¢ — . Netrividlnim krokem
tohoto postupu bude nalezeni dikazu formule tvaru ¢ — ¢ z prazdné mnoziny
predpokladii. Proto tuto specidlni formuli dokdzeme zvI4st. O

Véta. (o ekvivalenci) Necht ¢ a 1 jsou formule, kde 1) vznikne z ¢ nahrazenim
podformule ¢ za &'. Pak plati: {£ < €'} - @ <> ). 2

Diikazy formuli v bazi —, —

Priklad. Naleznéte dikaz - ¢ — ¢ bez vyuziti véty o dedukei.

Resend.
1) (p=>Up=9) =)= (p—=(p—9) = (=) A2
2) = ((p—=>9) =) Al
B) e—=(p—9) Al
4) (p=(p—9) = (p—9) MP(1,2)
(B) e—o MP(4,3)

Uloha 1. (tranzitivita implikace) Naleznéte diikaz
Fle—=9¢) = (¥ —=x) = (¢ = X))

Uloha 2. Naleznéte dikaz - (—¢ — ¢) — .
Uloha 3. Naleznéte ditkaz - ——p — .
Uloha 4. Naleznéte ditkaz F ¢ — = bez vyuziti véty o dedukci.?
Uloha 5. (obména implikace) Naleznéte diikaz - (—¢ — =) <> (¢ — ¢).
Uloha 6. Naleznéte dikaz - (v — @) — (-9 — @) — ©).
Uloha 7. Naleznéte dikaz

{pn = Pm :n<m, nym € N} F (p15 = p15) = (P10 = D15)-
Uloha 8. Naleznéte diikaz

{Pn = pm :n<m, n,m €N} F (p15 = p1o) = (P14 = P11)-

IPoznamka k notaci: prazdnou mnozinu nezapisujeme (tj. F ¢ <= 0+ @) a T, =T U {¢}.
2V HK forméalné spojka <+ neni, chdpeme ji jako zkratku: ¢ <> ¥ = (¢ — ) A (3 — ).
3Dtive dokazané formule pouzit mizete.
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Duikazy formuli se spojkami A, V

Uloha 9. (komutativita konjunkce) Naleznéte diikaz - (p A ) — (¥ A ).
Uloha 10. (asociativita konjunkce) Naleznéte diikaz - ((pA)AX) = (pA(WYAX)).
Uloha 11. Naleznéte diikaz - (p — (¥ — X)) < (g AY) = X).

Uloha 12. (komutativita disjunkce) Naleznéte diikaz - (¢ V ¥) — (¢ V ).
Uloha 13. (asociativita disjunkce) Naleznéte ditkaz - ((o V1) V) = (pV (VX))
Uloha 14. (negace konjunkce) Naleznéte ditkaz - =(¢ V ¥) — (=@ A —1).
Uloha 15. (téz51) Naleznéte ditkaz - (¢ — ) < (= V ).

Uloha 16. Naleznéte diikaz - ((¢ V%) A (@ V X)) = (@ V (¥ AX)).

A
A

ﬂplnost Hilbertovského kalkulu

Definice. (ohodnoceni) Necht v: Fle — {0,1} je zobrazeni. O v fekneme, Ze je
ohodnocenim, plati-li pro libovolnou formuli ¢:

(i) Je-li ¢ tvaru ), pak v(p) = 1, pravé kdyz v(y)) = 0,

(if) Je-li ¢ tvaru ¢ — x, pak v(p) = 1, pravé kdyz v(¢) = 0 nebo v(x) = 1,
(iii) Je-li ¢ tvaru ¢ A x, pak v(p) =1, pravé kdyz v(y)) =1 a v(x) = 1,
(iv) Je-li p tvaru ¢ V x, pak v(¢) = 1, pravé kdyz v(¢) = 1 nebo v(x) = 1.

Umluva. Rekneme, Ze ohodnoceni v splituje formuli ¢, pokud v(p) = 1. Déle

fekneme, Ze ohodnoceni splnuje mnozinu formuli 7', pokud spliuje kazdou formuli
peTl.

Definice. (vyplyvani) Necht T je mnozina formuli a ¢ je formule. Pak fekneme,
7e ¢ vyplyvd z T (znaéime T F ¢), pokud kazdé ohodnoceni, které spliiuje T', spliiuje
ip.

Véta. (o Gplnosti) Necht T je mnozina formuli a ¢ formule. Pak plati

TEe < Tt .

Priklad. Rozhodnéte, zda jsou formule ¢, p A ¢ a ¢ V = dokazatelné z prazdné
mnoziny predpokladi.

Resend. 7 véty o uplnosti vime, ze formule je dokazateln4 z prazdné mnoziny pied-
pokladi, pravé kdyz je tautologii (tj. plati pfi libovolném ohodnoceni). Jedind tau-
tologie ze zadanych formuli je ¢ V =, tudiZ pouze tato formule je dokazatelna z (),
ostatni jsou nedokazatelné.

Uloha. Rozhodnéte, zda plati (najdéte diikaz, nebo protiptiklad):

{e—=v,x = }Fx— 0.
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Navody

1. Pouzij tiikrat vétu o dedukci.

2. A3.

3. Pouzij vétu o dedukci. Uvaz jediny axiom, ve kterém se mluvi o negaci.

4. Vyuzij dokazatelnost formule == — ¢ (za ¢ dosad néco jiného). Z axiomu A3

umis dokézat ¢ast, zbytek dokazes pomoci A2 a dalgich jednodussich tprav.

5.
6.
7.
8.

Nejprve dokaz prvni formuli (véta o dedukei), z ni dokaz druhou.
Véta o dedukci, uvaz obménu obou implikaci.
Pouzij vétu o dedukci. Podivej se na mnozinu predpoklad.

Pouzij vétu o dedukci. Uvaz vzajemné vztahy mezi p1g, p11, P14, P15, VyuZij

tranzitivitu implikace.

9.

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.

Rozloz prvni konjunkci na konjunkty a druhou konjunkci z nich posklade;j.
Rozloz prvni konjunkci na konjunkty a druhou konjunkci z nich poskladej.

+: Véta o dedukci, sestav konjunkci.
—: Véta o dedukci, rozloz konjunkci.

AT7.

AT.

Pouzij obménu.

+: Pomize ti dokazatelnost formule - ¢ — (=) — =(p = ¥)).
—: A7, dokaz si bokem F = — (¢ — ).

Pouzij vétu o ekvivalenci a F (¢ — ¢) < (—p V ¥).

Literatura a zdroje
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Nahodné prochazky

HEDVIKA RANOSOVA

ABSTRAKT. V tomto prispévku se seznamime s ndhodnymi prochazkami a do detaila
prozkoumame nékteré jejich vlastnosti. Na zacatku se seznamime s pravdépodobnosti
a ndhodnymi veli¢inami, intuitivné si predstavime podminénou pravdépodobnost a
stfedni hodnotu. Predstavime si nékolik klasickych pfiklad na ndhodné prochazky.

Motivace

Nejprve se podivejme na nékolik typickych prikladi:

Piiklad 1. Kobylka skac¢e mezi vrcholy trojihelniku, pficemz kazdym skokem pie-
sko¢i na jeden ze zbylych dvou vrcholl se stejnou pravdépodobnosti. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze po n skocich bude kobylka na tom samém vrcholu, na kterém zacala?

Priklad 2. Na fece mezi dvéma biehy lezi 99 leknint. Na 30. z nich (poéitano
zleva) sed{ Zzéba, kterd kazdou minutu presko¢i na leknin doprava nebo doleva se
stejnou pravdépodobnosti.

(1) Jaka je pravdépodobnost, ze zéba skoé¢i na levy bieh feky diiv, nez sko¢i na
pravy breh?
(2) Jaky je prumérny pocet skoki, nez zédba sko¢i na néktery bieh?

Piiklad 3. Po utesu se pohybuje opilec. Zac¢ind jeden krok od srdzu a kazdou
minutu udéléd krok smérem k ttesu s pravdépodobnosti p nebo opa¢nym smérem
s pravdépodobnosti 1 — p. S jakou pravdépodobnosti prezije? Urcete, ze jak dlouho
primérné spadne, pokud vime, ze p > 3.

Vsechny tyto tlohy jsou v principu stejné a predstavuji priklady obecnéjsi t¥idy
nahodnych procest, kterym rikame ndhodné prochdzky. Mtzeme si tfeba predstavit
blechu nebo Zabku, ktera preskakuje mezi vrcholy grafu podle pravdépodobnosti,
které popisuji, kam ma z vrcholu skocit. Dilezité je, ze tato pravidla zavisi pouze
na tom, kde se blecha nachdzi préave ted, a nikoliv na jejich d¥ivéjsich pozicich.

53



Uvod do pravdépodobnosti

Definice. Pravdépodobnostni prostor je uspofddand trojice (2, F,P), kde Q je
mnozina elementarnich jevii daného experimentu, F je mnozina jevi (tj. podmnozin
2) aP: F — (0,1) je funkce spliujici:

(1) P(A) > 0 pro kazdé A € F,

(2) P() =1,

(3) pro posloupnost po dvou disjunktnich jevi {A,} je P(UA4n) = > P(4,).

Definice. Je dan pravdépodobnostni prostor (2, F,P) a A, B € F jsou jevy ta-
kové, ze P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev
B, definujeme jako

P(AN B)

P(B)

Cviéeni. Hlavnimi favority dostiht jsou koné Amarant a Baklazén. Pfed zévodem
je pravdépodobnost, ze vyhraje Amarant, rovna %, a pravdépodobnost, ze vyhraje
Baklazan, rovna % BohuZel Amarant na zac¢atku zavodu upadl a nemuze vyhrat.

S jakou pravdépodobnosti vyhraje Baklazan?

P(A|B) =

Véta. (o uplné pravdépodobnosti) Je ddn pravdépodobnostni prostor (2, F,P) a
disjunktni jevy By, Ba,... takové, ze By UBs U--- = Q a P(B;) > 0 pro vSechna i.
Potom pro libovolny jev A plati

P(A) =P(ANB))+PANDBy) +--- =
=P(B1) -P(A[B1) +P(B2) - P(A[B2) + -+~

Této véte se také rika rozkladovd véta, protoze jevy B; tvori rozklad mnoziny €.

Definice. Méjme pravdépodobnostni prostor (2, F,P). Ndhodnd veli¢ina X na
tomto prostoru je libovolnd funkce z Q do R. Pak jev {w € Q| X(w) = z} znacime
také {X = x} a jeho pravdépodobnost P(X = z).

Definice. Oborem hodnot ndhodné velid¢iny X myslime mnozinu®
ImX ={zeR|P(X =x) >0}

Definice. Méjme ndhodnou veli¢inu? X definovanou pro prostor (£2, F, P). Potom
stredni hodnotou X myslime vyraz

E(X)= ) z-P(X=a).

z€lm X

1Oznaéeni Im pochézi z anglického image.
2Tato definice zahrnuje pouze diskrétni ndhodné veli¢iny, ostatnimi (napiiklad spojitymi) né-
hodnymi veli¢inami se nebudeme trapit.
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Stejné jako pocitdme podminénou pravdépodobnost, muzeme pocitat i podminé-
nou stredni hodnotu za podminky B € F, P(B) > 0 jako

O I

Cviceni. Jaka je stfedni hodnota pocétu ok, hodime-li tfemi Sestisténnymi kost-

kami?

Véta. (rozkladova véta pro stfedni hodnotu) Je ddna ndhodnd veli¢ina X defino-
vand pro prostor ) a disjunktni jevy By, Ba,... takové, Zze By U By U--- = Q (tj.
tvorici rozklad prostoru Q) a P(B;) > 0 pro vSechna i. Potom plati

E(X) =E(X|B1)-P(B1) + E(X|Bs) - P(Bz) + - --
Dikaz.
B(X)

> 2-P(X =nz)

ze€lm X

Z x <Z P(X =z |B)) P(Bi)> [dle v&ty o Gplné pravdépodobnosti]
r€lm X %

> > z-P(X =2|B)P(B)

ze€lm X 1

ZP(Bi) ( > f‘P(X=93|Bi)>

z€lm X

:ZE(X|Bi>P<Bi)' O

Piiklady

Piiklad 4. (gamblerova zkiza) Gambler opakované hraje hru, ve které vyhraje 1
korunu s pravdépodobnosti p a prohraje 1 korunu s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p
(nezévisle na ostatnich hréch). Kasino opusti, kdyz ztrati vSechny penize nebo bude
mit M korun. Jaka je pravdépodobnost, ze odejde s prazdnou, pokud ma na zac¢atku
obnos n korun?

Priklad 5. Jaka je stfedni hodnota poc¢tu her odehranych pied tim, neZz gambler
opusti kasino?

Priklad 6. Kolem kruhového jezera se nachazi N mést oznacenych od 0 do N — 1.
Turista, ktery se pravé nachézi ve mésté 0, se kazdou hodinu pfesune o mésto po
smeéru nebo proti sméru hodinovych rucicek se stejnou pravdépodobnosti.
(1) Jaka je stfedni hodnota doby, za kterou turista projde vSechna mésta na
jezete?
(2) Pro kazdé k = 1,2,..., N — 1 urcete, jakd je pravdépodobnost, ze mésto k
je posledni turistou navstivené.
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Priklad 7. Blecha skade po celych éislech, kazdou vtefinu skoéi bud o jedno &islo
nize s pravdépodobnosti p, nebo vyse s pravdépodobnosti 1 — p. Zacina na 0. Jaka
je pravdépodobnost, Zze se po n skocich vrati na nulu? Jaka je stfedni hodnota jeji
polohy v n-tém kroku? Jaka je pravdépodobnost, ze se do nuly vratila poprvé az po
n skocich?

Piiklad 8. (zrcadlovy princip) Uvazujme blechu na celych ¢islech jako v pfedcho-
zim prikladu.
(1) Kolika zpiisoby umi blecha za n skokt doskékat z pozice a na pozici b? Co
kdy?Z p¥i tom jesté musi (nebo naopak nesmi) skoéit na nulu?
(2) Ukazte, ze pocet zpisobt, kterymi blecha pieskdce v n krocich z a > 0 do
b > 0 pres nulu, je roven poctu zptisobt, kterymi blecha ptresko¢i z —a do b.

Piiklad 9. (volebni problém) Ve volbéch se dvéma kandidaty Milos ziskal m hlasi
a Karel ziskal k hlast, kde m > k. Jaka je pravdépodobnost, Ze po celou dobu scitani
hlast Milos vedl v pribéznych vysledcich?

Piiklad 10. (maximum néhodné prochézky) Hodnota akcie kazdy den klesne o 1
korunu nebo vyroste o 1 korunu s pravdépodobnostmi % Necht akcie za¢ind na nule
a muze nabyvat kladnych i zapornych hodnot. Jaka je pravdépodobnost, ze je po n

dnech hodnota akcie b a zaroven v prubéhu méla hodnotu alespon r?
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Navody

1. Napis si prvnich par pravdépodobnosti a zkus z toho vykoumat rekurentni vztah
(a pak si ho odivodnit :-)).

2. Rozepis si pravdépodobnosti a stfedni hodnoty rekurentné.

3. Pravdépodobnost, ze udéla krok smérem ke srdzu (nebo dva kroky smérem ke
srazu), je v kazdém misté stejnd. MuZeme proto rekurentné spoéitat pravdépodob-
nost, ze spadne, pokud je k kroki od srazu.

4. Zkus si rozmyslet rekurenci pro pravdépodobnosti.
5. Podminime vysledkem prvni hry, bud vyhrou, nebo prohrou. Tak jako tak p¥i-

¢teme jednu hru, ale dostaneme se do analogické situace, kde ma gambler o korunu
vice nebo méné. Pak si vyrobime rekurentni vztah.

6. (1) Jak vypadd mnozZina navstivenych mést tésné po tom, co turista navstivi
nové meésto?

6. (2) Pfed tim, nez turista navstivi mésto k, musi navstivit bud mésto k£ —1, nebo
k + 1. Co se muselo stat pak?

7. Urdci nejprve pravdépodobnost, Ze se vrati po lichém poctu kroki. Pravdépodob-
nost, ze se vrati po sudém poctu krokt, 1ze nahlédnout z Pascalova trojihelniku.
8. Pomuze obrazek a symetrie a s —a podle nuly.

9. Co spocitat pocet cest z 0 (nic neni seteno) do m — k (kone¢ny rozdil hlast)
v m + k krocich?

10. Symetrickd prochazka a zrcadlovy princip.

Literatura a zdroje
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Izogonaly a kamaradi

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Isogonal conjugates (kamarddi) a prace s nimi je oblibené téma moderni
eukleidovské geometrie. V ptispévku jsou popsana néktera zédkladni tvrzeni, po kterych
nasleduje nékolik tloh, které se kamarady bud zabyvaji, nebo je pfimo vyuzivaji.

Definice. Mégjme dany thel XVY a dvé pifmky p, ¢ prochizejici bodem V. Rek-
neme, ze piimky p a g jsou izogondlni v thlu XVY, pokud je jedna obrazem druhé
v osové soumeérnosti podle osy thlu XVY.

Definice. Necht bod P lezi v roviné trojuhelniku ABC. P¥imky AP, BP a CP
zobrazime podle os Ghld <CAB, <ABC a <BCA. Pokud se tyto tfi pfimky protinaji
v jednom bodé @, pak tento bod nazveme isogonal conjugate bodu P vzhledem
k AABC; neformalné mu budeme fikat kamardd bodu P vzhledem k AABC).

Tvrzeni. (alternativni definice kamardda) Kamardd bodu P je stiedem kruZnice
opsané trojihelniku s vrcholy v osovych obrazech P pres strany ANABC.

Tvrzeni. Pokud P nelezi na kruznici opsané AABC, pak vzhledem k ANABC ma
P kamarada.

Tvrzeni. (Six feet theorem) Necht P a @ jsou kamarddi vzhledem k AABC'. Necht
P, je projekce bodu P na BC. Analogicky definujme Py, P., Q., Qp a Q.. Pak P,,
Py, P., Q., Qp a Q. lezi na jedné kruznici, jejiz stfed splyva se stiedem P(Q).

Umluva. Budeme pouzivat opsiste, vepsiste a pripsisté jako zkradcend oznaceni pro
stfed kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznice pripsané. Navic budeme misto
yortocentrum* pouzivat pojem kolmiste.

Umluva. Pokud nebude feceno jinak, pak v trojuhelniku ABC bude I, O a H
oznacovat vepsisté, opsisté a kolmisté.

Priklad. Kamarad kamarada je opét pivodni bod.

Priklad. Body O a H jsou kamaradi vzhledem k AABC.

Pfiklad. (Brocardovy body) Uvniti AABC lezi dvojice bodi P a @ tak, Ze
<IPAB =<PBC =<PCA=¢ a <QBA=<QCB=<1QAC = ¢.

Potom tyto dva body jsou kamaradi.
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Uloha 1. Najdéte viechny body, které jsou svymi vlastnimi kamarady.

OH, oni jsou kamaradi!

Uloha 2. V trojuhelniku ABC plati, Ze vyska a téznice z vrcholu A rozdéli dhel
BAC na tfetiny. Urcete vnitini thly v AABC.

Uloha 3. V AABC osa tisecky BH protina strany AB a BC v bodech D a E.
Ukazte, ze <BOD = <BOE. (Crux)

Uloha 4. V AABC lezi body D a E na stranich AB a BC tak, Ze ¢tyfahelnik
ADEC je tétivovy. Kruznice opsand ADBE protne stranu AC ve dvou bodech X
a Y. Necht M je stied XY. Ukazte, ze BM 1 AC. (Baltic Way 2010)

Uloha 5. V tétivovém étyfuhelniku ABCD si ozna¢me priisecik tihlopiicek jako
P. Déle si ozna¢me opsisté ¢tyfuhelniku ABC D jako O a opsisté trojuhelnika APB,
BPC, CPD a DPA jako 01, 02, 03 a 04. Ukaite, ze pfimky PO, 0103 a 0204
se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Uloha 6. Kruznice kq a ks se stfedy I, a I se protinaji ve dvou bodech A a B.
Necht je tthel I; Al tupy. Tecna ke k1 v bodé A protiné ks jesté v bodé C a tecna ke
ko v bodé A protind k; jesté v bodé D. Oznacme k3 kruznici opsanou trojihelniku
BCD. Necht E je stied toho oblouku C'D kruznice k3, ktery obsahuje bod B. PHimky
AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L. Dokazte, ze pfimky AF a KL
jsou navzajem kolmé. (MEMO 2011)

Symediany

Definice. Symedidny trojuhelnika jsou pfimky izogondlni s jeho téZnicemi. Syme-
dianu prochézejici vrcholem A nazveme A-symedianou.

Tvrzeni. A-symediana prochazi prisecikem tecen ke kruznici opsané AABC' v bo-
dech B a C.

Uloha 7. Symediéna z vrcholu A je mnozina vnitinich bodt X dhlu BAC, jejichz
pomér vzdalenosti od strany b a ¢ je roven b/c.

Uloha 8. Je dan trojahelnik ABC, v némz |AC| = 2 - |AB|. Ke kruznici k jemu
opsané sestrojme teény v bodech A a C a jejich prusecik oznac¢me P. Dokaite, Ze
prusec¢ik piimky BP a osy strany BC' lezi na kruznici k. (Vybérko 2013)

Uloha 9. Necht ABC je rovnoramenny trojihelnik se zékladnou BC. Bod P lezi
uvnitf trojihelnika tak, ze |<CBP| = |<ACP|. Ozna¢me M stfed strany BC.
Ukazte, ze |[<BPM|+ |<CPA| = 180°. (Poland 2000)

Tvrzeni. Symediany se protinaji v jednom bodé, ktery nazveme Lemoinovym
bodem.
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Uloha 10. (kosinovéa kruznice) Bud ABC trojthelnik s Lemoinovym bodem L.
Kdyz bodem L vedeme antirovnobézky se stranami, vytnou na stranach trojihelnika
(pFesnéji na pfimkach jimi uréenych) Sestici bod lezicich na jedné kruznici. Stfedem
této kruznice je bod L.

Uloha 11. (Lemoinova kruznice) Bud ABC trojihelnik s Lemoinovym bodem
L. Kdyz bodem L vedeme rovnobézky se stranami, vytnou na stranach trojihelnika
(pFesnéji na pfimkach jimi uréenych) Sestici bodt lezicich na jedné kruznici. Stfedem
této kruznice je stied usecky OL.

Dalsi hratky s kamarady

Uloha 12. Elipsa s ohnisky P a @ se dotyké stran AABC. Ukaite, ze P a Q jsou
kamaradi.

Uloha 13. 'V roviné trojahelniku ABC lezi kruznice k se stfedem X . Tato kruznice
protind stranu AC v bodech B; a Bs. Kruznici nad primérem By B, nazveme ky.
Analogicky vytvorime kruznice k, a k.. Potenéni stied k., ky a k. oznaéme jako Y.
Ukazte, ze X a Y jsou kamaradi. (zobecnéné IMO 2008)

Uloha 14. Uvnit# trojihelniku ABC je dén bod P. Necht A/, B’, C' jsou paty
kolmic z P na pfislusné strany. Kruznice opsand AA’B’C’ protina stranu BC po-
druhé v bodé A”. Na tseéce A” B’ nalezneme bod X takovy, ze <XAC = <PAB.
Ukazte, ze <AX B = 90°. (IKS'1-G3)

Uloha 15. Je dén thel o velikosti a s hlavnim vrcholem A sevieny mezi polopiim-
kami u; a ug vychazejicimi z A. Uvnitf thlu ujus je ddn bod B nelezici na jeho ose
a je dana velikost thlu 3, kde a < 8 < 180°. Uvazme vSechny mozné dvojice bodi
X, Y takové, ze X € u1, Y € ug, A lezi mimo thel X BY a <X BY = . Pak kazdy
z bodu A, B ma tu vlastnost, Ze vidi tsecku XY stédle pod stejnym thlem. Ukazte,
Ze existuje tfeti bod s touto vlastnosti. (KS 4 - G6)

Uloha 16. V konvexnim &tyfahelniku ABCD plati, Ze piimka BD neptili ani

thel <ABC, ani <CDA. Bod P lezici uvnitt ABCD spliuje <PBC = <DBA a

<PDC = <BDA. Ukazte, ze ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz AP = CP.
(IMO 2004)

Tvrzeni. V trojuhelniku ABC oznac¢ime body dotyku kruznice vepsané s BC,
CA, AB jako D, E, F. Body dotyku kruznic pripsanych se stranami BC, CA a AB
si oznacime jako X, Y, Z. Pak trojice piimek AD, BE a C'F se protina v jednom
bodé a stejné tak i trojice piimek AX, BY , CZ.

Definice. Ve vyse pouzitém znaceni se prusecik AD, BE a C'F nazyva Gergonnuv
bod. Pro prusec¢ik AX, BY, CZ se pouziva oznaceni Nageliv bod.

Uloha 17. Nechf H~ je stied zaporné stejnolehlosti, jez prevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojihelniku opsanou. Potom H~ je kamardd Gergon-
nova bodu. Podobné stied kladné stejnolehlosti H' je kamaridd Nagelova bodu.
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Navody

Jsou ¢tyfi.

Stied kruznice opsané lezi na téznici.

Ukaz ABOC ~ ABDH a ukaz podobnost ABDO ~ ABHC.
Pokud S je opsistée ABDE, pak BS 1 AC.

Diky izogonalnosti O s H a tétivovosti ABCD je O1P 1. CD a analogicky pro
ostatnl z ¢ehoz plyne, ze O1 PO30 a O3 PO30 jsou rovnobézniky.

6. Vyuhli, ze E je opsistée AACD.
7. Pro kazdy bod téznice je tento pomér presné opacny.
8. Najdi symedianu a douhli stfed oblouku BC'.

9. Poznej symedianu.

AN ol

10. Dokaz si, Ze L je piesné stfed zminénjych antirovnobézek (jakozto tisecek s kraj-
nimi body na stranach).

11. Pomoci antirovnobéznosti ukaz, ze ndm rovnobézky vytnou trojici ,rohovych*
trojuhelnik podobnych s ptivodnim ABC.

12. Pokud se elipsa dotyka AC v D, pak <PDA = <QDC. Pteklop @ podle stran.

13. Dokresli stfedy k,, ky a k.. Chordala je kolméa na jejich spojnici. Pouzij alter-
nativni definici kamarada.

14. Dokresli kamarada k P a pouzij six feet theorem. Douhli.

15. Ten bod je kamardd k B vzhledem k (libovolnému) trojahelniku X AY. Na
dokéazani toho, Ze je to pro vSechny ten samy bod, pouZij definici kamarada jako
stfed kruznice opsané obraziim pfes strany.

16. Body A a C jsou kamaradi vzhledem k ABPD.

17. Pieklop si body D, E, F podle os thli a sestroj kamaridda Gergonnova bodu.
Zkus vyuhlit chténou stejnolehlost.
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p-adicka Cisla

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Cela ¢isla jsou ve skuteénosti pékné zamotany objekt a mnoho drsnych
nastroju algebry a analyzy se na né primocare pouzit neda. V bézném zivoté si je Casto
predstavujeme jako podmnozinu racionalnich, resp. redlnych cisel, ¢imz se oteviraji
nové moznosti jejich zkouméani. Nejde je ale vnotit do néceho exotic¢téjsiho, co by nam
o nich prozradilo dalsi véci? Jde!

Znaceni
N pfirozena ¢isla
Ny pfirozena ¢isla s 0
Z  cela cisla
Q raciondlni ¢isla
Z,, zbytky modulo n
O, celéd p-adicka ¢isla
Q, p-adicka cisla
Lepsi moduleni
Kdyz se ¢lovek diva na prirozend ¢isla modulo prvocislo p, ¢asto mu to néco prozradi.
Hodné informaci se tim ale ztraci. Moznym feSenim je modulit vyssimi a vysSSimi
mocninami p... ale na rozliSeni vSech pfirozenych ¢isel to nikdy stacit nemtze.

Pokud bychom vsak umeéli ptirozené ¢islo vymodulit vSemi mocninami p najednou,
uz by to stadilo ...

Definice. Me¢jme dano pevné prvocislo p. Dile méjme nekone¢nou posloupnost
(ai)2y, kde a; € Zy:. Tuto posloupnost nazveme konzistentni, jestlize pro kazdé i
plati a; = a;41 (mod p*).

Konzistence tedy znamena, ze C¢islo a;41 dava postupné zbytky ai,...,a;4+1 po
déleni é&isly p, ..., p L.

Definice. Pro prvoéislo p ozna¢me O, mnozinu vSech konzistentnich posloupnosti
vzhledem k p. Na nich definujme séitani a nasobeni po slozkach, tj.

(ai)iZ1 + (b:i)iZy = (ai + bi)iZy, (ai)Z1 - (b:)i2y = (as - i)y
Mnozinu O, s témito operacemi nazyvame celymi p-adickymi cisly.
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Cviceni 1. Rozmyslete si, Ze soucet i soucin konzistentnich posloupnosti je opét
konzistentni posloupnost, tedy definice O, skute¢né dava smysl.

Vsimnéme si, ze O, v sobé ukryva celd ¢isla Z. Kazdému celému ¢islu totiz mi-
Zeme piifadit posloupnost jeho zbytkfi modulo p,p?,p3, ..., coz samoziejmé dava
konzistentni posloupnost. S¢itani a nasobeni takovych posloupnosti skuteéné odpo-
vida s¢itani a nasobeni prirozenych cisel.

Tvrzeni. (obor integrity) Soucin libovolnych dvou nenulovych prvku O, je opét
nenulovy.

Dikaz. Méjme dvé takova nenulova a,b € O,. To znamena, ze pro néjaka ¢, j € Ny
platia; # 0, b; # 0. Z konzistence vyplyva, ze kazdy vyssi ¢len posloupnosti (a;)52, je
délitelny p?, ale jiz nemfize byt délitelny pi*!. Podobné kazdy vyssi ¢len posloupnosti
(b;)52, je délitelny p’, ale nemize byt délitelny p/™1. Soucin ¢lentt a;tji1 - biyjt1
proto neni délitelny p*t7*1, tedy éislo @ + b ma na této pozici nenulovy koeficient a
proto je nenulové. O

Prvky O, si ale mtizeme piedstavit i jinym zptsobem jako mocninné rady, tj. jako
,nekonecné“ zapisy ¢isel v soustaveé o zakladu p. S¢itani a nasobeni takovych fad pak
ale nestaci provést ,po Clenech”, je potfeba ,prevadét pres desitky“ a roznasobovat
ynekoneéné zavorky“ (tj. provadét ho jako s¢itdni a ndsobeni ,pod sebou jako ve
skole“).

Tvrzeni. (mocninné fady) Prvky O, si lze predstavit jako mocninné fady
Yoo dip®, pro d; € Zy,, které se s¢itaji a ndsobi ,, jako ve skole“.

Pro a € Z C O, jsou koeficienty d; od néjakého clenu dal vSechny nulové a
dana rada odpovida dobre znamému zapisu pfirozenych cisel v soustavé o zakladu
p. Kazdé celé p-adické ¢islo mé také jednoznacéné uréeny zapis a kazdy zapis definuje
néjaké celé p-adické cislo.

Cviceni 2. Pokud by p nebylo prvoéislo, musel by byt pofad souc¢in dvou nenulo-
vych prvki O, nenulovy?

Henselovo lemma

Dostavame se k tvrzeni, které z velké ¢asti motivovalo zkouméni p-adickych cisel.
Radi bychom totiz uméli fesit polynomialni rovnice modulo mocnina prvocisla p.
Pokud se ndm povede vyfesit takovou rovnici nad Oy, vyfesime ji tim vlastné modulo
v8echny mocniny prvoéisla p najednou. Henselovo lemma (a jeho rizné varianty)
mluvi pravé o takovém feseni.

Definice. Mgéjme polynom f = Y7  a;z" v proménné z. Jeho derivaci rozumime
! _ n.oo i—1
polynom f' = 3" ji-a;x'"".
Pro realné polynomy nase definice odpovidéa skuteénému derivovani, to nam ale
miize byt jedno. Derivace je pro nas prosté operace, ktera z jednoho polynomu vyrobi

jiny. Pojdme si nyni formulovat zdkladni verzi Henselova lemmatu.
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Lemma. (Henselovo) At f je celo¢iselny polynom, m € Z. Je-li f(m) =0 (mod p)
a zdroveri f'(m) #Z 0 (mod p), potom existuje jednoznac¢né urcéené a € O, spliujici
f(a) =0 takové, ze a = m (mod p).

Dikaz. Dikaz provedeme indukci, tj. postupné zkonstruujeme ¢leny konzistentni
posloupnosti odpovidajici ¢islu a. Budeme chtit, aby pro kazdé ¢ platilo f(a;) =0
(mod p), f'(a;) £ 0 (mod p). Volme a; = m.

Méme-li uz a;, uvazme é&isla a;, a; + p', a; +2p, ..., a; + (p — 1)p'. Vezméme dvé
sousedni z nich a ozna¢me je x < y. Protoze y—x = p?, plati kongruence f(y)—f(z) =
f'(a;) - p* (mod p**1). Diky podmince f’(a;) #Z 0 (mod p) pak kongruenci f(z) =0
(mod p**t1) splituje prave jedno z uvazovanych p éisel. Toto ¢islo ozna¢me a; 1. Z jeho
tvaru vidime, Ze a; = a;; (mod p’). Potom také f’(a;y1) = f'(a1) Z 0 (mod p).
Tim je indukéni krok dokoncen. Zaroven je z postupu jasné, ze ¢islo a; 1 bylo urcené
jednoznacné. (|

Cviceni 3. Rozhodnéte, zda v Oy existuje v/3. Ezistenci /3 myslime, 7e rovnice
2% = 3 mA4 TeSeni.

Cviceni 4. Rozhodnéte, zda v Oy existuje v/—3.

Cvi¢eni 5. Existuje pfirozené ¢islo, jehoZ tfeti mocnina davad po déleni 52018
zbytek 27

Cviceni 6. Existuje pfirozené ¢islo, jehoz sedmd mocnina dava po déleni 302018
zbytek 317

Cviéeni 7. At p > 3 je prvocislo a pfirozené ¢islo n ddva ndhodny nenulovy zbytek

po déleni p. Jaka je Sance, ze v O, existuje v/n?

Valuace

Méjme piirozené ¢islo n. Jeho p-valuaci myslime exponent v nejvyssi mocniné prvo-
Cisla p, kterd ho déli. Pro celd p-adicka ¢isla lze tento koncept rozumné dodefinovat,
coz se vyplati.

Definice. Prvek u € O, nazveme jednotkou, jestlize existuje néjaké v € O, spliiu-
jict wv = 1.
Vsimnéme si, Ze soucin jednotek je vzdy jednotka.

Tvrzeni. (popis jednotek) Prvek a = (a;);2, € O, je jednotka pravé tehdy, kdyz
a1 # 0 v Zp.

Tvrzeni. (rozklad na mocninu a jednotku) Kazdy nenulovy prvek a € O, lze
jednoznaéné zapsat ve tvaru a = p*u, pro k € Ny a jednotku u € O,,.

Predchozi tvrzeni ndm umoziiuje definovat p-adickou valuaci, ktera rozsifuje béz-
nou valuaci na celych ¢islech.
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Definice. Pro 0 # a € O, definujeme p-adickou valuaci v,(a) jako to jednoznacné
uréené k € Ny, pro které lze psat a = pFu pro néjakou jednotku u. Navic bereme
vp(0) = o0.

Je vidét, Ze na celych cislech se tato valuace chova jako bézna prvociselna valu-
ace, tj. v,(a) odpovidd nejvyssimu exponentu k, pro ktery jesté p* déli a. Hned si
v§imnéme dvou zakladnich vlastnosti valuace, které plati pro libovolna cela p-adicka
¢isla.

Tvrzeni. (vlastnosti valuace) Pro libovolna a,b € O, plati
(1) vp(a-b) = vp(a) + vy(b),
(2) vp(a +b) > min(v,(a),v,(b)), pficemz pokud v,(a) # v,y(b), tak uz nutné
nastava rovnost.

S pomoci valuace neni problém mluvit o kongruenci modulo p* na celych p-
adickych c¢islech. Dvé ¢isla budou kongruentni, pokud ma jejich rozdil dostatecné
velkou valuaci. Na celych ¢islech se definice opét shoduje s tou dobfe znamou.

Definice. Pro a,b € O, budeme psit a = b (mod p’) pravé kdyz v,(a — b) > i.

Zlomky

Racionalni ¢isla vzniknou z celych tak, Ze si dovolime délit nenulovymi prvky. Po-
dobné muzeme z celych p-adickych ¢isel O, vyrobit ,racionalni“ p-adicka cisla Q.
Tém se pro jednoduchost ika prosté p-adickd cisla.

Definice. Pro prvocislo p definujeme p-adickd cisla Q, jako vSechny zlomky tvaru
7 pro a,b € Oy, kde navic b # 0. Dva takové zlomky 7, § povazujeme ze stejné,
praveé kdyz ad = cb.

S trochou préce neni tézké ukéazat, Ze tato definice Q, skutecné dava smysl a ze
pro pocitani s p-adickymi ¢isly plati v zasad€ stejnd ,pravidla“ jako pro pocitani
s racionalnimi. Dilezitou ingredienci je (ndm uz dobfe zndmy) fakt, Ze dva nenulové
prvky a,b € O, se opét vynésobi na nenulovy prvek. Pojdme si ale nyni pravé vzniklé
Qp prohlédnout podrobnéji.

Tvrzeni. (mocninné fady v Q,) Kazdé a € Q, Ize jednoznacné vyjadiit ve tvaru
pFu, pro k € Z a jednotku u € O,.

k
Diikaz.  Cislo ¢ lze piepsat do tvaru I;,T:f pro k,l € N, u,v jednotky. Prondsobenim

k
Citatele i jmenovatele ¢islem inverznim k v a oznafenim w = uv dostadvdme 2 pl“’ =

pk-—zw_ |

Celkem tedy mtizeme popsat Q, jako vSechny mocninné fady od —oo do oo s koe-
ficienty ze Z,, které maji od néjakého indexu niZe vSechny koeficienty nulové. Nase
p-adicka ¢isla si tedy lze pfedstavovat jako ,éisla s nekoneénym zépisem doleva“. (Na
rozdil od béznych racionalnich ¢isel Q, ktera umime zapisovat v soustavé o zakladu
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p, az na znaménko, jako ty fady od —oo do oo s koeficienty ze Z,, které maji od
néjakého indexu vyse vSechny koeficienty nulové.)

Definice. Pro a,b € O, definujme v, () = v,(a) — v,(b).

Pfitom je zfejmé, Ze tato definice nezalezi na konkrétnim zlomku, kterym dané
p-adické ¢islo reprezentujeme. Na celych (a tedy i na raciondlnich) ¢islech se pravé
definovana valuace shoduje s tou béznou. Valuace na Q, navic stéle spliuje vlastnosti
(1) a (2), které ma na O,,. Stejné jako dfive mtizeme definovat kongruenci modulo p:

Definice. Pro a,b € Q, budeme psit a = b (mod p*) pravé kdy# v,(a — b) > i.

Radéji si nyni pojdme na vlastni kiazi vyzkouSet, jak se p-adickd ¢isla chovaji.
Mocninnou fadu prislusnou nékterému p-adickému ¢islu si pritom skuteéné chceme
predstavovat jako jakysi jeho ,zapis v soustavé o zdkladu p“. Ten se ¢asto pro pie-
hlednost zapisuje zleva doprava, tedy naopak, nez jsme zvykli — &slu 6 = 2 + 22
bychom tak priradili zapis 011, ¢islu 1—23 =6+ % zapis 1,011 atd.

Cviceni 8. Rozhodnéte, zda rovnice 22 = p ma feseni v Q.

Cviceni 9. Je-li a = d;p’ + dj11p" ™ + dj2p’™ + -+ mocninna fada piislusnd
¢islu a € Qp, potom ¢islo —a odpovida mocninné radé

(p—dj)p’ +(p—1—=djp)p"™ +(p—1 = dja)p’ > + -

Cviceni 10. Upravte ¢&islo 1 +2 422 +23 + ... v Q3 na co nejhezéi tvar.
Cviceni 11. Vyjadiete % v Q2 jako mocninnou fadu.
Cviceni 12. Vyjadrete ¢ v Q3 jako mocninnou fadu.

CvicCeni 13. Dokazte, ze v Q, plati vzorec pro soucet geometrické rady:

1
14k 42k ...
T = +p" +p +

Vsimnéme si, jak pékné predchozich par cviceni vyslo. To neni ndhoda — existuje
totiz elegantni charakterizace skuteénych racionalnich ¢isel v rdmci téch p-adickych.
K obecnému hledani rozvoju p-adickych ¢isel ndm velmi pomuze znalost malé Fer-
matovy véty a vzorec pro soucet geometrické fady.

Tvrzeni. (Q uvnitf Q,) Méjme cislo a € Q,. Potom a € Q pravé tehdy, kdyz je
jemu prislusna mocninna fada od jistého ¢lenu periodicka.

Daéle umime rozumné popsat ta raciondlni ¢isla s nulovou valuaci, jejichz fada je
periodickd hned od zacdtku (tj. od prvniho nenulového ¢lenu, ktery se nachézi na
pozici jednotek).

Tvrzeni. (Cisté periodické fady) At a € Q spliuje v,(a) = 0. Potom je Fada
a=dy+dip+ dop? + - - - Cisté periodickd, pravé kdyz —1 < a < 0.
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Nakonec této ¢asti si ukdzeme jednu tlohu ilustrujici pouziti pocitani v Q, na
béznou tlohu o délitelnosti.

Uloha 14. Af p > 5 je prvodislo. Ukazte, ze p* déli ¢itatel Gisla

p—1 1
k=1

p—1
2>
k

=1

el

Vzdalenost

Abychom na problémy z teorie ¢isel umeéli efektivné vypustit monstra matematické
analyzy, potfebujeme jenom jediné — definovat vzdalenost mezi prvky Q,. K tomu
nam poslouzi dfive definovana valuace.

Definice. Normou p-adického &sla 0 # a € Q, myslime &islo |al, = p~v»(@).
Specialné klademe |0], = 0.

7 vlastnosti valuace hned vyplyvaji analogické vlastnosti normy.

Tvrzeni. (vlastnosti normy)

(1) |alp > 0, pri¢emz rovnost nastéava pouze pro a = 0,

(2) [(a-b)lp = laly - [blp,
(3) |(a+b)|, < max(|alp,|bl,), pFicemz pro |a|, # |b|, uz nutné nastdva rovnost.

Definice. Vzdélenost dvou p-adickych ¢isel a, b € Q,, definujeme jako normu jejich
rozdilu, tedy jako ¢islo |a — b],.

Specialné si vS§imnéme, ze vzdalenost kazdych dvou rtznych ¢isel je kladna. Navic
je diky tfetimu bodu piedchoziho tvrzeni pro libovolna a,b,c € Q, splnéna troja-
helnikova nerovnost |a — ¢|, < |a — b, + |b — ¢|p.

Tato vzdalenost funguje na prvni pohled trochu neintuitivné. Dvé ¢isla jsou k sobé
tim blize, ¢im vétsi mocnina prvocisla p déli jejich rozdil. Tieba ¢isla 1000 a 2000
jsou v 2-adické vzdalenosti mnohem bliz, nez ¢isla 1 a 2.

Dovolme si nyni kratkou analyznickou odbocku. Definujme si dva zdkladni pojmy,
které lze zavést s pouzitim pojmu vzdalenosti — limitu posloupnosti a soucet rady.
Nésledné se miizeme chvili kochat, jak hezky se tyto pojmy na p-adickych ¢islech
chovaji.

Definice. Nekone¢néd posloupnost ¢isel (¢;)52, € Q, konverguje k ¢islu g € Qp,
jestlize pro libovolné malé € > 0 uz od néjakého indexu dél plati |¢ — ¢;|, < e. Cislo
q nazyvame limitou této posloupnosti.

Definice. Nekoneéna fada ¢isel > - r;, kde r; € Qp, konverguje k &islu r € Q,,
jestlize k tomuto ¢islu konverguje nekoneénd posloupnost g, = > . ,7;. Cislo
nazyvame souctem této rady.

Vzdélenost na p-adickych ¢islech ma nasledujici hezké vlastnosti, které vzdalenost
na béznych redlnych ¢islech obecné nemé.
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Tvrzeni. (konvergence fad) Rada Zioio r;, kde r; € Qp, konverguje k néjakému
r € Q, praveé tehdy, kdyz posloupnost cisel r; konverguje k 0.

Tvrzeni. (pferovnavani fad) Soucet konvergentni fady cisel r; € Q, nezavisi na
jejich poradi.

Tvrzeni. (kompaktnost O,) Kazda posloupnost (¢;);2, prvki O, obsahuje pod-
posloupnost, ktera konverguje k néjakému q € O,,.

7 ptedchoziho tvrzeni mimo jiné vyplyva, ze pokud posloupnost prvka O, kon-
verguje v ramci Q,,, konverguje k néjakému prvku O,.

Tvrzeni. (ndvrat mocninnjch fad) Pro kazdé r € O, existuji jednoznacné urcena
cislar; € {0,1,...,p — 1} takovd, ze Y .o, rp" konverguje k r.

To uz jsme tu jednou méli — hned na zacatku jsme si uvédomili, ze celd p-adicka
¢isla odpovidaji takovymto faddm. Tenkrat jsme ale viibec nepfemysleli o néjaké
konvergenci — prosté se nam tak jednotliva ¢isla hodilo zapisovat. Oba pfistupy
nastésti splyvaji.

Analogicky vysledek plati obecnéji pro ¢isla r € Qp. Pro kazdé takové r existuje
jednoznacéné uréené ¢islo m € Z a ¢isla r; € {0,1,...,p — 1} takovd, ze r,, # 0 a
oo mip' konverguje k 7.

Nyni si ale radéji pojdme procviéit, jak se pracuje s vzdalenostmi mezi p-adickymi
¢isly. Tato vzdalenost je totiz na prvni pohled celkem divna.

Cviceni 15. Kazda trojice rtiznych ¢isel a,b,c € Q, urc¢uje rovnoramenny troji-
helnik.

Cvic€eni 16. Kazdy kruh v Q, ma stied v libovolném svém vnitfnim bodé.
Cviceni 17. Spoététe soudet fady 1 —2+22 —23 + ... v Q,.

Dovolme si jesté pfedvést jeden zdanlivé nesouvisejici problém, ktery nékolik vy-
sokoskolskych trikti spoleéné se znalosti p-adickych ¢isel snadno vyftesi.

Definice. Pro r € Q, k € N definujeme binomicky koeficient

(;) (- i)'~2-:.(‘rk—k:+1)

Uloha 18. Ukaite, Ze kazdé prvocislo, které déli jmenovatel &isla (Z), musi délit
i jmenovatel cisla r.

Uloha 19. Kazdé prvoéislo, které déli jmenovatel &isla r, déli i jmenovatel &isla (;)

Néco na zavér

Teorie p-adickych cisel je samoziejmé mnohem hlubsi a bohatsi, my jsme do ni jen
rychle nahlédli. Dulezitym vysledkem je napiiklad znama Ostrowského véta, ktera
tik4, Ze bézna vzdalenost a p-adické vzdalenosti jsou v podstaté jediné rozumné
vzdélenosti na racionalnich ¢islech.
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Pojem p-adické vzdalenosti jde jednoznacné rozsitovat dokonce jesté dal. Krasnym
dtisledkem souvisejici teorie je napifiklad velmi prekvapiva Monskyho véta: ,,Ctverec
nelze rozfezat na lichy pocet trojuhelnikd se stejnym obsahem.“ Pro sudé pocty
trojuhelnikt je konstrukce jednoducha, pro liché ale neexistuje — a neni znam zadny
elementarnéjsi diukaz!

Navody

1. Pfimocaré.

2. Ne, staci rozlozit p na netrivialni sou¢in dvou nesoudélnych ¢isel a z nich induk-
tivné vyrobit dvé nenulové fady s nulovym soucinem.

3. Ne, tato rovnice nemé feSeni ani modulo 7.

4. Ano, rovnice z2 + 3 = 0 méa modulo 7 Fefeni napiiklad x = 2, které spliuje
predpoklady Henselova lemmatu.

5. Ano, polynom f = 2% — 2 spliiuje f(3) =0 (mod 5) a f/(3) =2 # 0 (mod 5).

6. Ano, pouzijte Henselovo lemma zvlast pro p = 2, 3,5 a zakonéete Cinskou zbyt-
kovou vétou.

7. Pfesné % Jde jen o to, zda je n kvadraticky zbytek modulo p.

8. Nema. Leva strana ma sudou valuaci, zatimco valuace pravé strany je 1.
9. Koeficienty vysledné fady jsou ¢isla ze Z, a obé fady se se¢tou na 0.

10. Vyjde —1.

11. Zaénéte zapisem ¢isla 5 a postupné hledejte inverz; nakonec vyjde 1422 +23 +
26 427 ... tj. ¢islo s periodickym zapisem 11100.

12. Nésobeni mocninou trojky jenom posouva iady, vyjde 2-3 1 +14+34+32+. .-,
tj. ¢islo s periodickym zapisem 2,1.

13. Sou¢in zavorek (1+ (p—1)p* +(p—1)p** +---)- (L +p* +p* +---) je L.
14. Upravujte, vyuzijte p-adické identity m =—H(1+2+ 5+

15. Zkoumejte ¢isla (a —b), (b—¢), (¢ — a). Mohou se tfi ¢isla s riiznymi normami
seCist na 07

16. K cislu a € Q, jsou blizko ta ¢isla, jejichZ mocninné fady maji od jisté pozice
ty samé koeficienty.

17. Soucty geometrickych fad, vyjde %

18. Chceme ukazat, Ze |r|, < 1 implikuje ’(;) |p < 1. K ¢éislu r jde dokonvergovat
¢isly z Op, funkce (i) je spojité funkce Q, — Q,.
19. Dokazujte, ze |r|, > 1 implikuje ’(2)’]0 > 1.
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Konecné automaty

MicHAL TOPFER

ABSTRAKT. Jednim z hlavnich objektu, které zkoumé teoretickd informatika, jsou
Turingovy stroje. ProtoZe o Turingovych strojich je ale za jednu prednésku obtizné
dokézat cokoli zajimavého, podivame se na jejich (o nékolik stupiiti) slabsi brasky —
konecné automaty.

V teoretické informatice Casto feSime, jak slozité je pro rizné mnoziny fetézcl
rozhodnout, ktery fetézec do nich patii a ktery ne. Abychom ale mohli mluvit o fe-
tézcich, musime nejprve nadefinovat terminologii.

Definice. Koneéné mnoziné znakt budeme fikat abeceda a budeme ji znacit X.
Abeceda mize byt napiiklad {a,b,c,...,z}, ale taky t¥eba mnozina obsahujici #,
@, § a !. My vSak budeme nejéastéji pouzivat bindrni abecedu {0,1}, ¢ dokonce
unarni abecedu obsahujici pouze nulu nebo pouze jednicku. Prvkim abecedy bu-
deme ifkat znaky abecedy, nebo prosté znaky. Retézec (nebo taky slovo) pak bude
konec¢na (klidné prazdnd) posloupnost znaku. Délkou fetézce w budeme rozumét
pocet jeho znakt a budeme ji znadit |w|. Retézec délky 0 (prazdné slovo) budeme
znacit €. Mame-li fetézce u a v, budeme uv nebo u - v znadit jejich zietézeni, tedy
Fetézec w takovy, Ze |w| = |u| + |v] a ve w jsou nejprve viechny znaky v v tom
samém pofadi jako v u a potom obdobné vsechny znaky v. Podobné budeme «* pro
k € Ny znacit fetézec u k-krat zietézeny sam za sebe (tedy napiiklad zapisem 1(10)3
budeme rozumét fetézec 1101010). Pro fetézec u budeme u® znaéit ten samy fetézec
pozpéatku. Mame-li fetézec w, tak pro k € N, k < |w| budeme wl[k| znadit k-ty znak
fetézce w.

Dale budeme potiebovat terminologii a znaceni mluvici o mnozinach fetézcu.
Dovolime si jistou formélni nepiesnost a budeme tam, kde to déva smysl, volné
zaméiiovat Fetézec s jednoprvkovou mnozinou, kterd obsahuje pravé tento fetézec!

Dovolime si podobné, jako zietézujeme Fetézce, zfetézovat i mnoziny. Tedy napii-
klad {0,1}-{2,3} = {02,03,12,13}. Déle pokud M je mnozina Fetézcti, M* budeme
znacit libovolny pocet opakovani nééeho z M, tedy M* = {e}UMUM?UM3U---
Napriklad ¥* je tedy mnozina vSech moznych konec¢nych fetézct nad abecedou .
{01,02}* obsahuje napiiklad ¢, 01, 01020102, ale ne 010.

ITaké budeme zamériovat znak a fetézec délky jedna obsahujici pravé tento znak.
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Definice. Jazykem nad abecedou ¥ budeme znacit mnozinu L C ¥*. Jejim prvkam
budeme fikat slova jazyka L.

Pfikladem jazyka nad abecedou {0, 1} miZze byt napfiklad mnozina vSech fetézcl
reprezentujicich prvocislo, mnozina vsSech fetézct, které reprezentuji ve dvojkové
soustave ¢islo mensi nez 42. Nebo mnozina vSech Fetézci, které zac¢inaji jednickou.
Nyni jiz kone¢né mame vse, co potfebujeme, abychom nadefinovali koneény automat.

Definice. Koneény automat je pétice (Q, %, 9, qo, F'), kde:

@ je konec¢na mnozina stavi,

Y. je konec¢né abeceda,

0:Q XX — Q@ je prechodova funkce,
qo € @Q je pocatecni stav,

F C @ je mnozina pfijimajicich stavi.

Vypocet konecného automatu nad fetézcem w probihé néasledovné: Automat za-
¢ne v podateénim stavu qo. Poté pieéte prvni znak Fetézce w[l] a pfejde do stavu
q1 = 6(qo,w[1]) (ne nutné rtizného od gp). Dale piecte znak w(2] a ptejde do stavu
g2 = 0(q1,w[2]). Tak pokracuje, dokud nepfeéte posledni znak w a nepiejde do
stavu s|,|. Pak fekneme, Ze automat fetézec w piijal, pravé kdyz vypocet skoncil
v prijimajicim stavu, tedy pokud s, € F.

Definice. Jazyk L(A) piijimany automatem A je mnozina vSech slov z ¥*, které
automat pfijme.

Pribéh vypoctu si tedy mizeme predstavit tak, ze automat ¢te fetézec znak po
znaku a do svého stavu si ukldda néjakou informaci o tom, co uz precetl. Ve vétsiné
pripadi si vSak napfiklad nemtize ulozit celou ¢ast fetézce, kterou uz precetl, protoze
jeho stav mize nabyvat jen koneéné mnoha riznych hodnot, kdezto fetézce mizou
byt obecné libovolné dlouhé.

Protoze tento zépis automatu je (obzvlast u vétsich automatt) velmi nepfehledny,
Casto se pouziva ilustrace automatu pomoci orientovaného grafu, kde vrcholy odpo-
vidaji staviim automatu a orientované hrany oznacené znaky abecedy pfechodové
funkci. Mé&jme napiiklad automat nad abecedou {0,1}, ktery m& mnozinu stavi
{s0, 51}, kde s¢ je pocatelni stav a s; jediny pfijimajici stav. Pfechodova funkce
tika, Ze pri precteni nuly zistaneme v témze stavu a pii precteni jednicky piejde do
druhého z moznych stavi. Tento automat by téz Sel popsat nasledujicim obrazkem:

0

0
(0
()
\T/

—>

Uloha 1. Jaky jazyk automat na obrazku vlastné piijima?
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Uloha 2. Nakreslete koneény automat nad abecedou {0,1}, ktery pfijiméa pravé
slova zacinajici 01. Co slova koncici 017

Uloha 3. Nakreslete kone¢ny automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijima pravé
ta slova, ktera reprezentuji binarni zapis sudého ¢isla. Co ¢isla délitelna trojkou?

Uloha 4. Nakreslete koneény automat nad abecedou {0,1}, ktery pfijiméa pravé
slova se sudym poc¢tem nul. Pak nakreslete automat, ktery ptijima ta, v nichz je pocet
jednicek délitelny tfemi. Nakonec najdéte automaty, které prijimaji slova spliujici
alespon jednu z téchto vlastnosti, respektive obé tyto vlastnosti.

Definice. O jazyku fekneme, Ze je reguldrni, pokud existuje koneény automat,
ktery prijima pravé tento jazyk.

Uloha 5. Dokazte, Ze pro libovolné dva regularni jazyky L;, Lo nad abecedou X
jsou jazyky L1 U Lo, Ly N Ly a ¥* \ Ly také reguldrni.

Uloha 6. Rozmyslete si, e libovolny koneény jazyk je regularni.

Nedeterminismus

Doted jsme méli pouze konecéné automaty, které vidy védély, co maji délat. Co
kdybychom jim ale dali na vybér?

Definice. Nedeterministicky koneény automat je pétice (Q, %, 6, S, F'), kde:

Q@ je kone¢na mnozina stavi,

3 je konecna abeceda,

J:Q x (2U{A}) = P(Q) je prechodova funkce (A ¢ X znadi pfechod bez
¢teni vstupu),

S C @ je mnozina startovnich stavi,

F C @ je mnozina pfijimajicich stavi.

Vypocet nedeterministického koneéného automatu nad fetézcem w probiha na-
sledovné: Automat za¢ne v néjakém pocateénim stavu gy € S. Poté precte prvni
znak fetézce w[l] a prejde do né&jakého stavu q; € §(qgo, w[1]) (ne nutné rizného od
o). Piipadné muze také necist znak a pfejit do n&jakého stavu z mnoziny 0(go, A)
(a v pfistim kroku pokracovat ve ¢teni tam, kde pfedtim skonéil; tomu Fikdme, Ze
automat vyuzil A-pfechod). Takto pokracuje ve vypoctu, dokud nepfecte posledni
znak a piipadné je$té nevyuzije néjaké A prechody. Rekneme, ze automat fetézec w
prijima, pokud existuje vybér pocatecniho stavu a stavli v pribéhu vypoctu takovy,
ze automat skon¢i v néjakém stavu z F'.

Pokud béhem vypoctu nastane situace, ze je automat ve stavu g, ¢te znak z a
d(q, z) = 0, vipolet se povazuje za neptijimajici.

Zajimavé je, ze pridani nedeterminismu nijak nezvysuje silu kone¢nych automata
— porad pomoci nich umime pf¥ijimat jen regularni jazyky.

Véta. Pro kazdy nedeterministicky konec¢ny automat existuje deterministicky ko-
necny automat, ktery prijima ten samy jazyk.
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Myslenka dukazu. Nejprve si rozmyslime, ze A prechody umime odstranit pomérné
jednoduse. Potom sestrojime konecny automat, jehoz stavy jsou vSechny podmno-
ziny mnoziny stavi puvodniho nedeterministického automatu. Rozmyslete si, jak
nadefinovat prechodovou funkci. O

Pfiklad. Nakreslete nedeterministicky koneény automat nad abecedou {0, 1}, kte-
ry prijiméa praveé slova konéici 01, a prevedte ho na deterministicky.

Pumping lemma

Zatim jsme pouze konstruovali automaty, ale chybély nam prostredky, jak dokazat,
ze néjaky jazyk regularni neni. K tomu ndm poslouzi pumping lemma.

Véta. (pumping lemma) Pro kazdy reguldrni jazyk L existuji konstanty k a f,
takové, ze pro kazdé slovo u € L, kde |u| > {, existuji Fetézce w, x a vy, takové, Ze:
u=w-x-y,

2] > 1,

pro kazdé n € Ny je slovo w - " - y také v jazyce L.

Myslenka dikazu. Méame-li regularni jazyk, pak existuje koneény automat, ktery ho
pfijim4. Tento automat ma |Q| stavl a je nad |X|-prvkovou abecedou, takze pokud
m4 slovo alespoii |Q|-|2|+1 znak, musi se z Dirichletova principu néjaka kombinace
¢teného znaku a stavu stroje zopakovat (dokonce jiz mezi prvnimi |Q|-|X|+1 znaky).
Cést slova mezi témito opakovanimi je ale mozné vynechat & naopak libovolnékrat
zopakovat, protoze pokud stroj ¢te tyz znak a je v témze stavu, bude se vidy chovat
stejné bez ohledu na to, co jiz precetl. (|

Priklad. Rozhodnéte, zda jazyk L = {0/ | j je mocnina dvojky} je regularni.

Resend. Jazyk regularni neni. Pro spor pfipustme, Ze by regularni byl. Pak existuji k
a /s vlastnostmi ze znéni pumping lemmatu. Najdeme n takové, ze 2" ~! > max(k, £).
Pak slovo 02" lze rozdélit na slova w, = a y podle pumping lemmatu. Protoze
ale k < 271 tak 1 < |o| < 277 tedy w-y = w-2° -y je v L, ale soucasné
271 < |w - y| < 27, coz je ve sporu s definici L. Jazyk L tedy neni regularni.

Uloha 7. O nasledujicich jazycich rozhodnéte, zda jsou regularni: (Prostiedky,
které k tomu maéte, jsou pumping lemma a uzavienost regularnich jazykt na doplnék,
prunik a sjednoceni.)
(1) Ly = {07 | p je prvodislo},
(2) Ly ={0"-1™ | n,m € N},
(3) Lg={0"-1" | n € N},
(4) Ly ={0"-1" | n,m € N,n > m},
( ) L5:{0n']‘m|nvm€N7n7ém}v
(6) Lg = {w-wf |we {0,1}*}.
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Uloha 8. Necht K a K, jsou regularni jazyky. Pak rozhodnéte, zda jsou néasledu-
jlci jazyky regularni (pro kazdou volbu Kj a Kj):
(1) Ly ={w | w" € K1},
(2) Ly = {U)* | w e K1}7
(3) Lz = K — tento pfiklad se od pfedchoziho lisi tim, Ze v pFedchozim piipadé
se pozaduje, aby w bylo porad stejné, zde se za sebe mizou fetézit rtizna
slova K7,
(4) Ly={w-v|we K1,v € Ky},
(5) Ly ={w-v|v-we K}

Cviceni 9. Rozhodnéte, jaké jazyky pfijimaji nasledujici automaty:

(a) (b)

0 ﬁ 0
IRV S =g sl

A

O

7/

Navody
5. Jazyky L; a Ly jsou regularni, tedy méate kone¢né automaty, které je pfijimaji.
Zkuste z nich tedy vyrobit automat, ktery by pfijimal jazyky L; U Ly a Ly N L.
Bude se vam hodit rozmyslet si, jak vypada ,kartézsky souc¢in“ dvou automati.
7. Jazyk Lo je jediny reguldrni. V &asti (5) si uvédomte, ze doplnék Ls je jazyk
vSech Fetézci, které vypadaji jinak, nez néjaké nuly a pak jiny pocet jednicek. Kdyby
ale Ly byl regularni, je regularni i jeho doplnék a nasledné pranik jeho doplitku s Lo,
coz je presné Lg. V ¢asti (6) si miizeme vzit napiiklad w = 0"-1 pro néjaké dostateéné
vysoké n.
8. Jazyk Lo neni reguldrni, myslenka dikazu je podobna Lg¢ z Ulohy 7. Ostatni
regularni jsou, popiste konstrukci nedeterministického automatu.
9. (a) Podivejte se, kolik jednicek a kolik nul maji pfijimana slova.

(b) Co se stane, kdyz pfijdou dva stejné znaky po sobé.

Literatura a zdroje

Prispévek je upravenou verzi prednasky od Vikiho Némecka z Branné na jatre 2019,
kterému timto dékuji.

[1] Viki Némecek, Konecné automaty, Branné, 2019.
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Kresleni grafii na plochy

MicHAL TOPFER

ABSTRAKT. V prvni ¢asti prispévku si vysvétlime zakladni pojmy tykajici se ploch.
Dale si ukdzeme a procvicime mozné zputsoby jejich zobrazovani do roviny, abychom
na né nasledné v druhé ¢asti prispévku mohli kreslit grafy, a rozmyslime si, co takové
grafy musi spliiovat.

Piiklad. (motiva¢ni) Pfedstavte si, Ze na celé Zemi (pfedpokladejte, Ze ma tvar
dokonalé koule) se vyskytuji pravé t¥i domy a tfi studny. Postavte cesty mezi kazdym
domem a studnou tak, aby se vzajemné neprotinaly.

Uvod

Jisté jste se uz v zivoté mnohokrat setkali s grafem, napiiklad odpovidajicim silni¢ni
siti. Pokud jste ovSem potiebovali nakreslit slozitéjsi graf, jisté jste si vS8imli, Ze ne
vzdy ho lze nakreslit tak, aby se jeho hrany nikde nekfizily — z tohoto duvodu je
tfeba staveét na silnicich rtizné tunely a mosty. Ukazeme si, ze kdyby Zemé nebyla
kulata, ale naptiklad méla tvar toru, tak bychom na ni mohli postavit nékteré silni¢ni
sité, které na kouli bez mostti postavit nelze.

Pro tplnost nejprve definujme, ¢im je graf ve smyslu teorie grafi:

Definice. Graf G = (V,E) je usporddand dvojice mnozin vrchold V = {1,2,
...,n} ahran £ C (‘2/) Rekneme, e graf na |V| = n vrcholech je iplny (znaceny
K,), pokud E = (}).

Ukazeme si, ze grafy na rovinu nenakreslitelné bez kiizeni hran lze mnohdy na-
kreslit na jiné plochy, naptiklad torus ¢i Kleinovu lahev.

Co to vlastné je ta plocha?

Jelikoz plochy mohou vypadat velmi riznorodé (napiiklad povrch hrnicku, ale tieba
i tohoto sborni¢ku), jejich matematicky popis je pomérné slozity. Pro zajimavost,
jedna z moznych definic je nasledujici:

Definice. Plocha T je souvisld kompaktni mnozina X C R" takova, Ze pro kazdé
y € X existuje oteviené okoli y takové, ze jeho priunik s X je homeomorfni otevie-
nému kruhu v R2.
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Definice ve skutec¢nosti pouze fiké, Ze plocha vypadé ,rozumné“, tj. je koneéné
velké, mezi kazdymi jejimi dvéma body vede cesta a neobsahuje zadné ,diry“ ¢i
okraj. Pojem homeomorfni jesté pozdéji pouzijeme, v podstaté plati, ze A je home-
omorfni s B pravé tehdy, kdyz lze A zdeformovat tak, Ze vznikne B (a také B lze
zdeformovat na A).

Mezi plochy fadime napiiklad sféru ¢éi torus (na obrézku), ovSem rovina ¢éi uza-
vieny ¢tverec plochami nejsou (rovina neni koneénd, tudiz ani kompaktni, naopak
bod na okraji ¢tverce neméa okoli homeomorfni otevfenému kruhu). Pfesto jsme za
pomoci malého triku schopni vSechny plochy nakreslit na papir.

Zobrazovani ploch do roviny
Nejprve si ukazeme, ze plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni. Kazdy graf, ktery Ize nakreslit na sféru, Ize nakreslit i do roviny.

Diikaz. Staci, kdyz si zvolime néjaky bod na sféie, ktery neni vrcholem ani neni na
hrané grafu, sféru ,,polozime“ na rovinu s timto bodem xy nahote a poté kazdy bod
x # x¢ sféry zobrazime na takovy bod roviny, kde ji protne pfimka xgzx. O

Ukézeme si (neformdalné) dvé operace, jak kreslit riizné plochy na papir, a také pro
vzniklé plochy definujeme jejich tzv. Eulerovu charakteristiku .

Definice. Priddni ucha provedeme tak, ze z papiru ,,vyfizneme* dva kruhy a body
na jejich okrajich v opa¢nych orientacich ztotoznime. Priddni kriZitka provedeme tak,
ze ,vytizneme“ pouze jeden kruh a ztotoznime protéjsi body na jeho okraji.

Definice. Fulerova charakteristika x plochy I' vzniklé ze sféry pridanim u usi a
k krizitek je
x=2—2u—k.
Jako cviceni si mutzete rozmyslet, ze po pfidéni ucha ¢i kfizitka nam ztistane

plocha. Ovsem plati dokonce nésledujici véta:
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Véta. Kazdou plochu Ize vytvoiit ze sféry pridanim néjakého poctu u usi a k kiizi-
tek. Pokud k = 0, nazyva se tato plocha orientovatelnd a znaci se ¥,,. Pokud k > 0,
nazyva se tato plocha neorientovatelnd, je homeomorfni plose vzniklé ze sféry prida-
nim pravé n = 2u + k krizitek a znaci se I1,,.

Nejznaméjsi plochy jsou sféra (X)), torus (X1), projektivni rovina (I11) a Kleinova
ldhev (I1o).

Uloha. Jakou charakteristiku maji zminéné plochy?

Poznamka. Kazdou plochu je moZné reprezentovat pomoci mnohothelniku s ori-
entovanymi a sparovanymi hranami.

A kde vlastné jsou ty grafy?

Nyni méme pfipraveno vse, abychom mohli zacit kreslit grafy na nase vytvorené
plochy. Pro Gplnost za¢néme definici nakresleni grafu:

Definice. Nakresleni grafu G = (V,E) na plochu I' je takové zobrazeni, kde
vSechny vrcholy z G jsou zobrazeny na rizné body I' a vSechny hrany z G na nepro-
tinajici se kiivky spojujici obrazy vrcholt.

Pokud jste zkouseli vyfesit motivacni ptriklad vysSe, nejspise jste zjistili, ze tiloha
bez pouziti ,,mosti“ vyfesit nelze. Nicméné nemusime zoufat, nebot plati:

Tvrzeni. Kazdy graf Ize nakreslit na sféru s pfidanim dostatecného poc¢tu usi.

Diikaz. Dtikaz je velmi snadny, staci zadany graf ,skoro-nakreslit“ (povolime proti-
néni jeho hran) na sféru a poté na kazdé misto, kde se néjaké dvé hrany kiizi, pfiddme
ucho jako ,most®, pfes ktery jednu z nich pfevedeme. Takto sice mtizeme pridat velké
mnozstvi usi, ale na vzniklou plochu jiz zadany graf nakreslit Ize. O

Cviceni. Ukaite, ze kazdy graf lze nakreslit na sféru s pfidanim dostateéného
poctu kiizitek.

Problémem pfedchoziho tvrzeni je fakt, Ze usi (éi kiizitek) je nékdy tieba pfi-
dat mnoho. Pokud ovSem dostaneme zadanou plochu, tak si ukdzeme, ze grafy na-
kreslitelné na tuto plochu jsou pomérné omezené. Konkrétné si postupné dokazeme
nasledujici ,magické” tvrzeni:

Tvrzeni. (magické) V kazdém grafu nakresleném na plochu charakteristiky x riz-
nou od sféry existuje vrchol stupné nejvyse

LHMJ
P

Byt toto tvrzeni miize vypadat velmi pokrocile, uvidime, Ze s vyuzitim znalosti
zobecnéné Eulerovy formule neni jeji dikaz pfilis obtizny.
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Véta. (Eulerova formule) Pro kazdy rovinny graf obsahujici s stén plati
VI—IE[+s =2,
pricemz pokud je graf souvisly, plati rovnost.

MizZete si zkusit tuto vétu dokazat!. Pro nés je oviem dileZita jeji zobecnéna
verze:

Véta. (zobecnénd Eulerova formule) Pro kazdy graf nakresleny na plochu s cha-
rakteristikou y obsahujici s stén plati nerovnost

VI-1El+s>x.

Byt to tak na prvni pohled nevypadd, s touto znalosti uz lze ,magické* tvrzeni
pomoci nékolika lehéich avah dokazat. Nejprve si uvédomme, ze kazda sténa ma na
svém obvodu alespon tfi hrany a také kazda hrana sousedi s nejvyse dvéma sténami.
Tudiz
21|
s <

Kdyz tuto nerovnost dosadime do zobecnéné Eulerovy formule, dostaneme

E
-2y
6| alE]
T - 2 >
v v |V|
2B, 6
v =T

Jelikoz % je prumérny stupeii vrcholu grafu, vime, ze minimélni stupen grafu musi
byt nejvys takovy, tedy Ze existuje vrchol stupné nejvyse 6— 2 m Tudiz pro kazdy graf
na ploSe s kladnou charakteristikou (tj. sféra a projektivni rovina) existuje vrchol
stupné nejvyse pét, takze projektivni rovina spliuje ,magické“ tvrzeni.

Jiny horni odhad na miniméalni stupen grafu s n vrcholy je n — 1, nebot zfejmé
vS8echny jeho vrcholy maji stupen nejvyse n — 1.

Nyni si sta¢i v§imnout, Ze pro x < 0 je funkce f(z) = 6— %X pro z > 0 nerostouc,
naopak g(xz) = x — 1 je zjevné rostouci. Tudiz pokud nalezneme prusecik téchto
funkci, zjistime maximalni moZzny minimalni stupen grafu, ktery lze na odpovidajici
plochu nakreslit:

6
——sz—l,
x

2? — Tz +6x =0,

<x 7\/4924x> <:c 7+\/4924x> 0
2 2 e

IN4povéda: Uvédomte si, ze véta plati pro stromy, a pak pouzijte indukci podle hran.
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Jelikoz je x < 0, tak /49 — 24x > 7, tudiz prvni zavorka soucinu nespliiuje z > 0.
OvsSem z druhé zavorky pfimo plyne, Zze pro minimélni stupen d libovolného grafu

plati
J< {5 + /49 — 24)(J
— 2 )

coz je ovSem presné nase ,magické* tvrzeni!
Cviceni.
(1) Zkuste nakreslit co nejvétsi aplny graf na torus.
(2) Zkuste nakreslit co nejvétsi aplny graf na projektivni rovinu.

(3) Zkuste nakreslit co nejvétsi aplny graf na Kleinovu lahev.

Ve skuteénosti 1ze na kazdou plochu nakreslit aplny graf s pravé {5*'7 V43_24X +1

vrcholy, ovSem s vyjimkou Kleinovy ldhve. Pfedchozi cviceni bylo tedy trochu chytak,
nebot byt maji torus i Kleinova ldhev stejnou charakteristiku, na torus lze nakreslit
K7, ovéem na Kleinovu lahev bohuzel ne.

Literatura a zdroje
Prispévek je upravenou verzi ptispévku od Tomdse Novotného, ktery ho prednasel
v Hojsové Strazi na jare 2016 a kterému timto dékuji.

[1] Tom&s Novotny, Kresleni grafi na plochy, Hojsova Straz, 2016.
[2] Zapisky z pfedmétu Kombinatorika a grafy II na MFF UK.
[3] Peter ,mtr* Korcsok, Grafity v metre, Mentaurov, 2013.
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Apolloniova kruznice

ADELA KAROLINA ZAGKOVA

ABSTRAKT. Prispévek se zaméfuje na zajimavou geometrickou mnozinu bodi, Apo-
lloniovu kruznici. Podivame se na jeji vyuziti v konstrukénich a dikazovych tlohach
a na dalsi pékné aplikace.

Jesté nez se pustime do samotné Apolloniovy kruznice, ukazme si par vlastnosti
os 1hli, které se nam budou dale velice hodit.

Tvrzeni. (o ose vnitinfho tthlu) V trojihelniku ABC oznadme priisecik osy vniti-
niho thlu BAC' a strany BC jako D. Pak plati

|BD|  |AB|
|DC| — |AC|

Tvrzeni. (o ose vngjsiho thlu) V trojihelniku ABC, kde |AB| # |AC|, ozna¢me
prusecik osy vnéjsiho ihlu BAC a piimky BC' jako E. Pak plati

|BE|  |AB|
|CE| — |AC|

Piiklad 1. V kartézské soustavé soufadnic jsou dany body A = [5,0] a B = [20, 0].
Najdéte na piimce AB dva body, které jsou dvakrat blize k A nez k B. Zkuste najit
dalsi body mimo pfimku AB. Dokazali byste je néjak popsat vSechny?

A konecné k Apolloniové kruZznici

Tvrzeni. (o Apolloniové kruznice) V roviné jsou ddny body A, B. MnozZina téch
bodii X, pro které je pomér | X A| : |XB| roven dané kladné konstanté \ # 1, je
kruznice se stfedem na primce AB.

Priklad 2. Na piimce jsou dény po fadé body A, B, C. Uréete mnozinu bodta X,
ze kterych jsou tsecky AB a BC vidét pod stejnymi dhly.

Priklad 3. V roviné jsou dény ¢tyii razné body A, B, C, D nelezZici na stejné
pfimce. Sestrojte vSsechny body X, pro néz plati AABX ~ ACDX.
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Priklad 4. Na pfimce jsou dany po fadé body A, B, C, D, které jsou vzajemné
ruzné. Sestrojte vSechny body X lezici v roving, pro néz plati

|<AXB| =|<BXC| = |<CXD|.
Priklad 5. Je ddna tsecka BC. Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC takové, Ze
velikosti vysek vy, v. z bodda B, C jsou v poméru 1 : 2.

Priklad 6. V trojihelniku ABC ozna¢me S, Sy, S. postupné stiedy jeho stran
BC, CA, AB. Dokazte, Ze pro libovolny bod X rtzny od bodu S,, Sy, S. plati

i {XAL XL XL
[ X Sal " [X S| |XSe[ ]~

(MO 70-A-I-5)

Priklad 7. Je dan trojihelnik ABC a dva ruzné body X, Y takové, Ze plati
|AX|:|BX]|:|CX|=|AY|:|BY|:|CY|. Dokazte, ze pfimka XY prochézi stfedem
O kruznice opsané trojuhelnika ABC.

Priklad 8. V roviné jsou dany body A, B, C' nelezici na jedné pfimce. Zkonstruujte
kruznici k prochéazejici skrz body A, B takovou, Ze teny z bodu C na ni sviraji
thel 60°.

Priklad 9. Na praméru kruznice k jsou dény body A, B. Vepiste do kruZnice k
rovnoramenny trojuhelnik tak, aby body A, B leZely na jeho rtznych ramenech.

Piiklad 10. V roving jsou ddny dvé kruzmice ki(S1,71) a ko(S2,72), kde
|S152| > r1 + ro. Najdéte mnozinu vSech bodt X, které nelezi na pfimce S7.59
a maji tu vlastnost, ze tsecky 51X, S3 X protinaji po fadé kruznice ki, ko v bodech,
jejichz vzdalenosti od piimky S1.52 se rovnaji. (MO 63-A-11-2)

Priklad 11. V roviné jsou dany body A, B, C nelezici na jedné pfimce a je dana
kladné konstanta k # 1. Necht m je Apolloniova kruznice definované jako mnozina
bodu X, pro néz | X A| : | X B| = k, a necht n je kruznice opsand trojihelniku ABC.
Oznac¢me T, U body, kde se m a n protinaji. DokazZte, ze te¢ny na m a n v bodé T,
resp. U jsou na sebe kolmé.

Pro narocné

Apolloniova kruznice je tésné spjata s kruhovou inverzi, ale i se stiedy v trojuhelni-
cich. Pojdme se podivat, kam se ndm schovala tentokrat.

Definice. (kruhova inverze) Zobrazeni uréené kruznici k se stfedem S a polomérem
r, které bodu A # S prifadi bod A’ lezici na polopfimce SA tak, Ze

[SA|-|SA] = 2,

se nazyva kruhovd inverze urcend kruznici k.
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Priklad 12. V roviné je ddna kruznice k a bod A mimo ni a riizny od jejiho st¥edu.
Necht A’ je obraz bodu A pies kruhovou inverzi podle k. Ukazte, Ze kruZnice k je
Apolloniovou kruznici kolem bodt A a A’.

Priklad 13. (izodynamické body) V roviné je dén trojihelnik ABC. Necht k, je
Apolloniova kruznice kolem bodid B a C' prochazejici bodem A, tj. mnozina bodu
X takovych, ze |XB| : |XC| = |AB]| : |AC|. Této kruznici se ¥ikad A-Apolloniova
kruznice. Obdobné definujme k;, a k. jako B-Apolloniovu kruznici a C-Apolloniovu
kruznici. Ukazte, ze k,, ky a k. se potkévaji ve dvou bodech.

S izodynamickymi body se vaze spousta dalSich zajimavosti. Jsou si napiiklad
navzajem obrazy pii kruhové inverzi podle kruznice opsané trojihelniku ABC nebo
lezi na stejné piimce (Brocardové), na niz lezi také opsisté a Lemointiv bod.!

1Vic se mtzete doéist ve 3. dilu seridlu Geometrie trojuhelnika: |ttps://prase.cz/archive/36/
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Navody

Vyuzij tvrzeni o ose thlu.

Zmas pomeér stran findlnich trojihelnika?
Pouzij dvakrat dlohu 2.

V jakém poméru jsou pak strany AB a AC?

S o R w0

. Najdi vhodné Apolloniovy kruznice a ukaz, ze body uvniti kruZnice maji pomér
vzdalenosti vétsi.

7. Sleduj obrazek z pohledu bodi X a Y.

8. Ke konstrukci kruznice se hodi zkonstruovat jeji stred.

9. Cim bude spojnice st¥edu kruznice k a hlavniho vrcholu rovnoramenného troj-
thelniku?

10. Ogznac si Y7 a Y, pruseciky kruznic s tseckami S1X a S3 X. Vyuzij podobnost
trojuhelnika XY1Ys a X515;.

11. Dokaz, ze trojuhelniky OT A a OBT, kde O je stfed kruznice m, jsou podobné.
12. Vyuzij definici kruhové inverze.

13. Ukaz, ze prisecik dvou kruznic lezi i na té tieti.

Literatura a zdroje

Chtéla bych podékovat Jachymu Soleckému, jehoZz prednéska mé uz jako ucastnici
zaujala a z niz jsem nyni notné cerpala pro sviij prispévek.
[1] Jachym Solecky: Apolloniova kruZnice, Branna, 2019.
[2] Archiv prikladi Matematické olympiady,
lhttp://www.matematickaolympiada.cz/.
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Svrékiv bod

ADELA KAROLINA ZAGKOVA

ABSTRAKT. Pifednaska uvadi do problematiky Svrékova bodu, ktery je klicovy mimo

jiné pro feseni olympiddnich geometrickych tloh, a ukazuje jeho uzitecné vlastnosti.

Nuze, pojdme se ponofit do hlubin krasné, syntetické geometrie!
Tvrzeni. (Svrékitv bod) V trojithelniku ABC' se osa vnitiniho tthlu BAC, osa
strany BC' a kruZnice opsand protinaji v jednom bodé. Tento bod nazyvame Svrckiv
bod prislusejici vrcholu A a znacime S 4.

Tvrzeni. Stred kruznice vepsané NABC, stfed kruznice pFipsané strané BC' a
body B a C' lezi na jedné kruznici se stfedem v S 4.

Tvrzeni. Necht se kruznice k, | vnitiné dotykaji v bodé T, tétiva AB kruznice k
se dotyka | v bodé U. Pak UT je osa thlu ATB.

Tvrzeni. (Shooting lemma) Necht M je stfed oblouku PQ na kruZnici w a pfimka
p prochazejici bodem M protina primku PQ v X aw v Y. Pak plati:
(1) |[MX|-|MY|=|MPP.
(2) Necht I je vepsisté APYQ, pak |MX|-|MY|=|MI|?.
(3) Necht'p’ je dalsi pfimka prochazejici M, kterd protina pfimku PQ v X’ a w
vY’' pak X,Y, X' aY’ lezi na jedné kruznici.

Umluva. V piednasce budeme pouZivat nasledujici znaceni (pokud nebude feéeno
jinak): I je stfed kruZnice vepsané (vepsisté), O stied kruZnice opsané (opsisté), Ja
stied kruZnice pfipsané k BC' (pfipsisté) (obdobné Jg, Jo). Déle necht AD je osa
thlu CAB, kde D lezi na BC, obdobné BE a EF.

A jde se Tesit

Priklad 1. Je dén trojihelnik ABC. Ozna¢me O stfed kruZnice opsané trojuhel-
niku BCI. Dokazte, ze |[<OKB| = |<OLC]|, kde K, L jsou body dotyku kruZnice
vepsané ABC po fadé se stranami AB, AC. (China girls 2012/5)

Piiklad 2. Ctyiahelnik ABCD je vepsan do kruznice w. Stiedy sousednich ob-
louktt AB, BC, CD, DA ozna¢me postupné Sa, Sg, Sc, Sp. Dokazte, Ze pfimky
SaSc a SpSp jsou na sebe kolmé.
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Priklad 3. V trojahelniku ABC s béznym znacenim ukaZte, Ze I je ortocentrem
trojuhelnika S4SpSc.

Priklad 4. Dokazte, ze body Ja, Jg, A, B lezi na jedné kruznici.

Piiklad 5. Oznaéme N4 prisedik osy vnéjsiho thlu u vrcholu A a osy protéjsi
strany. Ukazte, ze tento ,antisvrk“
(i) lezi na kruZnici opsané trojihelniku ABC,
(ii) lezi ve stiedu JpJeo
(iii) a jeho vzdélenost od pifmky BC je “2"C kde rp a rc¢ zna¢i poloméry
kruznic pfipsanych naproti vrcholim B a C.

Priklad 6. Je dan trojuhelnik ABC se stfedem kruznice vepsané I a vnitfnim
bodem P. Dale plati

|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC|+ |<PCB].

Ukazte, ze |AP| > |AI|, pfi¢emZ rovnost nastava, pravé kdyz P = I. (IMO 2006)

Priklad 7. Necht jsou AL a BK osy thli nerovnoramenného trojihelniku ABC
(L lezi na strané BC, K lezi na strané AC). Osa tisecky BK protne piimku AL
v bodé M. Bod N lezi na pfimce BK a plati, ze LN je rovnobézna s M K. Dokazte,
ze [LN| = |NA|. (Junior Balkan 2010)

Priiklad 8. KruZnice w; a we maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé se vnitiné dotykaji
kruznice w postupné v bodech R a S. Bud @ druhy priiseéik RT a w. Ukazte, Ze
|[<<@QST| = 90°. (KMS)

Priklad 9. Necht BC je prumér kruznice k se stfedem O. Déle bud A bod na k
takovy, ze |[<AOB]| < 120°, a D bud stied toho oblouku AB, ktery neobsahuje C.
Rovnobézka s DA vedena bodem O protne AC v bodé I. Osa tisecky OA protne k
v bodech E a F'. Ukazte, ze I je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CEF.
(IMO 2002)

Priklad 10. Mgjme trojuhelnik ABC. Oznaéme I stied kruZnice vepsané a pri-
seCiky osy thlu z vrcholu A se stranou BC' a s kruznici opsanou postupné D a M.
Dokazte, ze plati |AM| - |ID| = |MI|-|AI|.

Piiklad 11. Necht ABC je ostrotuhly trojihelnik s |[AB| # |AC|. Kruznice nad
prumérem BC' protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me O
stfed strany BC' a R prusecik os thla BAC a MON. Dokazte, ze kruznice opsané
trojihelnikim BM R a CNR se protinaji na strané BC. (IMO 2004)

Piiklad 12. Trojahelnik ABC spliiuje vztah |AC| + |BC| = 3 - |AB|. Kruznice
jemu vepsana se stiedem I se dotyka stran BC a C'A postupné v bodech D a E.
Necht K, L jsou obrazy bodi D, E ve stiedové soumérnosti podle I. UkazZte, Ze
body A, B, K a L lezi na jedné kruznici. (IMO shortlist 2005)
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Priklad 13. Je dan trojuhelnik ABC se stfedem I kruznice vepsané a kruZnici
opsanou I'. Pfimka Al protne kruznici I' podruhé v bodé D. Bud E bod na oblouku
BDC a F bod na useéce BC takovy, Ze [<BAF| = |<CAE| < §|<BAC|. Déle bud
G stted tsecky IF. Dokazte, ze piimky FI a DG se protinaji na kruznici I'.

(IMO 2010)

Priklad 14. Pfimka ¢ protind kruznici I' v bodech A, B. KruZnice I'; a I's jsou
vepsané do stejné tiseCe urcené piimkou ¢ a maji vnéjsi dotyk. Dokazte, ze jejich
vnitini spole¢na tec¢na prochézi pevnym bodem, pohybuji-li se I';, I'y; ve vymezené
Gsedi. (Prasolov)

Priklad 15. Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD s delsi zékladnou AB.
Oznac¢me I stfed kruZnice vepsané trojuhelniku ABC' a J stfed kruznice pfipsané
strané AD trojuhelniku ACD. Dokazte, ze pfimky IJ a AB jsou rovnobézné.

Priklad 16. V trojihelniku ABC plati |[AB| < |BC|. Ozna¢me M stfed AC.
Dokazte, ze |<IM A| = |<INgB|.

Piiklad 17. KruZnice w; a wy se obé zevnitf dotykaji kruZznice w postupné v bo-
dech A a B. Spole¢na te¢na wy a wq se jich dotyka postupné v bodech C' a D. Ukazte,
ze ABDC je tétivovy Cctyruhelnik

Priklad 18. Necht kruZnice Q a w maji vnitini dotyk v bodé P, pfi¢emz w lez
uvniti Q. Bud AB tétiva (2, kterd se dotykd w v bodé C. Priusec¢ik PC s  rtizny od
P si oznaéme Q. Necht teény z bodu @ ke kruznici w protinaji kruznici Q v bodech
R a S. Vepsisté trojuhelniki APB, ARB a ASB si postupné oznac¢ime jako I, X
a'Y. Ukazte, ze |[<PXI| + |[<PYI| =90°. (Rumunsko TST 2013)

Priklad 19. Je dén trojuhelnik ABC), jeho kruZnice opsand w a bod D na strané
BC. Bud w; kruznice dotykajici se tsecky AD v bodé F, strany BC' v bodé E a
kruznice w v bodé K. Dokaite, ze stied I kruznice vepsané AABC' lezi na pfimce
EF. (Sawayama-Thebault theorem, PraSe 29/mys$mas)
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Navody
1. Vsimni si, Ze na poloze bodu B, C pfili§ nezalezi, tiloha je symetricka podle osy
ahlu.

2. Uhel mezi S4Sc a SpSp je soucet velikosti oblouk® nad S4Sp anad ScSp.
Jakou ¢ast kruznice tyto oblouky dohromady zabiraji?

3. Uhel mezi SpSc a AS, je soucet velikosti obloukt nad AS¢ a nad S4S5. Jakou
¢ast kruznice tyto oblouky dohromady zabiraji?

4. Vyuzij vlastnosti os vnitiniho a vnéjsiho thlu.

5. (ii) VSimni si, Ze kruznice opsand AABC je kruznice deviti bodi ANJaJpJde.
Alternativné vyuzij vysledek pfedchoziho ptikladu a dokaz, ze N4 je stied kruZnice
JpJcBC.

6. Dokaz, ze P lezi na kruznici opsané trojahelniku BIC, a vyuzij trojihelnikovou
nerovnost.

7. Ukaz, ze M je Svrckiv bod néjakého trojihelniku. A pak to ukaz i pro N.

8. Dokresli si spole¢nou teénu wy a we. Pak dokaz, ze () je antiSvrk.

9. Vsimni si, ze A je Svrk trojuhelniku CEF. Potom dokaz, ze I lezi na kruznici
se stfedem v A a polomérem AF.

10. Trojuhelniky MCD a BAD jsou podobné, vyuzij Shooting lemma.

11. Ukaz, ze R je Svréktv bod trojuhelniku AMN.

12. Tipni si, kde lezi stfed kruZnice, a pfeved tilohu na poéitani vzdalenosti.
13. Dokresli J4, aby ses zbavil bodu G.

14. Vyuzij Shooting lemma a mocnost bodu ke kruznici.

15. Dokresli si vepsisté trojahelniku ABC, piidej Svrékiv bod AADC a dothli.
16. Dokresli si J4, Jp a podivej se na podobnost trojihelniktt AIC a JoIJ4.

17. Vyuzij tvrzeni o dotykajicich se kruznicich a dokaz, ze stfed oblouku uréeného
spole¢nou teénou kruznic lezi na BD i AC'. Shooting lemma.

18. Uvédom si, ze @ je Svrk vSech tii trojuhelnikii a dokaz, ze X, Y jsou body
dotyku tecen z néj ke kruznici w. Dothli.

19. Protni osu tthlu u vrcholu A s EF (dokresli i Svrékiiv bod) a vyuzij Shooting
lemma.

Literatura a zdroje

Prispévek je prevzaty z prednasky Verc¢i Hladikové a také inspirovany seridlem na
téma Geometrie trojuhelnika. Timto jeho dvéma autorim a také Verce dékuji.
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88



Obsah

Nejvétsi spoleény délitel (Fila Cermak) . . . ... .. ... ... ...... 3
Pravdépodobnostni paradoxy (Fila Cermak) . . . ... ... ........ 8
Kvadratické zbytky (Matéj Dolezélek) . . . . . ... ... ... ... ... 11
Koneéné projektivni roviny (Klarka Grinerovd) . . . ... ... ..... 18
Konstrukéni dlohy (Veréa Hladikovd) . . . . . .. ... .. ... ... ... 22
Odmocniny z jednic¢ky (Lenka Kopfovd) . . . . ... ... ... ...... 25
Derivace (Terka Kuderovd) . . . . . ... ... ... ... ... ....... 29
Fibonacciho é€isla (Anna Mlezivovd) . . . . . . . ... ... ... ... ... 32
Toky v sitich (Honza Nekarda) . . . . . .. ... ... ... ... ...... 34
Chinese dumbass notation a SOS (Radek Olgédk) . ... ... ... ... 39
Hilbertovsky kalkulus (Daniel Perout) . . . . .. ... ... ... ... .. 49
Nahodné prochazky (Hedvika RanoSovd) . . . . . .. ... ... ... ... 53
Izogonaly a kamaradi (Martin Ragka) . . ... ... ... ... ...... 58
p-adicka €isla (Martin Ragka) . . . . ... ... ... . . ... 62
Koneéné automaty (Michal Topfer) . . . . . . ... ... ... .. ... .. 71
Kresleni grafii na plochy (Michal Topfer) . . .. ... ... ... ..... 76
Apolloniova kruznice (Adéla Karolina Zackova) . . . . . .. ... ... .. 81

Svrékiv bod (Adéla Karolina Zackova) . . . . . o oo oo 85



