Mrtnik

SBORNIK, JARO 2023

NATALIA BATOROVA
oLA CERMAK
MATEJ DOLEZALEK
KLARKA GRINEROVA
PETR HLADIK
VERCA HLADIKOVA
TERKA KUCEROVA
LuckA KUNDRATOVA
ANNA MARIE MINAROVICOVA
RADEK OLSAK
MICHAL PECHO
DANIEL PEROUT
ZDENEK PEZLAR
MARIAN POLJAK
ADELA KAROLINA ZACKOVA



AuTORI: Natalia Batorova, pla Cermak, Matéj Dolezalek, Klarka Grinerové, Petr
Hladik, Verc¢a Hladikova, Terka Kucerova, Lucka Kundratova, Anna Marie Minaro-
vicova, Radek Olsak, Michal Pecho, Daniel Perout, Zdenék Pezlar, Marian Poljak,
Adéla Karolina Zackova

EpITORI: Matéj Dolezéalek, Michal Pecho

vydani prvni, ndklad 44 vytiski

brezen 2023

Diky za pomoc vSem, kterym je za co dékovat.

Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.



Kongruencie

NATALIA BATOROVA

ABSTRAKT. Kongruencie st jednym z néstrojov tedrie ¢isel. Umoziiuju nam ziskat
jednoduchsi nadhlad na delitelnost. Daju sa uplatnit v matematickej olympiade ¢i inych
sutaziach. V tejto prednéske si ich definujeme a nauc¢ime sa s nimi od zakladov pra-
covat.
Definicia. Nech a, b st celé ¢isla a m prirodzené. Povieme, Ze a je kongruentné
s b modulo m, pokial m | (a — b). Piseme

a=b (modm).

Ak a je kongruentné s b modulo m, tak ¢isla a, b davaji rovnaky zvySok po deleni
¢islom m. Specidlne m | a mozeme zapisat ako a = 0 (mod m). UkdZeme si, Ze
s kongruenciami je mozné pracovat skoro ako s rovnicami.

Tvrdenie. (vlastnosti kongruencie) Necha =b (mod m),c=d (mod m)an € N.
Potom:

(1) a4+ c=b+d (mod m),
(2) a-c=b-d (mod m),
(3) a™ =" (mod m),
(4) ak d | m, tak a =b (mod d).
Uloha 1. Spocitajte 83%% + 252 mod 4.
Uloha 2. Aky zvysok dava ¢islo 11'3 po deleni ¢islom 157
Cvicenie. Ukézte, Ze vo vSeobecnosti neplati, Zze ak a-¢ = b-¢ (mod m), taka =b
(mod m).
Tvrdenie. Necha-c=b-c (mod m), potom a =b (mod m/NSD(m,c)).
Désledok. Ak NSD(m,c)=1aa-c=b-c (mod m), taka=0b (mod m).
Uloha 3. Najdite vietky = € N, aby platilo 12z + 272 = 18 (mod 30).
Uloha 4. Najdite vietky = € 7Z splhajtce 3z + 6 = 8 (mod 20) a vietky y € Z
spliajice 3y +6 = 8 (mod 4).
Veta. (Bézoutova) Nech aspoii jedno z celych ¢isel a, b je nenulové. Potom existuju
celé ¢isla , y také, ze NSD(a,b) = ax + by.!

Priklad. Rozmyslite si na zaklade predchadzajicej vety, ze ak NSD(a, b) = 1, tak
ar =1 (mod b) ma vzdy riesenie. Budeme ho znacit a~!, teda a-a~! =1 (mod b).
Plati to aj v pripade, ze NSD(a,b) > 17

IViimnite si, e dvojica koeficientov (z,y) nie je uréena jednoznac¢ne. Rovnost tiez spliiaji
dvojice (z + b,y — a), (x — b,y +a), (x+2b,y — 2a), ...
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KONGRUENCIE

Riedenie. 7 Bézoutovej vety vieme, Ze existuju x, y zo Z také, ze 1 = NSD(a, b) =
xa + yb. Pozrieme sa na rovnicu mod b a dostaneme za = 1 (mod b). Pre vyrieSenie
druhej Casti ozna¢me NSD(a,b) = d > 1, potom vyuzitim vlastnosti kongruencie
dostaneme 0 = ax =1 (mod d), teda této kongruencia nem4 ziadne rieSenie.

Este by sa nam hodilo vediet spocitat Bézoutove koeficienty. Tu ndm pomodze
Euklidov algoritmus.

Definicia. (rozsireny Euklidov algoritmus) Nech a,b € N, |a| > |b], potom modZeme
NSD(a,b) a rieSenie rovnice ax + by = NSD(a, b) najst nasledujicim spdsobom:

(1) Pripravime si tabulku s tromi stipéekmi, do prvého riadku napiseme postupne
a, 1, 0 a do druhého b, 0, 1.
(2) Pokial nemame v prvom stipci 0, opakujeme nasledujtice kroky:
(2.1) Oznacme k1, ko, k3 a l1, la, I3 hodnoty v poslednych dvoch vyplnenych
riadkoch tabulky.
(2.2) Spocitame delenim so zvyskom k; : Iy = d (zv. 2).
(2.3) Do nového riadku napiSeme ¢isla z, ko — o - d a ks — I3 - d.

Posledné dve hodnoty predposledného riadku potom davaju hladané x a y. Prva
hodnota predposledného riadku je NSD(a, b).

Uloha 5. Najdite NSD(37,10) a prislusné Bézoutove koeficienty.
Uloha 6. Najdite NSD(89,55) a prislusné Bézoutove koeficienty.
Uloha 7. Uréte 257! mod 36.

Uloha 8. Najdite nejaké riesenie rovnice 185x + 40y = 5, kde z,y € Z. Ako budu
vyzerat vSetky riesenia?

Uloha 9. Najdite vietky rieSenia rovnice 22 + 10z — 1 =0 (mod 17).

Kongruencia a Stvorce

Vyuzitie kongruencie néjdeme aj pri rieseni tychto prikladov. Sta¢i si uvedomit, Ze
ak je €islo $tvorec, tak moze mat len niektoré zvysky modulo vhodné é&islo.

Uloha 10. Rozhodnite, ktoré z ¢isel {4,44, 444, 4444, . .. } st §tvorcom, teda mozno
ich zapisat ako n? pre n € N.

Uloha 11. Je mozné v ¢isle 2468101214 preusporiadat cifry tak, aby to bol stvorec?

Uloha 12. Je mozné v éisle 1234567891011121314 preusporiadaf cifry tak, aby to
bol stvorec?

Uloha 13. Néjdite vetky prirodzené n, pre ktoré 4™ + 6™ 4 9™ je Stvorcom.
(ELMO Shortlist 2012)



NATALIA BATOROVA

Na zaver par zlozitejSich aloh . ..

Uloha 14.

Uloha 15.

Uloha 16.

Uloha 17.

Uloha 18.

Uloha 19.

Navody

Najdite vietky prvoéisla, ktoré splhaja 3p* — 5¢* — 4r? = 26.
(Junior Balkan MO 2014)

N4jdite vsetky ¢isla n, pre ktoré je ¢islo 2" 4 12" 4 2011"™ Stvorcom.
(USA Junior MO 2011)

Najdite vietky prvocisla p, pre ktoré st p + 2 aj p? + 2p — 8 prvodéisla.
(Albanian National Math Olympiad 2012)

Néjdite vsetky prvocisla, pre ktoré p+q+r = 2023 a pgr+1 je stvorec.
(Olympiada Matematica de Andalucia 2023)

Najdite vietky nezdporné rieSenia 7% = 4% + 5¢ 4 6.
(TST Kirgizsko)

Nech p je prvocislo a 2P 4 37 = a™. Ukéazte, Ze potom n = 1.

Vyuzite vlastnosti kongruencie, navyse plati 3 = —1 (mod 4).

Vyuzite 11 = —4 (mod 15).

Spocitajte Euklidovym algoritmom.

1
2
4. Vyuzite vlastnosti kongruencie.
7
8

Pozrite sa na NSD(185, 40).
10. Vydelte 4 a sktste mod 4.
11. Skuaste mod 3.
12. Tentoraz mod 9.
13. Skuste mod 5 a mod 13.

14. Pozrite sa na rovnicu mod 3 a mod 5.

15. Pozrite sa na rovnicu mod 3 a potom mod 4.
16. Skuste mod 3.

17. Vyskuasajte mod 4.

18. Skuste postupne mod 3, 4, 5, 25.

19. Vyrieste pre p = 2 a potom sa pozrite na rovnicu mod 5 a mod 25. Vyuzite binomicku vetu.

Literatura a zdroje

[1] Filip Bialas: Kongruence, Zasada, 2017.
[2] Tomas Novotny: Délitelnost, Paseky, 2018.
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Algebraické triky neboli. .. ¢gle

LA CERMAK

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje fadu algebraickych triki, které se hodi pfi FesSeni pfi-

kladi nebo jejich ¢asti. Velkym zdrojem trika, které élovék vice ¢i méné casto pouzije,

byvaji nerovnosti a velkym zdrojem k feSeni nerovnosti je zase seridl MKS od Michala

Rolinka a Pavla Saloma, ktery najdete na nasich strankich?. Ten tedy doporuéuji

precist kazdému, kdo mé pocit, ze se potfebuje v algebraickych manipulacich zlepsit.
Umluva. Ulohy jsou v tomto piispévku oznaceny slovem P¥iklad, pokud patii
mezi ty snazsi, a slovem Uloha, pokud pati{ mezi ty naro¢néjsi.

Poznamka. (symetrie a cykliénost) Vyraz v nékolika proménnych je symetricky,
pokud se nezméni prohozenim libovolnjch dvou z nich. Pak mtizeme BUNO piedpo-
kladat, ze proménné jsou v ndmi vybraném potadi (napf. od nejvétsi po nejmensi).

Vyraz je cyklicky, pokud se nezméni po cyklické zdméné (napf. x za y, y za z
a zaroveii z za x). Poté mtizeme BUNO piedpokladat napiiklad to, Ze jedna z pro-
ménnych je nejvétsi. Tyto tvahy Casto zkrati sepisovani Feseni alespon na polovinu.

Dosazeni

Mame-li soustavu rovnic, ¢asto stac¢i jednu proménnou vyjadrit a dosadit.

Priklad 1. Soucin redlnych ¢isel z, y, z je jedna. Uréete vSechny mozné hodnoty

vyrazu
1 1 1

+ + .
l4+z4+zy 14+y+yz 142422

Piiklad 2. Pro nenulova realna ¢isla a, b, ¢ plati
a? —b% = be, b2 — 2 = ca.
Ukazte, ze pak plati i a® — ¢ = ab.

Rozklady na soucin

Maji-li se v tloze najit vSechna prvocisla urcitého tvaru, zpravidla se snazime pfi-
slusny vyraz rozlozit na soucin, protoze pak je snadné fici, kdy pidjde o prvocisla
(jen jeden z Cinitell je rtzny od £1). Ale umét rozkladat na soucin se hodi i jindy.
Priklad 3. Najdéte dvé étyfmistnd &isla, jejichz souc¢inem je 4% 4 68 + 93.

Piiklad 4. Najdéte viechna cela ¢isla n, pro néz je n* — 3n? + 9 prvodéislo.
(MO 61-111-1)

2http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
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Uloha 5. Dokaite, Ze existuje nekoneéné mnoho kladnych celjch éisel a takovych,
7e pro zadné n € N neni n* + a prvoéislo. (IMO 1969)

Uloha 6. Najdéte nejmensi trojciferné ¢islo n, pro néjz mé soustava
23+ 2ty oy =0,
P+ +r+y=n+1

pouze celociselna feseni.

Substituce xyz =1
Méame-li na proménné podminku xyz = 1, ¢asto pomuze substituce
a b c
= -, = -, z=—.

b 4 c a
Cviceni. Rozmyslete si, Ze tuto substituci opravdu mizeme pouzit, tedy Ze pro
kazda x,y, z spliiujici tuto podminku existuji vhodnéa a, b, c.
Priklad 7. Opét vyteste Pfiklad 1.
Piiklad 8. Kladnd ¢isla a, b, ¢ splituji abc = 1. Dokazte

1+ a%c 1+ b%a 1+c3b

+ + > 3.

cb+c) alc+a) bla+b)

Uloha 9. Pro kladné a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte
b

a c
—+-+-2>a+b+ec
b ¢ a

(MO 52-111-6)

Substituce 2’ =z + ¢
Jesté jednodussi substituce je pouhy posun vSech proménnych o konstantu, ¢asto ale
vytesi celou ulohu.
Piiklad 10. Najdéte vSechna redlnd x spliiujici
(2% + 32 +2)(2% — 22 — 1)(2® — Tz + 12) + 24 = 0.

V nésledujicim piikladu budeme vyuzivat jedno zajimavé tvrzeni o polynomech
(jinak ale pro nasi pfednasku nedilezité).
Véta. (Eisensteinovo kritérium) Budiz P(x) = ap,2"+ay,_12" '+ -+ag polynom
s celociselnymi koeficienty a p prvocislo takové, ze

(i) p1fan,
(ii) pla;, Vie{0,...,n—1},
(iii) p? 1 ao.
Potom je polynom P(x) ireducibilni nad Q (tedy neexistuji nekonstantni polynomy
s racionalnimi koeficienty, jejichZ soucin by byl rovny P).
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Priklad 11. Necht p je prvodéislo. S pomoci Eisensteinova kritéria dokazte, Ze
polynom P(z) = 2P~! + 2P=2 4 ... + 1 je ireducibilni nad Q.

Uloha 12. Jsou dana realna ¢&isla x, ¥, z, ktera splituji
r+y+z=12, 2 +y? + 2% = 54.

Ukazte, ze alespoil jedno z Cisel z, y, z je nejvyse rovno tiem a alespon jedno je vétsi
nebo rovno péti. (MO 60-111-3)

Linearita proménné

Méme-li vyraz, ktery je v nékteré proménné linearni, pak bude nabyvat svych ex-
trémt pro jeji krajni hodnoty. To illohu mnohdy velmi zjednodusi nebo tplné vytesi.

Piiklad 13. Jsou déna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1). UkaZte nerovnosti
6 >3abc+4(1—a)(1-0)(1—¢c)+a+b+c>1.

(MKS 28-7-6)

Priklad 14. Naleznéte minimum a maximum vyrazu
a(l—=b)+b(1 —c)+c(1—a),

v némz a, b, ¢ jsou z intervalu (0, 1).

Pfiklad 15. Pro z,y € R a z € (—2,2) ukaZte nerovnost
z? + y2 > xyz.

Priklad 16. Nechtn >2,0<uz; <1,i=1,2,...,n. Dokazte nerovnost

n n n
in - Z$i$i+1 < {gJ ;
i=1 i=1

kde 11 = 1. (Vybérové soustiedéni 2016)

Homogenita

Definice. (homogenita) Vyraz V(a,b, ¢) nazveme homogenni stupné «, pokud exis-
tuje a € R takové, ze pro kazdé t > 0 plati

V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c).
Mame-li homogenni nerovnost, mtizeme si pomoci tim, ze si pfiddme néjakou

podminku (jejiz splnéni miizeme zaruéit pravé pomoci t v predchozi definici).
8
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Piiklad 17. Proa,b> 0 a s > r dokaite

1
=

W[

(aT+bT) 2 (as+b5)

Piiklad 18. Pro a,b > 0 ukazte
a* + 2b* > a?b? + 2ab°.

Uloha 19. Dokazte Cauchy-Schwarzovu nerovnost: n € N, déle uy, us, ..., u, € R
a vi,v,...,0, €R. Pak

(u%—l—u%—l—---+ui)(vf+v§+-~-+vi)2(ulvl—i—ugvg—l—---—i—unvn)Q.

(Ne)rovnost

Méme-li néjakou rovnici nebo soustavu rovnic, mizeme si nékdy pomoci tim, ze
ukdzeme, ze jedna strana je vétsi nez druhd, a vyuzijeme, ze vime, kdy v nami
pouzité nerovnosti nastava rovnost.

Uloha 20. V oboru reélnjch é&isel feste soustavu rovnic

z* +y? 4+ 4 =5yz,
y*+ 2% 44 =522,
24 4 2% + 4 = bay.

(MO 61-I11-6)

Uloha 21. Urcete viechny trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych ¢isel, které jsou rese-
nimi soustavy rovnic
avb—c=a,

by/c—a=0b,
cva—b=c.
(CPS 2010)
Polynomy

Priiklad 22. Mgéjme redlna éisla x, y, z, pro kterd plati

x+y+z2=0,
zy +yz+zx =0.

Dokazte, ze z =y = z = 0.
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Priklad 23. Ukazte, Ze pokud pro nenulova redlné ¢isla a, b, ¢ plati rovnost

a—b b—c c—a
+ +

~0
c a b ’

tak se dvé z téchto tii ¢isel rovnaji.

Priklad 24. Jakych hodnot miiZe nabyvat vyraz
(a+0b—c)? (b+c—a)? (c+a—b)?
(a—c)b—c) (b—a)(c—a) (a—0b)(c—10)

pro vSechny mozné trojice po dvou rtznych realnych cisel a, b, c?

(Vybérové soustiedéni 2013)
Uloha 25. Nechf a, b, ¢, d, e, f jsou pFirozena ¢isla. Oznaéme S = a+b+c+d+e+f.
Plati, ze S déli vyrazy abc + def a ab + bc + ca — de — ef — fd. Dokazte, ze S je
sloZené. (IMO shortlist 2005)

Algebra? Ne, geometrie!

Uloha 26. Dvojice nekone¢nych posloupnosti celych ¢isel a1, ag, ... a by, ba, ...
spliiuje pro n > 3 vztah

(an - an—l)(an - an—2) + (bn - bn—l)(bn - bn—2) =0.
Ukazte, ze existuje pfirozené k takové, Ze aj = apt2016- (¢KS 5. roénik, A5)
Uloha 27. Vyfeste ulohu 12, tentokrat geometricky.
Trikové Gpravy
Uloha 28. Cela ésla x, y, z splituji vztah
(=9 + @y -2+ (2 —2)* = ayz.
Dokazte, ze vyraz x3 + y3 + 23 je délitelny = + vy + z + 6.

Uloha 29. Nechf existuje n > 0 realnjch ¢isel 21,29, ..., 2,, kterd pro kazdé
i=1,...,n spliuji
1 1 1 1 1
Tp = + +- 1+ + +- 1+ .
Ti — L1 T — T2 Tij — Ti—1 T — Ti41 Tj — Tp
Navic plati 23 + 23 + - - - + 22 = 45. Urdete n. (MKS 27-1-8)
Uloha 30. Pro libovolna nezaporna realna &isla a a b dokazte nerovnost
a n b > a+b
V2 +1  Va2+1~ Vab+1

a zjistéte, kdy nastane rovnost. (MO 63-111-6)
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Navody

1. Dosadte z = ngy a zlomky zjednoduste a sectéte.

2. Z prvni rovnice dosadte za ¢ do druhé a tieti. Nyni ma z druhé rovnice plynout tieti. Viimnéte
si, ze druhou rovnici lze vydélit a, a potom ji vytknéte ze tfeti rovnice.

3. Prictéte 6%, abyste mohli vyuzit vzorecku, a pak ho opét odeététe a vyuzijte jiného vzorecku.
Ovéfte ¢tyfmistnost obou éisel.

4. Pri¢téte a odectéte 9n? a s pomoci dvou vzorecki rozlozte na soudin.
5. Zvolte a = 4m? pro m > 1 a rozlozte na souéin.
6. Oznatte a = 22 +y2, b=z +y, odvodte a = n, b = 1. Vyfeste kvadratickou rovnici a odvodte,
v jakém tvaru musi byt n. Vysledek by mél byt 113.
7. Tady se fakt neda nic nového radit :D. Udélejte substituci a upravte (sec¢téte zlomky).
8. Udé¢lejte substituci a pouzijte AG-nerovnost (jde to i rovnou bez substituce, ale po substituci
je to 1épe vidét).
9. Po substituci nerovnost vynasobte tfemi a rozlozte ji na soucet tii cyklickych AG-nerovnosti.
10. Rozlozte kvadratické trojéleny na souéin, zvolte y = —1 a nasledné z = y2. Vyfeste kubickou
rovnici v z natipovanim kofent.
11. Polynom sectéte na P(x) = pr%ll, uvazte polynom Q(z) = P(x + 1) a dokazte, zZe je ireduci-
bilni. Uvédomte si, ze P je pak také nutné ireducibilni.
12. Pro prvni ¢ast uvazme x = a+ 3, y =b+ 3, z = c+ 3. Pro druhou x = 5 — a atd. Potom uz
staci fict, ze je jedno z a, b, ¢ nekladné.
13. Stadi rozebrat osm moznosti, kdy a,b, ¢ € {0,1}. Diky symetrii vyrazu mtzete navic pfedpo-
kladat a > b > ¢ a rozebirat jen ¢tyfi moznosti.
15. Diky linearité v proménné z staci rozebrat ptipady z = £2.
16. Vyuzijte linearitu a predstavte si n kulicek na kruznici, kde nékteré jsou ¢erné a nékteré bilé.
Co pocita vyraz na levé strané?
17. BUNO predpokladejte a” +b" = 1. Pak 1 > a,b > 0, a tedy a” > a® a b" > b°.
18. BUNO predpokladejte b = 1 a polynom rozlozte na souéin tipovanim kofent.
19. Nejprve z homogennosti v ui, ..., u, BUNO pfedpokladejte u%—im . -+u% = 1, pak jesté stejnou
uvahu zopakujte pro vi,...,v,. Nakonec vyuzijte odhady %uf + %vf > uv; > — (%uf + %vf)
20. Vyuzijte odhad 422 < 2% 4+ 4 a jeho cyklické zamény a ziskané nerovnosti sectéte.
21. BUNO piedpokladejte, ze a je nejvétsi a dokazte postupné b < 4, c >4 a c < b.
22. Uvazte polynom tfetiho stupné s kofeny z, y, 2z a pomoci Vietovych vztahtt odvodte, ze je
tvaru t3 4+ ¢ = 0.
23. Vynésobte abc a uvazujte jako polynom v a. Dokazte, Ze se rovnd polynomu (b—c)(a—b)(a—c).
24. Oznacte vyraz ze zadani jako vyraz V(a) v neznadmé a s parametry b, c. Uvazte polynom
P(a) = V(a)(a — b)(b — ¢)(c — a), ukazte, ze je druhého stupné a b i ¢ jsou jeho kofeny (pozor,
to neni jasné, protoze V(a) neni polynom!). Stejné jako v predchozim piikladu rozlozte polynom
P(a), kdyz znate jeho kofeny.
25. Uvazte polynom P(z) = (z+ a)(z + b)(x +¢) — (z — d)(z — e)(z — f).
26. Uvazujte body v roving X,, = (an, bn). Rozmyslete si, ze trojuhelnik X,, X,—1, Xn—2 ma
pravy thel u vrcholu X,,. Z Pythagorovy véty odvodte, ze vzdalenosti mezi po sobé jdoucimi body
se nezvétsuji, a vyuzijte celociselnosti.

11
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27. Uvédomte si, ze soustava rovnic definuje kruznici v prostoru. Tu rozdélte na Sest ¢asti (vzdy
ziskate dva body pfi priniku kruznice s rovinou danou dvéma osami) a pro kazdou ¢ast si rozmys-
lete, jakych hodnot v ni nabyvaji jednotlivé souradnice.

28. Vyuzijte vzoredek a + b3 + ¢ — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b2 + ¢ — ab — bc — ca).
29. V souctu druhych mocnin nahradte vzdy jedno x; pomoci vztahu v zadani.

30. Roznéasobte, upravte, aby na obou stranich byl rozdil odmocnin, a netradi¢nim zptsobem
vyuzijte vztah 22 — y? = (z — y)(z + ).

Literatura a zdroje

Obrovsky dik patii Stépdnu Simsovi, od néhoz byl piispévek (skoro beze zmén)
prevzat.
[1] Stépan Simsa: Algebrické triky, Lipova-lazné, 2016.
[2] Michal ,Kenny“ Rolinek: Algebraické legrdcky, Blansko-Obirka, 2011.
[3] Michal ,Kenny“ Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti,
lhttp://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.
[4] Martina Vavackova: Rozklady na soucin, Hojsova Stréz, 2011.
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Funkcionalni rovnice

oLA CERMAK

ABSTRAKT. Na prednéasce si pfedstavime zakladni metody feSeni funkciondlnich rov-
nic. Nasleduje pak fada piikladd rtzné obtiznosti na procviceni.

Par slov Gvodem

Co jsou to vlastné ty funkcionalni rovnice zac¢? Podrobné si to vysvétlime na nasle-
dujicim prikladu:

Uloha. Naleznéte viechny rostouci funkce f : R — R, které pro vSechna z,y € R
splnuji

fx+y) = f(=)+ f(y)

Ulohu si miizeme predstavovat jako feseni soustavy rovnic s nekone¢né mnoha ne-
zndmymi (které jsou oznadeny f(x) pro x € R). Kvuli tomu, Ze je nezndmgych tolik,
nemaji klasické metody na feSeni soustav moc velkou Sanci fungovat. Naptiklad vyse
uvedend rovnice je ,linedrni“!, takze kdyby se jednalo o koneénou soustavu, uméli
bychom ji snadno vyresit. PFitomnosti nekone¢na vSak mutizeme ziskat mnohem bo-
hatsi strukturu, naptiklad bez pfidané podminky , f je rostouci“ by dana rovnice
méla spoustu extrémné divnych a divokych feseni. Potfebujeme tedy pfijit s néja-
kymi novymi metodami, které budou fungovat i na nekoneéné soustavy. Pojdme si
nékteré z nich predvést a vysvétlit na piikladech!

Substitu¢ni metoda

timto sluSivym nazvem se vSak neskryva nic jiného nez ,dosazujeme do rovnice
konkrétni véci a doufame, Ze z toho néco vypadne®. Pokud totiZ rovnice plati pro
libovolné hodnoty x,y, tak jisté plati naptiklad i pro konkrétni volbu x = 6, y = 2.
V téch nejjednodussich pripadech miZzeme pfimo dostat tvar, ve kterém Feseni musi
byt. Obcas dostaneme néjaké informace o jejich hodnotach v konkrétnich bodech.
Nejcastéji vSak zbude néjaka jind funkcionalni rovnice, ktera je s trochou stésti hezci
nebo jednodussi nez ta pivodni.

V tézsich ulohach se vSak typicky stava, ze postupné dokazujeme razné vlastnosti
hledané funkce, které jdou dale dobte vyuzit. Nasleduje vycet uzitecnych vlastnosti

funkci, které je tfeba mit na paméti:

LAt uZ to znamena, co to znamena.

13



FUNKCIONALNI ROVNICE

Definice. O funkci f (do R) fekneme?, Ze je:

(1)

sudd pokud f(z) = f(—=x),

lichd, pokud f(x) = —f(—x),

prostd (nebo ze je f injekce), pokud f(z) = f(y) vynucuje z =y,

na (nebo surjektivni), pokud pro kazdé y € R existuje x, pro néz f(x) =y,
bijekce, pokud je prostd i na,

rostouct, pokud f(x) < f(y) pro x < y,

klesajict, pokud f(z) > f(y) pro x <y,

periodickd s periodou p, pokud je z+p v definiénim oboru a f(x+p) = f(z),
omezend, pokud existuje M takové, ze |f(x)| < M.

Existuje nékolik typti dosazeni, které se hodi obzvlast casto. Patii mezi né napii-

klad:

(1)
(2)
3)

)

z =0 a/nebo y = 0, pfipadné dalsi konstanty, které situaci zjednodusi,
prohodit = a y,

T =y ax = —y: zbavi nas jednoho stupné volnosti, naptiklad z toho vyplyne
parita hledané funkce,

néco, co vytvori soustavu rovnic — obcCas se miize stat, ze spravna dosa-
zeni poskytnou naptiklad soustavu linedrnich rovnic v f(A(z,y)), f(B(z,y)),
f(C(z,y)) pro n&jaké vyrazy A, B, C; pak ji (s)prosté vyteste!

Zkuste si tipnout jedno feSeni c(z). Pokud si myslite, Ze je jediné, zkuste
dosadit za f(z) = c(z) + g(z), a dokdzat ze g(z) je dost vychované.

y = f(x) a naopak. Nelze zapominat, ze f(z) je redlné ¢islo jako kazdé jiné,
takze ho mtzeme do rovnice dosadit.

Dosazeni, kterym vyrovname dva argumenty: naptiklad jestlize na jedné
strané rovnice mame f(y - f(z)) a na druhé f(x), tak se vyrazy pfi volbé
y = ﬁx) vykrati a rovnice znacné zjednodusi.

Krok v dikazu sporem: dokazujete-li napiiklad prostotu f, ¢asto se vyplati
zkoumat, co by se stalo po dosazeni a # b s f(a) = f(b) za jednu z promén-
nych.

Vytvareni symetrie: naptiklad z f(z + f(y)) = f(x) + y plyne po dosazeni
x = f(t) symetrickd rovnice f(f(t) + f(y)) = f(f(t)) + y, ze které okamzité
plyne f(f(y)) +t = F(f(£)) + 1.

Umluva. Dosazeni hodnot 2 = a, y = b do funkcionalni rovnice se vétsinou pro
strucnost a pfehlednost znaéi [a, b].

Umluva. Neni-li v tloze upfesnén defini¢ni obor ¢ obor hodnot, mini se jim R.

Aplikaci téchto metod si ukéZeme na nésledujicich ptikladech:

Uloha 1. f:Rt* - RT, f(a?) =z + f(y) —
Uloha 2

flay+ 1)+ fz+y) = (f(@) + Dy +1).

2V téchto definicich chceme, aby vztah platil pro viechna z, resp. y z defini¢niho oboru f.
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Uloha 3. f(f(x)+ f(v)) = f(z) +v.

Uloha 4. (varovna) f(z + f(y)) = f(z) + f(y)? + 22 f(y).

Uloha 5. (téz varovna) f(2% +y) + f(f(x) — y) =2f(f(z)) + 2y2.
Uloha 6. f:R\{0,1} =R, f(z) + f(&) =

Uloha 7. f:R* - R*, (1+yf(z))(1 —yf(z+y)) =1

Uloha 8. f(f(z)) ==, f je rostouci.

Cauchyho rovnice a kamaradi

Jedna se nejspise o nejznaméjsi funkcionalni rovnici. Vyplati se znat ji (i se zptisobem
feSeni). V TeSeni se totiz objevuje fada uZziteénych myslenek: indukce, pfechod z Q
do R, ...

Uloha. (Cauchyho rovnice nad Q) f:Q — Q, f(z +y) = f(z) + f(y).

Mitize se zdat, ze by nemélo byt tézké prejit od feSeni nad racionalnimi ¢isly k fe-
Seni nad redlnymi, ale opak je bohuzel pravdou. Existuje totiz spousta patologickych
feSeni, jejichz pouhy popis je nad ramec prednasky. Miizeme ale ptridat néjaké pod-
minky, které situaci zachrani:

Uloha. (Cauchyho rovnice nad R) f(z +y) = f(z) + f(y), pfifemz zndme jednu
z nasledujicich vlastnosti f:

(1) f je monoténni na néjakém intervalu,

(2) f zobrazuje RT na RT,

(3) f je omezend na néjakém intervalu.

Uloha 9. f(z+vy) = f(2)f(y), f je rostouci.
Uloha 10. f:RT =R, f(zy) = f(2)f(y) a f(z) > 1 pro z > 1.

Uloha 11. Dokazte, Ze identita je jedini redlna funkce, zachovavajici séitani i
nasobeni.

Uloha 12. f(z+y)+ f(2)f(y) = f(xy) + f(x) + f(y). (Bulharska olympiada)

Dalsi tipy a triky
Dfive, nez se vrhnete na feSeni prikladi, tak nasleduje jesté par uziteénych tipt:
Tipujte reseni
Pri hddani mtZete postupovat bud intuitivné, nebo do rovnice dosazovat obecné
pfedpisy (napfiklad) pro konstantni, linedrni, kvadratickou nebo linedrni lomenou
funkci. Pokud uz néjaka feseni znate, tento pristup vam muze vyrazné napomoci:
naptiklad pokud vyhovuje f : R — R, f(x) = 22, nema cenu dokazovat, Ze f je
prosta ¢i monoténni. Nékdy ndm miize feseni poradit dobrou substituci: je-li jediné
feSeni f(z) = x + 1, pak substituce jako g(z) = f(z) — 1 & h(z) = f(x — 1) mizou
rovnici krasné zpfehlednit.

15



FUNKCIONALNI ROVNICE

Dbejte defini¢niho oboru

Pokud fesite rovnici nad kladnymi ¢isly, nezkousSejte dosazovat nulu (nebo tieba
dvojici (x, —z)). Naopak defini¢ni obor miZe nékdy néco prozradit o feSeni: naptiklad
je-li to R\ {1}, pak muZete ocekdvat jedni¢ku nékde ve jmenovateli.

Meéjte prehled o tom, co uz vite

Pfi feSeni funkcionalek budete typicky dostéavat spoustu vSemoZnych vztahd, o kte-
rych si nemtzete byt predem jisti, jestli viibec k néfemu budou. Proto si velmi
kombinovat nové ziskané rovnice s témi pfedchozimi) a pfehledné zapisovat veskery
pokrok, kterého se vam zatim poda¥ilo dosahnout?.

Postupujte odzadu
Velmi se hodi véas si uvédomit, ze uz naptiklad jenom staci dokazat, ze f je prosta.
Usetfite si tim spoustu ¢asu a pokud se vam nadhodou béhem soutéze nepovede danou
vlastnost dokazat, tak mtzete rovnici dofesit s tim, Ze ji budete pfedpokladat. Pokud
se této vlastnosti vyuzivé i ve vzorovém FeSeni (nebo ji neni tézké dokazat), tak i za
to dostanete body :).

Délejte zkousku ...

. nebo alespon napiste, ze jste ji udélali. I soutézici na IMO kvili tomu obcas
zbytecné ztraci body. Kdybyste si méli z téhle pfednésky odnést jednu jedinou véc,
tak tohle je ta jedina prava. Proc je zapotfebi? V priubéhu feseni typicky odvozujeme
fadu nutnych podminek, které musi funkce f spliiovat. Na konci feseni vSak typicky
nevime nic o tom, jestli jsou tyto podminky i postacujici!

Konecné priklady!

Piiklad 13. f(y —axy) = f(2)y + (z — 1)%f(y). (CKMO 2017-3)
Priklad 14. f:Rt = R*, f(2)f(y) = f(y)f(zf(y)) + ﬁ (CKMO 2011-6)
Piiklad 15. f(z? + f(2)f(y)) = = f(z + y). (MEMO 2017-11)

Priklad 16. f:R\ {0} — R\ {0}, f(2?yf(z)) + f(1) = 22 f(x) + f(y).
(MEMO 2015-T2)

Piiklad 17. f:R* = R, f(z + f(y)) = yf(zy + 1). (MEMO 2012-11)
Piiklad 18. f : Rt — RT, J;z(?(/f))ij:zf)) = Z;jr':; pro ¢&tvefice ¢isel splitujici
TW = yz. (IMO 2008-4)
Priklad 19. f(|z]y) = f(z) |f(y)], kde [t] je nejvétsi celé ¢islo, které je mensi
nebo rovno ¢. (IMO 2010-1)
Piiklad 20. f:QF = QF, f(22f()?) = f(2)2f(y). (IMO SL 2018-A1)

3Ne, ze bych to sam délal. Ale jo, fakt to pomiize.
16



»LA CERMAK

Priklad 21.  (f(z) + f(y))(f(u) + f(v)) = f(zu —yv) + f(zv + yu).
(IMO 2002-5)
Piiklad 22. f: Q% — R, spliiujici:

(1) flz+y) > flz)+ fy),

(2) f(zy) = f(2)f(y),
(3) f(a) = a pro n&jaké a > 1. (IMO 2013-5)

Piiklad 23. f(f(z)+z+y?) =2z + f(y). (iKS 4-A6)
Priklad 24. f:Q — Q, f(z) + f(w) = f(y) + f(2) pro aritmetické posloupnosti
r<y<z<w. (#KS 6-A1, USAJMO 2015-4)
Priklad 25. f:Rt = R*, f(z+ f(2)y) = f(2)f(y)

(Golabova-Schinzelova rovnice)

Navody

13. [z,1], [1 — z,y] a symetrie.
14. [1,y], [z, 1] a pak zkuste vSe vyjadfit s pomoci parametru ¢ = f(1).
15. f mé kofen, tak ho dosadte; pak dokazte prostotu (pro nekonstantni f).

16. Dosazovanim jedniek ukazte |f(1)| = 1, pak substituujte g(z) = x2f(x) a zkoumejte obor
hodnot g.

17. Vyrovnejte argumenty a pak pro y > 1 zvolte z, aby y = zy + 1.

18. f(x)? = f(¢?), pak vhodné dosazeni da f(x) = = nebo f(z) = % pro kazdé z; pak tieba
zkousky.

19. Dosadte nuly a rozeberte par pripada.
20. f(22) = f(z)? a pak dokaste, Ze f(x) je 2™-t4 mocnina racionalniho &isla pro kazdé n € N.

21. Ruazné tam dosazujte nuly, eliminujte konstantni feSeni, pak vyjde f(ab) =
= f(a)f(b), takze sta¢i monotonie f a lehce obménény priklad 10.

22. Dokazte, ze funkce nabyva jen nezapornych hodnot, z toho odvodte, Ze je rostouci a f(z) > z.
23. Dokazte f(0) = 0, lichost a pak pfevedte na Cauchyho rovnici.

24. Pridejte si paty ¢len posloupnosti.

25. Vyrovnejte argumenty.

Literatura a zdroje

Timto dékuji Danilu KoZevnikovi, jehoZ pfednasku jsem vice(méné) pievzal.
[1] Vit Musil: Funkciondini rovnice, Oldfichov, 2012.

[2] Franta Konopecky: Funkciondlni rovnice, Rapotin, 2007.
[3] Art of Problem Solving, |https://artofproblemsolving.com/.
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Diskrétni spojitost

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Neprilis vtipny vtip o statisticich pravi: ,Vydaji se tfi statistici na lov
a narazi na PraSe. Prvni statistik vystfeli, ale mine zleva. Druhy vystfeli, ale mine
zprava. ,Mame ho!‘, prohlasi nadsené tfeti.“ Tento vtip, vzdor profesi svych protago-
nistd, pomérné vérné popisuje kombinatorickou techniku zvanou diskrétni spojitost:
kdyz veli¢ina dovede byt velka i mald a neumi preskakovat hodnoty uprostied, pak je
musi taky trefit.

Uloha 0. (motiva¢ni) Na rovinné louce se pase 2023 bodovych prasitek. Pastevec
Rado se doslechl, Ze se k louce blizi vlk, ktery chce prasatka sezrat. Samoziejmeé chce
prasatka zachranit, a proto by kolem nich rdd postavil kruhovou ohradu (jiné tvary
neuznava). Zaroven by si oviem rad naklonil Stésténu na svoji stranu, proto by chtél
nechat pravé 42 prasdtek mimo ohradku, a tim udinit krvavou obét svému Panu a
Spasiteli Belzebubu. Ukazte, ze takovou ohradku skuteéné umi postavit.

Reseni. Nejprve ukéZeme, Ze existuje bod B, na kterém nestoji zadné prasatko
a ktery zaroven nemd k zadnym dvéma prasatkiim stejnou vzdélenost. To plyne
z toho, Ze pokud mé bod ke dvéma prasatkium stejnou vzdalenost, potom lezi na
ose usecky, kterd je spojuje. Tim méame ale zakdzany jen koneény pocet (konkrétné
(20223)) pfimek a koneény pocet bodi, coz ndm urcité nepokryje celou rovinu. Proto
bod B s pozadovanymi vlastnostmi vskutku existuje.

Nyni, kdyz jsme hotovi s technikaliemi, pfejdeme na skutecné pouziti diskrétni
spojitosti. Uvazujme kruznici k; se stfedem v B, kterd neobsahuje zadné prasatko (ta
existuje — prosté zvolme polomér mensi, nez je vzdalenost B k nejblizs§imu prasatku).
Postupné ji nafukujme, dokud vSechna praséatka nelezi uvnitf kruznice. Na zacatku
se mimo kruznici paslo 2023 > 42 prasatek, na konci je to 0 < 42. Protoze pfi
nafukovani najednou pfiddme vzdy jen jedno prasitko (protoze B nemd k zadnym
dvéma prasitktim stejnou vzdalenost), musi jednou uréité nastat takova situace, kdy
se praveé 42 prasatek nachézi mimo ohradku.

Zékladni alohy

Uloha 1. Dansko a Anglie spolu hraly fotbal. Dansky tym dal celkem osm gélt,
kdezto anglicky pét. Musel béhem utkani existovat okamzik, kdy se pocet goli, které
jiz Anglie dala, rovnal poc¢tu géli, které Dansko jesté da? (PraSe 37-1j-1)

Uloha 2. E.T. k narozeninam dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl pil-
kruhovou ¢ast z néj vénovat nejlepsimu fesiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit,
Pepa uz dort nakréajel tradi¢nim zptsobem na praveé 4k dilki tak, zZe 2k z nich bylo
vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téZ navzajem stejnych). Dokazte, ze E.T.
i tak nasel nékolik sousednich dilkti, které tvorily ptlkruh. (PraSe 33-1j-5)
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Uloha 3. V oboustranné nekone¢né fadé stoji pionyii a zampiény. Je znamo, Ze
v libovolném tseku nékolika vedle sebe stojicich organismi se pocet pionyra a zam-
pidént lisi nanejvys o 1000. Dokazte, ze v néjakém tseku 2000 organismt stoji presné
1000 pionyrua a 1000 zampidni. (Italie 2013)

Uloha 4. Nekoneéné posloupnost {a;}°; spliiuje, Ze a; = 1 a pro libovolné pti-
rozené @ je rozdil a;y1 — a; roven 0 nebo 1. Vite-li, ze pro jisté n plati a, =
dokazte, zZe existuje m spliujici a,, =

n
1000°
m
500"
Uloha 5. Kazd4 ze stén osmi jednotkovych krychlicek je obarvena modfe, nebo
Cervené, pricemz celkové je modrych stén stejné jako Cervenych. Dokazte, ze krych-

licky lze slozit do jedné krychle 2 x 2 x 2, na jejimz povrchu bude modra barva
zabirat stejnou plochu jako Cervena.

Uloha 6. Ukazte, Ze existuje 1000 po sobé jdoucich pfirozenjch ¢isel, mezi nimiz
je pravé 5 prvocisel. (PraSe 30-1p—4)

Uloha 7. Piirozené ¢&islo n nazveme budovatelské, pokud se da zapsat ve tvaru
n = a® + b pro pfirozend éisla a,b > 1. Dokazte, ze existuje tsek 2014 po sobé
jdoucich pfirozenych ¢isel s pfesné x budovatelskymi cisly

(i) pro z = 2012, (Srbsko 2014)
(i) (tézsi) pro libovolné x € {0,1,...,2014}.

Uloha 8. Je déna rostouci posloupnost piirozengch ¢isel ag,aq,... Dokazte, Ze
existuje pravé jedno prirozené n > 1 spliujici

ap+ar+---+a
a, < 0 ”ganH.
n

(IMO 2014)

Uloha 9. Jsou dana pfirozena &isla p, ¢, n, kde p + ¢ < n, a (n + 1)-tice &isel
(zo,21,...,Zn), Pro niz plati:

(i) g =2, =0.
(ii) Pro kazdé i € {1,...,n} je x; — x;—1 budto p, nebo —q.

Dokazte, ze existuji indexy ¢ < j s (4,7) # (0,n), pro néz plati z; = z;,.
(IMO 1996)

Zaludngj&i dlohy

Diskrétni spojitost neni vzdy tim jedinym, nebo dokonce ani ne tim hlavnim, co
tloha potiebuje. Casto ji potkdme jako jednu z mnoha ingredienci, kterou je tieba
Sikovné kombinovat s né¢im dalsim — tfeba indukci nebo Dirichletovym principem.
Tyto tlohy nefadim nutné podle obtiznosti, spiSe podle spoleénych tématek.
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Uloha 10. V kazdém vrcholu pravidelného 2018tuhelniku sedél rano jeden termit.
Tito termiti byli v néjakém poradi oznaceni ¢isly 1 az 2018 (kazdé ¢islo bylo pouzito).
Jediné, co termiti uméji, je vymeénit si misto se svym sousedem. Vecer se kazdy termit
nachéazel ve vrcholu naproti tomu, v némz zacinal. DokazZte, Ze se nékdy v prubéhu
dne prohodili dva termiti se sou¢tem ¢isel 2019. (PraSe 38-1p-7)

Uloha 11. (t&z81) Méame n éervenych a n modrych karet, na kazdé z nichz je n&jaké

¢islo od 1 do n (¢isla se mohou opakovat). Je vidy mozné vybrat nékolik modryjch

a nékolik ¢ervenych karet tak, aby mély modra a ¢ervend skupinka stejny soucet?
(PraSe 40-4j-5b)

Nasleduje par tlozek s posloupnostmi:

Uloha 12. Uvazme posloupnost {a, }2°, takovou, Ze ag = 0. Dali{ ¢leny definujme
néasledovné. Pro pfirozené ¢islo n ozna¢me £, nejvétsi liché ¢islo, které déli n. Pak
polozme a, = a,_1 + 1, pokud ¢,, dava po déleni ¢tyfmi zbytek 1, a a,, = ap_1 — 1,
pokud dava zbytek 3. DokazZte, ze pro kazdé prirozené Cislo m existuje nekonecné
mnoho i takovych, Ze a; = m. (PraSe 39-1j-5)

Uloha 13. Necht p(n) pro pfirozené ¢islo n > 1 znadi nejvétsi prvocislo, které déli
n. Nekoneéna posloupnost {a;}32; splituje a3 > 1 a rekurenci a;11 = a; + p(a;).
Dokazte, ze v posloupnosti {a;} se vyskytuje ¢tverec. (Cina 2020)

Uloha 14. (t&z51) Jsou dany dvé posloupnosti {a, } -, a {b,} -, pfirozengch ¢isel,
pri¢emz pro vSechna pfirozena n je b, rovno soucinu vSech ruznych prvocisel délicich
an. Dale pro vsechna n > 2 plati a,, = a,_1 + b,_1. Dokazte, Ze existuje prirozené
k spliujict §& = 2019. (PraSe 39-2p-7)

Uloha 15. (t&751) Jsou déna nesoudélnd piirozena éisla p, q. Na &iselné ose stoji
klokan, a ponévadz jej bavi skakat, skace si po ¢iselné ose, pricemz se miize pohybovat
doleva ¢i doprava. Vzdy, kdyz skace doprava, skice o vzdalenost p, zatimco pii
poskakovani doleva skace vzdy o g. Po jisté dobé doskace zpatky tam, kde zacal.
Dokazte, ze pro kazdé prirozené Cislo d < p + ¢ existuji dvé dcisla, kterd klokan
navstivil a kterd jsou od sebe vzdalena pfesné d. (iIKS-12—-C6)

A na zavér néco malo z kombinatorické geometrie:

Uloha 16. V roviné je ddano n modr§ch a n Gervenych bod#, pficemz zadné tii
barevné body nelezi na jedné primce. Dokazte, ze lze nakreslit n tsecek spojujicich
modry a Cerveny bod tak, ze zZaddné dvé nebudou mit spole¢ny bod (ani koncovy).

Uloha 17. Necht n > 1 je pfirozené ¢islo. V roviné se pase n bodovjch kravicek
a n bodovych ovedek. Zadna t¥i zvifatka neleZi na jedné pfimce. Balanéni primkou
nazveme piimku prochézejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, Ze na kazdé
strané od primky je stejné ovecek jako kravicek. Ukazte, Ze existuji alespon dvé
balanéni pfimky. (USAMO 2005)
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Uloha 18. (t&z51) Necht S je mnozina alespon dvou bodt v roving, z nichz z4dné t¥i
nelezi na jedné primce. Vétrngm mlynem rozumime nasledujici proces: Na pocatku
je vybrana néjaka pfimka ¢ prochéazejici pravé jednim bodem P € S. Tato pfimka se
zacne otacet ve sméru hodinovych rucicek se stfedem otaceni P, dokud ,nenarazi“
na dal$i bod mnoziny S, ozna¢me jej (). Pfimka se nadéle otaci ve sméru hodinovych
rucicek, ovsem se stfedem otaceni @@, dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak
déle. Tento proces neustéle pokracuje (nekone¢né dlouho). Dokazte, Ze 1ze zvolit bod
P € S a primku ¢ prochézejici bodem P tak, Ze jimi zacinajici vétrny mlyn bude
mit kazdy bod z S za st¥ed otaceni nekonecnékrat. (IMO 2011)

Navody
1. Divej se na A — D jako funkci ¢asu. A a D jsou to, co by tak ¢lovék ¢ekal.

2. Posouvej zvolenou 2k-tici dilku a sleduj pocet mensich, které jsou zvolené.

3. Kdyby uloha neplatila, zkonstruujes dlooouhatansky tsek s vétsi pfevahou jednoho organismu,
nez je povolena.

4. Mize ﬁ preskoéit celé ¢islo?

5. Zprvu sloz krychlicky libovolng, pak je otacej, abys doséhl(a) opa¢né (ne)rovnovdhy modré a
¢ervené barvy na povrchu.

6. Na zacatku ciselné osy je prvocisel hodné. Zkonstruuj usek, kde je jich fakt mélo.

7. Usek s mnoha budovatelskymi &isly sestrojis explicitné. Pro ¢ast (ii) odhadni, kolik budovatel-
skych ¢isel mensich nez x muze existovat.

8. Co lze Fict o posloupnosti dn, = ag + a1 + -+ -+ an — nan?

9. BUNO ber NSD(p, q) = 1 a sleduj poéty skokti o p v tisecich délky p + gq.

10. Neprohodivsi se doplikovi termiti museli mit stejnou cestu.

11. Nakresli si tabulku (n + 1) x (n + 1) a zanes do ni souéty ¢asteénych souc¢tt modrych a
Cervenych karet. Rozparcelovanim tabulky na slupky tvaru L kolem jednoho rohu spolu s diskrétni
spojitosti a Dirichletem najdi dvé poli¢ka se stejnym cislem.

12. Odvod agy, na zékladé ay. Z toho pak nahlédni, Ze posloupnost neomezené poroste a nekone¢né
Castokrat se vrati do 1.

An

13. Ukaz, ze posloupnost b, = o)

je neomezena. Pak si mtzes zvolit néjaké sikovné ¢islo, které
by méla trefit.

14. Kdy posloupnost ¢, = ‘;—’7’: roste? Nahlédni jeji neomezenost — to pomuze také ukazat, Ze se
vzdy vrati k 1.

15. Pomoci Bézoutovych koeficientt uréi vhodny pocet skokt a kolik +p skoktt v ném chce$ na-
jit. Technické nesnaze odstrain periodickym nakopirovanim skoki. Kdyby nesla aplikovat diskrétni
spojitost, posloupnost by utikala k +oo.

16. Snaz se vyfesit jednu libovolnou dvojici bodu. Nejde-li to snadno, rozdél tlohu na dvé mensi.

17. Kdyz na konvexnim obalu sousedi ovecka a kravicka, je to snadné. V tézsim pfipadé toc
primkou skrz zviratko na konvexnim obalu.

18. Zvol P, aby byl uprostied ve sméru kolmém na £. Ud€l ¢ orientaci a sleduj, kolik bodu je
béhem otaceni nalevo a napravo od ni.

Literatura a zdroje

[1] Rado van Svarc: Dvé neobvyklé existencni techniky, Hojsova Straz, 2016.
[2] https://artofproblemsolving.com/community].
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Iterace

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Jak zkrotit funkci aplikovanou mnohokrat za sebou? Nakreslime si ob-
razek a vydame se na cestu po Sipkach. Mozna pujdeme do nekonecna a jesté dal,
anebo se mozna dostaneme do bludného kruhu, ale s trochou stésti ndm oboji néco
povi o zkoumané funkci.

Umluva. Necht je f funkce. Pro pfirozené n budeme znagit

(@) = (fo---of)(x) = f(f(--- f(x)---)),
—— ——

n-krat n-krat

tedy f aplikovano nm-krat na z, a pro n = 0 dodefinujeme f°(z) = x. Kdybychom
ndhodou chtéli zapsat n-tou mocninu hodnoty f(x), napiSeme (f(x))™.

Umluva. S funkci f: M — M budeme zachézet jako s orientovanym grafem na
mnoziné vrcholt M. Sipka z a do b povede pravé tehdy, kdyz f(a) = b. Nésledné
budeme pro takovou funkci pouzivat grafové motivované terminy:

e (yklem nazveme konecnou posloupnost vrcholti, mezi nimiz dokola vedou Sipky.
Cyklus délky 1 je pevny bod, tedy prvek, ktery se zobrazuje sdm na sebe.

oO——©O

SN\ 0
\_/

o Retézem nazveme posloupnost navzajem riiznych vrcholt spojengch postupné
sipkami, ktera je ve smeéru Sipek nekonec¢na. Pokud je Tetéz nekonecny i proti
smeéru Sipek, nazveme jej oboustrannym retézem.

[ ] > ® > @ > @ > @ >
> @ > @ > @ > @ > @ »

e (lestou z vrcholu bude rozumét posloupnost vrchold, na néz se dostaneme, kdyz
prosté pijdeme po Sipkach, coz odpovidd opakovanému aplikovani funkce na
prislusny prvek. Cesta se miize bud zacyklit, nebo mize byt Fetézem.
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Pozorovani. Funkcim f: M — M odpovidaji pravé ty grafy na mnoziné vrcholii
M, kde z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna Sipka.

Pozorovani. Pro funkci na kone¢né mnoziné se cesta z libovolného vrcholu zacykli.

Pozorovéani. Necht x lezi v cyklu délky k na funkci f. Potom f™(z) = z, pravé
kdyz k | n.
Pozorovani. Funkce uvazovana jako graf je

e prostd, kdyz do kazdého vrcholu vede nejvyse jedna Sipka,

e na, kdyz do kazdého vrcholu vede alespon jedna Sipka,

e bijektivni, kdyz do kazdého vrcholu vede prdavé jedna Sipka.

Pozorovani. Necht je M koneénd mnozina. Potom je funkce f: M — M prost4,
praveé kdyz je na.

Pozorovani. Bijekce se sestava jen z navzajem disjunktnich cykli a oboustrannych
fetézi.
Pozorovani. Prosta funkce se sestava jen z navzajem disjunktnich cykli, jedno-

strannych Fetézii a oboustrannych retézii. Poc¢atecni vrcholy jednostrannych retézi
jsou pritom presné ty prvky, ktery chybi v oboru hodnot.

Ulohy s iteracemi dovedou byt dost riznorodé a kromé vyse uvedenych pozorovani
neméame moc silngjsi zbrané. Casté postupy a nastroje zahrnuji:

e prostost a bijektivita: Pokud dokazeme, ze je funkce prosta ¢i bijektivni, znac¢né
to zjednodusi obrazek. Nasledné uz lze zvl4st pracovat s cykly a Fetézy.

e cxtremadlni princip: Na cyklech se mize vyplatit podivat se na nejvétsi nebo
nejmensi prvek. Stejné tak muze nékdy pomoci miniméalni prvek oboru hodnot.
Obecnéji mé kazda podmnozina N minimum.

e portadi a vzdadlenost: Hodi se uvazovat o potradi a vzdalenostech prvka na Fetézu.
Nekdy se taky hodi porovnat to s pozicemi na Ciselné ose.

e indukce: Iterace Casto potkdme nad prirozenymi ¢isly. Indukovat potom muzeme
obycejné podle argumentu, anebo tieba podle poradi v cyklu ¢i na fetézu.

o funkciondlkové triky: Funkcionélka s iteraci je pofdd funkcionalka. Chytré do-
sazgeni, iprava nebo symetrie mohou tlohu zprehlednit.

Rozcvicka | — prochazky

Uloha 1. David na svych cestach zabloudil do zemé, kde je koneéné mnoho silnic,
kazd4 z nich zaéiné a kondi kiizovatkou a kazd4 kiizovatka je tvaru Y. (Silnice mohou
byt klikaté a mimotiroviiové se kiizit.) Rekl si, Ze by si ji rad prohlédl, ale trochu
se obaval, aby se tam uplné neztratil. Naplanoval si to tak, ze vyrazi z krizovatky
u hospody Na mytince a stridavé bude na kfizovatkadch odbocovat doleva a doprava.
Muze si byt jisty tim, Ze se po néjakém cCase ocitne opét u hospody Na mytince?
(PraSe 35-4j-5)
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Uloha 2. V kazdém patfe nekoneéné vysoké zacarované véze se nachizi magicky
portal, na kterém je napsano prirozené Cislo. Tato pfirozena c¢isla tvori nerostouci
posloupnost a zaroven kazdé ¢islo udava, do kolikatého patra prislusny portal vede.
Mezi patry véze lze cestovat pouze pomoci portali a kazdy portal je pouze jedno-
smérny. V jednom z pater si mald myska usmyslela, ze se vyda na vyzvédy, a zacala
putovat skrze portaly. Ukazte, ze za néjakou dobu zlistane uvéznéna ve dvojici pater,
piipadné dokonce jen v jediném. (PraSe 35-1p—4)

Uloha 3. Mésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tisecky rovnobézné s né-
kterym jeho okrajem (stranou obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové ¢tvrti. Cent-
rem nazveme takovou ¢tvrt, kterd nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky zadn4a hlavni
ulice nevede napfi¢ celym méstem. Dokazte, ze mésto méa centrum.

(PraSe 34-1j-6)

Uloha 4. Na tabuli jsou v néjakém pofadi napsana ¢isla 1 az 2023 v fadé. V jednom
kroku se podivdme na prvni ¢islo, necht je to k, a obratime poradi prvnich k ¢isel —
tedy a1, as9,...,ax_1,ar ptepiSeme na ag,ax_1, ..., as, a;. Dokazte, ze po kone¢ném
poctu krokiu dostaneme na prvni pozici jednicku.

Rozcvicka Il - iterujeme jenom trochu

Uloha 5. Rozhodnéte, zda existuje funkce f: N — N takova, ze f(f(n)) < f(n)

pro kazdé n € N. (PraSe 36-4p—2)
Uloha 6. Je déna funkce g: N — N. Zkonstruujte f: Z — Z takovou, ze f"(x) = 0
m4 piesné g(n) feseni pro kazdé n € N. (zobecnéné PraSe 37-4p-3)

Uloha 7. Najdéte vSechny funkce f: N — N, které pro vSechna n € N splituji

f(n) + f(f(n) + f(f(f(n))) = 3n.

Uloha 8. Rozhodnéte, zda existuje funkce f: Z — Z spliujici f(f(n)) = 3n pro
v8echna n € Z. (USAYNO)

Cykly

Uloha 9. Je dana bijekce f: R — R. Musi nutné existovat nekoneéné mnoho funkci
g: R — R takovych, ze f(g(x)) = g(f(z)) pro kazdé = € R? (ELMO SL 2018)
Uloha 10. Najdéte vsechny bijekce f: N — N, které spliiuji

n+f(n)

Py <

pro libovolné n € N. (Rumunsko 2004)
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Uloha 11. Funkce f: N — N spliiuje
2

n
JEAR (n) = ——r
f(f(n))

pro kazdé n € N. Urcete v8echny mozné hodnoty f(2020). (USAMO 2019)

Uloha 12. Necht S = {1,2,...,n}. Funkce f: S — S je krutopisnd, pokud pro
kazdé k € S plati ff¥)(k) = k. Dokazte, 7e kazda krutopiisna funkce ma alespoii
P + 1 pevnych bodt, kde P je pocet prvocisel v intervalu (v/m, n).
(PraSe 36-4p-7)

Uloha 13. O realném polynomu f(z) = 22+ax—1 je znamo, ze rovnice f47(z) =
m3 alespon 50 realnych feseni. Dokazte, Ze tato rovnice mé alespon 96 Feseni.

(Russia TST 2020)
Uloha 14. Funkci f: N — N nazveme #iZovou, pokud

fff(n)(n)(n) —n

pro kazdé n € N. Najdéte vSechna m takova, Ze kazda ztzova funkce f spliiuje
291 (m) = m. (ELMO SL 2014)

Retézy
Uloha 15. Jsoudéana a, k € N. Dokaite, ze funkce f: N — N spliujici f*(n) = n+a

pro kazdé n € N existuje, pravé kdyz k | a. Bonus: kolik takovych funkei existuje?

Uloha 16. Najdéte viechna p¥irozena k, pro nez existuji funkce f: N - Na g: N —
N takové, Ze g nabyva nekoneéné mnoha hodnot a f9(")(n) = f(n) + k pro kazdé
n e N. (MEMO 2020 I1)

Uloha 17. Najdéte vSechny funkce f: N — N takové, ze

pro libovolné x,y, z € N. (ELMO 2020)
Uloha 18. Najdéte vSechny funkce f: Ng — Ny, které splauji f(f(f(n))) = f(n+
1) + 1 pro kazdé n € Ny. (ISL 2013)

Trocha teorie Cisel

Uloha 19. Pro dané celé ¢slo ag > 1 definujme posloupnost ag, aq,as, ... pro
kazdé n > 0 predpisem

van,, pokud je \/a, celé ¢islo,
an+1 = ..
an + 3, jinak.

Urcete vSechny hodnoty ag, pro néz existuje Cislo A takové, Ze a, = A plati pro
nekone¢né mnoho indexi n. (IMO 2017)
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Uloha 20. Je déno celé &islo a;, z néhoz je dale definovana nekoneéné posloupnost
celych ¢isel predpisem a,+1 = a2 — a, + 1 pro kazdé ptirozené n. Dokazte, Ze pro
kazdé pfirozené n je a1 nesoudélné s 2n + 1. (1IKS-11-N2)

Uloha 21. Definujme posloupnost pfirozenych &isel ai,as,as, ... takto: a; =1 a
pro kazdé pfirozené k je apy1 = ai + 1. Dokazte, ze pro vSechna prvocisla p tvaru
30+ 2, kde { je celé nezdporné, existuje pfirozené n, ze p | a,. (MEMO 2018 T7)
Uloha 22. Urdete nejvétsi piirozené N < 2020, pro néz existuje polynom P s ce-
lo¢iselnymi koeficienty takovy, Zze 2020 | P*(0), pravé kdyz N | k. Bonus: jak se
odpovéd zméni, kdyz misto 2020 napiseme 20217 (USA EGMO TST 2020)
Uloha 23. Je dan nekonstantni polynom P s celo¢iselnymi koeficienty. Dokazte,
7e neexistuje funkce f: Z — Z takova, ze pro kazdé n € N je pocet feSeni f"(z) =«
roven P(n). (ISL 2009 N5)
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Navody

1. Jako stavy Davidovy cesty ber tieba trojice (silnice, smér, parita).
2. Kazda cesta se zacykli — podivej se na cyklus.

3. Rozmysli si, ze ve mésté neexistuji zatacky, které zaroven nejsou kfizovatky. Potom se zkus
prochazet uvnitf mésta.

4. Podivej se na cyklus a uc¢in extremalni volbu.

5. Podivej se na cestu z libovolného n.

6. Prosté si nakresli stromecek.

7. Nahlédni prostost a poté indukuj.

8. Zkus si tipnout.

9. Rozdél komponenty souvislosti na oboustranné retézy, pevné body a ostatni cykly.
10. Oboustranné fetézy vysporuj, v cyklech ucin extremalni volbu.

11. Rozmysli si, ze f musi byt posklddana z dvojcyklt a pevnych bodi.
12. Délky cykla.

13. Kolik je cykla délek 1 a 477

14. Rozmysli si bijektivitu. Uvnitf cyklu indukuj proti sméru Sipek.

15. Kolik prvku se s kazdou aplikaci f ztraci z oboru hodnot?

16. Cesta z f(n) navstivi skoro celou zbytkovou tfidu f(n) mod k. Bud najdi spor s neomezenosti
g, anebo zkus vhodné poskladat graf.

17. Retéz z 1 musi obsahovat vse. S pomoci tlohy 15 si rozmysli 1+ 2 — 3 a je vyhréno.

18. Porovnej f* na argumentech n a n — 1, vyjde to hezky. Nasledné porovnavej, kolik prvkii
chybi v oborech hodnot f a f3. Pak u# si sta¢i rozmyslet pofadi prvnich &yt prvki na fetézu —
jsou dvé moznosti, které funguji.

19. Rozmysli si modulo 3. Potom se divej na minimum cyklu.

20. TIteruj f(z) = 22 —2+1 modulo p | ap+1. Do jednoho vrcholu nemiize pfichazet p¥ilis mnoho
sipek — ukaz, ze p > 2n + 1.

21. Trik: 03 +1=1 (mod p).
22. Rozloz tlohu do Z4, Zs a Zi01. Jak funguje délka cyklu pfi skladani zpét?
23. Pomoci délek cyklt néco fekni o P(pq) pro prvodisla p, q.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je zkracenou a mirné aktualizovanou druhou iteraci prednasky, kte-
rou jsem pripravil na soustfedéni iKSka v roce 2021. R4d bych si zde proto podékoval
za to, jak skvéle jsem ji tehdy napsal a jak vSeobecné tizasny a skromny jsem.

[1] Martin ,Vodka“ Vodicka: Funkciondlky nad prirodzenymi ¢&islami, sbornik
iKS, 2017.

[2] Vit ,Vejtek* Musil: Funkciondlni rovnice, Old¥ichov, 2012.

[3] Rado van Svarc: Dvé neobvyklé existencéni techniky, Hojsova Stréaz, 2016.
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Catalanova Cdisla

KLARKA GRINEROVA

ABSTRAKT. Catalanova éisla jsou vedle kombinacnich ¢isel jednou z nejcastéji se
vyskytujicich posloupnosti ¢isel v kombinatorice. V tomto prispévku si predstavime,
co to vlastné je, a podivame se na prekvapivé mnozstvi tloh, kde hraji roli.

V této prednasce se podivame na Catalanova ¢isla. Jedna se o posloupnost pfiro-
zenych c¢isel, u které na prvni pohled neni viibec zfejmé, pro¢ by si méla vyslouzit
svij vlastni ndzev nebo néjaké vétsi mnozstvi pozornosti. Ve skutecnosti ale existuje
mnoho kombinatoricky zajimavych struktur, jejichz pocet Catalanova ¢isla popisuji.

Definice. Symbolem C), zna¢ime n-té Catalanovo cislo.

co— 2n 2n 1 2n
" \n n+l) n+1\n
Poznamka. Casto se definuje i Cy = 1. Prvnich nékolik Catalanovych &isel je
postupné 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, ...

Definice. Obdélnikem m X n rozumime obdélnik ve ¢tvercové miizce, ktery je m
policek vysoky a n policek siroky. Cestou v obdélniku pak nazyvame trasu z levého
dolniho do pravého horniho rohu, ktera vede po hranach mfizky, a to pouze doprava
a nahoru.

Cviceni. Dokazte, ze v obdélniku m X n existuje (m:") ruznych cest.

Definice. Uhloprickou ve Ctverci n X n nazveme usecku spojujici levy dolni roh
s pravym hornim.

Definice. Cesta ve ¢tverci je Dyckova, pokud se zddna jeji Cast nenachdzi nad
tuhloprickou.
Véta. Pocet cest ve ¢tverci n X n, které jsou celé pod uhloprickou, je C,,.

Dikaz. Uvazime vSechny cesty ve ¢tverci n x n. Kazdéa cesta se skldda z 2n po-
hybi, a jelikoz se cesty skladaji pouze z pohybt doprava a nahoru, kazdou cestu lze
jednoznacné urcit vybérem n pohybu doprava z celkovych 2n pohybti. Cest je tak
celkem (Qn") Ne vsechny cesty jsou ale Dyckovy.

Spocitdme tak pocet nevyhovujicich cest (tzn. cest, které prekracuji uhlopticku),
tento pocet néasledné odecteme od celkového poc¢tu. Uvazme libovolnou nevyhovujici
cestu c. Tato cesta v néjakou chvili pfekroc¢i tthlopiicku smérem nahoru. Necht ¢’ je
takova cesta, kterd odpovida puvodni cesté ¢ az po krok, ktery prekroci ahlopticku.
Zbytek cesty je prevraceny, jak naznacuje obrazek (z cest nahoru se stanou cesty
doprava a naopak).
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7, 7,
7 7

Nové vznikla cesta ¢’ bude obsahovat n + 1 krokd smérem nahoru a n — 1 krokd
smérem doprava, bude tedy cestou v obdélniku (n + 1) x (n — 1). Pfeklopenim
nazpatek ve stejném misté dostaneme jednoznacné uréenou ptvodni cestu, tedy toto
zobrazeni z ¢ na c/ je prosté.

Stejné tak mizeme z libovolné cesty v obdélniku (n + 1) x (n — 1) analogickym
preklopenim ziskat nevyhovujici cestu v obdélniku n x n a toto zobrazeni je rovnéz
prosté. Existuje tedy bijekce mezi cestami ve ¢tverci n x n prekracujicimi thlopticku
a cestami v obdélniku (n + 1) x (n — 1), kterych je (nzfl). Potom dostédvame pocet

Dyckovych cest jako (*") — (n2f1) = %H(i?) =0, O

Priklad 1. Kolik existuje riznych cest v obdélniku m x n, které jsou celé pod
tuhloptickou levého ¢tverce m x m?

Rekurentni vzorec

Tvrzeni. Méjme posloupnost (a,)n>0 spliiujici vztahy

n
ag =1, An+1 = E QA — -
i=0
Pak a, = C,,.

Priiklad 2. Kolik existuje korektnich uzavorkovani n para zévorek?

Piiklad 3. Kolik existuje riiznjch triangulaci konvexniho n-thelnikal?

Zobecnéni Catalanovych Cisel
Definice. Definujeme rozsifeni Catalanovych ¢isel C(n, k) pro 0 < k < n jako
n+k n+k
cun=('1) ()
Véta. Podet cest v obdélniku k x n, které jsou celé pod tihloptickou, je C(n, k).

1Rozdéleni na n — 2 trojuhelniki, jejichz vrcholy jsou vrcholy piivodniho n-tthelnika.
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Ndznak dikazu. Rozsifime dikaz predeslé véty charakterizujici Catalanova ¢isla,
¢imz dostaneme podobny vztah. Uvazime vSechny cesty, kterych je v takovém ob-
délniku ("1*). Dale pak spocitdme viechny nevyhovujici cesty, které nékde prekra-
¢uji uhlopficku, a najdeme bijekci mezi takovymi cestami a cestami v obdélniku

(n+1) x (k—1), kterych je (Zf’f) Tyto cesty odecteme od celkového poctu a

dostédvame tak vztah C'(n, k) = (":k) - (’;f’f)

Pfirozend struktura této konstrukce ndm dovoluje vytvorit Catalaniv trojuhelnik,
ktery je znazornény na obrazku.

132 ---
42 132 ---
14 42 90
5 14 28 48
2 5 9 14 20
1 2 3 4 5 6
11 1 1 1 1 1

Cislo C(n, k) je v (n + 1)-nim sloupci a (k + 1)-nim fadku. Catalanova ¢&isla jsou
pfesné na diagonale.

Pii volbé k = n dostavame C(n,n) = C,,. Opét lze pfejit k rekurentnimu vztahu
C(n,k) =C(n,k—1)+C(n—1,k) pro 0 < k < n. Ten Fik4, ze ¢islo v Catalanové
trojuhelniku je souctem c¢isla pod nim a nalevo od néj. Tento trojihelnik mé, stejné
jako ten Pascaliiv, mnozstvi péknych vlastnosti. Napiiklad si 1ze vSimnout, Ze soucet
n-tého sloupce dava n-té Catalanovo ¢islo.

Ulozky

Uloha 4. Radedek skace po ose pirozenych ¢isel. Zacéind v bodé 1 a v kazdém
z deseti kroki bud skoéi o 1 éislo vpied, o 1 ¢islo vzad (pokud jiz nestoji v bodé
1), nebo se mu nikam nechce a ztstane stat. Po 10 krocich byl Radecek v bodé 1.
Kolika réiznymi zpisoby mohl Radecek v 10 krocich skakat a lenosit na ose, kdyz se
nikdy nemohl dostat pod ¢islo 17

Uloha 5. Maté&j nakreslil na papir N tramvajovych zastavek (bodi) na centralni
lince (pfimce) s pravidelnymi rozestupy 1. Nésledné do obrazku dokreslil nékolik
tras tramvajovych linek (GseCek, bod neni tsecka) tak, ze kazda zac¢ind a kondi
v nékterych vyznafenych bodech. Navic pro kazdé dvé tramvajové trasy (Gsecky)
a, b platilo, ze pokud je jejich prinik néjaka tsecka c, pak a = ¢ nebo b = c. Pro
dané N Matéj nakreslil nejvétsi mozny pocet linek. Kolika zptisoby mohl to mohl
v zavislosti na IV udélat?
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Priklad 6. Necht n je pfirozené ¢islo. Kolik existuje cest v kartézské soustavé
soutadnic, které vedou z bodu (0,0) do bodu (2n,0), takovych, Ze z libovolného
bodu (z,y) cesta pokracuje bud do bodu (z + 1,y + 1), nebo do bodu (z+ 1,y —1)?
Kolik z téchto cest nikdy neklesne pod osu x?

Priiklad 7. Kolik existuje posloupnosti pfirozenych ¢isel délky n spliujicich 1 <
a1 <ag <---<a, anavic a; <i?

Priklad 8. Kolika zptisoby si mtize 2n lidi podat ruce ptes stil tak, aby se zadné
dva péary rukou nekiizily (kazdy ¢lovék podévé préavé jednu ruku jinému ¢lovéku)?

Priklad 9. Kolik existuje uplnych binarnich stromt s n + 1 listy? RozliSujeme
Lpravé“ a ,levé“ syny.

Priklad 10. Kolika zptisoby lze vyplnit tabulku 2 x n ¢isly 1 az 2n tak, aby ¢isla
v obou fadcich i ve vSech sloupcich byla rostouci?

Priklad 11. Kolik existuje binarnich stromti na n vrcholech? Rozlisujeme , pravé“
a ,levé“ syny.

Priklad 12. Kolika zptsoby je mozné navrsit mince na hromédku, je-li ve spodni
fadé n minci? Na obrazku jsou vSechny mozné hromadky pro n = 3.

o &0 0D & &

Priklad 13. Kolika zptusoby je moZno postavit schodisté o n schodech pomoci n
obdélnikt? Na obrazku je schodisté o 4 schodech postavené ze 4 obdélniki.

-

-
L]

Priklad 14. Kolik je permutaci mnoZiny {1, ..., n}, které neobsahuji klesajici pod-
posloupnost délky vétsi nez 27

(Oznadime-li permutaci p, pak neexistuji i, 5,k € {1,...,n} takové, ze i < j < k a
zéroveti p(i) > p(j) > p(k).)

Priklad 15. Pro kterd n je C), liché?

Piiklad 16. Polyomino? nazveme neklesajici, pokud je kazdy jeho sloupec souvisly
(tj. neni rozdélen na vice ¢4sti oddélenych prazdnymi ¢tverecky), pozice horniho ¢tve-
recku v kazdém sloupci se zleva doprava nesnizuje a obdobné se v kazdém sloupci
nesnizuje pozice nejnizsiho ¢tverecku zleva doprava. Kolik existuje neklesajicich po-
lyomin s obvodem délky 2n? Obrazek zachycuje pfipad pro n = 4.

2Utvar vznikly slou¢enim nékolika jednotkovych &tverct dotykajicich se hranou.
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Priiklad 17. Kolik existuje uplnych parovani vrchol na Sestitithelnikové pyramidé

CATALANOVA CISLA

N4

sitky n? Uplné parovani na Sestitthelnikové pyramidé siiky 4 muize vypadat napiiklad
takto:

Navody

15.
16.

Preved na pocet cest pod diagonélou nebo rekurzi podle prvni korektni podposloupnosti.
Rozmysli si, ze v kazdou chvili mél Radecek za sebou alespon tolik skokt vpred, jako vzad.
Preved centralni linku na n-uhelnik.
Preved na cesty pod diagonalou.
Preved na hledani cest pod diagondlou - divej se na vodorovné hrany.
Hledej triangulaci.
Preved na uzdvorkovani.
Bijekce na cesty pod diagonalou. Poradi pohybu danymi sméry.
Pouzij rekurzi a preved na uzévorkovani.
Rekurze, nejpravéjsi mezera v druhé vrstvé odspodu.
Dvé razna policka na thlopfi¢ce nemuzou byt ve stejném obdélniku. Roh.
Zazna¢ si permutaci to tabulky n X n a najdi pomoci ni cestu nad/pod diagonélou.
Pouzij rekurentni vztah a indukci.

Koukni se na horni a dolni trasu z levého dolniho do pravého horniho rohu polyomina. Po-

skladej pomoci nich trasu pod diagonalou ctverce.

17.

Oto¢ si obrazek o 150° po sméru hodinovych rucicek. V kazdé vrstvé svislych hran je na

parovani pouzita pravé jedna hrana. Po otoceni jde vidét pfirozena bijekce mezi volbou téchto hran
a hledani cest pod uhlopfickou.

Literatura a zdroje

Velké cast prispévku je prevzatd z prednasek Martina Rasky, a rekurzivné tak i
z prispévku Martina Hory a Anci Chejnovské, kterym dékuji.

[1] Martin Raska, Catalanova ¢isla, Brannd, 2019.
[2] BRKOS team: Pomocny text k 3. sérii — Catalanova éisla,
lhttps://brkos.math.muni.cz/files /povidani/povidani273.pdf.
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Obarvovani a dlazdéni

PETR HLADIK

ABSTRAKT. Seznamime se s tim, jak feSit a dokazovat nékteré kombinatorické tilohy
pomoci obarvovani.

Obarvovéani je ndzorny a ucinny zptisob, jak vyfesit nékteré kombinatorické ulohy.
V principu rozdélime mnozinu (typicky ¢tvercovou sit) na koneény pocet podmnozin
a pro lepsi pfedstavu pak jednotlivé ¢asti obarvime riiznymi barvami. V typickych
ulohach se casto objevuje Cernobild Sachovnice, ale obcas je potfeba vyuzit barev
vice. Regeni problému obarvovinim je v podstaté tiifazové — nejdiive si musime
uvédomit, Ze tloha je obarvovaci, dale vymyslet vhodné rozdéleni na ¢asti a pak uz
zbyva jen okomentovat, pro¢ néco je, nebo neni mozné.

~evs

Priklad. Dokazte, Ze Sachovnici 8 x 8, které chybi dva protéjsi rohy, nelze pokryt
dominy.

Re$eni. Vsimneme si, 7e kazdé domino pokryje pravé jedno bilé a jedno ¢erné
policko. Tedy, aby tabulka sla pokryt dominy, musi mit stejny pocet bilych a cernych
policek, coz ale nema. Tedy naSe Sachovnice nelze pokryt dominy.

Ulohy

Uloha 1. Méjme pét tetromin riiznych druht (tedy od kazdého jedno). Lze z nich
vytvorit obdélnik?

Uloha 2. Na kazdém poli Sachovnice n x n sedi beruska. Po zaznéni vystielu se
kazda presune na pole, které hranou sousedi s jejim ptivodnim mistem. Pro ktera n
mohou byt znovu obsazend vSechna policka?

Uloha 3. Schodistém velikosti n nazvéme ¢ast Sachovnice n x n, ktera obsahuje
vSechna policka hlavni diagonaly a vSechna policka, ktera jsou pod ni. Kolik nejméné
cest je potfeba na pokryti schodisté? Cesta je posloupnost policek, kde kazda dvé
po sobé jdouci sdili hranu.

Uloha 4. Je mozné tabulku 2021 x 2021 vydlazdit vodorovnymi obdélniky 2 x 1
a svislymi 1 x 37

Uloha 5. Tabulka m xn je vyplnéna dlazdicemi 2 x 2 a 1 x4. Dokazte, 7e nemiizeme
jednu dlazdici 2 x 2 nahradit dlazdici 1 x 4, ani kdyz ostatni dlazdice libovolné
preskladame.

Uloha 6. Na nekoneénou tabulku polozime 2021 étverctt n xn, mohou se piekryvat.
Dokazte, ze pocéet policek zakrytych lichym poctem &tverctl je aspont n2.
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Uloha 7. Obdélnik a x b 1ze pokryt obdélniky 1 x n, pravé kdyz n | @ nebo n | b.
Dokazte. Kdy jej lze pokryt obdélniky m x n?

Uloha 8. Mg¢&jme nekone¢nou $achovnici a v ni néjaky ttvar P skladajici se z né-
kolika policek, ktery lze vydlazdit S-tetrominy. Dokazte, ze kdyz P vydlazdime S a
Z-tetrominy, musime pouzit sudy pocet Z-tetromin. (Shortlist 2014 C4)

Uloha 9. Je mozno vyplnit krychli 10 x 10 x 10 pomoci 250 cihel 1 x 1 x 4?

Uloha 10. Na Sachovnici 2020 x 2020 je umisténo 2020 Sachovych dam tak, Ze
se zadné dvé navzajem neohrozuji. Ukazte, ze se v kazdém z rohovych cétverct
1010 x 1010 nachazi alespon jedna dama.

Uloha 11. Alice a Bob hraji hru na Sachovnici n x n, na za¢atku jsou vsechna
policka bila, jenom levé dolni je Cerné a stoji na ném véz. Alice a Bob v kazdém tahu
pohnou vézi na bilé policko a obarvi jej na ¢erno. Kdo nemuze tahnout, prohral. Kdo
méa vyhravajici strategii, jestlize za¢ina Alice?

Uloha 12. Doka#, 7e tabulku 2" x 2" s jednim chybé&jicim polickem lze vydlazdit
L-triominy.

Uloha 13. Tabulka 6 x 6 je vydlazdéna dominy. Dokazte, Ze je mozné ji roziiznout
svisle nebo vodorovné tak, aby nebylo poruseno zddné domino.

Uloha 14. Sachovnice 8 x 8 je vydlazdéna dominy. Dokazte, Ze pocet vodorovnych
domin, jejichz levé policko je bilé, je stejny jako pocet domin, jejichz pravé policko
je bilé.

Uloha 15. Tabulka 100 x 100 je obarvena ¢erné a bile. Viechna policka na okraji
jsou Cerna a navic zadny ctverec 2 x 2 neni jednobarevny. Dokazte, ze existuje ¢tverec
2 x 2, ktery je obarveny Sachovnicové. (Rusko 2017)

Uloha 16. V tabulce n x n je n— 1 nakaZenych poli¢ek. V kazdém kroku se nakazi
vSechna policka, ktera sousedi s asponi dvéma nakazenymi. Dokazte, Ze aspon jedno
policko ztustane zdravé.
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Navody

1. Sachovnice.

2. Sachovnice.

3. Konstrukee na [ 5] je trividlni, optimalita plyne z Sachovnicového obarveni.
4. Obarvi fadky tfemi barvami.

5. Déravé sachovnicové obarveni.

6. Pouzij n? barev tak, aby kazdy ¢tverec obsahoval pravé jedno poli¢ko od kazdé barvy.
7. Obarvi diagonaly.

8. Najdi vhodné diagonélni a sloupcové obarveni.

9. Zkus obarvit 4 barvami.

10. Damy musi byt v protilehlych ¢tvercich, potom mame maélo diagonal.

11. Zalezi na parité n, policka poparuj.

12. Indukce.

13. Muze néjaky fez protnout jenom jedno domino?

14. Stejna myslenka jako v predchozi tloze, prida se Sachovnicové obarveni.
15. Spocitej hrany oddélujici ¢erné a bilé policko.

16. Obvod.

Literatura a zdroje

[1] Matthew Brennan: Grids and Related Problems, Canadian IMO Training,
2018.

[2] Stan Wagon: Fourteen Proofs of a Result About Tiling a Rectangle, The
American Mathematical Monthly, 1987.

[3] Josef Minaiik: Ulohy s tabulkami, Lyseciny, 2021.
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Mocnost bodu ke kruznici

VERGA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zakladnimi vlastnostmi mocnosti bodu ke kruz-
nici a ilustruje jeji pouziti v geometrickych tlohach.

Trocha teorie na Gvod

Definice. Je dan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|? — r2.

Poznamka. Pokud bod M lezi vné kruznice k, je ¢islo p(M, k) kladné. Pokud lezi
uvnitf k, pak je p(M, k) zdporné. Lezi-li bod M na kruznici k, je p(M, k) = 0.

Poznamka. Necht M a N jsou dva rizné body. Pak p(M,k) = p(N, k), pravé
kdyz |MO| = |NO|.

Tvrzeni. Necht pfimka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak
plati
|MA|-|MB|, lezi-li M vné k,

M, k) =
(M, k) {|MA¢Mm,mﬁﬁMume

Jestlize specialné M lezi vné k a oznacime T' bod dotyku te¢ny ke kruznici k vedené
bodem M, pak p(M,k) = |[MT|>.

Tvrzeni. Necht ABCD je ¢tyftihelnik a M = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy,
pravé kdyz |MA|-|MD|=|MB|-|MC|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bodu X spliiujicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chorddlou kruznic k, [.

Tvrzeni. Chordéla dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolma na spojnici jejich
stredii.
Tvrzeni. Uvazme tii kruznice ki, ko, k3. Pak jejich vzajemné chordaly prochazeji

jednim bodem (nebo jsou vSechny rovnobézné). Tomuto bodu se iika potencni stied
kruznic kq, ko, k3.

Piklady

Priiklad 1. Kruznice k, [ se stifedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spoleénou te¢nu kruznic k, [, ktera se jich dotyka v bodech T', U, v bodé P.
Pak |PT| = |PU|.
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Priklad 2. Na prodlouzeni tétivy KL kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici & se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 3. KruZnice vepsané trojuhelniku ABC se dotyké jeho stran AB, BC,
CA v bodech F, D, E. Ozna¢me pismeny Y7, Yo, Z1, Zs, M stiedy tseéek F'B, BD,
DC, CE, BC. Kone¢né bud X = Y,Y> N Z1Z,. Dokazte, ze XM | BC.

Priklad 4. Méjme pravouhly trojihelnik ABC s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici k;, kterd se dotykd AB v bodé A a
prochézi bodem D. Déle téZ kruznici ks, kterd se dotykd AB v bodé B a téZ prochéazi
bodem D. Ozna¢me FE druhy prisecik kruznic k; a ko. Dokazte, ze tthly BAC a DEC
jsou shodné. (Hradisteé 2007)

Priklad 5. Te¢ny skrz A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T a U. Bud M stred
AT. Use¢ka MU protne k podruhé v bodé X. Dokazte, ze | X A| =2 - |MX|.

Priklad 6. Na piimce p lezi body A, B, C, D v tomto potadi. KruZnice nad
pruméry AC, BD se protnou v X, Y. Na pfimce XY zvolime bod P (P ¢ BC).
Pfimka CP protne kruznici nad AC podruhé v bodé M, pfimka BP kruznici nad
BD v bodé N. Ukazte, ze piimky AM, DN, XY prochazeji jednim bodem.

(IMO 1995)

Priklad 7. V trojuhelniku ABC oznaéme By, Cy paty ptislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla tecnou ke kruznici opsané APACy, a ptimka PC
te¢nou ke kruznici opsané APABj. Dokazte, Ze AP je kolma na BC.

(MEMO 2011, MR&JT)

Priklad 8. Body P a @ leZi na strandch C'A a AB trojihelnika ABC. Ozna¢me
K, L a M postupné stfedy usecek BP, C(Q a PQ. Déale predpokladejme, ze pfimka
PQ je tecnou ke kruznici opsané trojuhelniku K LM. Ukazte, ze body P a @ jsou
stejné€ vzdalené od stfedu kruznice opsané AABC. (IMO 2009)

Priklad 9. Je dén ostroahly trojuhelnik ABC' s kolmistém H. KruZnice se stfedem
ve stfedu strany BC' prochézejici bodem H protne BC v A;, As. Body Bi, Bs, C1,
C5 definujeme podobné. Dokazte, Ze téchto Sest bodu lezi na kruznici.

(IMO 2008)

Priklad 10. Je dana kruznice k a pfimka p. Bod P se nachéazi na p. Teény z P
ke k se ji dotykaji v T' a U. Uvazme kruznici se stfedem P prochézejici body 7', U.
Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochéazeji dvéma spole¢nymi body.

Priklad 11. Na strané BC trojihelnika ABC s vyskami BM, CN a kolmistém
H je ddn bod W. Body X, Y jsou zvoleny tak, aby WX, WY byly praméry kruznic
BW N, respektive CW M. Dokazte, Zze body X, Y, H lezi na ptimce. (IMO 2013)
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Priklad 12. Necht ABCD je ¢tyifthelnik vepsany do kruznice k takovy, Ze piimky
AD a BC se protinaji v bodé Q). Oznac¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC vedené bodem Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |[MT| = |MQ)|. (MKS 2005)

Priklad 13. Je dan trojuhelnik ABC' s vepsistém [ a opsistém O. Kolmice na Al
skrz I protne BC v A’. Podobné definujme B’ a C’. Dokazte, %e body A’, B’, C’

lezi na pfimce kolmé na OI.

Priklad 14. Uhlopficky nerovnoramenného lichobézniku ABC D se protinaji v bo-
dé P. Necht Ay je druhy prusec¢ik kruznice opsané ABCD s piimkou AP, body Bi,
C1, Dy definujeme obdobné. Dokazte, ze A1 B1C1D; je také lichobéznik.

(Turnaj mést 2008)

Priklad 15. Osy thli u vrcholt A, B protnou protéjsi strany trojuhelnika ABC
v bodech D, E a samy sebe v I. Pfimka DFE protne kruznici opsanou v M a N.
Dokazte, ze ptipsisté I4 a Ip lezi na kruznici MIN. (ARO 2006)

~voey

Bod P na poloptimce AG spliiuje |[<CPA| = |<CAB|, bod @ na polopfimce BG
splituje |<CQB| = |<ABC|. Dokazte, ze se kruznice AQG a BPG protinaji na AB.
(Kanada 2013)

Navody

Uvazujte mocnost z bodu P.

Pouzijte pravouhlé trojahelniky.

Uvazujte B, C jako nulové kruznice.

Piimka DFE prochéazi stfedem tusecky AB, pouzijte tisekové thly.
Dokreslete kruznici opsanou AXU.

Hledany prusecik bude poten¢nim stifedem.

Bod P je prisecik vysky z vrcholu A a Thaletovy kruznice nad BC.
Ukazte, Ze trojuhelniky M KL a AQP jsou si podobné.

Dokazte, ze na kruznici lezi vzdy dvé dvojice bodu. Mohlo by se jednat o rizné kruznice?

S A ol

=
e

Primka p je chordala k a néjakého bodu.

[
N o=

Protnéte kruznice podruhé.
Dokazte, ze MQ je te¢nou ke kruznici opsané BDQ.

Uvazujte I jako kruznici s nulovym polomérem.

-
oW

Kombinujte ¢tyfi rovnosti ziskané z mocnosti.

=
o

Dokazte, ze DE je chordala dvou kruznic.

[y
®

Uhlové podminky pievedte na te¢nosti a tipnéte spravny bod na AB.

Literatura a zdroje

Prednaska je prevzata od Hedviky Ranosové, ktera Cerpala z prispévku Tondy Le a
mého prispévku a které timto velice dékuji.
[1] Hedvika Ranosova : Mocnost bodu ke kruznici, Sklené, 2019.
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Integraly

TERKA KUCEROVA

ABSTRAKT. Pomoci derivaci si zadefinujeme primitivni funkci a nauc¢ime se jak spo-
¢itat nékteré neurcité integraly.

Umluva. Neni-li fe¢eno jinak, redlny interval (a,b) uvazujeme vzdy neprazdny.
Co je neurcity integral?

Definice. Necht jsou f, F' funkce definované na reilném intervalu (a,b). Poté F
nazveme primitiond funkci k f na (a,b), jestlize pro kazdé z z intervalu (a,b) ma F’
v bodé z derivaci a plati F'(z) = f(z).

Proces, pfi kterém k dané funkci f na vhodném intervalu (a, b) hleddme jeji primi-
tivni funkci, nazyvame integraci. Primitivni funkce se nékdy oznacuje jako neurcity
integrdl, popfipadé antiderivace.

Fakt.

(1) Ne ke kazdé funkci existuje primitivni funkce. Napf. funkce signum nemé
primitivni funkci na R .

(2) Ke kazdé spojité funkci f na intervalu (a,b) lze nalézt primitivni funkci.

(3) Pokud je F' primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b), pak je F' na
tomto intervalu spojita.

(4) Primitivni funkce je az na konstantu uréena jednoznaéné. Tedy pokud mame
funkci f a k ni pfislusné primitivni funkce F' a G na intervalu (a,b), pak
existuje ¢ € R takové, ze pro kazdé x z (a,b) plati F(z) = G(x)+c. V tomto
pfipadé fikame, ze funkce F' a G se rovnaji aZ na konstantu, coz znacime
F=G.

Na zakladé vyse uvedenych faktid muzeme skutecnost, ze F' je primitivni funkce
k f na (a,b), znacit symbolicky jako

/f(x)dx < F(z) pro z € (a,b),

kde

(1) oznacuje rovnost az na konstantu,
(2) [ je znak integrélu,
(3) f(z) nazyvame integrand, tj. funkce, kterou integrujeme,
(4) dz je diferencidl, ktery jednak oznacuje konec integralu a jednak proménnou,
podle niz se integruje.
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INTEGRALY

Priklad. Spocditejte primitivni funkce k funkcim:

(1) =%, (2) sin(x), (3) cos(), (4) e,
(5) COS%(I)’ (6) sinzl(ac)’ <7) «/11712’ <8) 1+1w2'
Reseni.
(1) Ze vztahu (z*) = az®"! odvodime [z®dz = z+1 ,kde a # —1 a z € (0,00).
Ze vztahu (log(x)) L1 odvodime [ 27! da = log(x), kde z € (0, c0).
(2) Ze vztahu (cos(z)) = —sin(z) odvodime [ sin(z)dz = — cos(x) pro z € R.
(3) Ze vztahu (sin(z))’ = cos(z) odvodime [ cos(x)dz = sin(z) pro = € R.
(4) Ze vztahu (¢*)' = ¢* odvodime [ e*dz = e® pro z € R.
(5) Zderivujme
sin(x)\’  sin’(x) cos(x) — cos’(x) sin(z
ey ((S1) ) () cos(e)  cos')sini) _
cos(x) cos?(x)
cos?(z) +sin’(z) 1
cos?(z) ~ cos?(z)’

Je tedy videét, ze [ - Q(I) dz = tg(x), kde z € (—Z L),

(6) Zderivujme:

(cotg(x))" = (tg™" (2)) = -

-t
tg*(x)
A tedy [ ﬁ dz = — cotg(x), kde € (0,7).
(7) Zderivujme:
, 1 1 B 1 o

(aresin()) = sin’(arcsin()) B cos(arcsin(x) \/1 — sin®(arcsin(z) VI

Plati proto [ \/1%7 dz < arcsin(z), kde = € (—1,1).
(8) Zderivujme:

1 1
arctg(z)) = = = cos?(arctg(z)) =
r80) = gy — o = <o lerta(o)
B cos?(arctg(r)) B 1 B
N sin?(arctg(z)) + cos?(arctg(z)) B Sin2(arcziggix?jﬂg&;rctg(r)) o
1 1

1+ tg?(arctg(z)) T 1422

Z toho odvodime, ze [ ﬁ dz = arctg(z), kde = € R.
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Jak integrovat?

Véta. (linearita primitivni funkce) Necht je (a,b) interval, F primitivni funkce k f
na (a,b), G primitivni funkce ke g na (a,b) a «, B realna ¢isla. Potom oF + G je
primitivni funkce k af + B¢ na (a,b).

Véta. (prvni véta o substituci) Necht jsou (a,b), (a, 8) intervaly. Déle necht F je
primitivni funkce k funkci f na (a,b) a p: (o, 8) — (a,b) je funkce, kterd md vlastni
derivaci na celém intervalu («, 3). Potom

/ () () dt < F(o(t) prot € (a,B).

Priklad. Spoététe [ sin®(t)cos(t)dt, kde t € R.

Reseni. Abychom mohli pouzit prvni vétu o substituci, musime najit funkce f,
@, které budou spliiovat sin®(t) cos(t) = f(o(t))¢’(t). Klicové je uvédomit si, ze
(sin(t))’ = cos(t), coz motivuje zavést ¢ = sin.

Najit funkci f, ktera spliiuje f(sin(t)) = sin®(¢), uz je jednoduché: f(z) = °.
.’EG

K té nalezneme na R primitivn{ funkci [ 2Pdr = G

Pokud polozime (a,b) = (a, 8) = R, naplnili jsme podminky véty, a tedy dosta-
véame zavér [ f(p(t))¢'(t) dt = F(p(t)), po dosazeni [ sin®(t) cos(t) dt = & sin®(¢).
Poznamka. Bézné si vystacime se zkracenym zapisem, ktery obecné vypada né-
sledovneé:

/ z = ¢(t)
[ e = dr =) - [ f@)a.
z € (o, B), t € (a,b)
Konkrétné v nasem prikladu vypada takto:
x = sin(t) 401
/sin5 (t) cos(t)dt = |dz = cos(t)dt | = /x5 da = =8 sin®(t).
reR, teR

Véta. (drubd véta o substituci) Méjme intervaly (a,b), (o, ). Uvazujme funkci
e: (o, B) = (a,b), ktera splituje p[(«, 8)] = (a,b) a kterd m4 na celém («, §) vlastni
nenulovou derivaci. Déle necht jsou f:(a,b) = R a G: («a, 8) — R funkce, pro které
plati

/ Fe®)g (t)dt £ G(t), kdet € (o, B).

Potom [ f(z)dz = G(¢~'(z)) pro = € (a,b).
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Piiklad. Spoctéte [ V1 — a2dx, kde z € (—1,1).
Reseni. Polozme (a,b) = (—1,1), ¢(t) = sin(t), (o, B) = (-5,%
vlastni nenulova derivace funkce ¢ na intervalu (-3, 5) a ¢[(=5, 5)] = (—1,1). Déle

¢ Yz) = aarcsin(z), kde = € (a,b), a ozna¢me f(z) = v/1—22 pro x € (—1,1).
Plati rovnosti

/f(go(t))@'(t) dt = / \/1 —sin®(t) cos(t) dt = [ cos®(t)dt =

B / 1+ cos(2t) dt c t  sin(2t)
N 2 2 4

), pak existuje

kde t € («, ).

Proto dle druhé véty o substituci plati

/de < arcsi;(x) n sin(2 ar:l:sin(gc))7 kde 7 € (—1,1).

Véta. (integrace per partes) Necht (a,b) je interval a f je spojitd funkce na (a,b).
Daéle necht F je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce k funkci
g na (a,b). Potom

/ o(2)F(z) de = G(z) F(z) — / G(2)f(z)dz, kdez < (a,b).

Priklad. Spoctéte [arctg(z)dz na R.

Resent. Z tpravy [arctg(z)dz = [1-arctg(z)dz nahlédneme, ze budeme chtit
pouzit per partes pro funkce F(x) = arctg(z), f(x) = ﬁ, g(z) = 1, G(z) = x.
Protoze je f spojita na R, mazeme integraci provést, ¢imz po tpravé dostaneme

X

/arctg(z) dz = /1 -arctg(x) de = zarctg(z) — / dz =

1+a2
1 2z
= zarctg(z) — 3| Ty

Nyni se nabizi pouzit prvni vétu o substituci:

2 t=1+a? 1
/ﬁdzz dt = 2xdx z/gdtélog(t)zlog(l—i—xz).
T te€ (0,00), z€R

Celkové tedy mame

1

/arctg(x) dz = xarctg(x)—i/ 2z

c 1
< ——log(1+2?%), k R.
T2 dz = zarctg(x) 5 og(l+z*), kde x €
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ﬂlohy k procviCeni

Uloha 1. Dokaite, Ze funkce F'(z) = 2z — % sin(2z) je primitivni funkce k funkci
f(z) = sin*(x), kde = € R.
Uloha 2. Dokaite, %e funkce F)(x) a Fy(x) jsou primitivni funkce k téze funkci;
urcete, k jaké funkci jsou primitivni a o jakou konstantu se lisi:
(1) Fi(z) = =22 Fy(z) = 3 — cos?(a),
(2) Fi(z) =cos(2z), Fa(z) = 6cos?(z) + 4sin*(x),
(3) Fi(z) =logvz —2+3, Fa(x)=1log2x —4.
Uloha 3. Spoctéte integraly a naleznéte intervaly:
1) [(2®+ 22 — 22)dx,
S22 — 27 1) dx,
J(1+22)3 de,
(4) [bz*/xdz,
(5) [(sin(z) — 2cos(z)) dz.

Uloha 4. Spoététe integraly a naleznéte intervaly:

(1)
(2)
3)
(4)
)

1) [sin(z)cos(z)dx,
(2) [ cos?(z sm x)dz,
3) [—2ze " da,
(4) [cos?(z)dx
Uloha 5. Spoctéte integraly:

) Je®sin(z)dx, kde z € R,
2) [e*xzdz, kde z € R,
3) [xcos(x)dz, kde z € R.

Uloha 6. Vypoctéte [ cos(y/z)dz.

Navody

Ovér z definice primitivni funkce.
Derivuj!

Pouzij linearitu primitivni funkce.
Pouzij prvni vétu o substituci.

Pouzij integraci per partes.

ok W

Per partes a nasledné druhy véta o substituci.

Literatura a zdroje
[1] L. Pick, S. Hencl, J. Spurny, M. Zeleny: Skripta z Matematické analyzy
lhttps://www2.karlin.mff.cuni.cz/-pick /analyza-pro-studenty. pdf.
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Fermiho problémy

Lucka KUNDRATOVA

ABSTRAKT. Enrico Fermi byl jednim z nejvyznamnéjsich fyzika a matematikd mi-
nulého stoleti. Mimo jiné proslul téz rychlym fesenim problému velmi naroénych na
predstavu, jako napiiklad jak velkou plochu bychom pokryli krabicemi od pizzy, kterou
zkonzumuji Ameri¢ané za rok, jaka je hmotnost vSech proteinii v buice ¢i kolik ladiéa
pidn je v Chicagu. Podobné otazky jsou oblibené v pfijimacich testech spolecnosti,
jako napfiklad Google. V pfednésce si ukdzeme, jak k témto problémim pfistupovat,
jak odhadovat, a to nejen vysledek, ale i chybu.

Enrico Fermi mimo jiné pracoval na vyvoji atomového reaktoru a atomové bomby
za druhé svétové valky. Legenda pravi, ze z pouhého hozeni papirové kulicky na stiil
dokézal predpovédét silu vybuchu atomové bomby. Jeho pfedpovéd 10 kt TNT je
v porovnani se skute¢nou silou 20 kt TNT vskutku impozantni. Podobné odhady se
daji vyuzit vSude, kam se jen podivdme, a mnohdy nam usetii mnoho c¢asu s roz-
hodovanim ¢i naptiklad s vybérem vhodné metody pro provedeni experimentu a
méfeni (tfeba na méfeni délky dalnice si nevezmeme milimetrové pravitko). Jak se
da k takovému odhadu dospét? Nejprve se uvedme na par bodt, které ndm k tomu
pomohou.

(1)

(6)
(7)

Napis feseni — tedy, zamysli se nad rozumné blizkym feSenim. Staci, kdyz
odhadnes feseni s chybou jednoho fddu. Uvedme si piiklad.

Uloha. Jde$ nakupovat a mas dvousetkorunu, kterou jsi ochoten utratit
za dobry obéd. Kdyz uvidis (dobry) obéd za 100, okamzité ho koupis. Kdyz
za 1000, urcité si ho nekoupis. Pouze tehdy, kdyz bude cena nékde okolo té,
kterou jsi ochoten zaplatit, budes vahat. Obvykle nam tedy sta¢i odhadnout
feSeni radove.

Rozdél a panuj! Ulohu si rozdél na vice ¢asti, kazdou odhadni zv1ast s chy-
bou do jednoho fadu a poté jednotlivé ¢asti spoj.

Uréi horni a dolni hranice.

A nésledné je vyuzij k dobrému odhadu pomoci geometrického praméru.
Porovnej sviij vysledek. Casto je mozné najit néjakou podobnou tlohu,
popfipadé vzdy se da vratit zpét a podivat se — je muj vysledek prilis maly?
Prilis velky? Akorat?

Nebo ho odhadni jinak. Vzdy je vice cest.

Odhadni chybu. Vzdy chceme védét, jak moc se mizeme mylit.

Ale jesté nez si uvedené body vice rozebereme, uvedme si par pomtcek, abychom
se v tom dobfe orientovali.
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Zapis Cisel pomoci mocnin

Budeme pracovat s velmi velkymi a velmi malymi ¢isly. Proto je vyhodné pfepsat
vSe ve formé nésobku ¢isla a mocniny 10. P¥i jejich nasobeni (déleni) pak jen seGteme
(odecteme) mocniny desitky a vynasobime (vydélime) ¢islo (koeficient). Par ptiklad
takto zapsanych ¢isel, jez se naAm budou hodit:

(1) Avogadrovo &islo (udéva pocet ¢astic v jednom molu latky) — Na = 6 - 10%3.
) Pocet obyvatel USA — 3 - 108.

) Pocet obyvatel CR — 107.

)

(2
(3
(4) Vzdélenost Zemé od Slunce v metrech — 1,5 - 1011

Pocitani geometrického priméru
Definice. Geometricky primeér a dvou cisel b a ¢ je definovan jako a = Vb - c.

Pii odhadech budeme casto pouzivat geometricky prameér, ktery ndm pomuze i
s vyjadfenim chyby. Jeho pocitani si rozdélime na dva pripady:

(1) Pokud po vyndsobeni je mocnina u desitky sudd, pak jen zprimeérujeme
pomoci aritmetického primeéru koeficienty a mocniny.

244

Uloha. Geometricky primér 2 - 10% a 3 - 10* je priblizng 213 . 1072 =
2,5 - 103. Pfesn4 hodnota je 2449, tedy odhad je to velmi dobry.

(2) Pokud po vynéasobeni je mocnina u desitky liché, ode¢teme od mocnin jed-
nicku, koeficienty vyndsobime tfemi a pak postupujeme stejné jako v (1).

3+4-—-1

Uloha. Geometricky primér 2-10% a 3-10? je priblizng 2£2.3.10" 2 =
7,5 - 103. Pfesna hodnota je 7746.

A nyni hura na feSeni problémni!

P¥iklad. (rozehiivaci) Sance, Ze vyhrajete loterii, je jednu ku sto milionfim. Jak
vysoky by byl stos, kdybyste losy pokryvajici vSechny moznosti poskladali na sebe?

Mala anketa na procviceni predstavivosti:

(1) Jako Snézka (1600 m).

(2) Jako Mount Everest (10000 m).
(3) Polomér Zemé (107 m).

(4) Vzdélenost na Mésic (108 m).
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Reseni. K vyteSeni tlohy potfebujeme znat dvé informace, a to kolik je lostl a jak
je jeden los tlusty. Za pfedpokladu, ze vyhrava jen jeden los, mame 10% moznosti,
tedy lost.

Jak tlusty je jeden los? Pojdme to odhadnout. Balik papiru (500 ks) mé $itku asi
5 cm. Losy vsak byvaji o néco tlustsi. Zkusme karty. Balicek 32 karet mé Sirku asi

1 cm. Tedy:
1lcm cm

= =0,03
32lost ’
L\ et 8 o
vyska =3 -107"— - 10° losu
los

=3.10* 2
los los

viska = 3-10*m

To je asi 30 km. Ttikrat vysSe, nez normalné létaji dopravni letadla!
Uloha 1. (klasika) Kolik ladi¢t pian je v Praze (nebo v Londyné nebo ve Tvém
mésté)?
Uloha 2. Kdyby se vyroloval veskery toaletni papir pouzity za rok v CR, jak
dlouhou ¢aru by vytvoril?
Uloha 3. Kolik plechovek dzusu potfebujes vypit, abys mél energii nutnou na
vystup ,,prumérné hory“?
Uloha 4. Kolik vézi trilion Ké? Vyjadii, kdyz je to trilion v bankovkach, mincich,
zlaté, hodinach otrocké prace ...

Na nésledujicim ptikladu si procvi¢ime, jak se divat na problém z riznych stran.

Priklad. Jakou plochu bychom pokryli se vSemi krabicemi od pizzy, které Ameri-
¢ané sni za rok?

Rozdél a panuj (a odhadni chybu)

Vyte$me néasledujici problém a pak se vratme zpét a odhadnéme chybu.
Piiklad. Kolik proteint je v bakteridlni butice (E. Coli)?

Reseni. Piedtim, neZ zacneme fesit, si pojdme tipnout.
Resgeni si opét rozdélme na mensi kroky a u kazdého se pokusime o odhad chyby.
Rozdéleni je nasledujici:
(1) Velikost butiky — jak velks je buiika?
(2) Hmotnost buiiky — jaka je hustota butiky (pozor na jednotky)? Pro lehéi vy-
pocet piejdéme nyni na jiné, uzitetnéjsi jednotky. Na Daltony (Da). A udé-
lejme prvni aproximaci, N4 = 1024
Definice. (Dalton) Jeden Dalton odpovidd hmotnosti vodikového atomu. Déle

plati, ze 1 g je roven sou¢inu Avogadrova ¢isla a hmotnosti 1 Da.
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(3) Hmotnost proteini — jakou chybu délame? Jakou hmotnost zabiraji proteiny?
Co tvori nejvétsi ¢ast, nejvice hmotnosti?

(4) Pocet proteint — kolik vazi jeden protein? Je slozen z aminokyselin (AK),
kolik AK mé4 asi jeden protein a kolik vazi jedna AK? Nyni uz staci jen
vydélit hmotnost vSech proteint hmotnosti jednoho.

Vratme se nyni zpét a podivejme se na chyby. Prvni je velikost, dale pocet AK,
zastoupeni proteinti v susing, ... Vezméme to odzadu. Jak moc pfispivaji proteiny
do hmotnosti? Zde jsou redlné hodnoty mezi 0,1 az 0,2. Pocet AK je dalsi velkou
nepfesnosti, ale pohybujeme se v oblasti dvojnésobku, tedy realné mezi 100 az 500,
coZ je oboji docela malé chyba. Co objem? To miiZe byt problém, nebot se spoléhame
na rozmeér a objem roste s jeho tieti mocninou. Piesnéji tedy mizeme rozdélit ndmi
ziskanou informaci a vztahnout ji pouze na objem jednoho mikrometru krychlového.

Uloha 5. (rozsifeni piedchozi) Kolik molekul mRNA je v této buiice?

Ulohy

Uloha 6. Kolik lidi pravé ted telefonuje nebo pise zpravu na svém mobilu?
Uloha 7. Kolik je na Zemi stromi?
Uloha 8. Kolik bunék je v lidském téle? A co v téle obecného organismu?

Uloha 9. Vratme se na chvilku k pfedchozi tloze. Pii odbéru krve Ti fekli, Ze
pocet Cervenych krvinek ve Tvém vzorku je 4-6 miliont na mikrolitr krve. Porovnej
jen odhad cervenych krvinek s vysledkem piedchozi tlohy. Kde je problém?

Uloha 10. Kolik 7idli se za rok proda v CR?

Uloha 11. Jak dlouho stravi voda v atmosféfe nez opét spadne na zem?

TroSku tézsi
Uloha 12. Jaky je primérny pocet nohou zvifat? Za zvifata povazuj obratlovce
i bezobratlé.

Uloha 13. Jaka je orbitalni rychlost Zemé kolem Slunce? A jeji kinetické energie?

Uloha 14. Jaky je objem vSech na Zemi ¢lovékem postavenych struktur (budov,
domd, aut, ... )?
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Navody

1. Kolik je obyvatel ve mésté? Kolik pidn pripadéd na obyvatele? Kolikrat za rok je piano ladéno?
Kolik ¢asu zabere naladéni piana? Kolik hodin pracuje ladi¢ za rok?

2. Kolik toaletniho papiru denné/roli za mésic vypotiebujes? Kolik zije lidi v CR?

3. ,,Primeérna hora“ je vyssi nez budova a nizs§i nez Mt. Everest. Zména potencidlni energie
je dana vzorcem E = mgh, kde m je hmotnost télesa, g = 10 m/s? gravitaéni zrychleni a h
vyska/vzdalenost, o kterou se v potencidlnim poli posouvdme. Jakou energetickou hodnotu ma
takova 330 ml plechovka?

4. Kolik je to bankovek/minci a kolik vazi jedna? Jakou hodnotu ma zlato? Hustota zlata je 20
t/m3.

5. Z poctu proteini vyuzij produkéni rychlost proteinti (délka jednoho bunééného cyklu je v roz-
mezi 30min a 1h, pouzij 3000s, a rychlost je pocet za ¢as) a nasledné rychlost produkce pro-
tein/mRNA (rychlost je 0,1-1 prot/mRNA/s).

6. Kolik lidi je na svété? Kolik ¢asu/jakou frakei travi lidé denné psanim ¢i volanim?

7. Jak velkou plochu zabira sous? Kolik je asi strom@ na 1 km??

8. Jak velké je lidské télo a jak velka je eukaryoticka bunka?

9. V zilach ndm obvykle koluje kolem 51 krve.

10. Kolik zidli ,vlastnis“ — na kolika sedis? Jak ¢asto svou zidli/své zidle ménis?

11. Jaky je odpar vody na Zemi za rok? Kolik vody je v atmosféie? Ustdleny stav fikd, ze je
stejny prisun vody do atmosféry jako z atmosféry. Jak casto tedy prsi?

12. Jaky je primérny pocet nohou obratlovcti? A co bezobratlych?
Bezobratli — hmyzu je opravdu hodné, asi 108, ovsem cervikii je jesté vice. Clenovct kolem
1018, planktonu 101920 hlistt, hadatek a tak podobné asi 102°.

13. Jaka je doba obéhu a jaka je délka? Jaka je hmotnost Zemé? Polomér je asi 6000 km, hustota
je vétsi nez vody (1000 kg / m3) a mensi nez Zeleza (8000 kg / m?). Jeden rok m4a 7 - 107 s.

14. Budovy dominuji. Jak velka jsou mista, kde lidé Ziji, a jak velkd ta, kde pracuji?
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Uvod do linearni algebry

ANNA MARIE MINAROVICOVA

ABSTRAKT. Cilem prispévku je sezndmit Ctenéafe se zakladnimi pojmy a koncepty
tykajicimi se linearni algebry a jejiho pouziti.

V tomto prispévku se budeme vénovati linedrni algebfe. Nez se ale pustime do de-
finic a tvrzeni, pojdme si uvést par prikladi, k ¢emu ndm miZe byt linedrni algebra
uziteéna.

Priklad. Soustavu linearnich rovnic

r+2y+3z= 4,
2r+ y = -1,
—z +2z= 0

Ize reprezentovat matici

1
2
-1

o N
OO W
|
—

Piiklad. Komplexni ¢isla muZzeme vyjadfovat pomoci vektort v komplexni roviné.
Operace s komplexnimi ¢isly pak maji pfirozenou reprezentaci pomoci vektorovych
operaci.

z+w=(a+c)+ (b+d)i

Priiklad. Pokud chceme v klasické mechanice vySetfovat pohyb télesa, pomuzeme
si 3-dimenzionalnimi vektory, jez u daného télesa reprezentuji polohu, rychlost,
zrychleni (tyto velifiny jsou svézdny derivacemi) a sily na dané téleso pisobici.
Napftiklad si pfedstavme kutalejici se balének po naklonéné roviné.

49



UVOD DO LINEARN{ ALGEBRY

Abychom se mohli zabyvat linedrni algebrou, pojdme si zadefinovat zakladni ob-
jekty, se kterymi budeme dale pracovat.

Definice. Veli¢inu, jez je urcena pouze svou velikosti, nazyvame skaldrem. V ma-
tematice takto oznacujeme zpravidla jediné realné ¢i komplexni ¢islo.

Definice. Aritmetickym vektorem nad R s n slozkami rozumime uspofadanou n-
tici redlnych cisel. Vektory Casto reprezentujeme veli¢iny, jez maji velikost a smér.

Definice. Redlnou matici A typu n X m rozumime obdélnikové schéma o m sloup-
cich a n fadcich, jejiz policka obsahuji redlna cisla. Témto policktim fikdme proky
matice A a prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci znacime a;;.

Maticové operace a specialni matice

Nyni se podivejme na zékladni operace, které pouzivame pii praci s maticemi a
vektory, jez jsou v podstaté specidlni matice typu n x 1.
Definice. Jednotkovou matici typu n X n rozumime ¢tvercovou matici, jez ma

na diagonale 1 a mimo diagondlu 0 (diagonalou myslime hlavni diagonalu z levého
horniho rohu). Takovou matici zna¢ime I,,.

Definice. (nasobeni skaldrem) Pro matici A = (a;;) typu n x m a skalar ¢ definu-
jeme t-nasobek matice A jako matici t - A = tA = (taij)nxm.

Definice. (séitdni matic) Mé&jme matice A a B typu n x m. Pak jejich soudtem je
matice C typu n X m, pro kterou plati c;; = a;; + by;.

Tvrzeni. (asociativita a komutativita s¢itdni matic) Médme-li matice A, B a C
typu n X m, potom plati

(1) A+ B=B+ A,

(2) (A+B)+C=A+(B+C).

Uloha. Jsou dany nasledujici matice A, B a C:

12 45 3 115 153 9 100
A=1|31 23 7|, B=|54 104 72|, C=L=[01 0
52 64 4 435 345 35 001

Spoctéte A+ B, B— A, A—C, (A-C)+ B.
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Definice. (ndsobeni matic) Mé&jme matici A typu m x n a matici B typu n X p.
Pak soucinem matic A - B rozumime matici C' typu m x p, kde ¢;; = > _; airby;-

Tvrzeni. (asociativita nadsobeni matic) Maédme-li matice A typu m x n, B typu
nxp aC typup x q, potom plati (A-B)-C=A-(B-C).

Uloha. Na nésledujicich zadanich si procvi¢te nasobeni skaldarem a nasobeni ma-
tic:

-6 -7 1
@ (% ) w1 s )o@ (5 7)),
0 4 -5
12 12
@ [ 8] (12 -3, © (-1 2 3-8
1 1
4 2 3 1 15 9 4 2 3 1 15 9 -2
@ (1 3 2[5 10 2], @ |13 2] (|5 10 2 0
5 8 1 4 3 5 5 8 1 4 3 5 1

Li&i se vysledek ulohy (d) a (e)? Pokud ano, jak? Je ndsobeni matic komutativni
(ndsobeni dvou matic je komutativni, pokud plati A- B = B - A)?

Cviceni. Co museji spliiovat matice A a B, aby byly definovany oba soudiny A - B
i B - A? Najdéte nékolik ruznych dvojic matic A a B, aby navic platila rovnost
A-B=B-A.

Definice. Transponovand matice k matici A typu n x m je étvercova matice AT
typu m X n, pro jejiz jednotlivé prvky plati aiTj = aj;.
Soustavy linedrnich rovnic
Nyni se vratime k motivaénimu piikladu ze zacatku
r+2y+3z2= 4,

2x+ y = -1,
—x +2z= 0.
Levou stranu, tedy koeficienty pfed nezndmymi, miZeme reprezentovat matici A

(kazdy sloupec matice A je svdzan s jednou nezndmou) a pravou stranu vektorem b.
Dohromady celou soustavu reprezentujeme rozsirenou matici soustavy (A |b)':

2
(Alb)y=| 2 1
0

ITouto matici rozumime matici A, kterou vpravo rozsifime sloupcem tvofenym vektorem b.
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Vyfesit soustavu linedrnich rovnic (SLR) je potom ekvivalentni s nalezenim vsech
vektortt u, které spliiuji rovnost A -u = b, kde u = (z y 2)T. V maticovém z4pisu
ma tedy nase SLR tvar

1 2 3 z 4
2 10| -|y]=]-1
-1 0 2 z 0

Uvedme si néjaké zakladni pojmy, které nas dovedou az k samotnému algoritmu na
feseni SLR, ke Gaussové eliminaci. Pro zjednoduseni se zabyvejme pouze pfipadem,
kdy ma soustava pouze jedno jednoznac¢né urcené feSeni.

Definice. Fkvivalentni upravou soustavy linearnich rovnic rozumime tpravu, ktera
neméni mnozinu vsech Teseni.
Definice. Flementdrni upravy soustavy linearnich rovnic jsou

(1) prohozeni dvou rovnic,
(2) vynésobeni né&jaké rovnice nenulovym ¢islem ¢,
(3) pfic¢teni t-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.

Tvrzeni. Elementarni tipravy jsou ekvivalentni.

Pokud soustavu reprezentujeme pomoci rozsifené matice soustavy (A4]b), dosta-
vame z elementarnich tprav elementarni fadkové tpravy.

Definice. FElementdrni radkové upravy rozsifené matice soustavy jsou

(1) prohozeni dvou fadkt matice,
(2) vynésobeni jednoho z Fadkid matice nenulovym ¢islem ¢,
(3) pri¢teni ¢t-ndsobku nasobku jednoho radku k fadku jinému.

Gaussovou eliminaci prevadime matici A posloupnosti elementarnich fadkovych
uprav do 7ddkové odstupriovaného tvaru (tj. matici, ve které je kazdy nésledujici
fadek kratsi nez ten pfedchézejici).

Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) pro matici A = (@;j)nxm probiha
nasledovné:

(1) najdeme prvni nenulovy sloupec, at to je k-ty sloupec,

(2) pokud aj; = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym fadkem 4, ve kterém je
Qi 7& 07

(3) neni-li a1y nulové, pak pro kazdé i = 2,3, ..., n pfi¢teme (—a;;/a1x)-nésobek
prvniho fadku k i-tému fadku (ke kazdému fadku kromé prvniho pficteme
nasobek prvniho fadku, ¢imz vynulujeme prvky v daném sloupci ve vSech
fadcich kromé prvniho).
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Tento postup opakujeme pro vSechny sloupce. Jakmile mame matici v radkove
odstupniovaném tvaru, udélame zpétnou substituci, kdy jednotlivym proménnym
pripisujeme takové hodnoty, aby sedély ke sloupci pravych stran.

Ukazme si Gaussovu eliminaci a zpétnou substituci na nasem piikladé:

1 2 3] 4 1 2 3| 4 1 2 3] 4

2 1 0{-1])~10 -3 -6/ -9|~[0 -3 —6|-9],

-1.0 20 0 2 5| 4 0 0 3|-6
3z=—6 = z=-2,

—By—6z=-3y+12=-9 — y=17,
r+2y+3z=c+14-6=4 — x=-4

Uloha. Najdéte vechny vektory u splitujici rovnice

1 2 2 0 3 2 -1 1
2 0 1|-u=|1], 2 -2 4 |u=| -2
11 2 1 -1 3 -1 0

Definice. FElementdrni matice je matice, ktera vznikne z jednotkové matice jednou
elementarni fadkovou tpravou.

Uloha. Zkuste najit elementarni matice E1, Es, Es typu 3 x 3 takové, Ze pokud
jimi vynasobime matici A zleva, tak docilime:

(1) prohozeni prvniho a druhého Fadku,
(2) vynésobeni druhého fadku ¢islem 5,
(3) pficteni trojnasobku druhého fadku k tietimu radku,

1 2 3
A=|2 1 0],
-1 0 2
2 10 1 2 3 1 2 3
Ei-A=|1 2 3|, FE-A=(10 5 0|, E;-A=[2 1 0
-1 0 2 ~1 0 2 5 3 2

Inverzni matice

Definice. Je-li A matice typu n x m, X matice typu m x n, pak X nazyvame
inverzni matici zprava k matici A, pokud plati A - X = I,, matice A se v tom
pripadé nazyva invertovatelnd zprava.

Definice. Je-li A matice typu n x m, X matice typu m X n, pak X nazyvame
inverzni matici zleva k matici A, pokud plati X - A = I,,,, matice A se v tom pfipadé
nazyva invertovatelnd zleva.
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Definice. Jsou-li A a X ¢tvercové matice typu n x n, pak X nazyvame inverzni
matici k matici A (zna¢ime ji X 1), pokud plati X - A = A- X = I,,, matice A se
v tom pripadé nazyva invertovatelnd matice.

Cvigeni. Musi inverzni matice existovat ke kazdé matici A? Je A~1 (pokud exis-
tuje) uréena jednoznacné?

Uloha. Najdéte matice inverzni zprava k maticim

-1 2 3 1 2 —4
4 -9 8)° 21 -4/

Uloha. Najdéte matice inverzni zleva k maticim

1 2 1 -1
3 4], 1 1
5 6 2 3

Uloha. Najdéte inverzni matice k maticim

(23) (52)

V piedchozi ¢asti jsme si ukazali, Ze soustavu linearnich rovnic mtzeme vyjadrit
maticové jako Au = b. VSimnéme si, Ze pokud je matice A invertovatelna, je mozné
vektor FeSeni vyjadfit jako u = A=Ay = A~1b.

Cvicéeni. Zamyslete se, pro¢ feSeni soustav, které nejsou reprezentované inverto-
vatelnou matici, nelze takto elegantné vyjadrit. Co to pro soustavu znamena?

Linedrni zobrazeni
Definice. Linedrni zobrazeni je takové zobrazeni f : R™ — R™, pro které plati
flu+v) = f(u)+ f(v) a f(tu) = tf(u) pro redlné &islo ¢ a vektory u a v.

Tvrzeni. Ke kazdému linearnimu zobrazeni f : R™ — R" existuje jednoznacné
uréend matice A typu n X m takovd, Ze pro vSechny v € R™ plati f(v) = Av.

Cvicéeni. Naleznéte matice typu 2 x 2 téchto linearnich zobrazeni: identické zob-
razeni, osova soumérnost, stfedovd soumérnost, stejnolehlost. Na jaky ttvar se pii
nich zobrazi ¢tverec s vrcholy (0,0), (0,1),(1,1),(1,0)?

Cviceni. Naleznéte geometricky vyznam linedrniho zobrazeni uréeného matici

(5] i),
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Vézni, domorodci a kouzelnici

RADEK OLSAK

ABSTRAKT. Prispévek sestava z hromady péknych a ¢asto i notné trikovych tloh na
pomezi logiky a kombinatoriky, jejichz sjednocujici myslenkou je ,kdo muze co védet®.
Budeme z ruznych thlt zkoumat, co znamené ,néco védét“. Presnéji, bude nas
zajimat, v ¢em vSem miize byt skrytd Sikovna informace — a to bud sama od sebe,
nebo diky vychytralé domluvé.

Rozhovory

Zac¢neme nékolika logickymi tlohami, které jsou velmi dynamické. Rozmyslet si, co
kdo ve kterou chvili mtze védét, totiz viibec nemusi byt trividlni. Motto:

TFi logici prijdou do hospody.
,Ddte si vSichni t7 pivo?“

»Nevim . ..

“

»Nevim . ..

[13
»Ano.

Priklad 1. Albert a Bernard se snazi zjistit, kdy ma Cheryl narozeniny. Uz védi, ze
je to néktery z nasledujicich deseti dni: 15. kvéten, 16. kvéten, 19. kvéten, 17. Cerven,
18. Cerven, 14. Cervenec, 16. cervenec, 14. srpen, 15. srpen, 17. srpen.

Kdyz se vSichni sesli, Cheryl poseptala Albertovi, ktery mésic je ten spravny.
Potom poseptala Bernardovi spravny den.

Cheryl: , UZ vite?

Albert: »Ne, nevi to ani jeden z nas!“
Bernard: ,,Ted u? to ale vim!“
Albert: »Tak ja teda taky.

Kdy ma Cheryl narozeniny?

Priklad 2. V kruhu sedélo dvanéct bystrych muzu a kazdému z nich byla ndhodné
rozdadna jedna z dvanacti karet — deviti prazdnych a tfi vyznaénjch oznacenych
jako J, Q a K. Kazdy z muzi se podival na svou kartu a poté ji poslal sousedovi
po pravé ruce. Takto se pokracovalo déle, pficemz po kazdém zhlédnuti karty byli
vsichni v jeden okamzik vyzvani, aby se pfihlasili, pokud védi, kdo prave drzi kterou
vyznacnou kartu. V prvnich ¢tyfech kolech se nepfihlasil nikdo a po spatieni paté
karty zvedl ruku jeden ¢lovek. Kolik lidi se pfihléasilo po spatieni Sesté karty? A kolik
po spatfeni sedmé? (N&boj)
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Priklad 3. Mirek povédél obéma, Kennymu a Pavlovi, jedno p¥irozené ¢islo. Déale
jim sdélil, Ze jejich ¢isla jsou ruzna a jejich souc¢tem je dvojciferné ¢islo. Pak se mezi
Kennym a Pavlem odehréla nésledujici konverzace:

Kenny: »Nedovedu urcit, kdo z nds md vétsi c¢islo.“

Pavel: »Ani jd to nedovedu urcit, ale prozradim, Ze moje cislo je délitelné 17.¢
Kenny: LAha, tak ted uZ umim jednoznacné urcit, jaky je soucet nasich cisel.“
Urdete soudet jejich cisel. (Naboj)

Priklad 4. Anna ma3 ¢islo a, Bill mé ¢&islo b, pficemz a, b jsou pfirozend ¢isla lisici
se o 1.

Anna: »Nezndm tvé céislo.“
Bill: »Ja taky ne.“
Anna: »Jd uZ ano.“

Bill: ,Ja také.“

Najdéte cislo, které néktery z nich mél.

Priklad 5. Anna, Bill a Cath maji na ¢elech pfilepené karty s pfirozenymi ¢isly.
Pritom védi, ze soucet dvou z téchto ¢isel dava ¢islo treti.

Anna: ,Nezndm své ¢&islo.“
Bill: »Jd taky ne.“

Cath: »Jd taky ne.“

Anna: »Ha, moje ¢islo je 50.¢

Jaka jsou ta zbyla dve?

Priklad 6. Je zndmo, Ze a, b jsou pfirozend d¢isla spliujici 1 < a < b, navic
a + b < 100. Pavel zna souéin ab a Sara soucet a + b.

Pavel: »Nezndm ta pivodni cisla.“
Sdra: , Védéla jsem, Ze je neznds.“
Pavel: ,UZ je znam.“

Sara: »Ja uz taky.“

Priklad 7. Dostali jste se do findle televizni soutéze. Pfed sebou vidite troje za-
viené dvefe. Za jednémi je nové auto, za zbylymi dvéma koza. Mizete ukazat na
jedny dvere. Pak moderator otevie jiné, za nimiz bude koza, a d4 vAm moznost vasi
drivéjsi volbu dvefi zménit. Vyplati se to?? (Monty Hall)

L Auto je lepsi nez koza.
56



RADEK OLSAK

Priklad 8. V jihoafrickém kmenu Bongo-bongo mé kazdy domorodec na éele mod-
rou nebo cervenou tecku. Tisicileta tradice pravi, ze kdykoli nékdo zjisti barvu své
tecky, musi si nasledujici den vzit zivot. Jednou prijde do vesnice cizinec a na vefej-
ném shromézdéni sdéli v§em svij objev: ,Nékdo méa na cele modrou tecku.“ Ukazte,
ze tim odstartuje vlnu sebevrazd, ktera skonéi smrti tiplné vsech domorodcii.
(folklor)

Vézni

Véznum vzdy zaddme na prvni pohled skoro nemozny tkol. Oproti pfedchozim tlo-
ham je tu ale jeden velky rozdil: vychytrali vézni si predem mohou domluvit strategii.
Maji Sanci?

Priklad 9. Sto vézni stoji v fadé. Kazdy méa na hlavé ¢erny nebo bily klobouk
a vidi vSechny pred sebou. Kat jde postupné odzadu a pté se na barvu klobouku.
Kdyz fekne vézen svou, prezije, jinak je popraven. Vsichni slysi odpovédi vSech
ostatnich i jejich osudy. Navrhnéte taktiku, pii které co nejpravdépodobnéji prezije
co nejvice véziii, pokud se na ni mohou domluvit pfedem. (folklor)

Piiklad 10. Reste piedchozi pifklad pro klobouky, které maji n barev.

Priklad 11. Deset véznu sedi v kruhu, kazdy méa na ¢ele napsané ¢islo od 1 do 10
(ne nutné kazdy jiné). Kazdy vidi éisla vech ostatnich. Na povel v8ichni soucasné
vykiiknou ¢islo. Pokud nékdo vykfikne to své, jsou vsichni osvobozeni. Navrhnéte
taktiku, pfi které budou vézni jisté osvobozeni, pokud se mohou domluvit predem.

(folklor)

Piiklad 12. Ve vézeni sedi 100 véziii. Reditel véznice se rozhodl, Ze jim d4 $anci
na svobodu. Do 100 ocislovanych suplikii ve své obrovské kancelari proto nahodné
umistil jména véznd, do kazdého Supliku pravé jedno. Vézni budou jeden po druhém
chodit do kancelare. Kazdy z nich se mize postupné podivat do 50 Suplikti. Pokud
se vSem véziiim povede nalézt svd jména, jsou propusténi, jinak je feditel neché
popravit. Pred zac¢atkem hry se navic mohou domluvit. Vymyslete pro vézné takovou
strategii, aby jejich Sance na propusténi byla alespor 1— (5% + 5% + et 171)0) > %.

(folklor)

Piiklad 13. V kruhu sedi n véznt. Kouzelnik si u kazdého hodi spravedlivou
minci a podle toho mu da ¢erveny, nebo modry klobouk. Kazdy vézen vidi klobouky
ostatnich, ale ne ten sviij. Poté vsichni najednou feknou néjaké realné ¢isla. Vyhraji
prévé tehdy, kdyz bude soucet jejich ¢isel kladny a cervenych klobouki bude sudy
pocet, nebo pokud bude soucet jejich ¢isel zaporny a ¢ervenych kloboukt bude lichy
pocet. Mohou si ovSem predem domluvit strategii. V zavislosti na n naleznéte nejvétsi
mozné p, pro které existuje strategie takova, ze vézni vyhraji s pravdépodobnosti p.

(iIKS-5-C7)
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Priklad 14. V kruhu sedi n > 3 véziid. Soudce si u kazdého vézné hodi spraved-
livou minci a podle toho mu d4 bud modry, nebo ¢erveny klobouk. Kazdy z vézit
pak soudci bud poseptd ,cerveny“, ,modry*, nebo ,nevim*“. Aby nebyli odsouzeni,
musi se alesponi jeden vézen trefit a zadny se nesmi splést. Navrhnéte strategii, pfi
které uspéji s maximalni pravdépodobnosti.

Kouzelnici

Nyni se dostavame k tloham, ve kterych vystupuji rtzni kouzelnici se svymi pro-
myslenymi triky.

Priklad 15. Kouzelnik Arutyun a jeho asistent Amayak predvedou nésledujici
supertrik. V mistnosti je ruleta. Divaci na ni vyznac¢i 2007 bodt a Amayak jeden
z nich smaze. Potom se Arutyun vrati do mistnosti a uhodne ptlkruznici, na které
smazany bod lezel. Jak mohou tento trik provést? (ARO 2007)

Priklad 16. Dva kouzelnici Adam a Boniféc byli uvéznéni a zalainik Emil s nimi
chce hrat dabelskou hru. Na stole v cele je pevné postavena Sachovnice n X n. Emil
odvede Boniface pry¢ a po svém navratu na kazdé policko Sachovnice poloZi minci,
na jejiz vrchni strané je bud panna, nebo orel. Nasledné ukdze Adamovi své nejobli-
benéjsi policko a Adam pak musi otocit pravé jednu minci. Poté je Bonifac priveden
zpét. Uhodne-li Bonifdc Emilovo oblibené policko, budou oba kouzelnici propusténi.
Pro kterd n 1ze Emila prelstit? (ITAMO 2013)

Priklad 17. Arutyun a Amayak ukazuji dalsi zazra¢ny trik. Divaci napisi na tabuli
posloupnost n cifer 0,1, ...,9 a Amayak dvé sousedni zakryje ¢ernym diskem. Posléze
Arutyun piijde a dvé zakryté ¢islice bezchybné uhodne véetné jejich poradi. Pro které
nejmensi n takovy trik mohou predvadét? (ARO 2007)

Priklad 18. Jsou déna pfirozend n a k spliiujici n > k > 2. Hrajeme hru proti
zlému carodéji. Ten mé 2n pexesovych karet, tj. balicek obsahuje n dvojic stejnych
karet. Tyto karty ¢arodéj umisti do fady, ¢imz hra zacina. V kazdém tahu mizeme
otocit k karet. Pokud mezi nimi jsou dvé stejné, okamzité vyhravame. V opacném
ptipadeé je ¢arodéj podle své nalady néjak zamichd a umisti zpét do fady. Pro které
hodnoty k£ umime uréité v koneéném poctu taht vyhrat? (USAMO 2016)

Priiklad 19. Kenny s Pepou se domluvili, Ze veCer pfi ohni predvedou trik. Pepa
nechal Olina vybrat pét pisni ze zpévniku se 124 pisnémi. Sdm pak z téchto péti
pisni vybral ¢tyfi a urdil, v jakém pofadi se budou hrat. Na to zavolali Kennyho a
ony Ctyfi pisné mu v daném poradi zazpivali. Jakmile dozpivali, Kenny ihned zacal
zpivat zbyvajici patou. Jak to Pepa s Kennym mohli udélat? (PraSe-30-1-8)

Kady
Plynule pokracujme v feSeni dalSich problémi, ve kterych je také potifeba najit
néjaké chytré kédovani.
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Priklad 20. Na obvodu rulety jsou na n pozicich napsané cifry 0 a 1. VétSina kola
je vSak skryta, vidét je jen k nasledujicich pozic. Cifry jsou ale na kole napsané tak
chytte, ze z téchto k cifer vzdy umime poznat, jak je ruleta natocena. V zavislosti
na k naleznéte maximalni n, pro které je to mozné.

Priklad 21. Dva dobii pratelé si pisi zpravy sestévajici vidy presné z k pismen
n-pismenné abecedy. Aby se nemohlo dojit k nedorozuméni, musi se kazda dvé pou-
Zivana slova lisit alesponi na dvou pozicich. Ukazte, Ze mohou pouzivat k™! riznych
slov. (KMS 05/06 Z3 12)

Priklad 22. Medvéd mél sen o polynomu p s nezidpornymi celymi koeficienty.
Kdykoli Liska Fekne ¢islo z, Medvéd ji prozradi hodnotu p(z). Kolik nejméné otazek
Liska potiebuje k tomu, aby uréila Medvédiv polynom? (PraSe-36-4-6)

Piiklad 23. Dva rusti a jeden americky $pion se potkali v Moskvé u particky
karet. Maji sedm riznych karet. Oba Rusové si liznou t¥i a na Ameri¢ana zbude jen
jedna. Rusové by radi jesté pred zacatkem partie zjistili, kdo drzi které karty. To
chté&ji provést tak, aby si American stale nebyl jisty vlastnikem zadné dalsi karty.
Miuze mit ruska rozvédka takovy protokol, ktery jim to umozni bez ohledu na to,
zda jej American zna? (Moskva 2000)

Nekonecna jizda

Zkusme nakonec fesit dalsi hddanky s vézni, ve kterych vSak bude vystupovat néjaké

to nekone¢no?.

Piiklad 24. Ve vézeni sedi 100 véziiii. Cas od ¢asu vezme bachai nékterého z nich
na vyslech. Ve vyslechové mistnosti je jen jedna zarovka s vypinacem, ktery vézni
mohou pfepinat. Kterykoli vézen muze pii vyslechu prohlésit: , Uz jsme byli vSichni
vyslechnuti, takze nds nemate diivod dal zadrzovat!“ Je-li to pravda, budou vSichni
propusténi, v opa¢ném pripadé ihned popraveni. Bachar si pfitom musi vyslechy
predem naplanovat tak, aby kazdého vézné potencialné vyslychal nekonecnékrat.
Mohou se vézni bezpe¢né dostat na svobodu?

Priklad 25. Reste piedchozi tilohu s nasledujici obtizi: P¥edem je déno pfirozené
k a bachaf smi az k-krat zménit stav zarovky.

Predchozi priklad ma velmi zajimava zobecnéni, kterd véznim umoznuji skoro
libovolnou komunikaci. My se vSak radéji pustime do dalsich prikladi jiného razu.

Priklad 26. Za sebou sedi prasitka postupné ocislovana pfirozenymi ¢isly, pficemz
kazdé vidi vSechny pfed sebou. Kazdé mé na hlavé klobouk v néjakém odstinu Sedé3.
Naraz vSechna musi vykfiknout barvu svého klobouku. Existuje takovéa strategie, aby
se spletlo pouze kone¢né mnoho z nich? (folklor)

2Kdykoli to hraje roli, véfime v aziom vybéru.
3Kazdy takovy odstin odpovida néjakému realnému éislu z intervalu od 0 do 1.
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Priklad 27. Krél ma ve sklepeni svého hradu za kazdé piirozené ¢islo pravé jednu
truhlu s hromadou zlata néjaké realné hmotnosti. Jednoho dne zadal svym 100 ko-
morniktim nelehky tkol. Komornici budou po jednom chodit do sklepa. Kazdy ko-
mornik se pak mtze podivat do libovolné mnoha truhlic, ale ne do vsech. Pfi vystupu
ze sklepa pak musi oznamit ¢islo néjaké truhly, kterou neoteviel, a vahu zlata v ni.
Pokud se splete nejvyse jeden komornik, budou vSichni bohaté odménéni. Mtzou se
komornici pfedem domluvit tak, aby to zvladli?

Priklad 28. V fadé stoji vézni, ktefl jsou postupné oznaceni pfirozenymi Cisly,
pricemz kazdy vidi pravé vézné s vyssimi Cisly. Kazdy vézen ma na zadech svého
obleceni k = 0,1,...,n Cernych prouzkd. Dozorce postupné prochézi kolem a pta
se véznl na pocet jejich prouzki. Kazdy z vézini piitom slysi odpovédi svych pred-
chtidct. Kdo odpovi spravné, je propustén. Zachraiite jich co nejvic!

Piiklad 29. Stépan poslal Filipovi a Radovi dva provazky spolu s informaci, jak
jsou dlouhé. Poté se odehrala nésledujici mailova konverzace:

Stépdn: ,Poslal jsem vam dva rizné dlouhé provdzky, jejichz délka v centimetrech
je
1 1
b~ gbtetl’
kde a, b, ¢ jsou prirozend cisla.“
Filip: » 10 je zajimave. Ale neumim tict, ktery z nich je delsi.“
Rado: »Jd taky ne.“
Filip: »Jd taky ne.“
Rado: »Jd taky ne.“
Stépdn: »Je jedno, kolikrdt si tohle Teknete, stejné nebudete védét, ¢i je delsi.“
Filip: »To je fakt zajimavd informace. Ale porad nevim, kdo md vétsi délku.“
Rado: »Jd taky ne.“
Filip: »Ja taky ne.“

Stépdn: ,Opét, je jedno, kolikrdt si tohle Teknete, stejné nebudete védét, ktery
z provazku je delsi.“

Filip: »Ha. No, furt nevim, kdo md ten delsi.“

Rado: »Jd taky ne.“

Filip: »Jd taky ne.“

Rado: »Jd taky ne.“

Stépdn: , Ve skutecnosti, je jedno, kolikrdt udeldme tento maly rozhovirek, kde

budete cik-cak tvrdit, Ze nevite, kdo md delsi provdzek, a jd vam Teknu,
Ze je jedno, kolikrdt si to Teknete a Ze to stejné nezjistite, protoZe to ani
z tohoto prohldsent nezjistite. Navic, pokud bych zopakoval predchozi vétu
jesté jednou, byla by stale pravdivd. A to dokonce i kdybych ji zopakoval
ne jednou, ale i dvakrdt, trikrdt, ba i tisickrdt.“
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Filip: »To je fakt super informace. Ale porad neumim fict, ktery z nich je
delsi. «

Rado: »Jad taky ne.“

Filip: »Ja taky ne.“

Stépdn: ,Jo, potdd je jedno, kolikrat si ted mavzdjem teknete, Ze to furt nevite,
potdd to nebudete védét. A 1 kdyZ vdm ted tuhle vétu feknu dvatisicese-
dmndctkrdt, pordd to védét nebudete.“

Filip: LyZajimavée. Ale porad nevim, kdo ma vétsi kus.“

Rado: »Ja taky ne.“

Filip: »Jd taky ne.“

Rado: »Jd taky ne.“

Filip: LAha! Tak uz vim, ¢i provdzek je delsi!“

Jak dlouhy byl Filiptv provézek? (1KS-7-C5)

Navody

1. Rozebirejte.

2. Po prvnim zvednuti ruky ostatni okamzité védi, ze tento ¢clov€k drzel jako prvni a jako patou
vyznacné karty.

3. Prvni dvé véty jim davaji pouze ¢isla 17 a 34. Protoze Kenny vi jaké z nich Pavel méa, musi
mit sam to druhé.

4. Prvni otazka zakazuje 1 pro Annu, druhé 1,2 pro Billa. Potom ale musel mit jeden z nich 3.

5. Reseni je (a,b,c) = (50, 20, 30).
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6. Vyjde 4 a 13, ale d& to hodné rozebiraci prace.

7. Predstav si, Ze by dvefi bylo 100 a za 99 z nich byla koza. Moderator by oteviel 98 z nevybranych
a vyvedl kozy.

8. Indukce dle poctu modrych tecek.

9. Parita, splést se mize jen prvni.

10. Pocitani modulo n, splést se mize jen prvni.

11. Kazdy si zabere jeden soucet modulo 10.

12. Vézni si mohou oznacit supliky svymi jmény a podle nich je prochazet.

13. Naleznéte strategii, ktera se rozbije pouze tehdy, kdyz jsou vSechny klobouky cervené.

14. Predstavte si n-dimenzionélni krychli. Vymyslete strategii, ktera bud funguje, nebo se spletou
vSichni.

15. Orientujte si kruznici a soustfedte se na nejdelsi oblouk.

16. Jde to pouze pro n = 2F. Adam a Bonifac si étverecky oznadi &isly ve dvojkové soustavé a
chytfe vyuziji jejich XOR. Pro jind n kédovani nevyjde kviili délitelnosti.

17. Diky nutnosti jednozna¢ného kédovani odhadnéte n > 101. Pro 101 si hrajte se souctem
sudych a sou¢tem lichych pozic modulo 10.

18. V jednom pfipadé si vyrobte karty, které znate. V druhém pripadé to zvolte tak, aby to
nevyslo.

19. Je tieba z kazdé pétice pisni odebrat jednu tak, abychom kazdou ctvefici dostali 24krat.
7 kazdé pétice sefazenych pisni odeberte tolikdtou, jaky dava jejich soucet zbytek modulo 5.

20. Uvazte orientovany graf, jehoz vrcholy jsou (k — 1)-tice nul a jedni¢ek a hrany odpovidaji
jejich prekryvani na (k — 2) nasledujicich pozicich. VSimnéte si, Ze vyrobeny graf je eulerovsky.

21. Vyberte ta slova, jejichZ soucet pismen je stejny modulo k.

22. Dvé otazky staci — nejdiiv se zeptame na p(1) a posléze na hodnotu v tak obrovském ¢isle k,
abychom méli k dispozici jednozna¢ny zapis v soustavé o zédkladu k.

23. Vyzradi soucet své ruky modulo 7, coz stale neurcuje pozici zadné z karet.

24. Vézni si mezi sebou zvoli poctare, kterému predaji zpravu o svém vyslechu rozsvicenim zhas-
nuté zarovky.

25. Kazdy vézen posle 2k+1 rozsviceni po¢téri, ktery nahlési tspéch po 100(2k+1)—k spocétenych
zarovkach.

26. Z kazdé skupinky posloupnosti, které se od néjakého indexu shoduji, se prasatka (vybavend
axiomem vybéru) domluvi na jednom reprezentantovi.

27. Vyfeste si to nejdiiv pro dva.

28. Kazdé posloupnosti pfitadte n&jaky zbytek modulo n+ 1 tak, aby se posloupnosti s kone¢nym
poctem rozdila lisily pravé o soucet téchto rozdilu.

29. Délka provazkt odpovidé lexikografickému uspotfadani éisel a, b, c. Chodte ve tiirozmérné
krychlickové mriZce se souradnicemi odpovidajicim (a, b, ¢).

Literatura a zdroje

Tento prispévek je kopii prispévku Kuby Lowita, kterému bych timto rad podékoval
za nalezeni spousty péknych tloh a za pomoc pfi jejich feseni.

[1] Jakub Léwit: Vézni, domorodci a kouzelnici, Horni Lyseéiny, 2018.
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Dokreslovani

MicHAL PECHO

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje pres tficet geometrickych tloh, v jejichz feSeni se
dokresluji body nebo ptimky, které v zadani piivodné nebyly. Ulohy jsou seskupeny
podle myslenek, které dotyéna dokresleni motivuji. Na konci pfispévku jsou k tiloham
uvedeny navody.

Pii feseni geometrickych tloh se zpravidla snazime obrazek zjednodusovat, jak jen
je to mozné (typicky tim, Ze Glohu pfeformulujeme na ekvivalentni lohu na méné
bodech). Obcas ale stoji za to naopak néjaké body nebo pfimky dokreslit. Poznat,
kdy je k tomu vhodna prilezitost, vyzaduje notnou davku intuice. Ta se ale da
ziskat :).

Protahujeme cary

Pfimka je pfirozenéjsim geometrickym objektem nez tisecka ¢i polopiimka. Pokud
tedy narazime na jednu z poslednich dvou jmenovanych, jeji protazeni stoji za zva-
zeni. Obzvlasté tehdy, ziskdme-li tim druhy prisecik s kruznici. Jindy protahujeme
Cary proto, abychom na né mohli nanést tisecky a tim ,narovnat“ lomenou ¢aru.

Uloha 1. Pétitthelnik ABCDE méa véechny vnitini tihly stejné velikosti. Dokazte,
Ze osa strany AB, osa strany C'D a osa thlu DFE A prochazeji jednim bodem.
(Polsko 2010)

Uloha 2. Ve étyfthelntku ABCD plati [AB| = 2, |BC| = V3, |CD| = 3 a
|[<ABC| = |<BCD| = 135°. Uréete |AD). (PraSe 31-2j-3)

Uloha 3. Na priiméru AB pilkruznice 7 jsou dany body X, Y tak, ze |[AX| =
|BY'|. Rovnobé&zné paprsky vedouci z X a Y zasdhnou 7 v P a Q. Dokazte, Ze
hodnota sou¢inu | X P| - |Y Q| nezavisi na volbé sméru paprski.

Uloha 4. Je dén pravouhly trojihelnik ABC' s pravym tihlem u vrcholu C. Oznag-
me D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvnit¥ tsecky C'D. Oznaéme K ten
bod na tseéce AX, pro ktery |BK| = |BC|. Podobné ozna¢me L ten bod na tsecce
BX, pro ktery |AL| = |AC|. Déle necht M je priisecik useek AL a BK. Ukazte, ze
|IMK|=|ML|. (IMO 2012, 5)

Uloha 5. Je dan trojthelnik ABC. Osy vnitinich @hlé u vrcholit A, B protnou
proté&jsi strany v bodech P, Q. Plati-li |[<BAC| = 60° a |AB|+|BP| = |AQ|+ |QB],
urcete velikosti zbylych vnitinich thla v AABC. (IMO 2001, 5)
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Poznavame znamou konfiguraci

Casto dokreslujeme body tak, aby vznikla znamé4 konfigurace — naptiklad trojihelnik
s kolmistém a kruznici deviti bodt nebo tieba trojihelnik se Svrékovymi body! &
pripsisti. Neziidka se totiz tloha jen snazi maskovat znadmé tvrzeni ze znamého
obrazku.

Uloha 6. Uvniti trojihelnika ABC je ddn bod P tak, ze plati [<ABP| = 30°,
|<PBC| = 40°, |<BCP| = 20° a |<PCA| = 30°. Ukaste, ze AP L BC.
(PraSe 32-4j-4a)

Uloha 7. V roviné jsou dany body A, B, C, D tak, ze plati |[<ACB| = 20°,
|<ADB| = |[<ABC| = 40° a |[<ADC| = 80°. Uréete |<ABD|. (KMS 2008)

Uloha 8. Ctyitahelnik ABCD je vepsan do piilkruznice s primérem AB. Teény
k pulkruznici vedené body C, D se protnou v E a thlopticky AC, BD v bodé F.
Oznac¢me M prusecik EF a AB. Dokazte, ze body E, C, M, D lezi na jedné kruznici.

(China West 2010)

Uloha 9. V tétivovém ¢étyithelniku ABC'D oznaéme I, J postupné vepsisté troj-
thelniki ABD, ABC'. Déale oznacme K prusecik kolmic vedenych z bodu I, J po
fadé na primky BD, AC. Dokazte, ze trojuhelnik IJK je rovnoramenny.

(MO 56-A-111-2)

Uloha 10. V ostroihlém rfiznostranném trojihelniku ABC ozna¢me P patu A-
vysky, H kolmisté, O opsisté, D prisecik AO a BC' a koneéné M stied tsecky AD.
Dokazte, Ze piimka PM prochézi stfedem tisecky OH. (MO 60-A-II1-5)

Uloha 11. 'V trojihelniku ABC oznaéme M stied strany BC, I vepsisté a N stied
toho oblouku BC' kruZnice opsané, ktery obsahuje bod A. Dokazte, ze |[<INA| =
|</MB|. (ARO 2005)

Stfedy a body v poméru

Samostatnou prednasku by zaslouzilo zachazeni se stiedy tsecek. Obecné lze ¥ici, ze
mame-li v obrazku stfedy alesponi dva, snazime se dokreslit dalsi, abychom vyuzili
vlastnosti stfednich pficek. Je-li pritomen stfed jeden, mizeme s vyhodou pouzit
stfedovou soumérnost (dokreslit rovnobéznik). Na zévér jesté zminme, Ze ackoliv
stfedy obecné nemaji dobré tthlové vlastnosti, stfedy prepon pravouhlych trojuhel-
nikd jsou (jakozto stfedy opsangch kruznic) ,ahlové“ pifjemné.

Uloha 12. Ve é&tyfahelniku ABCD svira spojnice stfedt stran BC' a AD stejné

thly s obéma thlopfickami. Dokazte, ze tyto Ghlopficky jsou stejné dlouhé.
(ARO 1990)

1Je-li ABC trojthelnik, pak Svrékovym bodem vzhledem k vrcholu A myslime stfed oblouku
BC, na kterém nelezi A.
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Uloha 13. M¢jme trojuhelnik ABC, na jeho téznici AM je dan bod K tak, Ze
|CK| = |AB|. Ozna¢me L priseéik piimek CK a AB. Dokazte, 7e trojuhelnik AKL
je rovnoramenny.

Uloha 14. Je dan trojihelnik ABC vepsany do kruznice k. Te¢na k vedens bodem
A protne pfimku BC v bodé P. Oznacme M stied AP a ) druhy prisecik M B a
k. Ukazte, ze |[<PQA| = |[<AQC)|. (Alex Zhai)

Uloha 15. Na strané BC ostrouhlého trojihelnika ABC s kolmistém H je dan
bod D. Kolmice na DH vedend bodem H protne strany AB, AC v bodech F, E.

Dokaiite, 7e {pal = fr7]- (Polsko)

Uloha 16. Na stranach BC, CA, AB trojahelnika ABC jsou dany body P, Q, R
tak, Ze % = % = %. Navic plati |<ABC| = |<PRQ)|. Dokazte, ze trojihel-
niky ABC a PRQ jsou podobné. (ARO 1989)
Uloha 17. Uhlopticky tétivového ¢tyitihelnika ABCD se protinaji v bodé P.
Ozna¢me K, L paty kolmic z P na AB, CD a dale bud M stfed strany AD. DokazZte,
7e |MK|=|ML|. (USA TST 2000)

Stiihani a prelepovani
Dokreslovani hojné vyuzivame tehdy, je-li obrazek svazany nezvyklymi podminkami.

V takovém pfipadé€ se ho snazime preorganizovat tak, aby podminky zacaly davat
lepsi geometricky smysl.

Uloha 18. V konvexnim étyfahelniku ABCD plati |[<ADB| + |<ACB| = 90° a
|<DBC|+2-|<DBA| =180°. Navic |[AD| =6 a |[DB| + |BC| = 10. Urcete |AC)|.
(PraSe 26—6-7)
Uloha 19. V obdélniku ABCD jsou dény body E, F tak, ze EF || AB, AE | FC
a AFE protina stranu CD. Navic |[AB| =9, |BC| =8, |AE| = 4 a |FC| = 6. Urcete
|EF|. (AIME 2011)

Uloha 20. Uvnitf thlu BAC je dan bod P. Na ramenech AB, AC najdeme body
X, Y tak, aby |[AX| = |AY| a délka lomené ¢4ry X PY byla nejkratsi mozné. Do-

kazte, ze |[<APX| = |<APY|. (Polsko 2008)
Uloha 21. V rovnobézniku ABCD je dan bod P tak, ze |[<APB| + |<CPD| =
180°. Dokazte, ze |<ABP| = |<ADP]. (rusky folkldr)

Uloha 22. Na stranich AB, AC trojihelnika ABC' s opsistém O jsou dany body
M, N tak, ze |<MON| = a. Dokazte, ze obvod trojthelnika M AN neni mensi nez
|BC. (ARO 2002)

Uloha 23. Bod M uvnitt konvexniho étyithelnika ABC D spliiuje |M A| = |MC],
|<AMB| = |[<MAD| + |<MCD| a |<CMD| = |<MCB| + |[<M AB|. Dokazte, ze
|AB|-|CM| = |BC|-|MD| a|BM|-|AD| = |MA|-|CD|.
(IMO shortlist 1999, GT7)
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Magie

At se ndm to libi, ¢i ne, je potieba se smifit s tim, Ze stale budou existovat tlohy,
které tak uplné nespadaji do zddné z vyse uvedenych kategorii. Pak je potfeba
vhodné dokresleni prosté vymyslet :). Nebojte se experimentovat!

Uloha 24. Je dan konvexni $estitihelnik ABC DEF spliujici |AB| = |BC|, |CD| =
|DE| a |[EF| = |FA|. Dokazte, ze osy thli ABC, CDE a EF A prochézeji jednim
bodem.

Uloha 25. V rovnoramenném trojthelniku ABC se zdkladnou BC oznaéme M
stfed téznice AD a P patu kolmice z D na BM. Dokaite, ze |<APC| = 90°.
(Rumunsko 2006)

Uloha 26. Body X, Y, Z jsou dany na vyskich AD, BE, CF trojthelnika ABC
tak, ze [ABZ] + [BCX] + [CAY] = [ABC] (kde symbolem [PQR] zna¢ime obsah
trojihelnika PQR). Ozna¢me H kolmisté trojuhelnika ABC. Dokazte, ze body X,
Y, Z, H lezi na jedné kruznici.

Uloha 27. Je dan ostrothly trojihelnik ABC vepsany do kruznice k se stiedem
0. At AA’ je jeji primér. Tecna ke k vedend bodem A’ protne piimku BC v bodé

P. Pfimka PO vytne na trojuhelniku ABC tsecku. Dokazte, ze O je jejim stfedem.

(Vybérko 2007)
Uloha 28. Je dan ¢tyfahelnik ABCD splitujici a + ¢ = b + d. Nad vSemi jeho
stranami jako nad primeéry jsou sestrojeny kruznice. Dokazte, Ze existuje kruznice,
ktera se jich v8ech dotyka. (Polsko 2013)

Uloha 29. Je dan konvexni étyithelnik PIVO. Osy stran PI a VO se protinaji
v bodé Y. Bod X uvnitt PIV O splnuje

|[<XVI|=|<XOP| <90° a |<X1V|=|<XPO|<90°.

Ukazte, ze |[<VYO| =2 |<XIV]|. (IMO shortlist 2000, G6)

Uloha 30. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotjka jeho stran AB, AC
v bodech Z, Y. Zkonstruujme body R, S tak, aby BCY R a BC'SZ byly rovnobéz-
niky, a ozna¢me G prusecik pfimek BY a CZ. Dokazte |GR| = |GS)|.

(IMO shortlist 2009, G3)
Uloha 31. (Brianchonova véta) Lze-li Sestitthelniku ABCDEF vepsat kruZnici,
pak thlopricky AD, BE, C'F prochézeji jednim bodem.

Navody
1. V rovnoramenném trojuhelniku splyva osa strany s osou uhlu.
2. Je to pravouhly trojuhelnik s ustfizenym rohem.

3. Dokresli druhou polovinu obrazku a vyuzij stfedové soumérnosti.
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4. Nakresli vhodné kruznice se sttedy A, B, protni je podruhé, protdhni tsecky a najdi tétivovy
Ctyruhelnik.
5. ,Narovnej“ lomené ¢ary na primky AB, AC. Pouhli a dokaz, ze jelikoZz P neni A-pfipsisté
v AABQ, musi byt |QB| = |QT.
6. Poznej kolmiste.
7. Dokaz, ze bod D je opsisté AABC.
8. Protdhni ramena a poznej obrazek s kolmistém a kruznici deviti bodi.
9. Dokresli Svrékiiv bod (stied oblouku AB kruznice opsané étyitihelniku ABCD).
10. Obraz H podle strany BC padne na kruznici opsanou.
11. Dokresli B- a C-pfipsisté a uvédom si, ze N je jejich stfedem.
12. Dokresli stted AB.
13. ,Navaz“ na sebe shodné usecky dokreslenim rovnobéznika BKCX.
14. Dokresli soucasné rovnobéznik PBAX a tétivovy ¢tyifuhelnik PQAX.
|BH| _ |BD|

15. Na polopfimku BH nanes X, aby 1HX] = DC?

16. Dokresli prusecik BC a rovnobézky s AB prochazejici bodem Q.

a odhal kolmisté.

17. Stifedy PA a PD, jakozto stfedy pfepon pravouhlych trojahelnikii, viibec nejsou $patné body.
18. Obrazek vznikl pfehnutim podle AB (proto v ném neni C'D). Narovnej ho.

19. Vystiihni pasek skrz £ a F'.

20. Rozstiihni AX PY podle AP a pielep.

21. Prelep AABP na ADCX, aby vznikl tétivovy ctyfthelnik.

22. Vyuzij toho, ze |OA| = |OB| = |OC|, a pterovnej obvod AMAN do lomené ¢ary s konci B
aC.

23. Rozstiihej ABCD podle M na 4 trojuhelniky a presklddej je (po pfipadném nafukovéni) na
rovnobéznik.

24. Dokresli trojuhelnik ACE.

25. Dokresli obdélnik ADMX.

26. Ved body X, Y, Z rovnobézky s pfislusnymi stranami.
27. At M je stied BC.

28. Stred uhlopricky!

29. Na osu strany VO dokresli body K, L tak, aby AVKL ~ AVXI a AOKL ~ AOXP. Vyjde
|LP| = |LI|.

30. Dokaz, ze B a Y lezi na chordale R a A-pfipsané.
31. Dokresli tii kruznice tak, aby thlopricky AD, BE, C'F byly jejich chordélami.

Literatura

Tento prispévek je témér kopii stejnojmenného piispévku od Josefa Tkadlece, jemuz
timto dékuji.
[1] Josef Tkadlec: Dokreslovdni, Horni Lyseéiny, 2013.
[2] T. Andreescu, M. Rolinek, J. Tkadlec: 107 Geometry Problems, XYZ Press,
2013.
[3] Archivy olympiad na |https://artofproblemsolving.com/community|.
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Kolineacia

MicHAL PECHO

ABSTRAKT. Ukazeme si, ako matf na geometriu ten pravy uhol pohladu. Budeme
mdct BUNV predpokladat napriklad, Ze st nejaké priamky rovnobezné, alebo Ze vSe-
obecné tetiva je priemerom kruznice. A hlavne si ukdzeme, ako spravit z kona zirafu.

Afinné zobrazenia

Afinné zobrazenia pre nas budu vsetky zobrazenia spliajtce:

(i) Kazdé priamka sa zobrazi na priamku.

(ii) Na kazdej priamke sa zachovd pomer vzdialenosti. Takze kedykolvek A, B,

.. . |[AB| _ |A'B'|
C' lezia na priamke, tak fac| = [acr-

(iii) Rovnobezné priamky zobrazi na rovnobezné priamky.
Cvicenie.
(i) Rozmysli si, zZe zloZenie dvoch afinnych zobrazeni je zobrazenim afinnym.
(ii) Rozmysli si, Ze inverzné zobrazenie k afinnému zobrazeniu je afinné.

Niektoré afinné zobrazenia uz urcite poznate, pretoze vSetky zhodné zobrazenia
st afinné. My si vSak predvedieme i dve afinné zobrazenia, ktoré zhodné nie si.

Zmacknutie: Vyberme si bod X mimo priamky p. Na kolmici na p prechadzajicej
bodom X zvolime obraz X’ taky, Ze nelezi na p. Pomocou vlastnosti, ktoré sa musia
zachovat, skon$truujeme obrazy vSetkych bodov v rovine.

Skosenie: Vyberme si bod X mimo priamku p. Na rovnobezke s p prechadzajicej
bodom X zvolime X'’. Opit sa pokuisime skonstruovat obrazy vSetkych ostatnych
bodov roviny.

VSeobecné afinné zobrazenie zachovava:
(i) priamky,
i) rovnobeznost,
) pomery na priamkach,
v) pomery obsahov,
) elipsy. Dokonca existuje pre kazdu elipsu afinné zobrazenie, ktoré ju zobrazi
na kruZnicu.

A nezachovéava:
(i) kruznice,
(ii) vzdialenosti,
(iii) uhly.
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Priklad. (Blanchet!) V trojuholniku ABC oznaéme D pitu vysky z vrcholu A. Na
stranach AC a AB st postupne body FE, F také, ze priamky BE a C'F sa pretinaja
na AD. Dokiz, 7e |<EDA| = |<FDA.

Perspektiva a kolinedcia

Definicia. Majme klasickt rovinu. Pre kazdy smer priamky priddme bod v neko-
nec¢ne. Rovinu rozsirent o tieto body nazyvame projektivna rovina.

Projektivna rovina bude pre nas zaujimava, pretoze vSetkym rovnobezkdm bu-
deme vediet urc¢it bod v ,,nekonecne“, v ktorom sa tieto rovnobezky pretnd.

Definicia. Majme priestor s po¢iatkom P, v ktorom st umiestnené dve projektivne
roviny p1, pe neprechddzajice pociatkom P. Nech X je Tubovolny bod roviny p1,
potom premietanim z roviny p; na rovinu ps rozumieme zobrazenie, ktoré zobrazi
bod X na taky bod X' roviny po, Ze body P, X, X' lezia na priamke.

Definicia. Majme priestor s poc¢iatkom P v ktorom je umiestnend projektivna
rovina p neprechadzajica pociatkom P. Potom perspektivou rozumieme zloZenie
otocenia roviny p a naslednym premietnutim tejto otocenej roviny na pévodni ro-
vinu.

Casto sa hodi afinné zobrazenia a perspektivu medzi sebou rézne skladat. Aby
sme nemuseli vzdy pisat, aké vSetky zobrazenia skladdme, bude pre nés kolinedcia
univerzalnym zobrazenim, do ktorého spadaju vsetky zloZenia afinnych a perspek-
tivnych zobrazeni.

Priklad. (Desargues) Majme v rovine dva trojuholniky ABC a A’B’C’. Ozna¢me
prieseéniky X = BCNB'C", Y =CANC'A"aZ=ABNA'B'. Potom ak X,Y, Z
lezia na jednej priamke, tak priamky AA’, BB’, CC’ prechadzaji jednym bodom.

Majme kruznicu w a priamku p mimo nu.

(i) Ozna¢me ¢ kolmicu na p prechédzajicu stredom w. Potom této konfiguréd-
cia je podla ¢ symetrickd. Pokial zobrazime p do nekonecéna a w zachovame,
vysledok bude podla ¢’ tiez symetricky. Pre dokaz si rozloZ perspektivu na
otocenie v priestore a projekciu, a uvedom si, Ze symetria podla ¢ je zacho-
vana.

(ii) Na vSeobecnej rovnobezke s p roznej od p majme dané body A, B, C'. Potom
perspektiva, ktord zobrazi p do nekonecna, zachova pomer %. Pre dokaz
znovu rozloz na otocenie v priestore a projekciu, a uvedom si, Ze na rovno-
bezkéch s p sa projekcia chovéa ako rovnolahlost, a teda zachovava pomery.

Priklad. (butterfly) Majme kruznicu w a na nej tetivu AB so stredom M. Na
w zvolme body K7, Li. Ozna¢me K, priesecnik K1 M s w rozny od K;. Obdobne
definujeme bod L. Nech X = K1Li1NAB aY = KoLoaNAB. Potom | X M| = |Y M].

1Citaj [Blanéet).
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Cvicéenie. Rozmyslite si, ze pre body A, B, C, D vo vseobecnej polohe a body
A’, B', C’, D’ vo vSeobecnej polohe existuje kolineécia, ktord zobrazuje A — A’,
B—-B,C—C,D—D.

Cviéenie. Majme trojuholnik ABC' s kruznicou vpisanou w a trojuholnik A’ B’'C’
s kruznicou vpisanou w’. Pak existuje kolineécia, ktord zobrazuje A — A’, B — B’,
C—-Caw—uw.

Ulohy

Uloha 1. Majme body P, A, B na priamke v tomto poradi. Ozna¢me p kolmicu
na tato priamku vedent bodom A. Dalej majme doty¢nicu PX ku kruznici nad
priemerom AB, kde X je bod dotyku (doty¢nice st dve, uvazujme lubovolni z nich).
Oznacme Y ako priesecnik BX a p. Dokdz, ze PX rozpoluje AY .

Uloha 2. Majme rovnoramenny trojuholnik ABC (JAB| = |AC|). Na jeho ramene
AB zvolime bod X. Rovnobezka s BC vedena bodom X pretne AC v Y. Oznac¢me
S stred XY a M stred BC. Nech P je priesecnik M X a CS. Dokaz, ze trojuholnik
PMC ma poloviény obsah v porovnani s ABC.

Uloha 3. Majme trojuholnik ABC. Ozna¢me M stred strany BC. Priese¢nik do-
ty¢nic ku kruznici opisanej trojuholniku ABC vedenych bodmi B a C' ozna¢me P.
Dokazte, ze plati |[<BAP| = |[<CAM|.

Uloha 4. Majme dotyé¢nicovy stvoruholnik ABCD. Ozna¢me body dotyku kruz-
nice vpisanej ku strandm AB, BC, CD, DA postupne W, X, Y, Z. Dokaz, ze
priamky AC, WX, YZ prechadzaji jednym bodom.

Uloha 5. (t8z81) Majme trojuholnik ABC' s kruznicou vpisanou w. Oznaéme D
bod dotyku kruznice pripisanej k strane BC. Na priamke AD zvolme bod X tak,
aby tsecka X D neobsahovala Ziadny bod w. Doty¢nice z X k w pretna stranu BC
v bodoch K, L. Dokéz, ze |BK| = |CL|. (1KSko 2018/19)

Uloha 6. Majme danti polkruznicu nad priemerom UV. Na tejto polkruznici zvo-
lime body P, @Q. Priese¢nik doty¢nic z P a ) ozna¢me R. Priesecnik UP a V(@
oznacime S. Dokéaz, ze SR L UV.

Uloha 7. V trojuholniku ABC oznaéme body dotyku kruznice vpisanej so stra-
nami BC, CA, AB postupne D, E, F. Na tsecke AD vo vnutri kruZnici vpisanej
zvolme bod L. Use¢ky BL a C'L pretnii kruznicu vpisant postupne v bodoch X, Y.
Dokaz, ze priamky E'F, BC, XY prechiddzaji jednym bodom.

Uloha 8. Bod M je stredom strany AB trojuholnika ABC'. Na polpriamke opa¢nej
k MC zvolme bod N a vo vnutri ise¢ky AM zvolme bod P. Oznaéime () prieseénik
priamok AC a NP, dalej R prieseénik QM a N B, a nakoniec S priese¢nik AB a
RC. Dokaz |PM| = |SM].
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Uloha 9. Majme trojuholnik ABC. Ozna¢me A’ bod dotyku kruznice vpisanej
so stranou BC'. Druhy prieseénik priamky AA’ s kruZnicou vpisanou ozna¢me P.
Priesecniky BP a C'P s kruZnicou vpisanou ozna¢me postupne M, N. Dokaz, ze
BN, MC, AA’ prechddzaju jednym bodom.

Uloha 10. V trojuholniku ABC ozna¢me M stred BC. Priamka AM pretina
kruznicu vpisani v bodoch P, ). Rovnobezky s BC prechadzajice bodmi P, resp.
@ pretinaju kruznicu vpisanu znova v X, resp. Y. Priamky AX, AY pretinaja BC
v K, L. Dokéaz, ze |BK| = |CL|.

Uloha 11. Majme pevnia usecku AC a na nej bod B. Cez body A, C vedme
kruznicu w. Doty¢nice k w v bodoch A a C sa pretinaji v P. Usecka PB pretne
kruznicu druhykrat v Q (B lezi na tGsecke PQ), os uhlu AQC pretne AC' v R. Dokaz,

7e pomer ;ﬁ,g} nezavisi na volbe kruznice w. (IMO Shortlist 2003/G2)

Uloha 12. Majme $tvoruholnik ABCD taky, Ze |<ABD| = |<ACD| = 90°. Bod
P lezi na BD tak, ze |[<PAD| = 90° a podobne @ lezi na AC tak, ze |[<Q DA| = 90°.
AC a BD sa pretinaju v bode X a PC a BQ sa pretinaju v Y. Ukaz, ze XY je
kolm4 na AD.

Navody

1. Zobraz P na nevlastny tak, aby sa zachoval pomer na priamke AY a kruznica.

N

Dokéz, ze PA || BC. Zobraz rovnobezku s BC' prechddzajucu bodom A na nevlastni a ukéaz,
ze potom je P tiez nevlastny.

3. Premietnutim na kruznicu preved tvrdenie na rovnobeznost.
4. Zobraz tak, aby sa zachovala kruznica a ziskal si z ABC' D kosostvorec.

5. Nech I je stredom w a E bod dotyku w so stranou BC. Zobraz EI a KL na rovnobezky a
zachovaj pomery a kruznicu.

6. Zobraz PQ a UV na rovnobezky a zachovaj kruznicu. Rozmysli si, Zze pravy uhol medzi RS a
UV sa zachova, pretoze se zachovava symetria podla UV.

7. Ozna¢ K priese¢nik CB N EF. Zobraz priamku AK na nevlastnu.

8. Zobraz C na nevlastny a zachovaj pomery. Nasledne zrovnaj afinnym zobrazenim.
9. Posli A na nevlastny.

10. Zachovaj kruznicu a zobraz A na nevlastny.

11. Ukaz, ze vie§ vSetky povolené konstrukcie na seba previest nejakou kolineaciou.

12. Dokresli Té4lesovu kruznicu nad AD. Zobraz BC' a AD na rovnobezky a zachovaj tato kruz-
nicu.

Literatura a zdroje

[1] Radek Olsék, Lenka Kopfova: Projektivni geometrie, PraSe¢i seridl, 39. ro¢-
nik, fhttps://prase.cz/archive/39/serial.pdf.
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Axiomaticka geometrie

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Prednaska se vénuje axiomatizaci eukleidovské geometrie, coz je soucast
syntetické planimetrie. V bézné skolské matematice se za¢ne od nékolika zakladnich
postulati, kterd se zdaji intuitivni, a na nich se synteticky buduje geometrie. Mo-
derni matematika vSak pracuje s axiomy, coz jsou jednoduchd (ne nutné intuitivni)
tvrzeni, na néz klademe urcité naroky, jez povazujeme za platné a na nichz budujeme
konzistentni systémy. Prispévek predstavuje Tarského axiomy rovinné eukleidovské
geometerie a buduje nékterd zakladni tvrzeni planimetrie. Véty jsou zamyslené jako
ulohy, ctenéri je doporuceno si véty dokazat s pomoci nadvodt na konci prispévku.
»Vyluénou naplni ¢isté matematiky jsou tvrzeni v tom smyslu, ze pokud plati
jisty vyrok tykajici se jakéhokoli objektu, potom o tomto objektu plati i néjaky jiny
vyrok. Je dilezité neptat se, zda prvni vyrok opravdu plati, a nezminovat se, co je
onim objektem, o kterém pfislusné vyroky vypovidaji. ( ... ) Matematiku bychom
vlastné mohli definovat jako nauku, v niz nikdy nevime, o ¢em mluvime, ani zda to,
co fikdme, je pravda.“ — Bertrand Russell
»Nevim, jak mam s vasimi definicemi zodpovédét otdzku, zda jsou moje kapesni

hodinky bodem.“ — Gottlob Frege v reakci na axiomatizaci geometrie od Davida
Hilberta

O Tarského axiomatizaci

Budeme pracovat v prvoradové logice! v jazyce {~, 77}, kde ~ je kvaternarni
relace ekvidistance (popf. shodnosti) a ™~ -~ je ternarni relace mezitosti. Ekvidistanci
intuitivné chapeme jako tvrzeni, Ze dva body na levé strané jsou od sebe stejné daleko
jako dva body na druhé strané relace. Mezitost jako tvrzeni, Ze prostfedni bod lezi
na primce mezi ostatnimi, pfitom pripoustime, aby body splyvaly.

V tomto systému budeme postupné postulovat axiomy, z nichz budeme odvozovat
zakladni geometricka tvrzeni.

Od ekvidistance k délkam Gsecek

Podivejme se na prvni ¢tyti axiomy, které postuluji zakladni vlastnosti relace ~:

(G1) Va,b (ab ~ ba),

(G2) Va,b,p,q,r,s (ab~pg A ab ~rs — pq ~rs),

(G3) Va,b,c (ab~cc— a=Db),

(G4) Va,b,c,q Iz (gaT N ax =~ be).

Pracovat s ekvidistanci jako s kvaternarni relaci bodd miize byt nesikovné, daleko
vhodnéjsi je ji vnimat jako bindrni relaci mezi (neuspofadanymi) dvojicemi bodt =
tseckami.

ITj. mtizeme pouzivat pouze logické spojky (=, A, V, —, <), proménné, pies které miizeme
kvantifikovat jen provsechnitkem V a ezistitkem 3, a mimologické symboly daného jazyka.
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Definice. (isecka) Pro body a, b definujeme usecku ab jako neusporddanou dvojici
{a,b}. Use¢ku aa nazyvame nulovou tseckou, pokud a # b, pak ab nazveme vlastni
useckou.

Definice. (ekvivalence) Je-li relace E na mnoziné A

e reflexivni, e symetricka, e tranzitivni,
pak ji nazveme ekvivalenct.
Definice. (rozklad) Pokud A C P(X) je systém podmnozin mnoziny X, ktery
spliiuje

o g A, eVzeXJaucAxea, e Va,be A(anNb#0—a="0),
pak A nazveme rozkladem mnoziny X a kazdé a € A tridami rozkladu X.
Tvrzeni 1. Kazda ekvivalence je ztotoznitelnd s néjakym rozkladem a kazdy roz-

klad je ztotoznitelny s néjakou ekvivalenci, tj. mezi ekvivelancemi a rozklady na
néjaké mnoziné je vzajemné jednoznacna korespondence.

Véta 2. (ekvidistance je ekvivalence nad tseckami) At a, b, ¢, d, e, f jsou body,
pak plati
(i) ab ~ ab,
(ii) ab ~ cd — cd ~ ab,
(iii) ab~cd Ned ~ef — ab~ef,
(iv)

iv) ab ~ ¢d < ba ~ cd.

Véta 3. (nulové tsecky jsou ekvidistantni) At jsou a, b body, pak aa ~ bb.

Ekvidistanci mtzeme pouzit k definovani shodnosti obrazcti, které jsou tvorené
kone¢né mnoha body, a to tak, ze odpovidajici si dvojice bodi maji stejnou vzdale-
nost.

Definice. (ajas...a,) >~ (biba...b,) /\ a;a; ~ b;b;.
1<i<j<n

7 dokéazanych vlastnosti ekvidistance uvedené vztahy postacuji, abychom mohli
odvodit i zbylé ekvidistance. VSimnéme si, ze pokud provedeme stejnou permutaci
na obou n-ticich bodt, nezméni to platnost shodnosti.

Konfigurace péti Gsecek a jeji vyuziti

V této sekci se budeme zabyvat patym axiomem G5, také zvanym aziom péti usecek.
(G5) Va,b,c,d,a’ V', c,d
(a#bAabe Ad'b'd Aab~d/ Nbe~bc Aad~dd Abd~bd — cd~cd).
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a

Abychom mohli pouzivat axiom Gb efektivnéji, zavedeme nasledujici znaceni.

Definice. (vnéjsi konfigurace péti usecek) At a, b, ¢, d, a’, V', ¢, d’ jsou body. Pak
definujeme

bed el
A <a, ¢ ) s abe Ad'bd ANab~a' ANbe~bd ANad~ad'd ANbd~bd.
atcdd

Ziejmé potom z axiomu G5 plati, Ze a # b A A ( abe d) —cd~cd.

a’ b o d’
Véta 4. (o skladani tsecek) At a, b, ¢, o/, I/, ¢ jsou body a plati abc, ?6’?,
ab~a't/ abc~V'c. Pak plati ac ~ d'c’.

S pomoci axiomu G5 muzeme vylepSit konstrukéni axiom G4 tak, Ze na dané
polopiimce ¢, a je takovy bod pravé jeden.

Véta 5. (o jednoznacnosti piendseni vzdalenosti) At a, ¢ jsou rizné body a b, ¢
jsou body. Pak existuje pravé jeden bod x, tz. gax a ax =~ bc.

Mezitost

O vlastnostech mezitosti ndm vypovidaji dalsi dva axiomy:

(G6) Ya,b (aba — a = b),
(GT) Ya,b,c,p,q (ape A bge — Iz (EJ:B A qia)). (Paschiv aziom?)

Mezitost bychom chtéli interpretovat jako relaci tsecky a bodu, kde tento bod
lezi mezi krajnimi body oné usecky, takze pro danou tsecku by vSechny body lezici
mezi jejimi krajnimi body mély byt jejimi vnitinimi body. Axiom G6 nam ¥ika, Ze
specialné pro nulovou tisecku jsou vSechny jeji vnitini body shodné s krajnim bodem.

20beznameny ctendf si véimne, Ze toto neni ptivodni (tzv. vnitini) formulace Paschova axiomu
(tj. ze primka prochazejici stranou trojihelnika mimo jeho vrchol musi tento trojuhelnik protnout
i v jedné z jeho dalsich stran). Jde o tzv. vnéjsi formu, z niz se dd za pomoci ostatnich axiomii
odvodit i vnitfni formu.
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c q b

Axiom G7, také zvany Paschiv aziom (resp. jde o jeho vnéjsi formu), ndm za

jistych podminek dovoluje konstruovat priseciky tsecek. Bod ¢ miizeme tady chapat

jako svédka, ze p¥imky ap a bg ndm vytycuji rovinu®.

Véta 6. At a, b, c jsou body, pak plati
(i) ace (krajni bod tisecky je jejim vnitinim bodem),
(ii) abc — cha (symetrie krajnich bodt tisecky),
(iii) abe A bac — a = b.
Zavedme nyni axiom o dimenzi:
(G8) Ja 3b Jc (—abe A —bea A —cab).
Ve skutecnosti ale tento axiom nepotiebujeme v jeho plné sile, stac¢i nam nasledujici
disledek.
Dusledek 7. Existuji alespoii dva riizné body.*

Diky tomuto disledku muzeme velice jednoduse dokéazat prodluzovani pfimky
(jeden z Eukleidovych postulati).

Véta 8. At a, b jsou body, pak existuje c riizné od b spliiujici abe.

Usporadani na piimce

Jak definovat pfimku pomoci mezitosti? Pokud mame tfi body na pfimce, méla by

nastat alespoil jedna ze situaci abe, bea, cab (zbylé piipady jsou pokryté ze symetrie
krajnich bodu tsecky). Kolinearitu tak mizeme definovat nasledovné.

Definice. O bodech a, b, c fekneme, ze jsou kolinedrni (neboli lei na jedné primce)
pomoci vztahu
Colabe 4+ abe V bea V cab.

Cviceni 9. Rozmyslete si, kdy mohou nastat dvé z téchto mezitosti zaroveii.

3Pamatujme, Ze zatim formulujeme tvrzeni platna nezavisle na dimenzi prostoru.
4Vsimnéme si, Ze z dosavadnich axiomt toto tvrzeni nevyplyva — viechny axiomy G1 az G7 by
platily, i kdybychom vystavéli geometrii pouze o jednom bodé.
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Pfimku uréenou dvéma body je potom mozné definovat jako mnoZinu vsech bodt,
které jsou s danymi dvéma body kolinearni. Konkrétni vlastnosti pfimek jako kol-
mosti nebo rovnobéznosti jsou ale nad ramec této prednasky. Vystacime si proto
s pojmem kolinearity.

Kolinearita ndm umoziiuje stru¢néji formulovat nékterd tvrzeni o bodech na jedné
pfimce. Zatim toho ale o pofadi bod@i moc fict neumime. K tomu nam poslouzi
nasledujici véty.

Véta 10.
(i) abd A Bed — abe A acd,
() @ # b A abe A bed — aed A abi,
Tvrzeni 11.
(i) a # b A abe A abd — acd v ade,
(i) a # b A abe A abd — bed V bde,

(iii) abd A aed — abe \V ach.

Véta 12. Je-li iisecka ac rozdélena bodem b a jina tisecka pr ma stejnou délku jako
ac, pak umime pr rozdélit bodem q ve stejném pomeéru jako b déli ac. Jinymi slovy

abe A ac ~ pr — 3q (BG7F A (abe) ~ (pgr)).
Véta 13. Shodnost zachovava mezitost, jinymi slovy
abe A (abe) ~ (pgr) — pqr.
Predchézejici dvé véty nyni zobecnime pro kolinearitu. V druhém piipadé je odvo-

zen{ trividlni (kolinearita vyplyva z mezitosti), v prvnim je tfeba rozlisit dva pfipady
mezitosti (tj. zda b lezi uvnitf nebo vné tsecky ac).

Véta 14. At a, b, ¢, p, r jsou body.

(i) Je-li Colabe A ac ~ pr, pak existuje q, ze (Colpgr A (abc) ~ (pgr)).
(ii) Pokud je q bod spliiujici Col abc A (abe) ~ (pgr), pak Colpgr.

Porovnavani Gsecek

Definice. Af ab, cd jsou tsecky, pak ab je kratsi neZ cd (zapisujeme ab < cd),
pokud existuje y splitujici cyd a ab ~ cy.

Véta 15. (charakterizace kratsi tisecky) At ab, cd jsou tsecky, pak plati
ab < cd + Jx (abx A ax ~ cd).

Nyni jsme jiz plné vybaveni k dikazu findlni véty
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Véta 16. Ata, b, ¢, d, d', V', ¢, d jsou body. Pak plati
(i) ab<ed ANab=~a't/ ANed ~c'd — o't < 'd (invariance viici ekvidistanci),
(ii) ab < ab (reflexivita),
(iii) ab<cd ANed <ef — ab < ef (tranzitivita),
(iv) ab < ed A ed < ab — ab ~ cd,
(v) ab < cdV ced < ab (kazdé dvé usecky jsou porovnatelné),
(vi) aa < cd (nulovd tsecka je minimalni),
) Colabc — (abc ++ ab < ac A be < ac) (porovnani jednoznacné urcuje poiadi
na piimce).

(vii

Navody

2. Kilicové je pouzit G2; v kazdém z podtvrzeni vyuzij pfedchozi dokdzané podtvrzeni (v prvnim
zkus néjaky axiom).

3. Pouzij G4 a G3.

4. A(;,;;,;,).

qaz T
5. A(1err).
6. (i) Vyuzij G4 a G3. (ii) Pouzij G7 na abc a bee. (iii) Sestroj @, pro které ukazes a =z i b = x.
8. Pouzij zminény dusledek a axiom G4.
10. Dokazuj nejprve levé konjunkty vSech implikaci a poté pravé konjunkty. Na prvni konjunkt
prvni implikace pouzij G7.
12. Dokresli si bod s spliujici spr. Prenes vzdélenosti ab a ac od p, druha vzdalenost by méla
splynout s 7.
13. Prenes bod b z usecky ac na pr, dokaz, ze tento novy bod a ¢ splyvaji. PomozZ si bodem
lezicim mimo pr a dvakrat pouzij konfiguraci péti tisecek.
15. Mas-li z, resp. y, spliujici (711.7:;, resp. Eya, sestroj vy, resp. x, pomoci prenaseni vzdalenosti.
16. (i) Vyuzij vétu o déleni v daném poméru. (ii) Plati abb. (iii) Vyuzij vétu o déleni v daném
poméru. (iv) Pouzij chytfe definici a charakterizaci kratsi vzdalenosti; potom vyuzij jednoznacné
pfenéseni vzdélenosti. (v) Vyplyva z Tvrzeni 11. (vi) Plati aaz. (vii) Uvaz, co by se stalo, kdyby

ach.
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Mnoziny bodi dané vlastnosti

DANIEL PEROUT

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zédkladni geometrické mnoziny boda a obsahuje fadu
prevazné snadnych tloh, k nimz jsou na konci uvedeny stru¢né postupy a vysledky.

Véta. Mnozina bodi, které maji:

(i) danou vzdalenost r od daného bodu S, je kruznice k(S,r).

) danou vzdélenost od dané pfimky p, je dvojice pfimek rovnobéznych s p.
ii) stejnou vzdalenost od dvou danych bodu A, B, je osa tsecky AB.

) stejnou vzdalenost od dvou danych piimek p, q, je dvojice piimek, které jsou
osami thli vytvorenymi pfimkami p, q.

Véta. (o obvodovém thlu) Mnozina bodu, z nichz je dané tsecka AB vidét pod
danym thlem ¢, je sjednoceni dvojice kruznicovych oblouki s krajnimi body A,
B, které jsou symetrické podle pfimky AB, pricemz toto sjednoceni uvazujeme bez
krajnich bodi A, B. Specialné pro ¢ = 90° je hledanou mnozinou kruznice nad
prumérem AB bez bodu A, B.

Lehounké dlozky

Uloha 1. Jsou dany rovnobézné piimky p, ¢. Najdéte mnozinu stiedi tsecek AB
takovych, Ze bod A lezi na p a bod B na q.

Uloha 2. Je dana kruZnice k a bod O. Uréete mnozinu stfed vsech tseéek OP,
kde P probiha kruznici k.

Uloha 3. Jsou dany body A, B. Najdéte viechny pfimky p, jejichz vzdalenost od
A je stejna jako od B.

Uloha 4. Je déna tise¢ka AB. Uréete mnozinu obraztt A’ bodu A v osové soumér-
nosti podle libovolné pfimky prochéazejici bodem B.

Uloha 5. Uvnitf kruznice k se stfedem O je dan bod P. Uréete mnozinu stiedii
vSech tétiv AB kruznice k, které prochézeji bodem P. Co kdyby bod P lezel vné
kruznice k?

Uloha 6. Polem vede rovna cesta, po které se rozjel autobus.

(i) Kde musi ¢lovek stéat, aby autobus dostihnul, pokud bézi stejnou rychlosti,
jakou autobus jede?
(ii) Co kdyby ¢lovék vyrazel o minutu diiv?
(iii) Co kdyby byl ¢lovek dvakrat pomalejsi?

Uloha 7. Po ramenech VX, VY pravého tthlu XVY se pohybuji body A, B tak,
7e usecka AB mé konstantni délku d. Urcete mnozinu stfedt M tsecek AB.
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Uloha 8. Je déana tsecka AB. Uvazme viechny dvojice kruznic k, I, které se doty-
kaji usecky AB postupné v bodech A, B a navic maji samy vnéjsi dotyk v T'. Urcete
mnozinu bodu 7.

B&zné priklady

Uloha 9. Jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech A a B. Na kruznici
k zvolime bod C a ozna¢ime D druhy prisecik piimky BC' s [. Urcete mnozinu
vepsist trojahelniku ACD.

Uloha 10. Na tise¢ce AC je dan bod B. Uréete mnozinu druhgch prisecikit X
shodnych kruznic, z nichZ jedna prochéazi body A, B a druha body B, C.

Uloha 11. Osa thlu ABC protne stranu AC trojihelniku ABC v bodé D. Na-
jdeme bod E v polorovingé uréené piimkou BC' ve které nelezi bod A, tak, aby
|<BCE| = |<BAC| a |CE| = |AD|. Dokazte, ze stfed tse¢ky DE lezi na BC.

Uloha 12. Uréete mnozinu stied vSech tsecek AB, jejichz krajni body lezi na
dané pilkruznici t.
Uloha 13. Bod C probiha pevny kruznicovy oblouk nad tétivou AB. Uréete mno-

vvey

zinu opsist, tézist, ortocenter a vepsist vSech takovych trojihelniki ABC.

Uloha 14. V roviné je dana kruznice k se stiedem S a bod A # S. Uréete mnozinu
opsist trojuhelnikit ABC, jejichz strana BC je pramérem kruZnice k.
(MO 56-A-1-5)

Uloha 15. Je déna kruznice k s tétivou AC, jez neni primérem. Na jeji tecné
vedené bodem A zvolime bod X # A a oznacime D prusecik kruznice k s vnittkem
usecky XC (pokud existuje). Trojuhelnik ACD doplnime na lichob&znik ABCD
vepsany kruznici k. Uréete mnozinu pruseciki pfimek BC a AD odpovidajicich
vSem takovym lichobé&zniktm. (MO 59-A-111-4)
Uloha 16. Je déna kruznice k a na ni tétiva AB, af C je bod probihajici kruznici

k. Ozna¢me P patu kolmice vedené stiedem M strany BC na piimku AC. Urcete
mnozinu bodt P.

Uloha 17. Uvniti trojihelnika ABC' je dan bod O tak, Ze |[<OBA| = |<OAC],
|[<BAO| = |<OCB]| a |<BOC| = 90°. Urcete pomér |AC| : |OC].

(Moskva 2011)
Uloha 18. V trojthelniku ABC plati |[<ABC| = 120°. Oznaé¢me D, E, F pri-
seCiky os vnitinich ahla u vrcholi A, B, C' s protéjsimi stranami. UkazZte, Zze plati
|[<DEF|=90°.
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Navody

1. Nakresli pfimky vodorovné. Jak vysoko lezi stied? (Vyjde osa pasu uréeného pfimkami p, g.)
2. Stejnolehlost. (Vyjde ,poloviéni“ kruznice vzhledem k bodu O.)

3. Konstruuj te¢ny ke stejné velkym kruznicim se stfedy v A a B. (Vyjdou rovnobézky s AB a
pfimky skrz stted AB.)

4. Ukaz, ze AABA’ je rovnoramenny. (Vyjde kruznice o sttedu B a poloméru |BA|.)

5. Tétiva je kolma na spojnici svého stiedu se stfedem kruznice. (Vyjde Thaletova kruznice nad
OP, pfipadné jeji oblouk.)

6. Mmnozina bodt, ze kterych je clovék schopen autobus dostihnout v jistém pevném bodé X, je
kruh. Sjednot tyto kruhy pres vSechny pfipustné body X. (Vyjde postupné polorovina, posunuta
polorovina, thel o velikosti 60°.)

7. Vzdalenost stiedu pfepony od vrcholu s pravym thlem je rovna poloviné délky pfepony. (Vyjde
&tvrtkruznice se stiedem V a polomérem 1d.)

8. At vnitfni spoleénd te¢na v T protne AB v M. Pak |MA| = |MT| = |MB| (stejné dlouhé
te¢ny). (Vyjde kruznice nad primérem AB bez bodu A, B.)

9. Dokresli §vrky M a N trojuhelnikit ACB a ADB. (Vyjde kruznice opsana trojthelniku M N B.)
10. Uhly <XAB a <BCX jsou obvodové k téze t&tivé ze stejné velkych kruznic, takze maji
stejnou velikost. (Vyjde osa tsecky AC.)

11. Oznaéme A’ obraz A podle osy <ABC. Pak jsou A’D a CE stejné dlouhé a sviraji tyz thel
s BC, tedy D je ,nad“ BC pfesné o tolik, o kolik je E ,,pod“.

12. Vyjde vnitfek pulkruhu bez pulkruht nad priméry urcenymi koncovymi body t a jejim stie-
dem.

13. Vyjde po fadé bod, ,pfitfetény“ oblouk C ke stfedu strany AB, oblouk nad AB odpovidajici
uhlu 180° —~, oblouk odpovidajici ithlu 90° + % (resp. oblouk posunuty tak, aby prochazel A a B).
14. Mocnost S ke vSem takovym kruznicim je stejna (|SB]-|SC|), takze druhy priseéik kruznice
opsané trojuhelniku ABC a AS je pevny. (Vyjde osa usecky spojujici A s timto pevnym bodem.)
15. Dokresli si bod E, prusecik teéen ke k z bodu A, C. Hledanou mnozinou je sjednoceni vnitikt
kratsich obloukit CE a AE kruZnice opsané trojuhelniku EAC.

16. Ukaz, ze vSechny takové kolmice prochézeji stfedem X té&tivy kolmé na AB skrz B. (Vyjde
Thaletova kruznice nad AX.)

17. Zac¢ni od ABOC, nakresli obraz C’ bodu C ptfes OB a ukaZ, #e A je bod dotyku te¢ny z C
ke kruznici opsané ABOC’. Z mocnosti vyjadii hodnotu poméru v/2.

18. Ukaz, ze D a F jsou pripsisté trojuhelniki AEB a ECB.
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ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. V teorii ¢isel se Casto zabyvame zbytky po déleni, hlavné kdyZz mocnime.
V tomto piispévku se vydame na pout témito koncepty a uvidime, jak daleko nés
zékladni fakta dostanou.

Umluva. Neni-li feceno jinak, pracujme s celymi ¢isly. Pod p rozumime prvocislo.

Skutec¢nost, ze a = bk, tedy a je ndsobek b, zapisujeme b | a a Fikdme ,b déli a“.
Skute¢nost, ze n | a — b, zna¢ime a = b (mod n) a fikdme ,a je kongruentni s b
modulo n“. Dale toto znaceni bereme za samoziejmé.

Tvrzeni. Méjme a nesoudélné s n, dile méjme ¢isla b a ¢, pak ab = ac (mod n) je
ekvivalentni b = ¢ (mod n).

Definice. Mnozinu ¢isel nazyvame uplnou sadou zbytki modulo n, pokud kazdy
zbytek modulo n je kongruentni s alespon jednim prvkem z dané mnoziny.

Zase ta prvocisla . . .

Tusime, ze bude na prvocisla jako vzdy upfena specialni pozornost. Kazdé ¢islo, které
neni prvocislem p délitelné, je s p nesoudélné. Uz samotny tento fakt ma zajimavé
disledky.

Tvrzeni. Plati rovnost mnozin {0,1,...,p—1} ={a-0,a-1,...,a-(p—1)} modulo
p propta.

Dusledek. (Malad Fermatova véta) Bud p prvodislo a a ¢islo s nim nesoudélné,
potom
a? ' =1 (mod p).

Dikaz. 7 ptredchoziho tvrzeni jsou mnoziny {1,...,p—1}={a-1,...;a-(p—1)}
stejné modulo p. Soucin prvka obou mnozin musi byt proto stejny modulo p:

p-D=1-2---(p—1)=a-1-a-2---a-(p—1)=a *(p-1).

Jelikoz (p — 1)! je nesoudélné s p, tak jsme hotovi. O

Jiny dtikaz lze vést kombinatoricky pomoci ndhrdelniki. Bude-li zajem, ukdzeme
si na konzultacich.

Véta. (Wilsonova) Prirozené ¢islo p je prvocislo pravé tehdy, kdyz
(p—1!'=-1 (mod p).
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Eulerova véta a fady

Vzdalme se ted od prvocisel. Ditkaz Malé Fermatovy véty totiz miizeme zobecnit na
vSechna pfirozena ¢isla, ziskdme tak Eulerovu vétu.

Cviceni. (Eulerova véta) Bud a nesoudélné s n a ¢(n) podet ¢isel mensich nez n
nesoudélnych s n. Potom
a?™ =1 (mod n).

Tvrzeni. Eulerovu funkci p(n) lze spocitat nasledovné: pokud n = p{*---p*,
pak p(n) = (pr — V)™~ - (o — Dpp* .

Vsimnéme si, ze toto tvrzeni 1ika, ze Eulerova funkce je multiplikativni, tj. pro a,
b nesoudélna plati p(ab) = p(a) - ©(b).

530

Cviceni. Spoditejte zbytek, ktery dava po déleni 62.

Definice. Rdd ¢isla a modulo n nazveme nejmensi kladné celé ¢islo r takové, ze
a” =1 (mod n).
Cviceni. Jaké jsou fady d¢isel 1, 3, 5, 7 modulo 87

Tvrzeni. At a, d jsou ¢isla takova, ze a® = 1 (mod n). Potom idd a modulo n

déli d.
Dusledek. Z Eulerovy véty plyne, Ze fad ¢isla déli p(n).
Definice. Zavedme mnozinu Z; obsahujici vSechny zbytky modulo n nesoudélné

s n. Jeji velikost je tedy rovna o(n).

Poznamka. (pro frajery) MnozZina Z; ndm déli celd ¢isla do zbytkovych t¥id. Na
téchto tfidach muzeme definovat nasobeni tak, ze souéin dvou tfid [a], [b] spadne do
tFidy [ab]. S takovym ndsobenim Z7 tvoii grupu, jejiz fad je ¢(n). Z toho uz pfimo
plyne Eulerova véta.

Multiplikativni inverze

Tvrzeni. (existence inverzi) Pro kazdé a nesoudéIné s n existuje inverzni prvek x,
tedy z definice ¢islo spliujici ax =1 (mod n). To plyne mimo jiné z dikazu Eulerovy
véty. Rozmyslete si dalsi ditkaz pomoci Bezoutova lemmatu.

Poznamka. Inverzni prvek k a v Z budeme znagit <.

Cviceni. Jaké jsou inverze ¢isel 1, 3, 5, 7 modulo 8?7 Vsimnete si obecného pravi-
dla?

Cviceni. Jak plyne existence % z Eulerovy véty? Jak lze inverzni prvek explicitné
napsat vzhledem k a a n?

Cviceni. Dokazte pomoci multiplikativnich inverzi Wilsonovu vétu.
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Cviceni. Ovéite si, Ze s takovymi ,zlomky* mtZzeme pracovat obdobné jako s nor-
malnimi raciondlnimi ¢isly: jsou-li b a d nesoudélné s n, pak v Z;, plati

c ad + be 1
- = (ad + be)—.
d bd (ad +be)z5

24
b

Pozor! Méjme porad na paméti, Ze tyto ,zlomky“ jsou pouze formdlni vyrazy
a 1

b — 9%

(llohy

Uloha 1. Nechf P(z) = 523 + 132° 4 9ax. Najdéte nejmensi a takové, ze P(x) je
deélitelné 65 pro kazdé x. (Irsko 2000)
Uloha 2. Jaké zbytky déva ¢islo (n — 1)! modulo n vétsi nez 17

Uloha 3. Dokaite, ze plati (*,') = (~1)% (mod p).

Uloha 4. Najdéte vSechna kladna n, pro ktera je n! + 5 ¢tverec.

Uloha 5. Necht p > 5 je prvodéislo a ¢&islo a je tvofeno p — 1 jednickami v soustavé
o zékladu p + 6. Dokazte, Ze p | a.

Uloha 6. Najdéte vSechna prvocisla p a q takova, ze p +q = (p — q)*.
(Rusko 2001)

Uloha 7. Dokaite, Ze existuji pravé t¥i nejvyse n-ciferné p¥irozena ¢isla a takova,
7e a®> = a (mod 10™). (MKS—24-5-5)

Uloha 8. Ukaite, Ze pro riizna prvodcisla p a ¢ plati
p? 4¢P =1 (mod pq).

Uloha 9. Necht p a ¢ jsou prvoéisla. Dokaite, ze pP(?~1) — 1 neni délitelné &islem
(p?~1 —1)q.

Uloha 10. Najdéte vSechna prvoéisla p, pro ktera je vyraz

() )+ (0)

délitelny p3. (CPS 2008-3)

Uloha 11. Dokazte, 7e pro kazdé pFirozené n plati 2022 | n —n

n
n"

Uloha 12. Dokaite, Ze pro kazdé liché n plati n | 2™ — 1 a pro kazdé sudé n plati,
ze n? — 1 de&lf 2™ — 1.

Uloha 13. Zjistéte, pro ktera ptirozena n plati, ze n | 3™ — 2" (MKS 17-7-4)
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Uloha 14. Uréete hodnotu vjrazu § + 2 +--- + g%f (mod p) pro libovolné p.

(MKS 24-5-7)
Uloha 15. (Wolstenholmova véta) Af p > 3 je liché prvoéislo. Dokazte, Ze Gitatel
zlomku

! + L + = + 1t !

1 2 3 p—1
v zédkladnim tvaru je délitelny p2.
Uloha 16. Uvazujme posloupnost ay, as, . .., definovanou vztahem a,, = 6™+ 3" +
+2" — 1. Urcete vSechna prirozena ¢isla, ktera jsou nesoudélna s kazdym ¢lenem této
posloupnosti. (IMO 2005)

Uloha 17. Pro liché prvoéislo p dokazte

1\ g9_9p
1p—2+2p—2+--~+(p2 >

(iKS 2012/N3)

Uloha 18. Af ai,as,..., ap, tvori tplnou sadu zbytkd modulo p. Dokazte, Ze
1+t 224+ 4 gp1 | 2% 4 292 4 ... 2%,

Uloha 19. Definujme posloupnost nasledovné a; = 2, a,, = 2%—'. Dokazte, Ze pro
kazdé n > 1 existuje k takové, Ze vSechny ¢leny posloupnosti a; spliiujici ¢ > k maji
stejny zbytek po déleni n. (USAMO 1991/3)

Uloha 20. V tloze vyse dokaite, e pro véechna n > 1 plati n | a, — a,_1.
(iKS 2012/N5)

Uloha 21. Ukazte, e pro p prvoéislo je kazdy prvoéiselny délitel ¢isla 2P — 1 vétsi
nez p.

Uloha 22. DokaZte, ze pro kazdé a > 1 a n pfFirozené plati n a” —1).
, 1% p p '

S . . 7 s 7 w7 v v . n n m m
Uloha 23. Necht je a liché pfirozené &islo. Dokaizte, Ze jsou a? + 22" a a?” + 22
pro vSechna pfirozend n # m nesoudélna.
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Navody

3. Rozepis pomoci faktoridld a upravuj.

7. Pron =1 mame 1, 5, 6. Prvni krok mame, co takhle pokracovat indukci?

9. Zkus ten levy vyraz rozlozit.

10. Dilezité je, ze vSechny é&leny jsou délitelné p2, pak uz staci dokézat jen délitelnost p, navic
(p—k) = (=1)PFk(k+1)---p.

12. Zase ta Eulerova funkce.

13. Pouzij Eulerovu funkci a pfedchozi priklad. Rozdél podle nejvétsiho spoleéného délitele n a 6.
14. Muzou byt néjaké dva ¢leny toho souctu stejné modulo p?

15. Poparuyj ¢leny a zbav se jednoho p. Mohou byt inverze dvou rtiznych nenulovych zbytkt stejné?

16. Muzeme néjak jednodusSe zaridit, aby pro dané prvocislo bylo nékteré a, délitelné p? Co
zapojit inverze?

17. Kde jen uz jsme to aP~2 vidéli? Taky je docela fajn umét séitat 1+ 1 = 2, pak se to da hezky
rozlozit binomickou vétou.

18. Rozsif obé strany délitelnosti ¢islem =z — 1. Potom muzes redukovat z Malé Fermatovy véty
exponenty na pravé strané.

21. Uvaz néjaky prvociselny délitel ¢q. Jak mize vypadat fad 2 modulo ¢?
22. Najdi ¢islo, které ma fad n modulo a™ — 1.

23. Pro spor jsou soudélnd a jejich spoleény délitel obsahuje prvocislo p. Potom tedy chces zkou-
mat fdd § (mod p).

Literatura a zdroje

Dékuji plovi Cermdkovi, jehoz prednasku jsem ukradl a zaloZil na ni tu svoji.

[1] Fila Cermék: Zbytky a mocnéni, Sklené, 2019.

[2] Radan Kucera: Prednésky z Algebry I, MUNIL.

[3] Justin Stevens: Olympiad Number Theory Through Challenging Problems,
2016.

[4] AoPS, http:/artofproblemsolving.com/community|.

[5] Staré ro¢niky iKS, |http:/iksko.org/problems.php.
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Sifrovaci protokol RSA

ZDENEK PEZLAR

ABSTRAKT. Zivot na internetu je zavisly na soukromi — hesla k Gétéim od socialnich
siti, bankovni detaily nebo zpravy. Ocekavame, Ze tyto citlivé informace jsou néjakym
zpusobem chranéné. Jak ale?

Predstavme si nasledujici situaci: Alfréd chce poslat BlaZzené tajnou zpravu skrz
tzv. nezabezpeceny kandl. To znamend, ze jesté pred tim, nez zprava dojde k Blazené,
Eva si zpravu taky mutze precist. Jak zarucime, aby Eva zistala na holickach, ale
BlazZena si zpravu precetla?

(A)symetrické Sifrovani

Symetrickéa sifra je Sifra, kde se pro zasifrovani i rozsifrovani pouziva ten samy klic.
Na rozsifrovani tedy staci znat tento kli¢ a vyhrali jsme. Klasicky priklad je Cae-
sarova Sifra, kde kazdé pismeno posuneme o fixni ¢islo. Z textu ,HESLO®“ mizeme
vytvorit GDRKN a nebo JGUNQ.

Priklad. Zprava ,JJOXNIJXJY* je zaSifrovand pomoci Caesarovy Sifry. Jak zni
original?

Od dob Julia Caesara az po Sifrovani pomoci stroje Enigma v obdobi druhé
svétové valky se po vétSinu lidské historie uzivaly systémy zalozené na domluvé
komunikujicich stran, tedy na spole¢ném klici, ktery pro zbytek svéta zlistava ukryty.

Cvicéeni. Alfréd a Blazena jsou ubytovani ve stejném hotelu v oddélenych mistnos-
tech, které nemohou opustit. Jedind moznost, jak si mohou néco piedat, je pomoci
poslicka Evy. Alfréd chce poslat Blazené prstynek, ale boji se, Ze by ho Eva mohla
ukrast. Oba milenci maji na svych pokojich nékolik trezort, visacich zamkt a od-
povidajicich kli¢i. Zamcené trezory mizeme povazovat za nedobytné a navic vime,
ze Eva celé trezory nekrade. Jak to maji udélat, aby se prstynek bezpecné dostal
k Blazené?

Kvli rizikiim symetrické kryptografie prisli Whitfield Diffie a Martin Hellman
s revoluénim napadem, asymetrickou kryptografii. V takovém systému méa kazda
strana dva klice — verejny, ktery je uzivan pro zasifrovani a je sdileny volné s Sirym
svétem, a druhy soukromy, kterym naopak zpravy desifruje a neché si jej pro sebe.

Cilem zasifrovani je najit tzv. jednostrannou funkci, tedy funkci, u které snadno
spocitame obraz kazdého ¢isla. Pozadujeme ale, aby ze znalosti f(k) bylo ¢islo k
tézko spocitatelné. Prikladem prominentni jednostranné funkce je zdanlivy rozdil
obtiznosti v nésobeni ¢isel a rozkladu ¢isla na prvocisla.
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Rychlokurz teorie Cisel

Casto se v teorii ¢isel bavime o délitelnosti, resp. o modularni aritmetice — jaké
zbytky dévaji ¢isla po déleni jinymi.
Cviceni. Jak souvisi Caesarova $ifra s modularni aritmetikou?

Véta. (Eulerova véta) Bud a nesoudélné s n a ¢(n) podet ¢isel mensich nez n
nesoudélnych s n. Potom

a?™ =1 (mod n).

Na znalosti zbytku a® (mod n) ndm staci spoéitat a® (4 #(™) (mod n). Otazka
inverzni operace, tedy ze znalosti zbytku ziskat exponent, nese honosny nazev , pro-
blém diskrétniho logaritmu“. V tomto problému zname zbytek z a zéklad a a snazime
se dopocitat exponent e takovy, Ze a® = z (mod n). Tento problém miize slouzit jako
hledana jednostranna funkce, alesponi kdyz nezname prvociselny rozklad n.

Cvi€eni. Rozmyslete si, jak ziskat zbytek a® (mod n) pomoci méné nez log,(e)
operaci nasobeni.

Cviceni. Vime, Ze vSechny prvodinitelé ¢isla n jsou mensi nez 1000. Vymyslete
algoritmus na rozklad takového ¢isla na prvocinitele.

Cviceni. Dejme tomu, Ze zndme prvodiselny rozklad ¢isla n. Popfemyslejte nad
algoritmem, ktery by nasel feseni problému diskrétniho logaritmu. Navod: Zacnéte
s prvoéisly a poté rozsifte pomoci Cinské zbytkové véty.

Protokol RSA

Nézev protokolu vychézi ze jmen autori (Rivest, Shamir, Adleman).

Funkénost systému je zaloZzena na pozorovani, ze je snadné vygenerovat dvé velka
prvodisla p, g a vynésobit je n = pq. Jak jsme ale diskutovali, rozlozit n zpatky na
prvocisla je uz podstatné tézsi.

Situace je néasledujici. BlaZena (p¥ijemce zpravy) si vygeneruje sviij soukromy kli¢,
ktery bude k, nejmensi spoleény nasobek o(p) =p —1 a p(q) = ¢ — 1. Poté si zvoli
¢islo e z mnoziny Z;', toto ¢islo mé v Z;* inverzi.

Pravé na tento inverzni prvek k e se bude mocnit. Jak ho Blazena spocita? Po-
moci Eukleidova algoritmu spocitd Bézoutovy koeficienty xe + yk = 1, tedy x = %
(mod k). BlaZzenin vefejny kli¢ je dvojice (n,e) a jeji tajny soukromy kli¢ je ona
inverze, z = 1 (mod k).

Priklad. Jeden piiklad za vSsechno. BlaZena si vybere prvoéisla p = 17 a ¢ = 11.

Poté n = pg = 187 a k je nejvétsi spoleény nasobek p(p) = 16 a ¢(q) = 10, tj. k = 80.

Vybere si ¢islo e = 3 nesoudélné s k. Ovéite si, ze inverzi ¢isla e bude 27. BlaZenin

vefejny kli¢ tedy bude dvojice (n,e) = (187,3) a soukromy kli¢ (n, ) = (187,27).
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Blazena ma tedy svij vefejny kli¢. Jak je na tom nyni Alfréd? Alfréd zpravu z
desifruje snadno. Ten zna soukromy kli¢ (n, %), jednoduse pak umocni
1

e (mod k) = (m®)e =m (mod n).

Pi#iklad. (pokracovani) BlaZena chce zaSifrovat éislo m = 15. Sifrovana zprava
bude pak ¢islo
z=mf=15>=9 (mod 187).

Nyni pfichazi ¢as pro Alfréda. Ten znd soukromy kli¢ (187,27) a zpravu z. Alfréd
jednoduse umocni a zisk4 hledanou tajnou zpravu 927 = 15 (mod 187).

V nésledujicim pfedpoklidejte, ze mbij vefejny kli¢ je (629,17) a Ze pro kédovani
zpréav pouzivim ASCII (tedy napiiklad pismena A aZ Z se kéduji postupné na ¢isla
65 az 90 a mezera se kéduje na 32).

Cviceni. Zagifrujte zpravu ,,MKS“ po pismenech.

Cvi€eni. Zachytili jste zasifrovanou zpravu
247, 337, 322, 463, 15, 73, 440, 15, 342, 323, 435.
Rozlustéte ji.

Bezpecnost RSA

Obecné je algoritmus RSA pii pouziti dostateéné velkého kli¢e povazovan za bez-
pecny. V dnesni dobé je vhodné pouzivat minimélné 2048-bitové klice. Bezpecnost
algoritmu je zaloZena na tom, Ze pro rozklad ¢isel na prvocinitele neni znamy zadny
efektivni algoritmus — alespon na klasickém pocitadi . ..

Literatura a zdroje
Dékuji Michalu Topferovi, na jehoz prispévku jsem zakladal a nékteré ¢asti docista
ukradl.

[1] Michal Topfer: Asymetrické Sifrovdni, Branna, 2019.

[2] Radan Kucera: Pfednasky z Algebry I. MUNIL.

[3] Ronald L. Rivest, Adi Shamir a Leonard M. Adleman: A Method for Obtai-
ning Digital Signatures and Public-Key Cryptosystems. 1977.
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AG nerovnost

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. V prispévku jsou obsazena zakladni i pokro¢ild uziti AG nerovnosti.

Uéinné pouzivani nerovnosti patii k zakladnim dovednostem ¢lovéka tcastniciho
se matematickych soutézi. Prestoze je tento text zaméfen primarné na feSeni nerov-
nosti, soustavy rovnic jsou s jejich pomoci také casto hracka a silné odhady neziidka
vytesi i nealgebraickou tlohu. Jednou ze (dvou) stéZejnich nerovnosti je nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym primeérem (zkracené AG nerovnost). V této pred-
nasce se s ni seznamime a ukazeme si vSechny mozné nekalé triky, které s ni mizeme
provadeét.

Véta. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezaporng ¢isla 1, s, ..., x, plati

T+ @2+ + Ty
n

2 YT X Ty

Poznamka. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz 1 = z9 = - -+ = x,.
Piiklad.

(1) a® +b? > 2ab,

(2) (a+b+e)(t+1+1)>09,

(3) 223 + y3 > 32%y.

Cviceni. (zdkladni figle) Pro z, y, z kladnd dokazte:

(1) $+2>2

(2) 23 —|—y + 23 > 3zyz,

(3) 2242 >3,

(4) z° +y+z>3x

(5)§+ +2 >3,

(6) 2(x+y+z)(a: +y? +2%) > 23 + P + 23 + 15ayz,
(M 2+, 5+4=2

Priklad. Necht a, b jsou kladna realné ¢isla takova, Ze a > b. Najdéte minimum
vyrazu
1

ey

Piiklad. Najdéte vSechna kladnd redlnd feeni (a, b, ¢, d) spliiujici a+b+c+d = 12
a abed = 27+ ab+ ac + ad + be + bd + cd.
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zo 7 v

S¢itani AG nerovnosti a michani clenu

Jak jste si mozna vSimli, vétsina dosud dokazovanych nerovnosti méla spole¢nou
jednu véc — C¢lenid na jedné strané nerovnosti bylo mnoho, zatimco na druhé strané
byl jeden. To samozfejmé (pii letmém pohledu na AG nerovnost) neni ndhoda. Co
kdybychom ale chtéli AG utilizovat i pro boj s néasledujici nerovnosti?

z2 + y3 +23> xzy + yzz + 2%z
Neni tézké ovéfit, ze nerovnost (konkrétné jeji trojnasobek) miizeme ,namichat®
sou¢tem nerovnosti 223 4 y3 > 322y a jejich cyklickych zadmén.
Ukazme si, jak na spravné namichani ptijit!
Priklad. Dokazte, Ze pro kladna redlna z, y, z plati

x3y + y3z + 2%z > x2yz + y2zx + zzxy.

Cviceni. (michaci) Pro z, y, z kladnd dokazte (a urcete, kdy nastava rovnost):
(1) 2 +9y* + 22 > ay + yz + 2z,
(2) 2t +yt + 24 > 2By + yPz + 2,
(3) zy +ytz + 24 > 22y?z + y22%w + 2222y,
2 2 2
@) T +L+Z za+y+z,
(5) 2" +1 > 2% + 23,
3 3 3
(6) & +% + % >ay+yz+ 2w
Posledni cviceni nam ukézala, Ze rozloZeni nepfijemné nerovnosti na soucet né-
kolika leh¢ich nerovnosti mutze casto vést k feSeni. Musime si vSak dat pozor na to,
aby tyto leh¢i nerovnosti platily. Pojdme si techniku ,,Rozdél a panuj!“ ukézat na
ruznorodéjsich prikladech!

Piiklad. Dokazte, Ze pro kladna realnd a, b, ¢ plati
>+ b4+ +6>3(a+b+c).

Priklad. Dokazte, Zze pro kladna redlnd x, y, z plati
(x+y)(y+2)(z+z) > 8zyz.

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokaZzte nerovnost

2
slatbto)> Vab + Voe + fea — 1.

v

Poznamka. Pomalicku za¢ina prituhovat a budeme bojovat se slozitéjSimi vyrazy.
Abychom se v upravach neztratili, vyzbrojime se znakem tzv. cyklické sumy. Funguje
to néjak takto: 3 a=a+b+c, > xy? = xy? + y22 + 222,
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Lehké odhady na tézké nerovnosti

Asi nejvétsi vyuziti AG nerovnosti spoc¢iva ve tvorbé odhadu (,,mezivyrazi“), které
vypadaji rozumnéji nez levad a prava strana a které se mezi né proto pokousime
vklinit. Mnohdy je vztah mezi levou a pravou stranou nerovnosti natolik slaby, ze
i ne moc dobry odhad tlohu vyfesi. U tézsich nerovnosti jsou silné odhady casto
nutnosti (a jejich pouzivani vyZzaduje notnou dévku praxe). Oboji si ukdZeme.

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost

Z;<L
a3 + b3 + abe ~ abe’

cyc
Poznamka. (nendpadnd, ale dtilezitd) Pii dokazovani neostrych nerovnosti ma
smysl pouzivat pouze takové odhady, u kterych se zachovaji pfipady rovnosti.

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost
(a® —a®>+3)0° —b* +3)(c® =2 +3) > (a+ b+ ).
(USAMO, 2004)

AG vs. zlomky

Na tlohy se zlomky je vét$inou silnou zbrani Cauchy—Schwarzova nerovnost (ta
druhé stéZejni nerovnost). Nicméné i AG lze na zlomky pouzit piekvapivé dobie
— stadl secist zlomek s jeho jmenovatelem (funguje zejména u slabsich nerovnosti).
Pii feSeni nezapomenime na poznamku o rovnosti!

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost

a® b e
—+—+—>a+b+ec
bc  ca ab

Piiklad. Dokazte, ze pro kazda a, b, c > 0 plati

Z a® >a+b+c
(a+b)a+c) — 4

cyc

Priklad. Pro a, b, ¢ kladnd dokazte

Z ad >a+b+c
o b(2¢+a) — 3
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Vazena verze AG nerovnosti

K jejimu dilkazu je tfeba vyssiho matematického aparatu. Ale miZe se hodit.

Véta. (vazenad AG nerovnost) Pro libovolna redlnd nezapornd ¢isla x1, o, ..., Ty
a realna nezaporna wi, wa, ..., w, s kladnym souctem w. Pak plati

W1T1 + Woxo + - - - + Wpx w
n+n 2 l'wl xwz . x;f" .
w 1 *2

Poznamka. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz vSechny x;, pro kterad je w; > 0,
maji stejnou hodnotu. Pro wy = we = -+ = w, = 7% dostavame klasickou AG
nerovnost.

Priklad. Dokazte, Ze pro kladné reélna a, b, ¢ splitujici a+b-+c = 3 plati a®b¢c® < 1.
Ulohy na procviceni (trivialni a¥ stiedn& obtizné)

Uloha 1. Anicka nasla 4 kladna realna ¢isla — soucet dvou z nich je 42 a soudet
druhych dvou je 4. Jaky nejvyssi muze byt soucin vSech téchto ¢tyt Cisel?
Uloha 2. Urcete vSechna kladné realné x, y, z spliujici  +y + 2z = 6 a zyz = 8.

Uloha 3. Dokaizte, ze pro kazdé pfirozené n > 1 plati

1 2 n " n"
-+ -+ + >

2 3 n+1 n+1

922 sin 22 +4
z sinx

Uloha 4. Najdéte minimum vjrazu pro0 <z <.

Uloha 5. Dokazte, ze pro kladna redlné z, y, z plati

2?42+ 22 > /)P + 2+ yV/a? + 22
Uloha 6. Nechf zyz = 32, kde z, y, 2 jsou kladné reélné. Najdéte minimum vyrazu
2?2 4+ dzy + 4y° + 222

Uloha 7. Dokaite, ze pro 0 < a < b < ¢ plati (a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) > 60abc.
Uloha 8. Na kazdé strané ¢tverce o strané 1 zvolime bod. Tyto body vytvoii
¢tyfahelnik o stranach a, b, ¢, d. Dokazte, Ze plati 2 < a®? + b2 + 2 +d?> < 4 a
2V2<a+btct+d<4

Uloha 9. Dokazte, ze pro kladna a, b, ¢ plati

1 1 1

> .
@ib)?  (brof” Ptac
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Uloha 10. Dokaz, ze pro kladné ay, as, ..., an, jejichz soucin je 1, plati

a as an 1

+ 4+ 4 > .
14+a;  (1+a1)(1+a2) I+a)1+4a2)--(1+a,) — on

Uloha 11. Dokazte, Ze pro a, b, c > 0 spliujici abc = 1 plati
ad 3
—_— > -
Y Troain 21

cyc

Uloha 12. Dokaite, Ze pro a,b,c > 0 plati
a b e\’ 1 1 1
—+-+-) >2(@+b+c)|-+-+-].
b ¢ a a b ¢

T&Z8i Glohy
Uloha 13. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, Ze plati

2b 2c

> 9.
PiE i @R C

a4+t +t+a+bte+

Uloha 14. Ukaizte, 7e pro kazdou trojici kladnych ¢isel a, b, ¢ spliujici abe = 1
plati

Ziab <1
a®+b5+ab —

cyc
(IMO shortlist, 1996)
Uloha 15. Pro a, b, ¢ kladna plati a + b+ ¢ = 1. Dokaite, ze

1
./al—abl—bcl—c < =
-3
(Rakousko, 2008)
Uloha 16. Nechf n > 2 je pfirozené ¢islo a z1, 3, ..., &, jsou kladna reélna ¢&isla.

Ukazte, ze

1 1
D = ) -
o i + Xi-1TiTi41 e i1 (T3 + Tig1)

(6. série A3, 6. ro¢nik iKS)

Uloha 17. Nechf n > 2aas, as, ..., a, jsou kladna realna ¢isla splitujici podminku
asas - - - a, = 1. Dokazte, Ze plati

(14 a2)?*(1 +az)®--- (1 +a,)™ >n".
(IMO 2, 2012)
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Uloha 18. Nechf a,b,c¢ > 0 a a + b+ ¢ = 1. Dokazte, ze plati
ad + be
— > 2.
Cyzc a?+bc —

Uloha 19. Ukaizte, Ze pro kazdé pfirozené n a kazdou n-tici kladnjch realnych
Cisel z1, xa, ..., x, plati

A+x)A 4z 4+22) (L +z+ao+-+x,) >V (n+ 1) lozy -z,

(35. roénik MKS, findlni mySmas)

Uloha 20. Mgéjme ostrotihly trojithelnik ABC a jemu opsanou kruznici se stiedem
O a polomérem R. Oznac¢me D druhy pruseéik piimky AO s kruznici opsanou BOC,
E druhy prusecik primky BO s kruznici opsanou AOC a F' druhy prusecik pfimky
CO s kruznici opsanou AOB. Dokazte

|OD| - |OE| - |OF| > 8R3.
Uloha 21. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, 7e plati

a b c a? + b+
+ + < .
2b64+c¢2  2c+a?  2a+ b2 3

Uloha 22. Nechf a,b,c > 0 a plati

1 1 1
a+b+c:ﬁ+[72+;2'

Dokazte, ze plati

2a+b+c) > Va2 + 1+ YTh2c+ 1+ V7a + 1,

a urcete, pro které trojice (a, b, c) nastava rovnost.

Uloha 23. Necht a,b,c >0 a a + b+ ¢ = 1. Dokazte, Ze plati

a? + abc 1
S VE
c+ab 2V abc

cyc
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Navody

1. Dveé lehkd AGcka, vyjde ﬁ.

2. Kdy nastavé pfi AG nerovnosti rovnost? :)

3. Je to vlastné AG nerovnost.

4. Substituce a = z sinz pomuze, vysledek je 12.

5. 2%+ (42 +22) >

6. (x4 2y)? > 8xy, mélo by vyjit 96.

7. Podminky je tfeba vyuzit — zkus po roznasobeni zmensit levou stranu tak, aby byl priklad

ekvivalentni jediné AG nerovnosti.
8. Mize se hodit 2(a2 + b%) > (a +b)2.
9. Roznasobit a dvé AGcka.

10. Dokaz indukei, #e leva strana je (Lton)(+as)-—(ltan)—1

(1+a1)(1+az2)-(1+an)
11. Zkus v AG¢ku vyrusit jmenovatele — pozor, aby nastavala rovnost!

12. Po roznésobeni se muze hodit substituce z = %.

18, 5205 + P 102 > o je dobry zadatek. 1)

14. Pouzij odhad a® + b® > a®b2 + a2b3.
15. Je tieba pouzit vazenou AG nerovnost.
16. Pouzij tlohu 9 na odhad ¢lent levé strany a upravuj.
17. Znamé substituce umi odstranit podminku. Potom napt. (z2 +z3)3 = (% + %2 +23)3 > ---
be(l—a)
cyc a24be
— n—i+2
19. (L@ +-fa)" 2> %

5 __lob|  _  |BC| IBC]
20. Dokaz Sm|<OBD| — sin|<BOC]» POUZY VZOrec 5 amr

posledni krok.

18. Po tpravé do tvaru ) > 1 jde roznasobit.

(A+z1 4 Fmg)" ey

= R a trochu goniometrie. AGcko je az

21. Odhadnout jmenovatele, zatnout zuby a nebat se homogenizovat pro a = z°.

o+ L
22. a+ta+

> ... Alternativné lze feSit pomoci tzv. Hélderovy nerovnosti.

23. Je ekvivalentni

Za(a+b) be(a+ ¢)(a+b) < %(a+b+c)(a+b)(b+c)(c+a).

cyc
Odhadni odmocninu hezkym AGckem, zatni zuby a pokracuj.
Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti, Univerzita J. E. Purkyné,
2012.
[2] Samin Riasat: Basics of Olympiad Inequalities.
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p-valuace

ADELA KAROLINA ZACKOVA

ABSTRAKT. V mnohych ptikladech z teorie ¢isel se fesi délitelnost. Casto nam ale ne-
staci jenom védét, jestli dané prvocislo déli n€jaké Cislo, ale také jak moc ho déli. To je
podstata p-valuaci. Na pfednasce se naucime pracovat s jejich zdkladnimi vlastnostmi,
které pak pouzijeme na néjaké zaludnéjsi priklady.

Definice. Pro celé ¢isla a, b fikame, Ze a déli b (znacime a | b), pokud existuje celé
¢islo ¢ spliujici b = ac.

Definice. Pro prvodcislo p definujeme p-valuaci celého ¢isla a # 0 jako nejvétsi
nezaporné celé k takové, Ze p* | a. Znacéime v,(a) = k. Pro a = 0 budeme brit
vp(a) = oo pro kazdé p.

To je spousta matematickych symbold. Co to ale znamena lidsky? p-valuaci ¢isla a
vyjadfujeme mocninu prvocisla vyskytujiciho se v jeho rozkladu. To ndm umoznuje
se divat na cislo z pohledu prvocisel, ktera je déli, coz, jak déale uvidime, se nam
mnohdy bude hodit. Ziskdvame tak totiZz o néco vice informaci nez pomoci pouhého
modula.

Jak se p-valuace chovaji?

Tvrzeni. a|b pravé tehdy, kdyz v,(a) < v,(b) pro kazdé prvocislo p.
Tvrzeni. Proa,b> 0 plati a = b, pravé kdyz v,(a) = v,(b) pro kazdé prvocislo p.
Tvrzeni. Plati vy(ab) = vy(a) + vp(b).
Tvrzeni. Plati v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}. Pokud navic vy(a) # v,(b), potom
v pfedchozi nerovnosti nutné nastane rovnost. Obdobné plati totéz pro rozdil a — b.
Cviceni 1. Spoditejte nasledujici hodnoty:

(1) v2(2" +4),

(2) v3(vs(18'%)),

(3) vp((3p° +p*)(1° + 2p* + 5p)).
Cviceni 2. Mame tii ¢isla, z nichZ zadné neni délitelné 8 ani 125. Kolika nejvice
nulami muze koncit jejich soucin?
Cviceni 3. Rozmyslete si, Ze p-valuace se daji rozumné dodefinovat i pro racionalni
Cisla a Ze i po tomto rozsifeni vétsina z predchoziho stéle plati.
Cviceni 4. Nahlédnéte, ze pro pfirozené n je vy(n) <log,n <n — 1.
Tvrzeni. Pfirozené ¢islo a je k-tou mocninou prirozeného Cisla pravé tehdy, kdyz
k | vp(a) pro kazdé prvocislo p.
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Tvrzeni. Necht gcd znadi nejvétsiho spolecného délitele a lem nejmensi spoleény
nasobek. Potom plati

vp(ged(a, b)) = minfv,(a),vy(0)},  vy(lem(a,b)) = max{v,(a), v, (b)}.

Prvni kricky
Uloha 5. Dokazte, Ze pro libovolna p¥irozena &isla a, b, ¢ plati

(ged(ab ) (lem(a,b,c))?
ged(a,b) - ged(b, ¢) - ged(c,a)  lem(a, b) - lem(b, ¢) - lem(c, a)

Uloha 6. Jsou déna piirozena éisla a, b takova, Ze
al|b? b*|a®, a®|bY, b*|a®, a®|bE,

Dokazte, ze a = b.

Uloha 7. Dokaizte, Ze pro piirozena a, b, ¢, d spliiujici ab = cd plati
ged(a, o) - ged(a, d) = a - ged(a, b, ¢, d).

Uloha 8. Jsou déna piirozena a, b, ¢ splitujici a® | b°, a® | ¢’. Dokaite, Ze a? | be.

Uloha 9. Rekneme, Ze kladné realné éislo je copaté, pokud neni celé a v jeho
desetinném zapisu nasleduje za desetinnou ¢arkou jen kone¢né mnoho nenulovych
¢islic. Rozhodnéte, zda existuji copata Cisla a, b, ¢ takova, ze vSechna tfi ¢isla ab, bc
i ca jsou cela. (MO 64-C-11-4)

Faktoridly a kombinacni Cisla

Jakmile se ¢lovek setka v prikladu s faktoridlem, ma asi tendenci zacit trochu fliukat.
Prece jenom, pro velka ¢isla nam vznikaji pékné obludnosti. Hodi se ho tedy néjak
pékné odhadnout. My to umime pomoci tzv. Legendreovy formule, kterd sice az
zas tak pékné nevypadd (suma spousty dolnich ¢asti, fuj ble), ale d4 se s ni dobfe
pracovat, alespon co se délitelnosti tyce.

Tvrzeni. (Legendreova formule) Pro kazdé pfirozené ¢islo n plati

vp(n!) :ji LZJ .

Poznamka. Soudet ve vzorci je sice formalné nekoneény, pro libovolné p v8ak od
dostatecné velkého j bude p? vétsi nez n a pak budeme piicitat pouze nuly.
97



P-VALUACE

Véta. Necht s,(n) znadi ciferny soucet pfirozeného &isla n v soustavé o zdkladu p.
; _ n—sp(n)
Potom plati vy(n!) = ==
Véta. (Kummer) Kombinacni ¢islo (2) ma p-valuaci rovnou poctu ,, pfenosi jed-

nicky do vyssiho fadu“ pii séitani k a n — k pod sebou v soustavé o zakladu p.

Uloha 10. Pro prvoéislo p plati p” 1 ((p — 1)n)!.

Uloha 11. Plati v,(n!) < M:%J
Uloha 12. Najdéte viechna piirozena n, pro néz vy(n!) =n — 1.
Uloha 13. Pro libovolna celd nezaporna m, n je
(2m)!(2n)!
mlnl(n + m)!
celé cislo.

Uloha 14. Dokaite, Ze pro pfirozena n plati

(n+1)~lcm(<g>, (’1‘) (Z)) =lem(1,2,...,n+ 1).

Uloha 15. Dokaite, ze existuje konstanta c¢ takova, ze pro libovolné piirozend a,
b, n splitujici a! - b! | n! nutné plati a + b < n + clogn. (Erdés)
Uloha 16. Pro piirozené n > 3 definujme posloupnost p¥irozenych &sel ar, . . ., ay
pomoci rozkladu

n! = pipy® Pk,

kde p; < pa < --- < pi jsou prvocisla. Najdéte vSechna n, pro néz je posloupnost
ai, ..., qp geometricka. (MEMO 2017 T8)
IMO dalohy

Uloha 17. Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel (n, k), které spliuji

(2F —1)(2F —2)(2F —4)... (2F —2F "1y = nl.

(IMO 2019)
Uloha 18. Je déana nekoneéné posloupnost a1, as, as, ... prirozenych &isel takova,
ze
a a Cp— a
71_’_724_...4_ n—1 + 2
a9 as (07% ay

je prirozené ¢islo pro vSechna n > k, kde k je néjaké pevné prirozené ¢islo. Dokazte,
7€ a4y = ap41 pro vsechna n > m, kde m je néjaké pevné prirozené ¢islo.
(IMO 2018)
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Uloha 19. Najdéte viechny trojice (p, z,v), kde p je prvoéislo a x, y jsou p¥irozena
¢isla takova, ze P! +y i 2 + yP~! jsou mocniny p. (ISL 2014)

Navody

BUNO si sefad valuace, potom piimocafe pocitej.

vp(a) n+1
vp(b) S

5
6
7. Oznac si p-valuace jednotlivych proménnych a rozebirej jejich mozné poradi.
8
9

a™ | b"t1 znamena .V podstaté totéz jde fict s logaritmem misto valuaci.
AG nerovnost.
Chces nezaporné 2-valuace a 5-valuace. Dirichlet pomuze.
10. V Legendreové formuli zahod celé ¢asti.
11. Ukonéi soucet u indexu j = k takového, ze 1 < pik <pavyuzj |z| + |y] < |z +y].
12. V nerovnostech z dikazu predchozi ilohy musela vSsude nastat rovnost.
13. Odhadni zvlast kazdy clen

S G- 15

z Legendreovy formule.

14. Vyuzij Kummerovu vétu. Pokud o = vp(n + 1), pak n + 1 zapsané v soustavé o zakladu p
konc¢i o nulami.

15. Délitelnost d4va nerovnost (tfeba) 2-valuaci. Vhodné odhadni celé ¢4sti v nenulovych ¢lenech,
téch je asymptoticky logn.

16. Hodi se Bertrandiuv postulat: pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 existuje prvodislo p splnujici
n <p<2n.

17. Pomoci 2-valuace a 3-valuace omez k, zbytek dorozeber.

18. Staci ukazat, ze nepribyvaji nova prvocisla a vSechny p-valuace jsou od néjaké chvile neros-
touci. Rozlis pripady podle toho, zda nékdy (za indexem k) nastane vp(an) > vp(a1).

19. Prfiprav se na spoustu rozebirani rozbitych pripadd. Hlavni myslenka je hledat velké valuace
p v rozdilech y — x potazmo yP — zP.

Literatura a zdroje
Timto bych chtéla podékovat Matéji DoleZdlkovi, jehoz prednasku jsem z velké ¢asti
bezostysné vykradla.

[1] Matéj Dolezalek p-valuace, Lyse¢iny, 2021.

[2] Serial Teorie ¢isel 33. rocnik PraSe, |https://prase.cz/archive/33/serial.pdf.
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