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Od zakladua k fatal nerovnostem

Franta Konopecky

Uvod

Pfednéska bude rychlokurzem drsného pouziti AGécka a jeho obdob, ukéze,
jak ho vidét témér vSude. Nékolik prikladi bude téZz na konvexitu a Jensenovu
nerovnost. Kdo u Franty ulpi — neprohloupi :).

Nerovnosti
Véta. (AG-nerovnost) Pro libovolnd x1, %2, ..., x, > 0 plati
1 t+x2+ -+ xy
> Yx1-T2...Ty.
n
Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = x9 = -+ = Xp.

Vyraz na levé strané je aritmeticky primeér, vyraz na pravé geometricky pri-
mér, proto AG-nerovnost.

Ukazka. AG-nerovnost pro dvé a tii kladné ¢isla:

T1 + T a+b—|—c>3

5 > Jria0, —5 2 abe.

Véta. (vazend AG-nerovnost) Necht wi,ws,...,w, jsou vahy, tedy plati pro né
w1 +ws+---+w, =1, anecht ay, as, ..., a, jsou kladna redln4 ¢isla. Potom plati
nerovnost

w w w
W1a1 + W22 + -+ WpGy > Ay Gy .. 0"

Rovnost nastava pri rovnosti a1 = az = -+ = Qp.
Ukézka. Pouziti vazeného AG pii dikazu 2a® + b3 > 3a2b:
2 3

2430 > (@) = o

Ukézka. Vazené AG na nerovnost 3a® + 28 + ¢ > 6a3b2¢:

%aG + %bG + %CG > (a6)1/2 (b6)1/3 (06)1/6 — a3b2e.

Poznamka. Volbou wy; = wg = -+ = w, = + obdrzime z vidZeného AG normalni

n
AG-nerovnost.
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Definice. (symetri¢nost) Vyraz je symetricky v proménnych a, b, ¢, pokud se
jejich libovolnou zaménou nezméni.

Definice. (cyklicnost) Vyraz je cyklicky v proménnych a, b, ¢, pokud se jejich
cyklickou zaménou nezméni.

Ukézka. Symetricky (a tedy i cyklicky) vyraz je

a+b b4+c cH+a
- + :
c a b

Ukazka. Nesymetricky, ale cyklicky vyraz je

a+b b
n +c+c—|—a.
a b c

Definice. (homogenita) Vyraz je homogenni, pokud maji jeho ¢leny stejny stu-
pen.

Poznamka. Tato definice homogenity je velmi zjednoduSend, pfesnéji je vyraz
f(a, b, c) homogenni, pokud pro vSechna ¢ € R plati f(ta,tb,tc) =t - f(a,b,c).

Ukazka. Homogenni vyrazy jsou

24 ab+c3 1 n c
a c — 4+ — —_—t .
’ c ab’ a?+b2 b3

Ukazka. Nehomogenni vyrazy jsou

a?+b
P

a+b+c+1,

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je konvexni funkce na intervalu I a necht
V1, V2, ..., U jsou vahy. Potom pro libovolna ¢isla x1,xo,...,x, € I plati

forzr +vaxe + .o+ vpwy) <o f(wr) +vaf(w2) + .o+ vn fn),
pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x1 = 1o = ... = Tp,.

Priiklady

Ve vsech prikladech jsou a, b, ¢ kladna realna cisla.
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Lehké
Priklad 1. Dokazte
a? 4+ %+ ¢ > ab+ be + ca.
Priklad 2. Dokazte, ze jestlize abc = 1, pak
(ab+bc+ca)la+b+c) > 1.

Priklad 3. Dokazte
zt =222 4+1>0.

Priklad 4. Dokazte
zt — 4z +3>0.

Priklad 5. Dokazte
a® + b2 + 3 + abe > a?b + ab® + a®c + ac® + bc + bcP.

Priklad 6. Dokazte
a* 4+ a?b? + b* S a®b + ab®

3 - 2
Stredni
Priklad 7. Dokazte
2
latb+of > avbe + by/ac + ¢V ab.

3
Priklad 8. Dokazte, Ze jestlize plati abc = 1, pak

a b ¢
-t+-+->at+b+ec
b ¢ a
Priklad 9. Dokazte, ze jestlize a + b+ ¢ = 1, pak
2 2 2
Ll 3@+ 0P+ ).
b c a
Priklad 10. Dokazte, Ze jestlize abed = 1, pak
1 1 1 1

Grar T aroe T are Taraz =t

Priklad 11. Dokazte, Ze jestlize abc = 1, pak

<a_1+%>.<b_1+%>.<c_1+é><1.
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Fatal Brutal

Priklad 12.

Priklad 13.

Priklad 14.

Dokazte

\/a2+b2+c2+d2 - i/abc—f—abd—i—acd—i—bcd
4 - 4 ’

Dokazte, ze jestlize abc = 1, pak
ab n be n ca <1
ad+ab+0 b +bc+cS A +catad T
Dokazte

a b c d

b+2+3d ct+2d+3a d+r2a+3b  at2b+3c

Priklad 15.

Priklad 16.

Priklad 17.

Priklad 18.

Priklad 19.

Priklad 20.

Priklad 21.

Dokazte, ze jestlize a + b+ ¢ = 3, pak
1 1 1 9 9 . o
2 + 2 + 2 >a”+b° 4+ c”.
Dokazte
at b* ct a+b+c
+ + > .
ad+b B+ B3 +ad 2
Dokazte

a® b3 c?
+ +
(a+b)?°  (b+c) (c+a)®
Dokazte

1 n 1 n 1 N 3
ab+1) blc+1) cla+1) ~ 1+abc

Dokazte, jestlize plati a + b+ ¢ = 2, pak

>

| w

(a® 4+ ab 4+ b*)(b* 4 be + ¢*)(c? + ca + a?) < 3.
Dokazte

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab
Dokazte

b . 2
1< —— + LW
Va+b2 VP +c2 Ve T 2

2
> —.
-3
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Unlimited Evil

Priklad 22. Nechf ay,b1,as9,bo,...,ay,b, jsou nezaporna realn c¢isla. Dokazte

Z min{aiaj,bibj} S Z min{aibj,ajbi}.

i,j=1 1,5=1

Zdroje

Na vétsinu z nejtézsich uvedenych nerovnosti se lze proklikat pfes internetové
férum Mathlinks na adrese http://www.mathlinks.ro/Forum/index.php?f=32.
Clanky si sefadte podle navstivenosti.



Krivky

Jaroslav Hancl

Prednaska bude povétsinou teoreticka. Nejprve seznamim posluchace se za-
kladnimi pojmy tykajici se k¥ivek, v druhé ¢asti budeme studovat konkrétni krivky
jako spiraly, cykloidy, fetézovky apod. Nedéste se vsak téchto pojmil, jejich vlast-
nosti Vas nadchnou natolik, Ze si je mozna i zapamatujete.

Co je to krivka

Kiivka se dé& jednodusSe laicky popsat jako Cara, pfi niz nezvednete tuzku
z papiru. Trochu zamySleni uz vyZzaduje nasledujici formélni definice:

Definice. Méjme interval I C R. Poté parametrizovanou kiivku definujeme jako
diferencovatelné zobrazeni ¢ : I — R" Tuto kiivku nazveme regulérni, jestlize
Vit eI je ' (t) #0.

Matematicky zapis se da provést tfemi zptisoby. Naptiklad jednotkovou kruz-
nici jimi lze popsat jako

e mnozina bodu
{lz,y] € R*2% + ¢ =1},

e graf funkce

y=+vV1—-22 U y=—v1-—22
e draha bodu

cost
o(t) = (sint >, kde t € [0, 27].

My vétsinou budeme vyuzivat parametrizaci kiivky jakozto drahy bodu nebo
budeme znét rovnici ji popisujici. V souvislosti s kfivkami zavedeme jesté né€kolik
dilezitych pojmu. Jejich formalni definice jsou slozité, a tak se je pokusime popsat
jejich geometrickou interpretaci.

e Tecna krivky v bodé x je pfimka, kterd se v daném bodé x kiivky pouze
dotyka.

Normdla krivky v bodé z je kolmice na te¢nu prochazejici x.

Odchylka dvou krivek je odchylka jejich tecen v bodé pruniku.

Délku krivky ziskame, kdyz kiivym metrem zmétime jeji délku.

Krivost krivky v bodé znamena, jak moc kfivka v bodé zataci.
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Vyznamné krivky

Kiivek v roviné je spousta. V podstaté, kdyz nakreslite néjakou ¢aru a pak
ji popisete rovnicemi, muzete ji prohlasit za svou kfivku. Pfipravené kiivky jsem
rozdélil do 4 skupinek:

Spiraly

e Archimédova spirdla je drdha bodu pohybujiciho se rovnomérné po polo-
pfimce, kterd se rovnomeérné otaci kolem svého pocatec¢niho bodu.

e Logaritmickd spirdla ma rovnici r = ac’, kde t € R, a, c jsou realné parametry.
e Fermatova spirdla je slozenim dvou kiivek s rovnicemi r = +v/t, t € R.
e Hyperbolickd spirdla je ddna rovnici r = ¢, t € R — {0}.
o Sroubovice je prostorova kiivka popsana parametricky vektorem

cost

sint |, kde t € R.

t
Cykloidy

o (Cykloida je kiivka, kterou opisuje bod lezici na kruznici kutéalejici se po pfimce.

e Hypocykloida je draha, kterou opisuje bod na kruznici, ktera se vali po vnitini
sténé néjaké vétsi kruznice. Pro riizné poméry polomért kruznic dostavame
k¥ivky jménem Asteroida a Deltoida.

e FEpicykloida je kiivka, kterou opisuje bod na kruznici, ktera se vali po vnéjsi
sténé pevné kruznice. Jakozto specidlni pripad dostaneme Kardioidu.

e FEpitrochida je kiivka, kterou opisuje pevny bod uvniti kruznice, ktera se vali
po vnéjsi sténé pevné zadané kruznice.

Zbytek

Tak jako parabola je slozena z bodi, které maji konstantni soucet vzdéalenosti
od dvou ohnisek, Cassiniho ovdl je mnozina bod, které maji konstantni soucin
vzdéalenosti od dvou ohnisek. Jeho specialni pfipad je Bernouliho Lemniskdta, ktera
ma predpis

(1‘2 T y2)2 _ 2&2(.132 _ y2).

Dalsi pouzivanou kiivkou je Retézovka. Tato kiivka popisuje tvar lana prové-

Seného mezi dvéma pevnymi body a je popsana rovnici

y = cosh (£> + c.
a

A nakonec se zminime jesté o jedné dulezité kiivce s nazvem Evolventa. Evol-
ventou kfivky nazveme drahu pevné zvoleného bodu na piimce, ktera se vali po
dané krivce.
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Zajimavé krivky

Zde jsou uvedeny jen krivky, které nemaji nijaky valny vyznam, ale jejich
grafy jsou pékné.

Prvociselnad spirdla,
krivka Ampersand,
Dadblova krivka,
Wattova krivka.

Priiklady

Prfiklad 1. M&me dvé mince na sobé polozené (dvé kruznice v roviné s vnéj-
§im dotykem). Jednu minci zafixujeme a druhou budeme valit po jejim povrchu.
Kolikrat se pohybujici se mince oto¢i, nez se dostane do pocateéni polohy?

Priklad 2. Tipnéte si, kolik je délka asteroidy, ktera je vepsédna do kruznice o po-
loméru R.

Priklad 3. Jak se bude ménit thel, ktery svird te¢na Sroubovice v bodé ¢ s pod-
stavou, bude-li bod ¢ postupné probihat celou Sroubovici?

Priklad 4. Jakd kiivka vznikne, budeme-li fezat torus (ringo krouzek) rovinou
tak, aby se fez skladal ze dvou ¢asti spojenych jednim bodem?

Priklad 5. Jakou kiivku pfedstavuje most Tower Bridge v Londyné?

Priklad 6. Jaky vztah ma kfivka s evolventou své evolventy?



Pocitani v planimetrii

Michal “Kenny” Rolinek

Cilem této pfednasky je obohatit vase znalosti z planimetrie o nové metody,
zalozené na algebraickém pristupu. Nebudeme ovsem sdhodlouze upravovat obrov-
ské vyrazy, jak by se mohlo zdat. Naopak si ukadzeme ptiklady, v nichz nas trocha
pocitani dovede velmi pfimocafe k feSeni. Téz se nauc¢ime uc¢inné pouzivat nékolik
Sikovnych tvrzeni.

Par priklada na rozjezd

Priklad 1. Mé&jme rovnostranny trojihelnik a bod X uvnitf ného. Paty kolmic
z bodu X na strany trojihelnika ozna¢me P, @ a R. Ukazte, Ze soucet

|XP|+[XQ| +|XR|

nezavisi na volbé bodu X.

Priklad 2. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC o obsahu S a jeho vnitini bod
M. Oznaéme po fadé A;, Bi, Ci ty body stran BC, CA a AB, pro néz plati
MA,||AB, M B4||BC a MC1||CA. Priseéiky os tGse¢ek M A, MB; a MC tvoii
vrcholy trojuhelniku o obsahu 7. Dokazte, ze plati S = 3T

Priklad 3. Je déna tsetka AC a na ni lezici bod B. Nad priméry AC' a AB
sestrojme kruznice. Tém sestrojme vnéjsi spolecnou tecnu, ktera se jich dotkne
v bodech P; a P,. Dokazte, ze plati

|P1P2|? = |AB||BC|.

Priklad 4. Oznacme a, b, ¢, d strany ¢tytthelnika ABCD. Ukazte, ze thlopficky
¢tyruhelnika jsou kolmé prave tehdy, kdyz plati

a2+ =+
Pokud je navic tento ¢tyituhelnik tecnovy, dokazte, ze plati ac = be.

Priklad 5. Je dén pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem u vrcholu A.
Primér kruznice jemu vepsané oznac¢ime d. DokazZte, ze plati

a+d=>b+c.

Priklad 6. Uvazme kruznici k a jeji primér AB. Zvolme na AB bod X a na
kruznici k libovolnou tétivu C'D rovnobéZznou s AB. Dokazte

|XA? +|XB]*=|XC|® +|X D%
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Priklad 7. Na strané AB rovnostranného trojuhelnika ABC zvolme bod D. Se-
strojme rovnostranné trojuhelniky ADE a BDF tak, Zze body E a F' lezi v opacné
poloroviné uréené piimkou AB nez bod C. Dokazte, Ze stfedy trojuhelnika ABC),
ADFE a BDF tvofi rovnostranny trojihelnik.

Piiklad 8. Bud ABC trojuhelnik takovy, ze |C A| # | AB|. Potom pfimka spoju-
jici stied T, strany BC se stfedem I kruZnice vepsané protina vysku jdouci vrcho-

lem A v bodé, ktery mé od tohoto vrcholu vzdalenost rovnou poloméru kruZnice
vepsané. Dokazte.

Priklad 9. V AABC je I stied kruznice vepsané, M stied strany AC a N stied
oblouku AC kruZnice opsané (toho, co obsahuje B). Dokazte, ze

|<UMA| =|<INB|.
Piiklad 10. (IMO 2005) Na stranich rovnostranného trojihelnika ABC' je zvo-
leno 6 bodt. Na strané a body Aj, Az, na strané b body Bj, B2 a na strané c
body C; a Cs. Tyto body tvoii vrcholy konvexniho Sestitihelnika jehoz strany maji
vSechny stejnou délku. Dokazte, ze pfimky A; Bo, B1Cs a C1 Ay prochézeji jednim
bodem.

Podéitani tecen

Tvrzeni. Trojihelniku ABC' vepisme kruznici, kterd se dotkne jeho stran a, b
a ¢ postupné v bodech D, E a F. Délky usecek BD, CE a AF umime snadno
pak snadno vyjadiit pomoci délek a, b a c. Obdobna tvrzeni plati i pro kruznice
pripsané.

Priklad 1. Trojihelniku ABC pfipiSme kruznici ke strané a. Ta se strany a
dotkne v bodé D. Dokazte, Ze tisetka AD pili obvod trojihelnika.

Priklad 2. Na strané AB trojuhelnika ABC ozna¢me X bod dotyku s kruznici
vepsanou a Y bod dotyku s pfislusnou kruznici vepsanou. Ukazte, ze stied tsecky
XY je téz stiedem tsecky AB.

Priklad 3. Necht ABCD je te¢novy ¢tyrtuhelnik. Ukazte, ze kruznice vepsané
trojuhelnikim ABC a CDA maji vnéjsi dotyk.

Priklad 4. KruZnice, kterd prochézi vrcholy A a C trojiuhelniku ABC protina
jeho strany BC' a AB po fadé v bodech A; a C;. Oznaéme déle P prusecik primek
AA; a CCh. Je-li étyfahelnik PCy BA; teénovy, je trojihelnik ABC rovnoramenny.
Piiklad 5. Ctyithelnik ABCD mé kolmé thlopiicky, které se protinaji v bodé
S. Oznac¢me po fadé I, I, I. a I; poloméry kruznic vepsanych trojahelniku ASB,
BSC,CSD a DSA. Dokazte, ze I,+1. = I+ 14 pravé tehdy, kdyz lze ¢tyithelniku
ABCD vepsat kruznice.

10
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Pocitani v tétivovém ctyiuhelniku

Véta. (Ptolemaiova) Pokud je ABCD tétivovy ¢Ctyitihelnik s béZné oznacenymi
stranami a uhloprickami e, f plati

ac+bd =ef.

Cviceni. DokaZte opacnou implikaci.

Priklad 1. Na krat$im oblouku BC' kruznice opsané rovnoramennému (|AB| =
|AC|) trojthelniku ABC' lezi bod X. Dokazte, ze plati

|AX| _JAC|
|BX|+|CX| |BC|

Priklad 2. Na kratsim oblouku BC kruZnice opsané ¢tverci ABCD lezi bod X.
Ukazte, ze podil

|BX|+ |CX|

|AX|+ |DX]|

nezavisi na volbé bodu X.

Priklad 3. Na kratsim oblouku BC kruZnice opsané ¢tverci ABCD lezi bod X.
Ukazte, ze plati

|AX|+|CX| |DX]|

|BX|+|DX| |AX]|

Priklad 4. Na kratsim oblouku BC' kruznice opsané pravidelného pétithelniku
ABCDE lezi bod X. Dokazte, ze plati

IXA|+|XD| = |XB| + |XC| + |XE|.

Priklad 5. Na krat$im oblouku BC' kruznice opsané pravidelného Sestitthelniku
ABCDEF lezi bod X. Dokazte, Ze plati

| XE|+|XF|=|XA|+|XB|+|XC| + |XD|.

Priklad 6. Zobecnéte predchozi tlohy na pravidelny n—thelnik.

11
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Pocitani v trojahelniku
Priklad 1. V AABC vyjadfete délku téznice pomoci délek stran.
Priklad 2. Ukazte, ze v kazdém trojuhelniku plati implikace a > b = t, < tp.
Priklad 3. Oznacéme G té8zisté trojuhelniku ABC. Dokazte
1

|AG|* + |BG|* + |CG|* = §(|AB|2 +|ACP? + |BCJ?).

Priklad 4. V AABC vyjadfete délku vysky pomoci délek stran.

Véta. (Stewartova) V AABC zvolime na AB bod D. Délku |CD| oznac¢ime d a
budeme ji chtit spoéitat, vime-li délky tseku |BD| = m a |AD| = n. To se ndm
podaii diky nasledujicimu vzorci

a*n + b*m = c(d® + mn).
Cviceni. Spoditejte pomoci Stewartovy véty délky téznic a os ihla v trojahelniku.
Zkuste téz spocitat délku spojnice vrcholu a tfetiny protéjsi strany.

Priklad 5. Ukazte, Ze soucet ¢tverct délek stran rovnobéznika je roven souctu
¢tverct jeho uhlopricek.

Priklad 6. Rozdélme pfeponu AB pravouhlého trojihelnika ABC na tietiny AX,
XY a Y B. Dokazte, ze plati

CX|? +|CY]? = g|AB|2.

D4 se tloha zobecnit na ¢tvrtiny, pétiny, ..., n-tiny?

Priklad 7. (Pro pocitavce) Naleznéte vSechny trojuhelniky, jejichz délky stran
tvori aritmetickou posloupnost, a zaroven i délky jejich téZnic tvori aritmetickou
posloupnost.

Priklad 8. Bud ABC trojtahelnik takovy, ze |C A| # |AB|. Potom pfimka spoju-
jict stred T, strany BC se stfedem I kruznice vepsané protina vysku jdouci vrcho-
lem A v bodé, ktery ma od tohoto vrcholu vzdalenost rovnou poloméru kruznice
vepsané. Dokazte.

12
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Specialitka na zavér

Véta. (Archimédova) Na kruznici k s prumérem AB lezi bod X. Na tse¢ce X B
zvolme bod Y a vedme jim kolmici na X B, kterd protne k v bodé M. Pak plati,
Ze M je stfed oblouku AB prévé tehdy, kdyz | X A| + |XY| = |Y D|.

Priklad 1. Je dén AABC a M stied strany BC'. Na strané AB naleznéme bod
N takovy, ze |[<MNA| = g Dokazte, ze tisecka M N déli obvod trojuhelnika ABC
napul.

Priklad 2. (Caldbek) Necht ABC je pravouhly trojuhelnik s pravym dhlem pii
vrcholu C. Na stranidch AB a BC jsou zvoleny body M a N tak, ze MN||AC a

zaroven plati
CN| _ |AC| _

INB|  |BC|
Oznacme O prusecik pfimek CM a AN. Na tsecce ON zvolme bod K tak, ze plati
|[MO|+|OK| = |KN|. Ozna¢me déle T priseéik kolmice k pfimce ON prochéazejici
bodem K s osou tthlu ABC. DokazZte, ze thel MT B je pravy.

13



Jednotazky

Michal Rusin

Ur¢ite ste sa uz stretli s tlohou typu ,nakresli tento obrazok jednym fahom®.
Niekedy sa to d4, inokedy nie. A o tom bude nasledujici text.

Tato tlohu budeme riesit pomocou grafov. Samozrejme, nie grafov funkcii.
Pod pojmom graf mame na mysli obrdzok v rovine, ktory je tvoreny z bodov (tie
nazyvame vrcholy grafu) spojenych ¢larami (tie nazyvame hrany grafu), pricom
kazd4 hrana spaja prave dva vrcholy. Ozna¢me mnoZinu vrcholov V(G) a mnoZinu

hran F(G), potom graf G je dvojica mnozin (V, E). Symbol uv znamend hranu
medzi vrcholmi u, v. Definujme formalne.

Definicia. Graf G je dvojica (V, E), kde V je lubovoln neprazdna konecna mno-
zina a E je nejaky systém dvojprvkovych podmnozin V.

Ulohu mézeme teda preformulovat. Nakreslite dany graf G = (V, E) jednym
tahom tak, aby sa ziadna hrana neopakovala.

Definicia. Sled je postupnost vrcholov a hran, ktora zac¢ina aj konci vrcholom a
v ktorej kazdé dve po sebe iduce hrany maja spolo¢ny vrchol.

Definicia. Sled, v ktorom sa Ziadna hrana neopakuje, nazveme tah. Tah oznacime
VoV1 ... V-1V

To znamen4, Ze musime zoradif vSetky hrany grafu do fahu. Kreslenie jednym
stuvislym tahom predpoklada tiez vlastnost zvant stvislost grafu, tj. medzi kazdymi
dvoma vrcholmi sa musi daf prejst po nejakych hranich tohto grafu. Podet hran
vedtcich do vrcholu v budeme nazyvat stuperni vrcholu v a budeme znacit deg(v).

Definicia. Eulerovsky graf je graf, ktorého vSetky vrcholy a hrany je mozné zora-
dit do tahu, ktory navyse za¢ina a kondi v tom istom vrchole. Taky tah nazyvame
eulerovsky.

Veta. Graf je eulerovsky prave vtedy, ked je stivisly a stuperi kazdého vrcholu je
parny.

Désledok. Graf je mozné nakreslit jednym tahom bez opakovania hran, ak je
suvisly, stupen nanajvys dvoch vrcholov je neparny a stupen ostatnych vrcholov

je parny.
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Ukazeme si algoritmus na nijdenie eulerovského tahu. Tah budeme na konci
postupne predlzovat o dalSie hrany. Ak by sme vSak nasledujice hrany volili ne-
spravne, lahko by sa mohlo stat, Ze by sme cely graf nepresli. Preto, ak je to mozné,
sa budeme snazit zvySok grafu! dalej nerozdelovat na viac ¢asti. Pokial sme uz do
grafu zaclenili vSetky hrany, mame eulerovsky tah. Popisme si cely algoritmus
formalne.

Algoritmus. Nech G = (V, E) je stvisly a stupen kazdého vrcholu je parny. Zvol
si Tubovolny pociatoény vrchol vg € V' a poloz i := 0, ktoré znamena dizku zatial
najdeného fahu.

(i) Tah predlzime o hranu e;11 € E \ {vov1,...,v;—1v;} takt, ze vedie z vr-
cholu v; a navyse, ak je to mozné, grafy (V, E \ {vov1,...,v;—1v:}) a (V, E'\
{vov1, ..., v;_10;,v;v;41}) maji rovnaky pocet stvislych casti?.

(ii) Ak ¢ = |F|, mame postupnost hran, ktora je eulerovskym fahom; v opa¢nom
pripade poloZz i := i + 1 a urob znovu krok (i).

Priklad. Mesto Kaliningrad na tzemi Ruska lezi na rieke Pregole, ktord vytvara
dva ostrovy, ktoré boli so zvySkom mesta spojené siedmimi mostami (dnes ich je
uz menej). Otézka znie, ¢ bolo mozné prejst vSetkych sedem mostov tak, aby sme
po kazdom presli len raz.

Modifikacie alohy

Prvou modifikaciou s tzv. ndhodne eulerovské grafy. Nahodne eulerovsky
graf je taky, Ze nech sa na kazdom ,razcesti“ rozhodneme pokracovat akoukolvek
hranou, nakoniec aj tak prejdeme cely graf. Formélne:

Definicia. Nahodne eulerovsky graf pre vrchol v je taky, ze kazdy tah z tohto
vrcholu, ktory sa neda predlzit, prejde cely graf.

Druhou je tloha pre orientovany graf. V orientovanom grafe méme namiesto
hran orientované hrany (Sipky), tj. hrana z vrcholu v; do vrcholu vs a hrana
z vcholu vy do vrcholu vy st dve rézne veci. Pri tahu potom moZzeme pouzit len
hranu v smere Sipky, ¢ize hladdme tah vg — v1 — -+ — v,_1 — wvg. Takisto
musime upravit definiciu stupnia vrcholu na wstupny stuper vrcholu, ¢o je pocet
$ipok vedtucich do vrcholu, a vystupny stupen vrcholu, ¢o je pocet sipok veducich
z vrcholu.

Veta. Orientovany graf je eulerovsky prave vtedy, ked je suvisly a pre kazdy vrchol
plati, ze jeho vstupny a vystupny stupen sa rovnaju.

Bez hréan, ktoré sme uz zaclenili do tahu.

Suvislym castiam grafu hovorime komponenty suvislosti.
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Tretou modifikaciou je tiloha typu nakreslite dany graf jednym tahom tak, aby
sa ziadny vrchol neopakoval®. Tento typ tloh je podstatou mnohjch problémov
v logistike, tj. napriklad pri hfadani optimalnej cesty pri dodavkach tovaru. Ulohu
prevedieme na problém najdenia hamiltonovskej kruznice v grafe:

Definicia. Kruznica je uzavrety (tj. zac¢ina a kondi v tom istom vrchole) sled,
v ktorom sa neopakujii vrcholy.

Definicia. Hamiltonovskd kruznica v grafe G je kruznica prechadzajiica vSetkymi
vrcholmi grafu G.

Poznamenajme, Ze aj ked hladanie eulerovského tahu a hamiltonovskej kruz-
nice je zdanlivo podobny problém, najst eulerovsky fah je jednoduché, zatial ¢o
hamiltonovska kruznicu nikto rychlo najst nevie a je to velmi fazky problém?.

Literatura

Prispevok vychadza zo starsieho prispevku Davida Stanovského, ktory najdete
na adrese http://mks.mff.cuni.cz/library/JednotazkyDS/JednotazkyDS.ps
v kniZnici Prasatka, a tiez zo skript prof. NesSetfila a prof. Matouska Kapitoly
z diskrétni matematiky.

Potom sa pochopitelne neméze opakovat ani Ziadna hrana.
4 Ak by sa niekomu podarilo najst rychle rieSenie, alebo naopak dokazat, Ze neexistuje,

vyriesil by jeden z najvicsich problémov matematiky a dostal by odmenu milién dolarov.
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Tetivové stvoruholniky

Michal Szabados

Uvod

Veta. (Zakladnd veta geometrie) Geometria je pekna.

Dokaz. Nechiavame na ¢itatela ako Iahké cvidenie.

Orientovany uhol
Pri pouzivani ,obycajnych“ uhlov niekedy narazime na problém, ze treba rozo-
berat vela pripadov na zdklade toho, aké je vzdjomnd poloha bodov. Orientované

uhly tento problém riesia.

Definicia. Majme v rovine body A # B # C. Orientovanym uhlom ABC chi-
peme uhol, o ktory by sa v danom smere muselo otocit rameno BA aby splynulo
s ramenom BC.

Ten smer si musime zvolit a potom stéle pouZivat rovnako. Ja budem cely ¢as
pouzivat smer proti pohybu hodinovych rudiciek.

Priklad 1. DokaZte vetu o stredovom a obvodovom uhle.

Priklad 2. Dokéazte, Ze tetivovy $tvoruholnik mé stdet protilahljch uhlov 180°.
Plati opa¢nd implikacia?

D c D

A 180 — o
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Sbornik: Dolni Misecky 2008
Tetivové Stvoruholniky

Definicia. Tetivovy Stvoruholnik je taky Stvoruholnik, ktorého vrcholy leZia na
spoloc¢nej kruznici.

V poslednych rokoch sa v olympidde velmi ¢asto vyskytuju tlohy o tetivovych
stvoruholnikoch. Je to asi tym, ze prepajaju polohu bodov s tvrdeniami o uhloch.
Hlavné dve vlastnosti tychto Stvoruholnikov st v priklade 1 a 2. Z prikladu 1
vyplyva este jedna doélezitd geometricka vlastnost, a sice Ze dva uhly nad jednou
tetivou v danej kruznici st rovnaké. Teda my méame Specidlne:

Tvrdenie. Majme tetivovy Stvoruholnik ABCD s tymto poradim bodov na kruz-
nici. Potom <ACB = <ADB.

Priklad 3. Majme trojuholnik ABC. Os uhla <BAC pretina kruznicu opisant
AABC v bode M # A. Dokézte, ze M je stred oblika BC' (ktory neobsahuje bod
A).

Priklad 4. Nech M je Iubovolny vnitorny bod prepony AB pravouhlého trojuhol-
nika ABC. Oznacme S, Sy a Ss stredy kruznic opisanych postupne trojuholnikom
ABC, AMC a BMC. Dokézte, ze body M, C, Sy, So a S lezia na jednej kruznici.

Priklad 5. Majme trojuholnik ABC' s priese¢nikom vySok O. Dokazte, ze obrazy
O v osovych simernostiach so stranami ABC' leZia na kruznici opisanej ABC.

Priklad 6. Ozna¢me D, E a F piity vysok ostrouhlého trojuholnika ABC'. Do-
kazte, ze vysky AABC st osami uhlov ADEF.

Pokrocéilé cvidenia

Priklad 7. KruZnica vpisand danému trojuholniku ABC sa dotyka stran BC,
CA a AB postupne v bodoch K, L a M. Ozna¢me P priese¢nik osi vntatorného
uhla pri vrchole C' s priamkou M K. Dokazte, ze priamky AP a LK st rovnobezné.

Priklad 8. Majme ostrouhly trojuholnik ABC' s uhlom 60° pri vrchole C. Do-
kazte, ze body A, B, stred vpisanej kruznice, stred opisanej kruznice a ortocentrum
ABC lezia na jednej kruznici.

Priklad 9. Dany je trojuholnik ABC'. Na priamke AC st dané body M, N tak,
ze IMA| = |AB|, INC| = |CB] (pri¢om body lezia na priamke v poradi M, A,
C a N). Nech BK je spolo¢na tetiva kruznic opisanych trojuholnikom MCB a
N AB. Dokazte, ze BK je osou uhla ABC.

Priklad 10. Nech M je lubovolny vnatorny bod kratsieho oblika C'D kruznice
opisanej Stvorcu ABCD. Oznacme P a R prieseéniky priamky AM postupne
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s tseckami BD a CD a podobne @) a S prieseéniky priamky BM s tseckami
AC a DC. Dokézte, ze priamky PS a QR st navzajom kolmé.

Priklad 11. Kruznica vpisand do trojuholnika ABC' sa dotyka jeho stran AB

a BC v bodoch P, Q. Priamka P(Q) pretina os uhla BAC v bode S. Dokézte, ze
priamky AS a SC st navzajom kolmé.

Priklad 12. Majme dva podobné trojuholniky ABC a AB’C’, ktoré st rovnako
orientované (ZB\C = AB'C ). Ozna¢me D a FE priesecniky priamok porade BC
s B'C' a BB’ s CC’. Dokézte, ze ak body D, A, E lezia na jednej priamke, tak
body B, B’, C a C’ leZia na jednej kruznici.

Priklad 13. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech D, E a F' su piity jeho
vysok spustenych postupne z vrcholov A, B a C. Priamka prechddzajica bodom D
arovnobezna s E'F pretina priamky AC' a AB postupne v bodoch @) a R. Priamky
EF a BC sa pretinaju v bode P. Dokéazte, Ze kruznica opisand trojuholniku PQR
prechédza stredom strany BC'.

Referencie

Priklady som vyberal z roznych kél olympiddy a tiez som pouzil nejaké zndme
tvrdenia. Ak hladas nejaké dalSie, stadi si otvorit fubovolnt olympiddu a s 50 %
pravdepodobnostou v nej bude priklad na tetivové Stvoruholniky.

[1] http://kms.sk/mo
[2] Alfred S. Posamentier, Charles T. Salkind: Challenging Problems in Geometry,
Unabridged Dover 1996.
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Gaussove prvocisla

Michal Szabados

Uvod

Tato prednaska bude o komplexnych celych ¢islach. Komplexné celé ¢islo je
jednoducho ¢islo tvaru a + bi, kde a a b st celé. Cize st to akoby mrezové body
roviny. KedZze komplexné rovina sa nazyva Gaussova, aj tieto éisla sa nazyvaji ako
Gaussove celé ¢éisla. Nas budi zaujimat vlastnosti tykajice sa nédsobenia a delenia,
aby sme mohli definovat prvocisla. A nakoniec ich vSetky najdeme..

Zaklady
Komplexné ¢islo je ¢islo tvaru a+bi, kde 7 je imaginarna jednotka s vlastnostou
i2 = —1. TaktieZ sa d4 zapisaf v tvare re’®, kde 7 je jeho absolitna hodnota a «a

uhol, ktory zviera s realnou osou. Pre nasobenie dvoch komplexnych ¢isel platia
nasledujice vztahy:

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i

re'® . se® = (rs)ei(‘”ﬁ)

Absolttna hodnota komplexného ¢isla z = a+ bi je definovand ako |z| = Va2 + b2,
¢o je geometricky vzdialenost od nuly. Tiez sa pouZiva pojem komplexne zdruze-
ného ¢isla z = a — bi.

Tvrdenie. Pre lubovolné komplexné &isla z1, zo, z plati

(1) z21 =71 7%,
(2) |z| =22

Uloha 1. Dostali sme $tvoréekovi sief. Aké je maximalne n € N, pre ktoré exis-
tuje kruznica so stredom v niektorom mrezovom bode, na ktorej lezi n mrezovych
bodov?

Gaussove prvodisla

Definicia. (Neformalna) Gaussove prvodislo je také komplexné celé ¢islo, ktorého
jediny delitel az na nédsobenie jednotkou je ono samo. Pritom jednotkou chdpeme
¢isla 1, i, —1 a —i, ale tieto cisla spolu s nulou ako prvocisla nepocitame.

Uloha 2. Dokazte, Ze ak je z prvoéislo, tak aj Z je prvocislo.

Uloha 3. Dokézte, Ze realne prvoéisla tvaru 4k+3 st aj komplexnymi prvoéislami.
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Dalej sa budeme snazit dokézat, Ze rozklad ¢isla na komplexné prvodéisla je az
na symetrie (ndsobenie jednotkami a pod.) jednozna¢ny. Z toho ndm potom vy-
plynie navod, ako najst vSetky komplexné prvocisla. Na niektoré tvrdenia budeme
potrebovat mald Fermatovu vetu:

Veta. (Mala Fermatova) Pokial celé ¢islo a nie je delitelné prvocislom p, tak a?
dava zvysok 1 po deleni p. Teda

a? =1 (mod p).
Tvrdenie. Sucin dvoch ¢isel, z ktorych si obe suc¢tom dvoch Stvorcov, je tiez
stcet dvoch Stvorcov.
Tvrdenie. Ak ¢islon = a? + b? je delitelné prvocislom p = 2 + y?, tak % Jje tiez
suc¢tom dvoch Stvorcov.

Tvrdenie. Ak dislo tvaru a? + b? je delitelné é&islom, ktoré nie je sii¢tom dvoch
Stvorcov, tak ich podiel je delitelny ¢islom, ktoré tiez nie je sti¢tom dvoch $tvorcov.

Tvrdenie. Nech a, b st dve nestidelitelné ¢&isla. Potom kazdy delitel &isla a? + b2
je suc¢tom dvoch Stvorcov.

Tvrdenie. (Fermat) Nepdrne prvocislo p sa da zapisat ako stucet dvoch $tvorcov
préave vtedy, ked p = 1 (mod 4).

Uloha 4. Ak pre prvoéislo p tvaru 4k + 3 plati p|(a? + b?), tak p|a a zérovei
p|b. Dokazte.

Zagierov dékaz na jednu vetu

Tento dokaz Fermatovho tvrdenia som pre zaujimavost nasiel na wikipédii.

Definicia. Majme mnozinu S s konec¢nym poc¢tom prvkov. Involicia je taka funk-
cia f: S+~ S, ktord je samoinverzna. T'j. f(f(z)) =x prex € S.

Uloha 5. Pocet pevnych bodov (z € S takych, ze f(z) = x) kazdej involicie na
danej mnozine méa rovnaku paritu.

Doékaz. (Fermatovho tvrdenia) Zostrojme mnozinu S usporiadanych trojic (x, y, z)
takych, ze p = 2% + 4xy. T4 ma zrejme involiciu (z,y, z) — (z, z,y). Ind menej
zrejmé involtcia je
(x+22, z, y—xz—2), akx<y-—z
((L‘, Y, Z)'—> (2y—fll, y,l'_y‘f'z), aky—z<x<2y,
(rt—2y, x—y+2z,y), akz>2.

T4 mé len jeden pevny bod (1,1,k). Kedze pocet pevnych bodov involacii na
tej istej mnozine mé rovnaku paritu, prva involicia musi maf nejaky pevny bod.
TakZe p sa da napisat ako 2% 4 4y2.
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Pravdépodobnost

Pavel Klavik

Pravdépodobnostni prostor

Formalné definovat pravdépodobnost neni vibec jednoduché. Pokusme se
tedy s pravdépodobnosti pracovat vice intuitivné. Pravdépodobnostni prostor je
jakysi model, ve kterém mame jevy a k nim pfislusné pravdépodobnosti. Elemen-
tarni jev w je zékladni jev modelu, ktery jiz nejde délit. Zaroven by mélo byt snadné
urcit jeho pravdépodobnost. Mnozina vSech elementarnich jevi se oznacuje €.

Pokud vsak pocitadme pravdépodobnost jevu, zfidkakdy je elementarni. Proto
bude nas prostor obsahovat dalsi jevy, které se obvykle znaéi velkymi pismeny (A,
B, ...). Kazdy jev je néjakd mnozZina elementérnich jevii. VSechny jevy prostoru
se obvykle znac¢i A. Jestlize mame v prostoru jev A, pak také méme opacny jev
A¢, ktery nastane pravé tehdy, kdyz A nenastane. Také jestlize mame jevy A a B,
pak uvazujeme i jev AU B.

Samotna pravdépodobnost P je funkce, kterd kazdému jevu A € A prifadi
¢islo z intervalu [0;1]. Ta mé nékolik péknych vlastnosti. P(Q2) = 1, a jestlize dva
jevy A a B nemohou nastat soucasné!, P(AU B) = P(A) + P(B).

Na pravdépodobnost mtzeme nahliZet geometricky. Pravdépodobnost jevu A
potom bude tak velka, jak velkou ¢ast prostoru zaujimé. Snadno nahlédneme, ze
takto definovana pravdépodobnost vyse uvedené vlastnosti spliiuje. Tento pohled
nam umozni snadnéji chapat vztahy nize uvedené. Nenechte se zaleknout mnohdy
nepékné vypadajicimi vzorci, vétsinou jsou jednodussi, nez by se mohlo zdat.

Klasicka pravdépodobnost

S klasickou pravdépodobnosti? se setkate na stiedni gkole. Jeji model je nej-
jednodussi, avsak to neni na skodu, snadno ndm umozni pochopit zakladni principy

Rikame, Ze jev A je neslucitelny s jevem B

Drive se tak pravdépodobnost definovala, dnes je jeji definice mnohem obecnéjsi.
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pravdépodobnosti. Mnozina elementarnich jevi je kone¢na, mame tedy pouze jevy
w1,ws,...,wn. Pro né plati
1
P(Wl) = P(W2) = ... = P(wn) = E
Mnozina A je mnozina vSech podmnozin (2, tedy uvazujeme vSechny mozné kom-

binace elementarnich jevi. Pro libovolny jev A je pravdépodobnost P(A) = |‘%|.

Cviceni 1. Hra¢ pokeru dostane 5 karet z obyéejné dobfe promichané® sady 32
hracich karet. S jakou pravdépodobnosti budou ¢ty¥i z nich esa?

Cviceni 2. Mame Sest druht vina. Na ldhve nalepime etikety ndhodné. Jaka je
pravdépodobnost, Ze

a) se trefime,

b) ¢tyfi druhy oznadime spravné a dva nespravné,

c) alespon jeden druh oznaéime spravné?

Cvideni 3. Predstavme si, ze kocky se rodi bud bilé, nebo ¢erné, oboji s pravdé-
podobnosti % Maéame t¥i kocky a vime, Ze alespoii dvé z nich jsou ¢erné. S jakou
pravdépodobnosti jsou vSechny cerné.

Cviceni 4. Na zakoupeném stiracim losu je 10 poli¢ek. Vétsina z nich je prazdna,
dvé z nich obsahuji obrazek vyhry a dalsi dvé napis ZAP*. Postupné odkrjvame
v nami uréeném pofadi policka, pokud se ndm podafi nalézt oba obrazky vyhry
pred odkrytim prvniho ZAP, pak jsme vyhrali. S jakou pravdépodobnosti vyhra-
jeme, jestlize jsou policka na losu rozmisténa ndhodné?

Diskrétni pravdépodobnost

Mit pouze konec¢nou mnozinu elementarnich jevi se brzo ukéaze jako velice
limitujici. Méjme tedy stejné jevi jako prirozenych ¢isel, ozna¢me si je wi,wo, .. ..
Podobné jejich pravdépodobnosti nemusi byt stejné. Plati vsak, ze soucet pravdé-
podobnosti elementarnich jeva je 1, tedy

> Pw) =1,
i=1

nebot pravé jeden z nich musi vzdy nastat.

Prikladem diskrétni pravdépodobnosti je geometrické rozdéleni, o kterém bude
fe¢ pozdéji. Typickd situace je napiiklad tato. Opakované hazime minci, dokud
poprvé nepadne lic. Elementarnim jevem pak bude pocet hodt nutnych k ziskani
prvniho lice.

Pro kazda pétici karet je stejné pravdépodobné, ze ji hra¢ dostane.

Americky slangovy vyraz, odpovida ¢eskému , prask®.
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Geometricka pravdépodobnost

Geometrickad pravdépodobnost je rovna poméru délek nebo obsahii. Zde mno-
zina {2 je néjaka ¢ast roviny, tedy néjakd mnozina bodi, a w jsou jeji jednotlivé
body. Potom jev A je néjaka jind mnoZina bodu a pravdépodobnost P(A) = %

je rovna poméru obsahi. Nejsnéaze si to vysvétlime na nasledujicim prikladeé.

Priklad 5. Dva pratelé Adam a Bedfich se domluvi, Ze se sejdou na smluveném
misté nékdy mezi polednem a jednou hodinou odpoledne. Oba dorazi ndhodné, rov-
nomeérné v ¢asovém intervalu. S jakou pravdépodobnosti se setkaji, jestlize kazdy
je ochotny ¢ekat na druhého nejvyse 20 minut?

Reseni. Necht &as pfichodu Adama uréuje z-ovou soufadnici ve étverci a &as pii-
chodu Bedficha urcéuje y-ovou souradnici. Potom libovolny z boda ¢tverce méa
stejnou pravdépodobnost. Vyznacena oblast jsou ty body, ve kterych se skutecné
setkaji. Proto pravdépodobnost setkani je g.

1h

)

12h z 1h

Jina velice znama tloha byla pro svij prekvapivy vysledek nazyvana Bertran-
div paradot.

Priklad 6. (Bertrandiv paradox) Necht K je kruznice. Zvolme v ni ndhodné
tétivu. Jaka je pravdépodobnost, Ze tétiva je dalsi nez strana rovnostranného troj-
uhelnika, ktery je vepsany kruznici K?

Resend. Ulohu lze spoéitat alespoii tfemi riznymi zptisoby a pokazdé dostavame
jiny vysledek. Pro pomér obsahti mame P = i, pro pomér délek P = % a pro
pomér velikosti thlti mame P = %

A A A
K K K
LN N
B e ﬁ‘w B e
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Cviceni 7. S jakou pravdépodobnosti pfijde Adam z piikladu 6 pozdéji nez
Bedfich, jestlize nedorazi d¥ive nez ve 12.307

Cviceni 8. V roviné jsou narysovany rovnobézky od sebe vzdélené stiidavé 15 a
80. Kruh s polomérem 25 je vrzen ndhodné do roviny. S jakou pravdépodobnosti
neprotind zZadnou rovnobézku?

Cviceni 9. Na tseéce o délce [ jsou nédhodné zvoleny dva rtzné body, ktera ji
rozdéli na t¥i tsecky. S jakou pravdépodobnosti z nich lze vytvofit trojihelnik.

Zavislost, nezavislost a podminéna pravdépodobnost

Pravdépodobnost, Ze jev A nastane, jestliZe nastal jev B (neboli jev A nastane
v zavislosti na B), se zna¢i P(A|B) a plati pro ni

P(ANB)
P(AB) = ———

Dva jevy A a B jsou nezavislé, pravé kdyz plati P(ANB) = P(A)P(B). Z dvou
predchozich vzorct lze odvodit P(A|B) = P(A) = P(A|B°). Pokud jsou jevy A a
B nezavislé, pak to, zda nastal ¢i nenastal jev B, viibec neovlivni pravdépodobnost
vyskytu jevu A.

Q

Cviceni 10. Alois a Bartoloméj rozhodné nejsou dobii poc¢tati. Alois mé prav-
dépodobnost %, ze vyresi priklad spravné, Bartoloméj dokonce jenom % Jestlize
vS8ak oba pocitali Spatné, pak dojdou ke stejnému vysledku jenom s pravdépo-
dobnosti Tlm' Jestlize oba ziskali stejny vysledek, s jakou pravdépodobnosti je
spravny?

Cviceni 11. Roztrzity profesor matematiky zapominé v obchodé destnik s prav-
dépodobnosti %. Vysel z domu s destnikem a navstivil t¥i obchody. S jakou prav-
dépodobnostni se s nim vratil zpét domi? S jakou pravdépodobnosti ho zapomnél
v jednotlivych obchodech, jestlize ho pfi cesté domt uz nemél?

Cviceni 12. Hazime dvéma hracimi kostkami, modrou a ¢ervenou. Jev A zna-
mena, ze na modré kostce padlo liché ¢islo, jev B znamend, Ze na Cervené padlo
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sudé ¢islo, jev C' znamend, Ze soucet obou hodi je lichy. Jsou jevy A, B a C
nezavislé? Jsou jevy po dvou nezavislé?

Cviceni 13. Kenny, Franta a Jarda se rozhodli, Ze si zahraji tenis. Kenny se
s nimi vsadil o kilo ¢okolady, ze ve tfech hrach dokaze vyhrat dvé po sobé. Miize
si vybrat ze dvou moznosti: bud bude hrat nejprve s Frantou, pak s Jardou a
nakonec s Frantou, nebo nejprve s Jardou, pak s Frantou a nakonec s Jardou.
Kterou z moznosti si ma zvolit, jestlize vi, Ze Jarda hraje podstatné lépe nez
Franta, aby zvysil svoji Sanci na vyhru?

Zakladni véty

Popisme si dvé véty, které mohou na prvni pohled piisobit slozité, ale co fikaji
je velice jednoduché. Bez veéty o iplné pravdépodobnosti se pii vypoctu vétsiny slo-
véani lékafskych diagnéz. By, B, . .., B, jsou mozné nemoci, kterymi miize pacient
trpét. Zname pravdépodobnosti vyskytu téchto nemoci P(By) a déle jestlize ma
pacient piiznaky A, potom umime uréit, s jakou pravdépodobnosti trpi nemoci
By, tedy P(By|A). Vzorec nAm umoziuje spocitat, s jakou pravdépodobnosti trpi
jednotlivymi nemocemi v zavislosti na ptiznacich A.

Véta 1. (O tplné pravdépodobnosti) Necht By, Ba, ..., B, je tiplny systém jevii®.

Jestlize jsou vSechny pravdépodobnosti P(By,) kladné, pak pravdépodobnost libo-
volného jevu A Ize spocitat podle vzorce

P(A) = P(A|By) - P(By).
k

Véta 2. (Bayes) Necht A je ndhodny jev a necht By, Ba, ..., By, je tiplny systém
jevu. Jestlize jsou vSechny pravdépodobnosti P(By,) kladné, pak pravdépodobnost
P(By|A) Ize spocitat pomoci vzorce

P(A|By)P(By)
P(Bi|A) = — .
(Beld) = S PCAIB)P(BS
By |By | B3| By| | By By |By| " |By| | By
T [ T T
0 9]

Jsou to disjunktni mnoziny, jejichz sjednocenim je 2
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Cviceni 14. Hra¢ A hraje s hra¢em B skofapky. Pod jednou z nich lezi hledana
mince, pro libovolnou skofapku mame tedy pravdépodobnost %, 7e se trefime. Hrac
A ukézal na jednu ze skofapek, poté hra¢ B otodil jinou a ukézal, Ze pod ni mince
neni. Muze si hra¢ A zménou volby zvySit Sanci?

Cviceni 15. Zalainik d4 vézni posledni $anci se zachranit, d4 mu dvé urny, 12
bilych a 12 ¢ernych kuli¢ek. Vézen musi vSechny kulicky do uren néjak umistit.
Réano prijde kat, vybere si ndhodné jednu urnu a z ni jednu kulicku. Pokud je bila,
vézné propusti, pokud je ¢erné, tak ho popravi. Jak ma vézen rozmistit kulicky,
aby mél co nejvétsi Sanci na zachranu?

Cvideni 16. Dny mohou byt bud sluneéné, nebo zamracené. Pocasi zitra bude
stejné jako dnes s pravdépodobnosti p a jiné s pravdépodobnosti 1 — p. Vypoctéte
pravdépodobnost P(Sy,), Ze n-ty den ode dneska bude stejné pocasi jako je dnes.

Nahodné veli¢iny a stifedni hodnota

Definice 3. (Nahodn4 veli¢ina) Necht je kazdému prvku w € Q pfifazeno néjaké
realné cislo. Potom dostavame funkci X : Q — R. Jestlize ma X nékteré pékné
vlastnosti, pak se nazyva nahodna veli¢ina.

Definice 4. (Stfedni hodnota) Jeden z ukazateli ndhodné veliciny je stiedni
hodnota, mizeme si ji piedstavit jako vazeny priimér hodnot podle jejich pravdé-
podobnosti. Vypocte se podle vztahu

EX =) X(w)-Pw).

weN

Véta 5. (O uplné stiedni hodnoté) Podobné jako véta o tplné pravdépodobnosti,
stejné tak plati véta o tplné stredni hodnoté. Ta rika, ze jestlize mame tplny
systém jevi, pak muZeme spocitat stfedni hodnotu EX, pokud zname stiedni
hodnoty, jestlize nastal jev By pomoci.

EX =Y E(X|B;)P(B)).

Cviceni 17. Mdme dvé kostky, ¢ervenou a modrou. Necht X je ndhodné veli-
¢ina vyjadfujici soucet na obou kostkach. Jaka je jeji stiedni hodnota? A co kdyz
zapocCitame ¢islo na modré kostce dvakrat?

Cviceni 18. Jak se zméni stfedni hodnota, pokud si v pfedchozi tiloze jesté ho-
dim minci? Pokud mi padne rub, poc¢itdm prvni variantu (souc¢et hoda na obou
kostkach), pokud lic, zapoé¢itdAm modrou dvakrat.
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Cviceni 19. Hodim si n faleSnymi mincemi, které maji postupné pravdépodob-
nosti

1 1 1
P(A1) = 2, P(A2) = 2, P(An) = 5

ze padne lic. Jaka je stfedni hodnota poc¢tu padlych licu?
Nahodné prochazky

Priklad 20. Hrac¢i Alois a Bohou$ hraji sérii partii. Predpoklddejme, Ze nemuze
dojit k remize a ze Alois vyhraje s pravdépodobnosti p, tedy Bohou$ vyhraje
s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p. Vysledky jednotlivych partii jsou nezavislé, Alois
mé na zacatku z korun, Bohous$ a — z. Hrac, ktery vyhraje, ziskd od druhého
jednu korunu. Hra konéi, pokud byl jeden hra¢ zruinovan. Vyjadiete pravdépo-
dobnost vyhry jednotlivych hraca. Jaka je stfedni hodnota poctu partii? Jaka je
pravdépodobnost, Ze hra skon¢i n-tou partii?

Zadanou tlohu si Ize predstavit i jinak. Céstice chova takzvanou ndhodnou
prochdzku na primce v celo¢iselnych bodech, vzdy s pravdépodobnosti p se posune
o jedna doprava, s pravdépodobnosti ¢ o jedna doleva. V bodech 0 a a jsou tak-
zvané absorbcni bariéry, které Castici zachyti a jiz nepusti. Prochazka tedy konci
v okamziku, kdy se ¢astice dostane do néjaké bariéry a je zachycena.

Reseni. Oznaéme si pravdépodobnost ¢, ze Alois bude zruinovéan, jestlize ma
nékdy béhem hry z korun. Podle véty o uplné pravdépodobnosti dostavame pro
0 < z < a vztah

4z = Dqz+1 + qqz—1.

Dale zjevné plati g = 1 a g, = 0. Z vySe uvedenych diferenénich rovnic jiz 1ze
odvodit pravdépodobnost ¢. = 1 — Z£. Podobné jestlize p. je pravdépodobnost,
ze Bohous bude zruinovan, pak plati p, = Z. Plati p, + ¢q. = 1, tedy hra jednou
skonci.

Podobné ozna¢me D, stfedni hodnotu poctu odehranych partii, jestlize se
pravé ¢astice nachazi v bodé z. Podle véty o uplné stfedni hodnoté dostavame pro
0<z<a

D,=1+D.11)p+ (1 + D.-1)g,

pro krajni hodnoty plati Dy = D, = 0. Naptiklad jestlize je p = ¢ =
dostavame D, = z(a — z).

, pak

Cviceni 21. Uvazujme hru, pfi niz si dva hraci mezi sebe ndhodné rozdaji karty
s Cisly od 1,2,...,2n, kazdy dostane polovinu z nich. Jedna partie se d& popsat
tak, ze se ndhodné vybere jedno z ¢isel 1,2,...,2n, pravdépodobnost pro vybér
libovolného z nich je stejna. Hrac, ktery ma tuto kartu, ji pfeda svému protihraci.
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Hra kondéi ve chvili, kdy zadny hrac¢ nemé zadné karty. Jaka je stfedni hodnota
délky hry? Pfi vypoctu stac¢i rekurentni vztah.

Cviceni 22. Pan Podivny Zije v domku, ktery mé piedni a zadni dverfe, k obéma
si umistil n riznych pari stievicd. Kdyz chce jit na prochazku, ndhodné si vybere
dvefe a u nich se obuje do stfevici. Kdyz se vraci zpét, opét si ndhodné vybere
dvefe a tam si stfevice zuje. Jaka je stfedni hodnota poc¢tu vykonanych prochazek,
nez poprvé dorazi ke dvefim, kde nebude mit zadné boty?

Cviceni 23. V tenise vyhraje ten, kdo ziska ¢tyf bodu a zaroveii ma o dva body
vice nez jeho soupef. Pro lepsi predstavu se podivejte na obrazek. Dva pratelé Mi-
chal a Tomas spolu hraji tenis. Michal ziskd nad Toméasem bod s pravdépodobnosti
p, Tomas s pravdépodobnosti 1 — p. S jakou pravdépodobnosti vyhraji jednotlivy
hraci? Jaka je stfedni hodnota poctu odehranych boda?

Geometrické rozdéleni

Predstavme si, ze provadime opakované urcity pokus, dokud poprvé neuspé-
jeme. Pokus uspéje s pravdépodobnosti p a neuspéje s pravdépodobnosti ¢ = 1—p.
Zajimé nés, jak dlouho bude trvat, nez poprvé uspé€jeme. Vypocitejme si pravdépo-
dobnost py, ze nastane k netspéchii a nasledujici pokus bude tspésny. Dostavame
jednoduchy vztah

pr = pq".

Po upravach dostavame, ze stfedni hodnota pocétu netspéchtt do prvniho tspéchu
(to bude veli¢ina X) je EX = £ neni moc obtiZzné si to odvodit. Posledni velice
zajimavy vzorec je tento. Necht m je pfirozené ¢&islo, pravdépodobnost, ze bude
alesponi m pokust netspésnych, je

P(X >m)=q".
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Charakteristickou vlastnosti geometrické pravdépodobnosti je to, ze je bez paméti.
To znamena, ze predchozi vyvoj pokust viibec neovlivni vyvoj nasledujici.
Zkusme si do geometrické rozdéleni dosadit n&jaka konkrétni éisla. Necht p =
0,01. Potom dostavame EX = = 83? 99. Tedy budeme v primeéru mit
99 pokust neuspesnych pokusti. Kdyz ale za m dosadime 69, potom dostavame
P(X > 69) =~ 2. To tedy znamend, Ze priblizné v poloviné pripadu nas potka
uspéch jesté pred 69. pokusem. Avsak s kladnou pravdépodobnosti muze nastat i

velice dlouhd série netispéchti, proto je stfedni hodnota tak velika.

Cviceni 24. Jak dlouho musime priumérné hazet Sestisténnou kostkou, nez nam
padne poprvé 67

Cviceni 25. Dva hra¢i A a B stifidavé délaji nezavislé pokusy a vyhrava ten,
kdo prvni uspéje. Zacind hra¢ A a pokus uspéje s pravdépodobnosti p. Vypoctéte
pravdépodobnost P(A) a P(B), ze vyhraje hrd¢ A a hra¢ B.

Cviceni 26. VySe uvedend hra rozhodné neni pro hrace B spravedliva. Jak moc
by se musela zménit jeho pravdépodobnost tspéchu, aby hra spravedliva byla?

Cviceni 27. Necht n hrac¢t hraje nasledujici hru. Vyhodi najednou kazdy minci
do vzduchu. Pokud jedna z nich je oto¢ena na jednu stranu a ostatni na druhou,
vyhrava hrac, jehoz mince byla otocena jinak, dostane mince ostatnich hracu a
penize z banku. V opaéném pfipadé vSechny mince putuji do banku. Vypoctéte
stfedni hodnotu vyhry.

Cviceni 28. Pan Podivny ma n stejné vypadajicich kli¢t, ale pouze jeden z nich
otevie dvefe od jeho domu. Postupuje tedy tak, Ze si vybere ndhodny kli¢ a zkusi
ho. Pokud se mu s nim dvefe nepovede otevrit, vrati kli¢ zpét k ostatnim a znovu
vybira z ptavodnich n klicd. Jaka je stfedni hodnota poc¢tu pokust potfebnych
k otevieni dveri?

Cviceni 29. Co kdyby pan Podivny nefunkéni klice zpét nevracel, tedy pokazdé
by vybiral z méné kli¢a?

Cviceni 30. V jednom podniku pracuje m pratel, ktefi chodi pravidelné na obéd.
Vzdy vyberou ndhodné jednoho z nich, ktery za vSechny zaplati. S jakou pravdé-
podobnosti se pfi k-tém obédé poprvé stane, ze jeden z pani bude muset zaplatit
podruhé? Jaka je stfedni hodnota poctu obédi, nez se tak stane?

Cviceni 31. Vyrobce bonboniér dava do kazdé z nich ndhodné jednu z 20 fotogra-
fii. Jaka je stfedni hodnota po¢tu bonboniér, které si bude muset sbératel koupit,
pokud chce vSechny ziskat?
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Ulohy tykajici se optimalizace

Predvedme si nékolik zajimavych tloh tykajicich se optimalizace. Jde ndm
tedy o nalezeni nejlepsiho feseni.

Piiklad 32. Reknéme, ze mé dojit k hlasovani. Hlasuji t¥i osoby A, B a C. Pied-
pokladejme, Ze A hlasuje spravné s pravdépodobnosti p;, B s pravdépodobnosti
p2 a C s pravdépodobnosti p3. Jaké je pravdépodobnost, Ze vybor sloZeny z A, B
a C dojde ke spravnému vysledku (schvéli ho nadpoloviéni vétsina? Co kdyz se C
po Case rozhodne, Ze hlasuje nejéastéji Spatné a bude hlasovat stejné jako méné
omylny B? Co kdyz se C' rozhodne skodit a bude hlasovat zdmérné Spatné?

Reseni. Vipocet provedme pro konkrétni hodnoty p; = 0,9, pz = 0,8 a p3 = 0, 75.
Dostavame pravdépodobnost spravného rozhodnuti P = 0,915, coz je vice, nez
kdyby se rozhodoval sdm kterykoliv ¢len.

Pokud C zac¢ne jednat stejné jako B, ztrati vybor nezavislost a pravdépodob-
nost spravného rozhodnuti bude jen @ = 0,8. Pokud by napriklad C' zalozil své
rozhodovani na oby¢ejném hodu minci, byla by pravdépodobnost Q = 0, 85, tedy
prekvapivé Q < Q.

Kdyby se C rozhodl naschval hlasovat obracené, potom dostaneme pravdépo-
dobnost R = 0,785, kterd se o moc nelisi od Q. Vidime tedy, jak je pfi hlasovéani
nezavislost dutlezita.

Cviceni 33. Tii kovbojové se Gcastni souboje, stoji v trojuhelniku. Prvni z nich
zasdhne s pravdépodobnosti %, druhy zasdhne s pravdépodobnosti % a posledni
s pravdépodobnosti i. Aby souboj byl spravedlivy, stfili kovbojové v potfadi od
nejhorsiho po nejlepsiho, porad dokola, dokud neni na zZivu jenom jeden. Kazdy
kovboj si vzdycky vybere jednoho z prezivsich kovboji, zkusi na néj vysttelit, nebo

muze vystielit do vzduchu. Jaka je optimélni strategie nejhorsiho kovboje?

Cviceni 34. Hrac¢i Andy, Bert a Colin se umistili v Sachovém turnaji na prvnim
misté. M4 se mezi nimi vybrat absolutni vitéz. Provede se to tak, ze kazdy s kazdym
si zahraje dodate¢nou partii. Pokud néktery z nich ziska vice bodt, nez ostatni,
vyhravéa. Jinak hraci s nejvice body postupuji dal a hraji dalsi odvetna utkéni.
Andy hraje Sachy opatrné, ani s Bertem, ani s Colinem nikdy neprohraje. Ale
Berta porazi jenom s pravdépodobnosti 0,1 a Colina s pravdépodobnosti 0, 2.
Utkani mezi Bertem a Colinem je dobrodruzstvi a nikdy neskonéi remizou. Bert
takovou partii vyhrava s pravdépodobnosti 0,6, Colin s pravdépodobnosti 0, 4.
Predpokladejte, ze vysledky partii jsou na sobé nezavislé. Porovnejte Sance na
vyhru jednotlivych hraca?

Cviceni 35. Dva lukosttelci Ost¥is a Slepys kraci spolu po tsecce [0, 1]. Vyjdou
z bodu x = 0 a snazi se zasdhnout ter¢ umistény v x = 1. Kazdy z nich m4 jenom
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jeden Sip a muze si vybrat, kdy vystreli. Ost¥is zasdhne cil z bodu = s pravdépo-
dobnosti O(z) = x. Slepy$ je mnohem horsi stielec®, a proto zasdhne teré¢ jenom
s pravdépodobnosti S(x) = z%. Vyhrava ten, kdo zasdhne teré prvni, pokud zaséh-
nou oba, dojde k remize. Navrhnéte optimalni strategii pro oba lukosttelce, aby si
maximalizovali svoji Sanci na vyhru.

) 0

0 T 1

s e

rozhodli, Ze si zahraji nasledujici hru. Zuzka dostane tii prazdné Sestisténné kostky.
Muze si je libovolné popsat Cisly 1 az 6, poté z nich da vybrat Jardacovi. Ze
zbyvajicich dvou si pak Zuzka jednu zvoli. Poté kazdy hodi kostkou a komu padne
vétsi Cislo, vyhral. Nerozhodny vysledek se nepocita a hazi se znovu. Muze Zuzka
néjakym vhodnym zptisobem popsat kostky, aby zvysila svoji Sanci na vyhru?
Cviceni 37. Méjme n mist uspofddanych do kruhu. V jednom misté stoji vlk,
ktery kona ndhodnou prochézku, s pravdépodobnosti % se pohne vlevo a s pravdeé-
podobnosti % vpravo. Jestlize dorazi na misto, kde jesté nebyl, najde tam ovecku
a sni ji. Kam se ma postavit chytra ovecka’, aby byla s nejvétsi pravdépodob-
nosti sezrana naposledy, tedy na jaké misto prijde vlk s nejvétsi pravdépodobnosti
naposledy?
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Patrné kvili zrakovym problémim.

Ktera znd dobfe pravdépodobnost.
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Komplexni cisla

Pavel Salom

Komplexni ¢isla ztistavaji pro obycejné smrtelniky stale zahalena podivuhod-
nym tajemstvim. Co to je, kdyZ to neni realné? Jak si to mam pfedstavit? Pfesto se
ale ukazuje, ze i takto zvlastni objekt ma neuvéritelné mnoho opravdu praktickych
vyuziti. Zkusime se podivat alespon na néktera z nich.

Zacneme trochu nezazivné definicemi, které se neodvazim vynechat.

Definice. Dvojici realnych ¢isel (a,b) nazveme komplexnim ¢islem.

Definice. Pro komplexui ¢isla (a,b), (¢,d) definujeme operaci ® a operaci ® na-
sledujicim neobvyklym zptsobem (pfedevsim druhd z nich vypadd naprosto ne-
prirozené)

(a,0) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

Samoziejmé dale budeme znacit operaci @ znakem + a operaci ® znakem
-. 'V definici jsem pouze chtél zdaraznit, Ze to je Uplné nova, dosud nepoznana,
operace — totiz operace s dvojicemi realnych Cisel.

Kdykoliv se zabyvame dvojicemi ¢isel, mizeme si je kreslit jako body do
roviny. Otazkou je, jestli potom operace &, ® budou mit néjakou rozumnou inter-
pretaci, nebo zda budou jen dvéma bodtm pfifazovat ,ndhodné“ treti bod. Praveé
k této predstavé budeme déale sméfovat.

Tvrzeni. (Chépej jako tvrzeni nesouvisejici s tématem) Uvazujme body v roviné,
ve které mame zvoleny pocatek a kartézsky systém souradnic, popsané pomoci
dvojic redlnych c¢isel (a,b). Potom Ize body ekvivalentné popisovat pomoci jinych
dvou ¢isel 1 € RT, ¢ € [0,27) symbolizujicich vzdalenost od pocatku a jisty
tthel. Ekvivalentnim popisem mame na mysli to, ze staré dvojice si jednoznacné
odpovidaji s novymi dvojicemi cisel r, . Jaky thel se presné mysli snad dostatecné
vysvétli obrazek.
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Nyni si uz mtzeme komplexni ¢isla predstavovat jako body v roviné popsané
hned dvéma zptisoby:

(i) pomoci (uspotfddané) dvojice (a,b).
(ii) pomoci dvou éisel r, p, pficemz zvolime r = Va2 + b2 a @ tak, aby (a,b) =
(rcos,rsinp)

pravé hovori o tom, Ze se operace ® chova rozumeé.
Véta. (Nejdilezitéjsi) Meéjme dvé komplexni éisla (a,b) = (rcosa,rsina) a
(¢,d) = (gcos (3, gsin 3). Potom plati
(a,b) ® (¢,d) = (grcos(a + B3), qrsin(a + 3)).
Diikaz. Zvolime pristup pomoci souctovych vzorcu.
Umyslné az ted se dohodneme na konvencich pouzivanych bézné ve svéte.

Konvence 1. Komplexni ¢islo Z = (a, —b) nazveme ¢islem komplexné sdruzenym
k ¢islu z = (a, b).

Konvence 2. Cislo r = Va2 + b2 nazveme velikosti komplexniho &isla (a, b).
Poznamka. (Komplexni ¢isla s operacemi @, ® jsou jen rozsifenim redlnych ¢éisel
s operacemi +, ) Pokud mame komplexni éisla (a,0), (b, 0), potom

(a,0) @ (b,0) = (a + b,0) a (a,0) ® (b,0) = (ab,0).

Kdyz tedy ¢isla tohoto tvaru (?,0) ztotoZnime s redlnymi ¢isly, operace @ a ©
opravdu nedélaji nic jiného nez bézné operace + a -. Pro tato ¢isla tedy mutizeme
misto @ a @ psat rovnou + a -, aniz by doslo k nedorozuméni. Je vSak zvykem
psat misto @ a ® rovnou + a - u vSech komplexnich éisel.

Konvence 3. Misto komplexniho éisla ve tvaru (a,0), které ma jenom redlnou
¢ast, budeme psat pouze realné ¢islo a.
Konvence 4. Komplexni ¢islo (0,1) budeme znagcit jen symbolem i. Pozorujeme,
ze

i?=1i-i=(0,1)-(0,1) = (0,1) ® (0,1) = (=1,0) = —1

Konvence 5. Komplexni ¢islo (a,b) budeme znacit symboly a + bi (a,b € R), ve
skutec¢nosti tim mame na mysli

a+bi=(a,0)+ (0,b) = (a,0) ® (0,d).
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Poznamka. Vsimneme si, ze pokud bychom hledali redlné x takové, ze 241 = 0,
tak se ndm to nepodafi, ovsem kdybychom pfipustili i komplexni x, pak jsme pravé
nasli ¢islo @ = (0,1), které je kofenem této rovnice.

Poznamka. Poznamka vySe v nas vzbuzuje dojem, Ze kdybychom se zajimali
o komplexni ¢isla, tak uz by kazdy polynom mohl mit kofen. Tento dojem se
ukazuje byt spravny. Mé&jme libovolny polynom P(z) = anz™ + ap_12" 1 + -+ +
a1z + ag, kde an,...,a0 € R. Pak komplexni éislo z takové, ze P(x) = 0, je
kofenem tohoto polynomu. Tzv. zdkladni véta algebry tika, ze kazdy polynom ma
komplexni kofen.

Poznamka. Samoziejmé bychom mohli postupovat v prednasce tplné opacéné.
Nejdiiv zadefinovat komplexni jednotku i tak, ze i2 = —1. Jako komplexni ¢isla
bychom mohli znacit ,néco divného* a+ bi a s témito vyrazy pracovat jako s dvoj-
¢leny, tedy

(a4 bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi® = ac — bd + (ad + be)i.

Potom bychom zavedli komplexni rovinu, v ni pfesli ke druhému vyjadieni kom-

ukazuje na stfednich Skolach, mné ale pfijde nepfehledny. Je to vSak ekvivalentni
definice.

Dost bylo obsdhlého Gvodu a vrhneme se na pouziti tohoto prapodivného
objektu.

Priklad 1. Ukazte, ze velikost komplexniho ¢isla z lze vyjadfit také jako r =

Vz-Z.

Véta. (de Moivre!) Pro kazdé n € 7 plati

(cosa +isina)” = cos(na) + isin(na).

Tvrzeni. Bud P(z) polynom s redlnymi koeficienty. Potom P(Z) = P(z) pro
kazdé z € C. To ndm piedevsim fikd, Ze komplexni kofeny redlného polynomu
prichézeji po dvojicich (je-li A kofen, je i A kofen).

P¥iklad 2. Necht f, g jsou nenulové realné polynomy takové, ze f(x? +x + 1) =
f(z)g(x). Dokazte, ze f méa sudy stupei.

1 Abraham de Moivre, 1667 - 1754
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Priklad 3. Necht f(z) = 2™ + 52" ! + 3, kde n > 1 je celé ¢&islo. Dokazte,

Ze polynom f nemuZe byt vyjadien jako souéin dvou polynomi s celo¢iselnymi
koeficienty stupné alespon 1.

Priklad 4. Najdéte ¢islo n, pro které plati

te (1) +arcte (1) + arcte (=) +arctg (1) =~
T — T — I — I — = —.
arctg | = arctg 2 arctg | arctg { — 1

Pomoci komplexnich ¢isel se daji sc¢itat jinak tézko séitatelné soucty. Pokud
bude ¢as nebo zajem, ukazeme si napriklad tyto.

Piiklad 5. Sectéte (g) ) (Z) . (D - (2> .
)6+

sina +sin 2« + - - - + sin kav.

Priklad 6. Sectéte

Priklad 7. Sectéte

Priklad 8. Sectéte délky vSech thlopficek v pravidelném n-tthelniku vedoucich
z jednoho vrcholu.

Geometrické ulohy

Uz se ti komplexni ¢éisla zaéinaji 1ibit? Jestli stéle ne, tak vér, Ze je to mnohdy
uéinna zbran pri feSeni geometrickych tloh, se kterymi si uz nevis rady. Tim se
budeme zabyvat po zbytek prednasky.

A co geometricka zobrazeni jako osova soumérnost, otoceni ¢i spiralni podobnost?

Pozorovani 1. Ortocentrum lze vyjadiit jako H = A+ B + C, pokud zvolime
pocatek ve stfedu kruznice opsané.

e A+B+C
3 -

Pozorovani 3. Osovi soumérnost podle redlné osy znamend, ze bodu z € C
priradime bod Z.

Pozorovani 4. Otoceni kolem pocéatku je nasobeni ¢islem ¢ € C takovym, ze
|| = 1.

Pozorovani 5. Spirdlni podobnost se stfedem v poc¢atku je ndsobeni ¢islem ¢ € C.
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Priklad 9. Dokazte, ze AA; Ay As je rovnostranny, pravé kdyz

Ai + My 4+ N2A5 =0,

kde A = cos %77 + isin %W, respektive A = cos %77 — gsin %W.

Pfiklad 10. (Napoleoniv trojihelnik) Méjme AABC. K jeho strandm piikres-

postupné G, H, a I. Dokazte, ze AGHI je rovnostranny.

Priklad 11. V roviné je dan AA; A3 Az a bod Py. Definujeme A, = Ag_3 pro
s > 4. Pro k > 0 definujeme Py jako obraz bodu Py pfi rotaci kolem stiedu Ay
0 120° ve sméru hodinovych rucic¢ek. Dokazte, ze pokud Piggs = Py, pak uz nutné
je AA1As Az rovnostranny.

Priklad 12. Uvazujme AABC a jeho kruznici opsanou k. Zobrazime k postupné
ve tfech osovych soumeérnostech podle pfimek AB, BC,CA. Dokazte, Ze t¥i nové
kruznice maji spolecny bod.

P¥iklad 13. (Simsonova piimka?) Mé&me AXYZ a W bod na jeho kruznici
opsané. Necht P, @ a R jsou po fadé paty vysek vedenych z bodu W na strany
XY, YZ a ZX. Dokazte, ze P, Q a R lezi na pfimce.

Priklad 14. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik a P, Q a R jsou paty vysek
z bodu D po fadé na strany BC, CA a AB. Dokazte, 7e |PQ| = |QR)|, pravé kdyz
se osy thlu <ABC a <ADC protnou na thlopti¢ce AC.

Priklad 15. Dokazte, ze existuje konvexni 1990-tihelnik takovy, ze vSechny jeho
vnitini thly jsou stejné a pritom délky stran jsou v néjakém poradi rovny ¢islim
12,22,...,19902.

2 Robert Simson, 1687 - 1768
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Permutace

Tomas Roskovec

Definice. Prosté zobrazeni Il : M — M nazyvame permutaci na mnoziné M.

Poznamka. Prosté zobrazeni koneéné mnoziny M na sebe samu je ziejmé také
surjektivni. Proto budou permutace na kone¢nych mnozinach bijekcemi.

Poznamka. (O prvnim zptsobu zipisu) Permutaci II lze zapsat jako tabulku.
Nejjednodussi formou zapisu je takzvany zdkladni tvar

m— 1 2 3 -+ n 7
T T2 T3 0 Tn
kde II(3) = ;.
Poznamka. Kvuli zpfehlednéni zapisu muze byt v nékterych pfipadech vhodnéjsi
prerovnat mnozinu M. Zvolime s1, $2, 83, .. ., S, libovolné potfadi prvki mnoziny
M a zapiSeme v takzvaném obecném tvaru
S1 S2 S3 Sn
H =
(tl ty i3 tn> ’

kde II(s;) = ¢;.
Véta. Na mnoziné M = (1,2...n) Ize najit pravé n! riznych permutaci.
Diikaz. Indukci podle n.

Definice. Samodruznym prvkem permutace rozumime prvek z, pro ktery plati
II(z) = =.

Definice. Permutaci, jejiz vSechny prvky jsou samodruzné, nazyvame identickou
permutaci Id nebo také jednotkovou permutaci.

Definice. Inverzni permutaci k permutaci

s1 S22 83 - Sk
H =
<t1 ta tz3 - tk)

rozumime permutaci
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Definice. Jsou-li permutace I1; a Il na mnoziné M,

S§1 82 83 ... Sk tl tg t3 . tk
I = ) II; = )
tl t2 t3 e tk T T T3 ... Tk
pak sou¢inem permutaci II; a Ils rozumime permutaci
S] Sz S3 ... S
M= ( 1 S2 S3 k) .
T T2 T3 ... Tk

Tento vztah zapisujeme jako II = Il o I1y, nékdy zkracené jako II5I1; .

1

Poznamka. Narozdil od obvyklého souc¢inu’ neni soucin permutaci komutativni.

Tedy rozhodné neplati, ze 11311, = IIo11;.
Definice. Bud C = {rirar3...71:}, kde k > 1, podmnozina mnoziny M. Pak
cyklem rozumime permutaci II takovou, ktera splnuje

(ry) = ro, (r2) = rs, ..., I(rr_1) = 1, H(rx) = 71,1I(s) = 5 pro Vs ¢ C.

Cyklus budeme naddle znacit (rirars...7x).

Definice. Délkou cyklu rozumime pocet prvku k. Cyklus délky 2 nazyvame trans-

poziciZ.

Definice. Rekneme, Ze dva cykly (s15283...sk) a (rirars...7) jsou nezavislé,
jestlize
si#r Vi ji1<i<k1<j<l.

Poznamka. Pfi soucinu dvou nezavislych cyklt nezalezi na poradi.

Véta. Kazdou permutaci Il Ize rozlozit na soucin nezavislych cykli. Tento rozklad
je az na poradi jednoznacny.

Véta. Kazdou permutaci 11 Ize rozlozit v soucin transpozic. Je-li specialné II =
(rire...rg) cyklus, je Il = (rirg)(rirg—1) - . . (r172).

Véta. BudThTy ... T, = 515> ...5, = II dva riizné rozklady permutace na soucin

transpozic. Pak c¢isla k a |l maji stejnou paritu.

Definice. O permutaci Il fekneme, Ze je sudd, jestlize ji lze rozlozit na soucin
sudého poctu transpozic. O permutaci Il fekneme, Ze je licha, jestlize ji Ize rozlozit

Napriklad pfi soucinu dvou realnych cisel se a - b =5 a.

Jedna se totiz o prohozeni dvou prvka.
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na soucin lichého poctu transpozic. Znaménko permutace sgnlIl definujeme jako
sgnIl = 1 pro sudou a sgnIl = —1 pro lichou permutaci.

Véta. Pro permutace 111, Iy na stejné mnoziné M plati

(i) sgn(I;II5) = sgnIl; - sgnIly,
(ii) sgnII; ! = sgnTl.

Definice. Inverzi na mnoziné M rozumime dvojicii, j € M, pro kterou platii < j
a II(7) > II(j).

Poznamka. Znaménko permutace lze také spoéitat jako sgnIl = (—1)*, kde za k
dosadime bud podet cykld sudé délky v rozkladu II nebo pocet inverzi permutace.

Definice. Radem permutace rozumime nejmensi k € N takové, Ze IIF = Id.

Priklad. Spoctéte znaménko permutace

1_[_1234567891011121314151617
“\7 17 3 13 4 15 6 11 14 1 5 12 16 2 10 8 9

Priklad. Urcete fad permutace

1_1_1234567891011121314151617
S \7 17 3 13 4 15 6 11 14 1 5 12 16 2 10 8 9

Priklad. Dokazte, Ze existuji

(i) sudé permutace sudého Fadu,
(if) sudé permutace lichého Fadu,

(
(

Priklad. Kolik existuje permutaci s n prvky, které jsou cyklem.

iii) liché permutace sudého fadu a
iv) liché permutace lichého Fadu.

Priklad. Kolik nejvyse inverzi muze byt v permutaci s n prvky.

Priklad. Kolik minimalné transpozic potfebujeme na vytvoreni libovolné permu-
tace s n prvky.

Priklad. Urcete pocet inverzi permutace

1 2 3 - k
Hl = < ) )
ay a2 ag --- ag
zname-li pocet inverzi permutace
1, — ( 12 3 -k ) .
ag Qg-1 Qg-2 -+ Qa1
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Nalievaren z geometrie

Kata Fiserovd & Rasto Olhava

Uvod

Geometria je neoddelitelnou a krasnou stiéastou matematiky. Jej krasa spo-
éiva v tom, Ze na vyrieSenie vacéSiny tloh staéi poznat par zédkladnych myslienok.
Napriek tomu je ¢asto postrachom riesitelov. RieSenie tloh z geometrie nie je ¢in-

o 7 7 v ’ 2 v e . 14
nost, ktoré sa da naucit, ale da sa dostato¢ne precvicit, a preto Vam prinasame
nasu nalievaren z geometrie. Na nasej prednaske, ktora bude vlastne cvi¢enim, sa
sice nedozviete ni¢ nové, ale za to si budete moct dokladne precvicit rieSenie tiloh
z planimetrie.

Trojuholnik obycajny

Veta 1. (kosinusova alebo Specidlne Pythagorova) V trojuholniku s klasickym
znacCenim plati

& =a?+b* — 2abcos.

Veta 2. (Menelaova) Dany je trojuholnik ABC' a priamka p, ktord neprechddza
ziadnym jeho vrcholom, ale pretina priamky AB, BC, AC postupne v bodoch K,

L, M. Potom plati
|AK| |BL| |CM|

|BK| |CL| |AM|
Veta 3. (Cevova) Dany je trojuholnik ABC' a na jeho strandch AB, BC, C' A su
po rade body K, L, M a zaroven plati

|AK| |BL| |CM|

|BK| |CL| |AM|

1.

1.

Potom priamky CK, AL, BM prechadzaju jednym bodom.

Trojuholnik pravouhly
Opit pouzivame klasické oznacenie, pri¢om pravy uhol je pri vrchole C.

Veta 4. (Talesova) V strede prepony lezi stred kruznice opisanej pravouhlému
trojuholniku.

Veta 5. (Euklidove) Oznacme S pétu vysky spustenej z vrcholu C, potom plati
|SC|* = |SA|-|SB],
|BC|* = |AB| - |SB,
|AC|? = |AB| - |SA|.
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Takto by sme mohli pokracovat este dlho, pretoZe toto bola iba vzorka ve-
domosti, ktoré sa vyuzivaju pri rieSeni klasickych tloh z planimetrie. Pre tplnost
eSte spomenieme dalSie objekty a myslienky, ktoré sa ¢asto vyuzivaju a je dobré ¢o
to o nich vediet. St to kruznice vpisané, opisané, pripisané, Feuerbachové, Simpso-
nové priamka, Eulerové priamka, podobnost a zhodnost trojuholnikov, obvodové a
stredové uhly, simernosti, zobrazenia a ich skladanie (osové s., stredové s., rotécia,
posunutie, rovnolahlost), tetivovy Stvoruholnik, doty¢nicovy $tvoruholnik.

Rady

Kresli si velké obrdzky.

Neboj sa tipnit si vysledok a over si ho viacerymi presnymi obrdzkami.
Odmeriavaj, hladaj rovnaké uhly a usecky.

Dvakrat premysli, az potom pis.

Uvedom si, ¢o chces a ¢o si zo zadania este nepouZil.

Ulohy
A na zéver vzorka tloh, s ktorymi sa stretnete na cvicéeni:

Uloha 1. V obdlzniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblik AC kruznice, ktorej
stred lezi na strane AB, pretina stranu C'D v bode M. Dokézte, ze priamky AM
a BD st navzajom kolmé.

Uloha 2. V rovine je dany tupy uhol AKS. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby
jeho strana BC lezala na priamke K S, aby bod S bol jej stredom a bod K jej
prieseénikom s osou protilahlého uhla BAC.

Uloha 3. Majme $tvoruholnik ABCD s na seba kolmymi uhloprieckami. Ozna¢me
stredy Feuerbachovych kruznic trojuholnikov ABD, ABC, BCD a CDA po rade
E, F, G a H. Ukazte, Ze priesecnik uhlopriecok stvoruholnika EFGH lezi v tazisku
stvoruholnika ABCD.
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Moving Sofa Problem

Zuzka Pobisovad

Kazdy, kto sa niekedy stahoval, si vie predstavit, aké problémy moZe sposobit
kus nébytku, ktory je prilis velky a nezmesti sa cez dvere alebo sa nedd vyniest
po schodoch. Preto je velmi uzito¢né, vediet to dopredu vypocitat. Podobné tlohy
o stahovani ndbytku matematici nazyvaji podla najznamejsej z nich Moving Sofa
Problem.

Stahovanie nadbytku je sice problém v priestore, ale pre ucely tejto prednésky
si ju transformujeme na tlohu v rovine.

Moving Ladder Problem

Moving Ladder Problem je jednoduchsia verzia tlohy, kedZe s rebrikom sa déa
pocitat ako s tiseckou nulovej $irky. Tato loha ma mnozstvo dal$ich variant.

Priklad 1. Aky najdlhsi rebrik moézeme preniest chodbou v tvare pismena L,
ktord mé obe ramend Siroké 1m?

Priklad 2. Aky najdlhsi rebrik mozeme preniest chodbou v tvare pismena L,
ktord mé obe ramend Siroké 1 m? Rebrik nemusi byt priamy.

Priklad 3. Aky najdlhsi rebrik moézeme preniest chodbou v tvare pismena L,
ktord mé jedno rameno Siroké 1m a druhé 2m?

Priklad 4. Aky najdlhsi rebrik mozeme preniest chodbou v tvare pismena L,
ktord mé obe ramenad Siroké 1 m a zvieraju uhol 607

Priklad 5. Ak& najdlhsia moZe byt postel sirokd 90cm, aby sme ju mohli preniest
chodbou v tvare pismena L, ktora mé obe ramend Siroké 1 m?

Priklad 6. Aky najvicsi obsah moéze mat polkruhové sedacka, aby sme ju mohli
preniest chodbou v tvare pismena L, ktord m4a obe ramené Siroké 1 m?

Priklad 7. Aky najviicsi obsah moze mat obdlznikové postel, aby sme ju mohli
preniest zakrivenou chodbou s polomerom zakrivenia r, ktora je Sirokd 1 m?

Ked tsecku nahradime obdlZnikom a za¢neme zamiefiaf obdlZnik za iné geo-
metrické tvary, u ktorych sa budeme snazit maximalizovat obsah, je to uZ len krok
k vseobecnejsej tlohe.
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Moving Sofa Problem

Moving Sofa Problem je najznamejsia z tloh o stahovani ndbytku asi hlavne
preto, ze sa jedna o otvoreny matematicky problém. Ulohu sformuloval Leo Moser
v roku 1966 a odvtedy sa ju nikomu nepodarilo vyriesit.

Priklad 8. (Moving Sofa Problem) Akt najvicsiu sedacku (s najviésim obsa-
hom) mézeme preniest chodbou v tvare pismena L, ktord mé obe ramend Siroké
1m? Sedacka moze mat ubovolny tvar a nemusi vychadzaf z tvaru nijakej sku-
tocnej sedacky.

Predpoklad4 sa, ze maximalny obsah sedacky by mal byt okolo 2,22 m?2. Ni-
komu sa ale nepodarilo dokdzat, Ze je to naozaj maximum a ze vicSie sedacky uz
chodbou neprejda. Podarilo sa ale ndjst niekolko utvarov, ktoré sa k tejto ploche
priblizuja.

Riesenie 1. Pomerne jednoducho tvarovana sedacku, ktora ma obsah blizky naj-
lepSiemu zndmemu rieSeniu, nasiel matematik Hammersley.

Lahko si moézete dopocitat, ze plocha sedacky je

S = =2,2074m?

b 3
3w

+

a tiez si mozete vyskusat, ako prejde chodbou.

RieSenie 2. LepSie rieSenie sa podarilo najst panovi Gerverovi. Jeho sedacka mé
plochu
S = 2,21953166887197 m>.

Je to velmi zlozity Gtvar, ktory sa dajne skladd z 18 kruznicovych oblikov.

Pan Gerver ho nasiel pomocou komplikovaného vypoctu, ktory tu samozrejme
uvadzat nebudem. Pokud by to ale nékoho opravdu zajimalo, 1ze ho nalézt na ad-
rese http://mathworld.wolfram.com/MovingSofaProblem.html. Ani Gerverovi
sa ale nepodarilo dokézat, Ze jeho rie$nie je maximélne. Jeho argumenty ale uka-
zujl, ze bud to maximélne rieSenie naozaj je, alebo sa od neho 1i8i len minimélne.
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