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Néco malo z kvantové mechaniky

\ Kata Fiserova

V avodu prednasky si pfipomeneme historické pozadi vzniku kvantové teorie.
Které experimentalné zjisténé skutecnosti nebylo mozné na konci 19. a na zacatku
20. st. vysvétlit pomoci znalosti klasické fyziky? Co s ni bylo dokonce v pfimém
rozporu? Ktefi panové pfispéli pfi budovani nové teorie svou troskou do mlyna a
jak? Pak si povime, co to je operator'. Co to znamen4, kdy# dva operatory komu-
tuji a kdyz naopak nekomutuji. (Dvé fyzikdini velidiny je mozné soucasné presné
2mérit prdvé tehdy, kdy? spolu operdtory téchto velicin komutuji?.) Jak se v méfeni
projevuji charakteristické rozmeéry pristroju a zkoumanych ¢astic? Jaké presnosti
lze dosdhnout? Jaks je v pfipadé nesouméritelnych velid¢in (tzn. neni mozné je obé
zarovenl presné zméfit) nejmensi moznd chyba? Zjednodusené si odvodime tzv.
relaci neurcitosti?.

Nelekejte se, ze v tomto sbornickovém textu naradzite na mnoho zcela nezna-
mych slov ¢i znacek. Vétsinou neznamenaji nic extrémné slozitého. Podle slozeni
ucastnikt prednasky se budu vice ¢i méné snazit vyvarovat se pouzivani nastroji
integralniho a diferencialniho poctu. Spousta véci se da fict bez toho nebo prosté
fikané obejit ...

Nésledujici prehled zakladnich postulata QM uvadim v kompromisni for-
mé tak, aby vds moc nevydésil a aby tam zaroven byla ta nejpodstatnéjsi fakta
(kromé Schrédingerovy rovnice) Fe¢ena. Nebojte se, vSechno si vysvétlime a néco
tfeba preskocime. V krajnim pripadé, pokud budete chtit, mohou informace zde
sepsané zustat pékné zaviené ve sbornicku a mizeme si spis tak povidat a slozité
matematice se iplné vyhnout.

Postulat o vinové funkci

Veskeré informace o stavu ¢astice jsou popsany vlnovou funkci, coz je komplexni
funkce redlnych proménnych z, y, z a ¢t (prostorové soufadnice a ¢as). Kvadrat
absolutni hodnoty vlnové funkce udava hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice
v misté r a Case t. Diky této interpretaci musi byt vlnova funkce normovana a
kvadraticky integrabilni, navic také spojita a pii koneénych zménéch potencidlu
spojité derivovatelna.

LOperétor je jakousi analogii k funkci. Do funkce ,hodite“ né&jaké &islo a ,,vypadne® zas néjaké
¢islo. Do operétoru (znadi se obvykle velkym tiskacim pismenem se stfiskou) ,hodite“ né&jakou
funkci a ,vypadne“ zas n&jaks funkce. Rikdme napiiklad, ze operdtor A phisobi na funkci f,
zapisujeme Af

2Dva operatory komutuji, pokud ABf = BAf, zkracené ¢asto jen AB = BA, tj. AB— BA =
= 0. Tento rozdil oznacujeme Jako komutator operatori A a B, zapisujeme [A B]

36F - 6G > 2| <K> |, kde iK = [AF, AG] je tzv. komutator.
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Postulat o operatorech

Kazdé fyzikalni veli¢iné, kterou miizeme pro danou ¢astici namérit, je prifazen ope-
rator, ktery ptisobi na vlnovou funkci. Tyto operatory jsou linearni a hermitovské?.
Linearnost souvisi s principem superpozice. Hermitovské operatory se vyznacuji
tim, Zze maji redlnad vlastni ¢isla, coz je vyznamné z hlediska méfeni fyzikalnich
veli¢in.

Postulat o kvantovani

Jediné hodnoty, které muze méfend fyzikalni velicina A pfi jednotlivych méreni
nabyvat, jsou vlastni ¢isla A,, odpovidajiciho operatoru A. Je-li systém popsan
v okamziku méfeni normovanou vlnovou funkei ¢ , pak je vysledkem méfeni stfedni

hodnota veli¢iny A dand vztahem A = (| Av).

Postulat o redukci vinové funkce

Meéfeni fyzikalni veli¢iny A s vysledkem méfeni A,,, kde A,, je vlastni ¢islo odpo-
vidajici operatoru /1, prevadi méfeny systém do stavu s vlnovou funkei 1,,, ktera
je vlastni funkci operatoru A s vlastnim &slem A,,5. P¥i méfeni tedy nedochéazi
ke zméné vlnové funkce pouze tehdy, je-li systém v nékterém z vlastnich stavia

operatoru A.

Ulohy k zamysleni

Priklad. Necht ¢ a 1 jsou normované vinové funkce. Jaké vlastnosti musi spl-
novat koeficienty ¢y, co € C, aby c1¢ + c2 byla normovana vlnova funkce?

Piiklad. V jedné dimenzi méjme operator souradnice & = x a operator hybnosti
p= —ih%. Spoctéte komutator [z, p|. Co z néj vyplyva pro soumétitelnost polohy
a hybnosti ¢astice? (Pozn.: Na tu konstantu ih muZete na chvili zapomenout, na
nulovost ¢i nenulovost komutatoru nebude mit vliv, staci spocitat [, 7-].)

Priklad. Které z nasledujicich operatort jsou linedrni?
(a) Af=af,acC

(b) Bf=f

(c) Cf = f* (komplexni sdruzeni)

Piiklad. Predpoklddejme, Ze mame dva systémy, které se nachéazeji ve stavu
popsaném stejnou vinovou funkci. Na kazdém systému jednou zméfime veli¢inu
A a ziskdme rizné hodnoty. Je to mozné? Co muzeme Fici o stavu obou systému
pfed a po méfeni?

4QOperator L je linearni, jestlize pro n&j plati: Va € C : L(af) = aL(f) a L(f1 + f2) =
= L(f1) + L(f2). Hermitovskost operatoru souvisi s jeho chovanim ve skaldrnim sou¢inu, ktery
je v QM definovan pomoci integralu. Vic si zatim radéji netroufdm odtajnit :-)

5Vlastni ¢isla A, a vlastni funkce 1y, operatoru A jsou dany netrividlnim fesenim vlastniho
problému Avy = Aptn.



Soustavy rovnic
Jarda Hancl

Uvod

Ideou této prednasky je seznamit podrobnéji posluchace s problematikou feSeni
slozit&jsich (nestfedoskolskych) soustav rovnic. Ulohy jsou podobné tém, které se
vyskytuji v MO, a proto se prednaska bude hodit predevsim tém, ktefi umi Fesit
rovnice jen standardnimi zptisoby.

Pomineme-li zakladni metody TeSeni soustav rovnic, jejichz jedinou myslenkou
je dosadit do néjakého vzorce, ¢i upravovat hnusnou matici az do svitani, zbude
par metod, které vsechny vyzaduji myslenku.

Za prvé se nabizi metoda substituce. Tu vS8ak budeme pouzivat jen okrajové a
vrhneme se pfimo na zajimavejsi metody, kterymizto jsou nasledujici:

Symetrické mnohocleny

Tato metoda se pouzivad pouze v pripadé, je-li rovnice symetrickd vzhledem ke
vSem proménnym. Jinak fec¢eno, zaménime-li proménné dostaneme stejnou rovnici.
Poté pouzivame substituci s; = x1+x2, s2 = 2122 (tvar substituce zavisi na po¢tu
nezndmych).

Piiklad 1. Reste v redlnych éislech:

o 2213
X9 X1 6
x1+2T9=>5

Iracionalni rovnice

Zde ukazi jen jednu metodu, kterd se muze hodit, pokud ¢lovék nechce stravit
s jednou rovnici mladi. Metodu budu demonstrovat na prikladu.

Priklad 2.

V212 + 52 —9— /222 + 5r —2 =1
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Odhady nerovnostmi

Tato metoda je hodné intuitivni. Vyuziva se vétsinou v soustavach, které nam
tak trochu pfipominaji néjakou zndmou nerovnost. Neexistuje tedy pravidlo, musi
nam vystacit prvni pohled.

Piiklad 3. V redlnych ¢islech vyteste:

1
x1+x2+...+xn:1
1 ? 2 2
A €2 n

Urc€eni minim a maxim funkci, hledéni hodnot vyrazi

Nasledujici téma neni pfimo o feSeni soustav, ale metody, které se pfi nich pouzi-
vaji, se ¢asto mohou pfi feSeni soustav rovnic hodit.

Piiklad 4. Urcdete maximum vyrazu:
(1 +sinz)(1 4+ cosz)

Priklad 5. Pro z 4y + z = 8 urfete minimum vyrazu

Vit + 4+ 92+ /9 + 22
Piiklad 6. Urcete vSechny hodnoty vyrazu

zty
22 + y?

pro x, y realné spliujici 1 < x + y.

Invarianty v rovnicich

Jednoduse feceno, invariant je néco, co se za urcitych podminek nemeéni. V rovni-
cich budeme chéapat invariant jako vlastnost vyrazu. Tato vlastnost je specificka
tim, Ze za urcitych zmén podminek v zadani je hodnota vyrazu stale stejna. Pro
srozumitelnost zase uvedu na prikladu.

Priklad 7.
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Piiklady

V reélnych cislech feste nasledujici soustavy:

Priklad 8.

Priklad 9.

Priklad 10.

Priklad 11.

Priklad 12.

Priklad 13.

sinx = cosy
siny = cos z

sinz = cosx

?=y+24+2
V=z4z+2
22:x+y+2
T+T+2=3
r+y+2z<12

A+z) 1 +a®)(1+ah) =1+
I+y)(1+y)(L+y*)=1+2"
Urcete p, pro které ma nasledujici soustava pravé 1 feseni.

(z—y)* =p

23—y =16
Pro zyz = 1 urcete hodnoty vyrazu

1 1 1
= + +
l4+ox+zy 1+y+yz 14+z+zx




Nestandardni metody
\ Vita Kala

V 60. letech minulého stoleti jisty pan Robinson vymyslel, Ze cely matematicky svét
je mozné rozsirit o spoustu dalsich, takzvanych nestandardnich prvka. S témito
nestandardnimi prvky pak do matematiky prijdou i nejrtznéjsi nesmirné divné
principy, které najednou za¢nou platit. My si na prednasce nékteré z nich uvedeme
a seznamime se s tim, jak se da téchto podivnosti vyuzit k feseni praktickych
ptiklad.b

Jak je vlastné toto rozsifeni mozné? Vzdyt prece NIC nemize byt vétsi, nez
CELY matematicky svét? To je sice pravda, ale ono se to da obejit takovouto
fintow:” cely matematicky svét (nékdy se mu ifka taky univerzum) je tak velky,
Ze je mozné jej zkopirovat do sebe sama (existuje jeho ¢4st, kterd je tiplné stejnd,
jako celek). Tuto ¢ast budeme od ted povazovat za naSe standardni univerzum.
Najednou mame ale kolem tohoto standardniho matematického svéta jesté spousta
mista, kam ho miZeme rozsifovat! Vhodnou ¢ast tedy zvolime za nas rozsifeny svét
(ten se nazyva internalni univerzum). A hle: hnedle mame rozsifeni standardniho
svéta (ktery je Gplné stejny, jako ptivodni svét) do interndlniho univerza. No a
celému puvodnimu svétu se obcas taky fika externalni univerzum.

Tento postup se da provést za predpokladu, Ze plati nasledujici axiom, ktery za
pravdivy sice vétSina matematikti nepovazuje, je ale dokazané, ze jeho pfidanim
k ostatnim matematickym axiomiim nic nezkazime. Jakmile jej pfijmeme, mtizeme
uz z néj dokazat vsechna dalsi tvrzeni, kterd v nasem nestandardnim svété plati.

Axiom. (Superuniverzality®) Existuje libovolné silend mnozina.’

Co Ze to znamena ta libovolné Silend mnozina? No piece presné to, Ze muze byt
libovolné silend (: Tteba existuje mnozina x, jejimz jedinym prvkem je ona sama
(tedy = {x}). Anebo existuji dvé mnozZiny z,y takové, ze x € y a y € x. Anebo
cokoli dalsiho, na co si jen vzpomenes ...

SK tomu, aby tato teorie mohla byt vykladani precizné, je potieba znat velké mnozstvi
vysokoskolské matematiky. Smif se proto s tim, ze skoro zadné tvrzeni neplati pfesné tak, jak
je zde ve sborni¢ku napsané nebo jak si je uvedeme na prednasce. Na této prednasce se tedy
budeme bavit o tvrzenich, ktera neplati v teorii, jez je sama o sob€ v zasadé Silend a nesmyslna
(:

"Nic si z toho nedélej, pokud zbytku tohoto odstavce neporozumis. Pro pochopeni zbytku
prednasky to neni vibec potieba.

8Vétsina tvrzeni, se kterymi se potkame, bude mit podobné vtipné nazvy (:

9Pozorné ¢tenaika si mozna vsimla, Ze tato formulace neni zcela matematicky korektni. Pro
zajemce ale muzu uvést i exaktni formulaci tohoto axiomu, z které mozna bude patrna vyhoda
neforméalniho pfistupu: Budte ¢ C a mnoziny takové, Ze t je tranzitivni. Bud r extenzionalni
relace na a takova, ze (a,r) je koncové rozsifeni (¢, €). Pak existuje tranzitivni mnozina ¢’ a
izomorfismus f : (¢, €) ~ (a,r) takovy, ze f | t = id.
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Princip saturovanosti

Princip. At jsou M, M,,... mnoziny'® takové, Ze kdyz si vyberu konecéné
z nich, maji neprdzdny prinik (takovému systému mnoZin se iikd centrovany).
Pak vsechny mnoziny maji neprazdny priinik.

Tento princip je zcela zésadni a ma nedozirné disledky. Pfedstavme si tfeba
mnozinu N vSech pfirozenych ¢isel a oznaéme A; = N—{i},i =1,2,3,... (mnozinu,
kterou dostaneme, kdyZ z N vyhodime ¢islo ¢). Prinik koneéné mnoha z téchto
mnozin je jisté neprazdny (obsahuje nekoneéné mnoho nevyhozenych pfirozenych
¢isel), a tedy podle principu saturovanosti musi mit vSechny mnoZiny neprazdny
prunik. Musi tedy existovat pfirozené ¢islo n, které neni rovné zadnému z ¢isel 1,
2,3, ...!8S takovym ¢islem se ¢lovek na ulici jen tak nepotka.

Setkavame se tedy se zvlastni situaci — mnozina N standardnich pfirozenych
Cisel se nam s prechodem do nového svéta nafoukla a pribyla do ni nova nestan-
dardni pfirozend ¢isla. Tuto mnozinu vSech (i nestandardnich) pfirozengch ¢isel
budeme znacit N. Jak uz to tak v matematice byva, za konecné se povazuji ty
mnoziny, jejichz pocet prvka je rovny néjakému prirozenému ¢islu. S novymi pfi-
rozenymi ¢isly se ndm tedy najednou objevily i nové koneéné mnoziny (které jsou
vétsi, neZ libovolna standardni koneénd mnozina).

Stejné tak, jako jsme dokazali, Ze mnozina prirozenych c¢isel je vétsi, neZ jsme
si mysleli, bychom mohli podobné tvrzeni dokazat t¥eba o racionalnich nebo redl-
nych ¢islech. V tomto pfipadé bychom zjistili, Ze musi existovat nekonecné mala
realna isla, coz ma také spoustu zajimavych disledki (najednou totiz tfeba ptijde
v jistém smyslu mluvit o ,sousednich® realnych ¢islech, coz mnohé tivahy znacéné
zjednodusi, ale ve standardni matematice bohuzel nejde).

Princip prenosu

Princip. Ngjaké tvrzeni (o standardnich mnozindch) plati ve standardnim ma-
tematickém svété pravé tehdy, kdyz plati v nasem rozsiteni.

Tim, Ze jsme presli do naseho vétsiho svéta, jsme tedy opravdu nic neztratili —
plati tu presné totéz, co v bézném nudném svété vétSiny matematikii.

10Tady si pfece jen neodpustim jednu upfesiujici poznamku pro znalé. Toto tvrzeni plati jen
pokud mnozin neni prili§ mnoho — je-li jich méné nez néjaky libovolné velky, ale pfedem zvoleny
kardinal k.
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Princip finitarizace

Princip. Kazd4 mnoZina'' je podmnozinou néjaké koneéné mnoziny.

Tak ted uz se ale ten Vifa musel plné zbldznit, ne? Jak by mohla byt néjaka
nekoneénd mnozina ¢asti néjaké konecné?! Svéte div se, ono to opravdu jde ...
Aby si ¢lovék mohl aspon trochu predstavit, jak je to mozné, je dobré si uvédomit,
ze v rozsifeném svété je koneénych mnozin mnohem vic, nez kolik jich bylo v tom
puvodnim standardnim. TakzZe neni divu, Ze je vic i téch mnozin, které jsou casti
néjaké koneéné mnoziny.

Tento tvrzeni je jednim z nejzajimavéjsich dusledkt nestandardniho rozsifeni.
Umoznuje totiz snadno a bezbolestné rozsifit platnost nékterych tvrzeni, ktera
plati pro kone¢né mnoziny, i na mnoziny, které jsou nekonec¢né. Jednim takovym
prikladem, ktery vyfesime na prednasce, je tento:

Pfiklad. Bud G (nekoneény) graf takovy, ze kazda kone¢nd mnozina vrcholi jde
obarvit k£ barvami tak, ze zddné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu.
Dokaz, ze potom jde takto obarvit cely graf.

HToto plati opét jen pro mnoziny (externalné) mensi nez nas§ zndmy kardinél x.



Neménky
\ Vita Kala

Pouziti neménkt (neboli invariantil) je nesmirné uZitnym postupem pro FeSeni
rozliénych ¢asto velmi obtiznych pfikladt. V zasadé jde o to, ze pokud se v zadani
néco méni, je dobré zkusit najit néco, co se naopak neméni nikdy, tedy néjaky
nemének. Zadani prikladid, v kterych se hodi néjaky hledat, tedy ¢asto obsahuji
vyrazy jako ,Je mozné po nékolika krocich dostat ...

Vhodnym neménkem muze byt tfeba soucet nebo rozdil néjakych ¢isel, jeho
parita (jestli je sudy nebo lichy), zbytek po déleni 3 nebo jinym éislem, vzdalenost
od néjakého bodu, ...

V souvislosti s neménky v podstaté nejde rozvijet zadna velka teorie; jediny
zpusob, jak se je naucit pouzivat, je pocitat priklady, v kterych se vyskytnou. Tak
hura do toho! (:

Priklad 1. Necht je n liché pfirozené ¢islo. Na tabuli jsou napsana éisla 1,2, . ..
... ,2n. V kazdém kroku si vybereme dveé ¢isla a, b, kterd smazeme a nahradime
absolutni hodnotou jejich rozdilu. Dokazte, ze na konec ztstane na tabuli liché
¢islo.

Piiklad 2. Na obvodu kruhu je napsano 6 ¢isel, po fadé 1, 0, 1, 0, 0, 0. V kazdém
kroku mutizeme zvysit libovolna dvé sousedni ¢isla o 1. Je mozné po nékolika krocich
dostat vSechna cisla stejna?

Piiklad 3. Kazdy poslanec tramtérijského parlamentu mé nejvyse 3 nepratele.
DokaZte, Ze je mozné parlament rozdélit na dvé komory (ne nutné stejné velké)
tak, ze kazdy poslanec mé nejvyse 1 nepritele ve své komofte.

Priklad 4. Predpokladejme, Ze celé ¢isla a, b, ¢, d nejsou vSechna stejna. Zacnéme
se Ctveric (a, b, ¢, d) a nahradme ji (a—b,b—c,c—d, d—a). Dokazte, Ze opakovanim
tohoto postupu se asponi jedno ¢islo stane libovolné velkym.

Piiklad 5. Za¢néme se celymi ¢isly 1,2,3,...,4n—1. V kazdém kroku nahradime
libovolna dvé cisla jejich rozdilem. Dokazte, Ze posledni ¢islo bude sudé.

Priklad 6. Zacnéme s mnozinou (3, 4, 12). V kazdém kroku vybereme dvé z ¢isel
a,b a nahradime je ¢isly 0,6a — 0,86 a 0,8a + 0,6b. Je mozné dosdhnout stavu (4,
6, 12)?

Piiklad 7. Méjme norméalné obarvenou Sachovnici 8 x 8. V kazdém kroku mu-
zeme prebarvit vSechna pole néjakého fadku ¢i sloupce nebo ctverce 2 x 2. Je
mozné dostat Sachovnici s jen jednim ¢ernym polickem?

Piiklad 8. Na stole je a ¢ervenych, b bilych a ¢ ¢ernych piskott. V jednom kroku
miizeme snist dva piskoty riiznych barev a nahradit je dvéma piskoty treti barvy.
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Na zacatku bylo a = 13,b = 15,¢ = 17. Je mozné po nékolika krocich dosah-
nout stavu, v némz maji vSechny piskoty stejnou barvu? Jak je tomu v obecném
pripadé?

Priklad 9. Na kruZnici je napsdno 5 jedni¢ek a 4 nuly v libovolném potadi.
Potom mezi dvé sousedni stejnéa Cisla napiSeme 0 a mezi dvé rizna 1. Nakonec
puvodni ¢isla vymazeme. Je takto mozné po nékolika krocich dostat samé nuly?

Piiklad 10. Kazdé z ¢isel 1 az 1 000 000 je opakované nahrazované svym cifer-
nym souctem, dokud nedostaneme milién jednocifernych ¢isel. Bude mezi nimi vic
jednic¢ek nebo dvojek?

Piiklad 11. Obsahuje posloupnost ¢tvercii ptirozenych ¢isel nekoneénou arit-
metickou podposloupnost?

Priklad 12. Necht d(n) znaéi ciferny soudet ¢isla n. Reste rovnici n + d(n) +
+ d(d(n)) = 2005.

Priklad 13. Mgjme disla a,b,0 < b < a. Necht 9 = a,y0 = b, xp11 = (zn +
+ Yn)/2, Yn+1 = 2¢nYn/(Tn + yn). Jak se chovaji posloupnosti z,,, y,?

Piiklad 14. Skrtneme prvni cifru éisla 72994 a potom ji pfi¢teme ke zbyvajicimu

¢islu. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme deseticiferné ¢islo.
Je mozné, aby obsahovalo vSechny ¢islice 0,1,...,97

Piiklad 15. Na kazdém policku obdélnikové Sachovnice je napsané piirozené
¢islo. V kazdém tahu mizeme zdvojnasobit kazdé ¢islo v néjakém Fadku nebo
odecist 1 od kazdého z ¢isel v néjakém sloupci. Je mozné dostat po nékolika tazich
tabulku obsahujici samé nuly?

Priklad 16. Vrcholy n-thelnika jsou ocislované redlnymi ¢isly. Budte a,b,c, d
CtyTi sousedni ¢isla. Je-li (a — d)(b—¢) < 0, miZeme vyménit b a ¢. Mize byt tato
operace provadéna nekonecné dlouho?

Piiklad 17. Cisla 1,2,...,2n jsou libovolné uspofddans na pozicich oéislova-

nych 1,2,...,2n. Prictéme ke kazdému z ¢isel ¢islo jeho pozice. Dokazte, ze dva
ze souctu davaji stejny zbytek po déleni n.

P¥iklad 18. Reste rovnici (2 — 3z +3)? — 3(2? — 3z +3) + 3 = z.

Piiklad 19. Mnozinu S bodu v prostoru muzeme rozsifit o obraz libovolného
bodu X € S ve stfedové soumeérnosti se stftedem v A € §, A # X. Na zacatku S
obsahuje 7 vrcholu krychle. Muze se ¢asem stat i 8. vrchol prvkem S?7

Priklad 20. Na tabuli jsou na za¢atku ¢isla 18 a 19. V jednom kroku miizeme
napsat na tabuli ¢islo rovné sou¢tu dvou libovolnych ¢isel, jez byla predtim na
tabuli. Mze byt nékdy na tabuli napsané ¢islo 19947

10



Vita Kala: Neménky

Piiklad 21. Kazdy ¢len posloupnosti 1, 0, 1, 0, 1, 0, ... pocinaje sedmym je
souctem predchozich Sesti mod 10. Dokazte, ze se v posloupnosti nikdy nevyskytne
Sestice ... ,0,1,0,1,0,1, ...

P¥iklad 22. Reste rovnici f(f(z)) =z, kde f(z) je libovolny kvadraticky mno-

hodlen.

Priklad 23. Dvé policka na obréazku jsou sousedni, jestlize maji spole¢nou hranu.
V jednom kroku muzeme k libovolnym dvéma sousednim polickiim pficist stejné
celé ¢islo. Je mozné prvni tabulku prevést nékolika tahy na druhou?

1123 71819
415|6 624
71819 3151

Piiklad 24. 2n velvyslanci je pozvanych na kongres. Kazdy z nich mé nejvyse
n — 1 neptatel. Dokazte, Ze je miizeme usadit kolem kulatého stolu tak, ze nikdo
nesedi vedle svého nepfitele.

Piiklad 25. Na kazdém policku Sachovnice 8 x 8 je napsané piirozené déislo.
V jednom tahu si vybereme tabulku 4 x 4 nebo 3 x 3 a pfi¢teme 1 ke kazdému
z jejich policek. Mitizeme vzdy dostat tabulku se v8emi éisly délitelnymi (a) dvéma,
(b) tfemi?
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Uvod do TgXu
\

Sasa Kazda

Co je TEX

TEX (vyslovuje se tech) je typograficky systém: zptisob, jak vytvafet hezky vytis-
téné dokumenty (pfedevsim matematické, ale klidné i poezii).

Je to zaroven programovaci jazyk i program, ktery vezme soubor v tomto jazyce
a vytvori z néj graficky dokument. Neexistuje zadna ,,TEX Office”, ve které jediné
by bylo mozné psat soubory; zdrojovy koéd muzete psat v libovolném textovém
editoru (i kdyz existuji editory pro psani TgXovych zdrojakd urdené). Dokonce
existuje i vice programti, které vSechny splituji nélezitosti, aby je bylo mozno nazvat

TEXem.

TgX a synové

Krom ,,¢istokrevného“ TEXu existuji riizné odvozeniny a rozsifeni, nejpopularnéjsi
(populdrngjsi nez pivodni TEX) je INTEX. Déle vzniklo mnoho programt, které umi
s TEXem ¢i IWTEXem spolupracovat (napfiklad graficky editor Ipe), nemluvé o tom,
Ze se jazyk sdm casto pouzivd pro popis matematiky na pocitaci (v mailech mezi
matematiky, na Wikipedii, ... ).

Krom znalosti jazyka je dobré mit zakladni povédomi o dobryjch a Spatnych
typografickych napadech. TEX je sice hodné dobry (umi rozdélovat slova, snazi
se zabranit vyskytu osamélych fadkt a jinych neplech), ale neni to typograficky
expertni systém — nesnazi se zvolit sazbu podle néjakych estetickych méritek, je-
nom za sebe chytie sklada znaky. I netypograf s TEXem ale obvykle vyrobi hezéi
dokument nez pomoci Office (at uz Open nebo Microsoft).

dvipdf

soubor.pdf

textovy
editor

soubor.tex soubor.dvi

soubor.ps
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Saga Kazda: Uvod do TEXu

TgXnické podrobnosti

Jak si TEX nainstalovat

Pod Windows: Distribuce MiKTgXnebo TEX Live a spousta trpélivosti. Dalsi
mozné distribuce (nezkousel jsem) jsou XEmTgEXa proTEXt.

Pod Linuxem: teTEX, TEX Live

Na editovani: Specializované editory jako WinEdt, TgXnic Center, Lyx nebo
kvalitni univerzalni editory vim a Emacs, v nouzi nejvyssi notepad nebo Office
(ulozit jako Cisty text).

Pracovni cyklus
DVI soubory jsou dobré pro nahledy, pii posilani hotovych dokumentd dal se
(z dobrych duvodi) pouziva PostScript nebo PDF format.

Prikazy a ukazky

Nejprve uvedeme par pozorovani:

(i) V TEXu neni (na rozdil od I¥TEXu) potfeba na zacatku psat néjakou spe-
cidlni hlavicku dokumentu. Dokument kon¢ime pomoci \bye nebo \end.

(ii) Nasobné mezery a konce fadki TEX obvykle pfevadi na jednu mezeru,
odstavce se oddéluji prazdnou radkou.

(iii) Matematika se piSe mezi dolarové znacky $. Pokud mé byt na samostatny
fadek, piSeme ji mezi $$.

(iv) Znacky { a } umoziiuji vytvafet skupiny.

(v) Mezeru je mozné si vynutit pfikazem \space, novy odstavec piikazem
\par, vertikdlni mezeru piikazem \smallskip,\medskip,\bigskip nebo
\vskip a délkovym tdajem (t¥eba \vskip 15 cm).

(vi) Za vétsSinou maker zmizi mezery. Napiiklad \TeX u di& TgXu. Pokud
chceme TEX u, piSeme tieba \TeX{} u.

Nasledujici tabulka obsahuje vybér nejcastéji pouzivanych prikaziu ze zaklad-
niho ¢eského TEXu (styl csplain). Existuji rizné modifikace stylt (napfiklad se
¢asto pouzivad \frac{a}{b} misto {a \over bl}). Rozsifujici balicky maker na-
hrajete pomoci \input [jméno]. Napiiklad \input amssym nahraje dodate¢nd
makra pro matematické symboly.

\bf tucné tucéné

\it kurziva kurziva

\uv{uvozovky} ,2uvozovky*

“z pred ,,z“ nebude ukoncen radek
${a\over b}$ z

$(a+b)\cdot c=a\cdot c+b\cdot c$ (a+b)-c=a-c+b-c

13
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$a_1"2+a_2"2+\dots+a_{k+1}"2$
$\sin(x)$

$\sqrt{x}$

$\alpha, \beta, \gamma$
$|\sphericalangle ABC|$
$\sum_{i=1}"n {n\choose i}$

Literatura

al+a3+---+apy,

sin(x) (porovnej se sin(z))
NG

@, 3,

|<ABC|

i (7)

Pokud si nemuzete vzpomenout na néjaky prikaz, doporucuji si na internetu na-

jit referencni karty: TEX Reference Card, ApS-TEX Reference Card a podobné.

Google je vas pritel.

Ucéebnice (v pofadi od nejjednodussich po nejdrsnéjsi):

(1) O TEXu pro nedockavé

http://www.latex-project.org/ftp.html

(2) Kamil Toman: TgXtutor, Prvni kracky v (plain) TgXu
http://artax.karlin.mff.cuni.cz/ toman/TeXtutor.ps

(3) Michael Doob: Jemny tvod do TEXu (pfeklad Josef Danes a Jif{ Vesely)
http://ftp.cstug.cz/pub/tex/local/cstex/doc/jemny.tar.gz

(4) Donald E. Knuth: The TgXbook
(5) Petr Olsdk: TEXbook naruby

http://math.feld.cvut.cz/olsak/tbn.html
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Polynomy
‘ Sasa Kazda

Polynomy (mnoho¢leny) miZzeme uvazovat nad riznymi mnozinami: C,R, Q, Z, Z,
a dalsimi. Pokazdé se chovaji trochu jinak, ale nékteré vlastnosti maji spolecné.
V tomto povidani se budeme zabyvat predevsim polynomy nad Q,R a C.

Definice. Bud R mnozina s definovanymi operacemi séitani a nasobeni'?. Potom
polynom stupné n nad R je vyraz r,z" + rp_12" "t + -+ 19, kde r, # 0 a
0y ..., Tn € R.

K polynomtm piidame jesté nulovy polynom, jehoz stupen se obvykle klade
roven divnym ¢islim jako —1 nebo —oo. Néasobeni a s¢itani polynomi definujeme
»Clen po ¢lenu‘.

Vsimni si, Ze polynom je zaroveti néco algebraického ((n + 1)-tice koeficientt
70,71, ..., Tn) & zéroven funkce. Tento rozdil se stird v p¥ipadé polynomu nad reél-
nymi ¢isly, kde kazda polynomidlni funkce odpovida praveé jedné sadé koeficienti.
Ovsem tfeba nad Z; méame nenulové polynomy odpovidajici nulovym funkcim,
napiiklad z2 + z.

Problém. Bud p polynom nad Q,R,Z. Je mozné, aby Vz,p(x) = 0, ale p nebyl
nulovy?

Definice. Rekneme, %e polynom p je délitelem polynomu g, piSeme p|q, pokud
existuje polynom r takovy, ze p-r = q.

Ze skoly mozna znate algoritmus pro déleni polynomi. S trochou Sikovnosti
z néj lze odvodit, ze pokud r je polynom nad Q, R, Z, ktery neni délitelny zadnym
polynomem stupné vyssiho nez 0, a r|pg, tak bud r|p, nebo r|q. Tedy takzvané
ireducibilni polynomy se chovaji podobné jako prvocisla. Po dalsi tivaze zjistime,
Ze polynomy nad Q,Z, R miizeme ,rozlozit na prvocinitele“ jednozna¢né (az na
poradi a nasobeni konstantou).

Opét nic takového nemusi platit nad jingmi mnozinami &sel: Nad Zg4 je 2+ 2|22,
ale = (z + 2|z).

Definice. Kofen polynomu p nad R je takové ¢islo a € R, ze p(a) = 0.

Pozorovani. Pokud méa polynom p(z) = a,2™ + a,_12"" 1 + -+ + ag,a; € Z,

racionélni kofen ¢ = £ (r, s nesoudélnd), tak plati r(ag a s|a,,.

Tvrzeni. Pokud « je kofen polynomu p, tak (x — a)|p.

120plné presné bychom fekli, ¢ R m4 byt komutativni okruh, tedy chceme, aby ono s&i-
tani a nasobeni byly komutativni a asociativni operace, abychom méli jednotku a nulu a platil
distributivni zékon a(b + ¢) = ab + ac.
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Dusledek. Pokud p je polynom nad Q,R,Z stupné nejvys n, ktery ma n + 1
kotent, tak p je nulovy polynom.

Dusledek. Polynom stupné nejvys n nad Q,R,Z je jednozna¢né urceny hodno-
tami v n 4+ 1 bodech.

Piiklad. Dokazte, ze pokud P je polynom s celodiselnymi koeficienty a a,b,c
riznd celd ¢isla, tak se nemize stat, aby P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a.

Piiklad. Dokazte, ze pro vSechna po dvou ruzna éisla a, b, ¢ € R plati:
(x —a)(x — D) n (x—a)(x—c) N (x —b)(x—c)
(c—a)(c=b)  (b—a)(b—c) (a—b)(a—c)

Véta. (Zékladni véta algebry) Kazdy polynom fddu aspori 1 s komplexnimi
koeficienty ma v C aspori jeden koren.

=1

n

Dusledek. Kazdy polynom nad C lze psat ve tvaru ¢ [[ (z — «;), kde «; jsou
i=1

komplexni ¢isla (kofeny) a ¢ je nenulové komplexni éislo.

Tvrzeni. (Vietovy vztahy) Budte aq,aq,. .., o, kofeny polynomu p(z) = z™ +
+ cp_12™ - 4+ ¢g nad C. Potom plati:

n
Cn—1 = — E Q;
=1
n
Cn—2 = § (67187

i,j=1
i<j

co=(—1)"agas---ay,
Piiklad. Budte a,b, c redlnd disla takova, ze
a+b+c>0
ab+ac+bc >0
abc > 0.
Dokazte, ze pak a > 0,b > 0,¢ > 0.

Piiklad. Mgéjme P, @ realné polynomy, P # 0. Dokazte, Ze existuje polynom R
s realnymi koeficienty takovy, ze P(z)|R(Q(x)).

Pfiklad. P(z) bud polynom stupné nejvys 6 nad Z takovy, ze 7| P(x) pro kazdé
x € Z. Ukazte, ze potom 7 déli vSechny koeficienty P(z).
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Funkcionalni rovnice
‘ Franta Konopecky

Uvod

Na této prednasce si osvojite praci s funkcionalnimi rovnicemi, jejich fesenimi a
moznostmi postupu. Systematicky jsou tu probrany jednotlivé zajimavé vlastnosti
funkci a jak se daji z funkcionédlni rovnice vycist. Pfispévek ve sbornicku by mél
slouzit jako uceleny manudl, jak funkcionalni rovnice fesit.

Co je funkciondlni rovnice, co vyjadfuje?
Zadani funkcionalni rovnice mize vypadat napriklad nasledovné:

Uloha 1. Najdéte viechny funkce f : Q — Q spliujici f(z +vy) = f(z) + f(y)
pro vSechna z,y € Q.

Uloha 2. Hledejte vSechny spojité funkce f : R — R vyhovujici rovnici

flx+y) = f(z)+ fy)

pro z,y € R.

Uloha 3. Najdéte vSechny funkce definované na celé realné ose splnujici funkci-
onalni rovnici

fla+y) +2f(x—y) —4f(x) +2f(y) = 3y* — 2 — 20y + ay®; 7,y € R,
Uloha 4. Najdéte vSechny funkce splitujici rovnici

(f (@) + F)(f(u) + f(0)) = flau —yv) + fev +yu); ,y,u,0 €R.

ad 1. Funkcionalni rovnice (1) ndm fika: ,najdéte vSechny funkce, které spliiuji
rovnici f(z 4+ y) = f(z) + f(y) pro vSechny hodnoty racionalnich é&isel x a y*.
Dodat bychom jesté méli: ,, ... a ovérte, Ze vami nalezené funkce vyhovuji.“ Pro
pfedstavu prozradim, ze napfiklad funkce f(x) = 2z této rovnici vyhovuje, protoze
flz+y) =2(x+vy) a f(z)+ fly) = 2z + 2y = 2(z + y), takze je rovnice f(z +
+y) = f(x)+ f(y) splnéna pro vSechna pozadovand x,y € Q. Funkce f(z) =x+1
naopak nevyhovuje, protoze f(x +y) =z +y+1#xz+1+y+1= f(z)+ f(y).
ad 2. Funkcionalni rovnice (2) mé stejny tvar, ale se dvéma zménami. Prvni je,
ze je definovana na celém R a funk¢ni hodnoty mohou nabyvat na rozdil od téch
v (1) také redlngch hodnot. Druhou je, Ze mdme dodanou pomocnou podminku,
ze je funkce spojitd. Bez této podminky lze rovnici v R také vyfesSit, ale FeSeni
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je o8klivéjsi nez nechutné. Dilezité je si tu uvédomit, Ze FeSeni nalezend v (1) by
mohla bez vétich obtizi fungovat i v (2) (pfi spravném rozsifeni z Q na R).

ad 3. Tato rovnice je pfikladem téch, kde ndm vedlejsi vyrazy ,vylézaji“ na
povrch. Kromé funkénich vyrazi typu f(néco) se v ni totiz objevuji i vyrazy typu
22, zy, atd. Rovnice tohoto typu jsou vétsinou jednodussi, protoze feseni v hodné
pfipadech pfimo ,vypadne“ né€jakym specidlnim dosazenim za x nebo y, viz tzv.
substitucéni metoda feSeni.

vy

ad 4. Toto je jedna z nejtézsich funkcionélnich rovnic, s jakou jsem se setkal. Je
v ni dtlezité mit prehled o vétsiné trikd, které se v tomto prispévku naucite. Na
predndsce si ji vyfesime, téste se!

Zakladni metody feSeni

Zakladnimi metodami feSeni funkcionalnich rovnic jsou substitucni metoda a Cau-
chyho metoda.

Substituéni metoda

Substituéni metoda spociva, Feceno co nejobecnéji, v nasledujicim postupu: Pied-
pokladame, ze uz mame Feseni funkcionalni rovnice a vhodnym dosazenim za pro-
ménné se snazime ukazat, co by mélo toho feSeni splnovat. Nékdy nam vyjde
uziteénd vlastnost funkce (f(x) je suda, prostd, ... ), jindy pfimo tvar, jak musi
vypadat. Pokud dostaneme tvar funkce (nebo si ho odvodime z nalezenych vlast-
nosti), je nutné ho dosadit do zadani a zkouskou ovéfit, ze je skutecné reSenim.
Osvétlime si to na tloze (3):

Uloha. Najdéte vsechny funkce definované na celé realné ose spliujici funkcio-
nalni rovnici

fle+y)+2f(x—y)—4f(x) +xf(y) =3y* — 2 — 2xy + xy”.

ResSeni. Piedpokladejme, Ze néjaka f(x) je feSenim a ozna¢me f(0) = c. Funk-
cionalni rovnice je splnéna pro vSechny dvojice ¢isel z, y, je tedy splnéna i pro
dvojici ¢isel'® = x, y = 0, dosazenim za tuto dvojici dostaneme:

—f(z) 4 cx = —2?

neboli
f(z) = 2% + cx.

Dosadime-li v ziskaném vztahu 2 = 0, dostaneme navic f(0) = 0, tedy ¢ = 0 a
jedinym tvarem, jaky mtize mit nase funkce f(x), ziistal f(x) = 22. Z predpokladu,

13dosazujeme specidlni hodnoty za proménné, abychom dostali néjakou vlastnost funkce,
nebo konkrétni tvar
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Ze funkce f(x) Yesi nasi rovnici jsme odvodili, Ze nutné musi platit vztah f(z) =
= 22. Ted uz stad jen ziskany vztah dosadit do zadané rovnice a ovéfit, ze funkce
f(x) = 22 je fesenim nasi rovnice.

Vztah, ktery by urcoval, jak musi nutné vypadat funkce spliujici zadanou rov-
nici, nemusi jit z funkcionalni rovnice pfimo ziskat. Proto je tu Cauchyova metoda.

Cauchyho metoda
Cauchyho metoda se zaklada na postupném odvozeni chovani funkce pro pfirozena
¢isla, poté pro celd, posléze pro racionalni a s trochou Stésti (pokud to zadani
pozaduje) nakonec pro vSechna redlnd ¢isla.

Cauchyho metodu ozfejmime na tloze (2).

Uloha. Najdéte viechny spojité funkce f : R — R vyhovujici rovnici
fl@+y) = flx)+ fly); v,y eR.

Reseni. Piedpokladejme, Ze mame jedno takové feseni'* f(z). Dosazenim z = 0

a y = 0 zjistime, ze nutné!® plati f(0) = 0. Dosazenim'® y = —z dostavdme
f(—2) = — f(z). Matematickou indukci snadno'” dokdzeme vztah f(z1+xo+---+
+x,) = f(x1) + f(z2) + - + f(zn), specidlné pak pro 1 = z9 = - =2, =

vztah f(nx) = nf(x) pro kazdé redlné islo = a ptirozené(!) ¢islo n. Oznaéme si
f(1) = c. Pak f(n) = nf(1) = cn pro kazdé pfirozené ¢islo n. Volbou z = m/n
ve vztahu nf(z) = f(nz) dostdvame nf(m/n) = f(n-m/n) = f(m) = cm, neboli
f(m/n) = c-m/n. Vztah f(z) = cx tedy plati pro kazdé kladné(!) racionalni ¢islo
x. Diky vztahu f(0) = 0 a f(—2z) = —f(z) mame platnost vztahu f(z) = cx pro
kazdé(!) racionalni &islo z. ProtoZe je mnoZina racionalnich ¢isel Q hustd'® v R
a protoze je funkce f(x) spojitd, musi f(z) splilovat vzorec f(z) = cx na vSech
realnych cislech.

Zkouskou'® provedenou dosazenim do rovnice v zadani tlohy snadno ovéiime,
Ze funkce f(z) = cz, kde ¢ € R, je opravdu feSenim.

Ne vzdy je ale feseni takto pfimocaré a v jistém smyslu jednoduché. Mnohdy
je potfeba postupné, navzajem na sebe navazujicimi kroky, odvodit celou radu
skute¢nosti (vlastnosti), z nichZz kone¢né poskladdme, jak mtize funkce vypadat.

14Vibec nemusime védét jaké Feseni. Dilezité je si Fici: ,, Kdybychom Feseni méli, tak by pro
néj platily nasledujici véci ... “

15funkcionalni rovnice ma byt pro funkci f(x) splnéna pro viechny dvojice z,y € R, proto
musi byt splnéna i pro konkrétni dvojici hodnot z = 0,y = 0.

16rovnice je splnéna pro viechny dvojice z, y, takze musi platit i pro specilni volbu y = —x
Tha zacatku davame f((x1 + x2) + x3) = f(x1 +x2) + f(z3) = f(x1) + f(z2) + f(x3), atd.
187¢ Q je hustd v R znamena, ze libovolné blizko kteréhokoli realného ¢isla najdeme néjaké
racionalni c¢islo

19 Aspoii se zminit o zkousce je velice potfebné, protoze jsme zjistili, co by musela funkce
spliiovat, kdyby existovala, ale nevime jesté, jestli kdyz funkce spliiuje f(x) = cz, tak vyhovuje.
Mize se stat, Zze bude vyhovovat jen pro urcita ¢ nebo pro zadné.

19



Rapotin '07

Zakladni vlastnosti funkci

Funkce mohou mit tyto vlastnosti divérné zndmé ze stiedni skoly:

(a) sudd, resp. lichd: plati f(x) = f(—x), resp. f(x) = —f(—x) pro vSechna
reR

(b)  rostouct, resp. klesajict: pro libovolnd = < y je f(x) < f(y), resp. f(x) > f(y)
(¢) nezdpornd (nebo kladnd): f(x) > 0 (nebo f(x) > 0)

(d) prostd: funkce nenabyva Zadné hodnoty vic nez jednou (x # y = f(x) #
# 1Y)

(e) na: funkce nabyva vSech hodnot aspoii jednou

(f)  bijekce: funkce nabyvé vSech hodnot pravé jednou (kazdému x z definiéniho
oboru ndlezi pravé jedno f(x) z oboru hodnot)

(g) spojitd: zjednodusens Fedeno ji jde nakreslit jednim tahem

Tyto vlastnosti ve slozitéjsich tilohach velmi pomahaji, nebo jsou dokonce nut-
nym krokem k feseni. Rozeberme postupné jejich uzitec¢nost.

ad (a). Sudost nebo lichost uleh¢uje praci na polovinu, pokud je potieba fe-
$it rovnici zvlast pro kladnad a zaporna ¢isla. Pomaha téz, pokud ndm riznym
dosazovanim vyjde soustava rovnic — je dalsi pomocnou rovnici.

ad (b). Je velice dilezita, protoze muze v tlohach fesenych pomoci Cauchyovy
metody nahradit spojitost. Také z ni plyne, Ze je funkce prostd. Vyznamna je i
jeji slabsi varianta ¢ < y = f(z) < f(y), resp. f(x) > f(y), kterd taktéz muze
nahrazovat spojitost, ale uz nefika, ze je funkce prostd.

ad (c). Tato vlastnost se zkratka miize hodit :)

ad (d). Velice dilezita vlastnost, kterd davé f(a) = f(b) = a = b, pfifemz a a
b mtzou byt i vyrazy. Pokud je funkce zarovenn na??, dostavame, Ze je bijekct.

ad (e). V naprosté vétsiné piipadu zajistuje, ze pro kazdé x existuje y takové,
ze f(y) = z. Pokud je funkce zaroveii prostd, je to bijekce.

ad (f). Shrnuje v sobé vlastnosti funkce prosté a na a zérovein dodéva silnou
implikaci jestlize f(z) =y, tak f(y) = «.

ad (g). Jak bylo vidét v prikladu (2), feSeném pomoci Cauchyovy metody, hodi
se spojitost pfi rozsireni z néjaké husté ¢iselné mnoziny na R. Touto hustou ¢iselnou

mnozinou mohou byt vSechna racionalni ¢isla, vsechna iracionalni ¢isla, zlomky ve
tvaru a/2° kde a € Z, b € N, atd.

204 obor hodnot
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Franta Konopecky: Funkciondlni rovnice

Cviceni na vlastnosti funkci

Nyni nésleduje né€kolik cvic¢eni na predchozi uziteéné vlastnosti.

Cvicéeni. Ukazte, Ze

(i) z flx+y)=f(x)+ fly), z,y € R vyplyva, ze je f(x) licha.

() 2 (F(@) + F@)F@) + f(v)) = f(ou—yo) + Fav+yu) pro z,y,u,v € R,
plyne, Ze f(x) je suda. Napovéda k (ii): x = 0,u=1,v =1

Cviceni. UkaZte, Ze z kazdého z nésledujicich bodu plyne, Ze je funkce f(z)
rostouci, a tedy prosté (u (iii) jen neklesajici):

(i) Rf >R*:f(zf(y) = flay) + 2

(i) QF = QF:f(z+ flx)y) = f(2)f(y) a flz)>1

(i) R —>R:f(2®+y%) = f(?) + f*(y)

Cviceni. Ukazte, Ze z kazdého z nésledujicich bodu plyne, Ze je funkce f(x)
prostd, u (ii) a (iii) Ze je bijekei:

() R =R:f(2®+y?) = f(a®) + f2(y)

(i) R—R:f(z®+f(y)=y+(f(z)?

(i) QY —Q*: f(zf(y) = f(2)/y

Cviceni. Vyfeste na R funkcionélni rovnici f(x +y) = f(z) + f(y), kdyz vite,
Ze:

(i)  f(x) je neklesajici

(ii)  f(z) je omezena na néjakém intervalu (a,b)

Cvi€eni. Vyfeste na R funkciondlni rovnici f(z +y) = f(z)f(y), kdyz vite, Ze:
(i)  f(x) je neklesajici

(if)  f(x) je spojita na néjakém intervalu (a,b)

Dalsi tipy a triky

Tip ¢.1: Nenechte se vazat tim, Ze jsou x a y redlné proménné. Napiiklad f(z) je
hodnota funkce v ¢isle x, takze je to také ¢islo, a mizete ho bez problému za x
nebo y dosadit.

Tip ¢.2: Pokuste se na nékteré strané vhodnym dosazenim dostat symetricky vy-
raz?!. Symetricky vyraz VAm pomiize nasledovné: v piikladu s funkcif : R* — R+
a rovnici f(zf(y)) = f(zy) + x vezméme x = f(t) a dostaneme

FEDF W) = FF@Oy) + f(1) = Fty) +y+ f(t); ty R

2lsymetricky je takovy vyraz, e v ném muzeme prohodit ndzvy proménnych, aniz by se vyraz
zménil. Piikladem jsou f(x) + f(y) nebo f(f(z)f(y)).
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Vyraz na levé strané je symetricky, proto 1ze proménné prohodit i na pravé strané:

fty) +y+ f(t) = f(yt) +t+ f(y).

Odtud uz snadno dostaneme f(t) —t = f(y) — y, vyraz f(t) — ¢ nezavisi na t a
proto musi platit f(¢) =t + const.

Tezké priklady

V naésledujicich ptikladech hledejte vSechna feseni funkcionalnich rovnic na zada-

nych oborech. Rovnice jsou splnény pro vsechny hodnoty z oboru, neni-li fe¢eno

jinak.

Priklad. RT — RT : 2%(f(2) + f(y)) = (x + y) f(f(2)y). (Celostatni kolo MO

2004)

Piiklad. RT — R : f(zf(y)

Piiklad. QT — QT : f

Piiklad. QT — Q™' : f

Piiklad. R —R: f(2?+ f(y)) =y + (f(2))%. (IMO 1992)
_|_

Piiklad. R — R: (f(x)
2002)

Piiklad. R —R: f(z — f(y)) = F(f(v)) + 2f(y) + f(z) — 1. (IMO 1999)

= f(xy) + x. (Celostatni kolo MO 2002)
— f(z)/y. (IMO 1990)

Literatura

K prispévku byly pouzity znalosti z textu Pavla Podbrdského, ktery najdete na
http://mks.mff.cuni.cz/library/funkcionalni_rovnice2/
funkcionalni_rovnice2.ps
Dale jsem pouzil informace ze stranek Johna Scholese, kde najdete nespocetné
munoZstvi olympijskych piikladt vSech typt. (Je jich tam kolem 4000, z nich asi
polovina s feSenim) Nachézi se na adrese http://www.kalva.demon.co.uk/
Poslednim zdrojem byla knize¢ka Skoly Mladych Matematikti Funkciondlni rov-
nice.
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Tézké priklady na zobrazeni
‘ Franta Konopecky

Uvod

Toto bude doplnkovéa prednéska k tomu, co se nestihlo na minulém soustfedéni.
Bude naro¢na a budou se na ni dé€lat brutality. Pochopitelné, ale brutality. Je
doporuceno pred ni shlédnout prednisku z minulého soustfedéni.

Nelehké priklady

Piiklad 1. Obrazy stiedu S kruznice opsané trojiuhelniku ABC' v osovych sou-
mérnostech podle pfimek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A; B;Cy. Do-
kazte, Ze je tento trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.

Priklad 2. Jsou ddny dva rizné body A, B a kruznice k(5, r). Sestrojte vSechny
kruZnice, které prochazeji body A, B a vytinaji na kruznici k tétivu délky |AB).
Bonbének: Jak by to bylo s obecnou tétivou?

Priklad 3. Sestrojte na stranidch AC, CB daného trojuhelniku ABC po fadé
body X,Y tak, aby tsecky AX, XY a Y B byly shodné.

Piiklad 4. Na ptimce h jsou dany body A, C, E v tomto potradi. Ve stejné polo-
roving vytaté pfimkou h jsou pak rovnostranné trojuhelniky ABC a CDE. Stied
usecky AD oznaéme Sap, stfed BE oznaéme Spg. DokaZte, Ze je trojihelnik
CS 4pSpE rovnostranny.

Piiklad 5. KruZnici k£ je vepsan rovnostranny trojuhelnik ABC. Dokazte, ze
pro libovolny bod X kruznice plati: Nejvétsi ze vzdalenosti bodu X od vrcholi
trojuhelniku ABC' je rovna souctu jeho vzdélenosti od zbyvajicich dvou vrcholu.

Piiklad 6. Je dén obecny trojihelnik ABC, ktery m4 ke svym strandm p¥ipsany
rovnostranné trojuhelniky BC' X, ACY, ABZ. Dokazte, ze se primky AX, BY aCZ
protinaji v jednom bodé a ze déle plati |AX| = |BY| = |CZ|.

Priklad 7. V roviné je dan trojthelnik PQX, kde |PQ| = 3cm, |[PX| = 2,6 cm,
|QX| = 3,8 cm. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC tak, aby se jemu vepsand
kruznice dotykala pfepony AB v bodé P, odvésny BC v bodé @ a aby bod X
lezel na ptimce AC.

vvvvvv

Piiklad 8. Je dan pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABC' s pravym thlem
pfi vrcholu C' a bod X uvnitf tohoto trojihelniku. Dokazte, ze délky |AX|, | BX|
a v/2|XC| jsou délkami stran trojihelniku.
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Piiklad 9. Kruznice k1 a ko maji vnéjsi dotyk v bodé A a soucasné se obé
dotykaji zevniti kruznice k v bodech Ay a As. Bod P je jeden z vnéjSich pruseciki
spole¢né vnitini teény kruznic k1 a ko s kruznici k. Nakonec, body B; jsou druhé
priseéiky pfimek PA; s kruznici k; (i = 1,2). Dokazte, Ze se pfimka Bj By dotykéd
obou kruznic k1, k».

Priklad 10. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfthelnik. Oznacéme postupné P, Q a R
paty kolmic z bodu D na pfimky BC,CA a AB. Dokazte, ze |PQ| = |QR| pravé
tehdy, kdyz se osy thla ABC a ADC' protinaji na pfimce AC.

Slibené brutality

Priklad 11. Necht ABCD je dany konvexni ¢tyfuhelnik s riznob&znymi stra-
nami BC a AD. Body E, F lezi po fadé uvnitf stran BC' a AD tak, ze Ig—gl = %.
Piimky AC' a BD se protinaji v bodé P, pfimky BD a EF v bode Q, pfimky EF
a AC v bodé R. Uvazujme vSechny trojuhelniky PQR pro ruzné polohy bodu F
a F'. Ukazte, Ze kruznice opsané témto trojihelniktim maji spole¢ny bod rizny od
P.

Priklad 12. V roviné je dan trojuhelnik K LM a bod A lezici na polopfimce
opac¢né k polopfimce K L. Sestrojte pravouhelnik ABC D, jehoz vrcholy B,C a D
lezi po fadé na pfimkidch KM, KL a LM. (Calabek ... )

Zdroj
Minuly pfispévek do sbornic¢ku s nazvem Geometrickd zobrazeni. Najdete ho na
strankach Prasitka (http://mks.mff.cuni.cz) v Knihovné.
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Konstrukce pomoci koulitka a rovinitka

\ Ansa Lauschmannovd

Na prednasce si ukdzeme feSeni nasledujicich tloh, v nichz mas k dispozici pouze
koulitko a rovinitko (pfipadné jen koulitko). Koulitko funguje tak, ze ho zabodnes
do néjakého bodu trojrozmérného prostoru, nastavis polomér a opises tomuto bodu
sféru (podobné jako kruzitkem opiSe§ kruznici). Rovinitko umoziuje narysovat
rovinu uréenou danymi tfemi body (podobné jako pravitkem narysujes pfimku
prochéazejici dvéma body).

Priklad 1. Sestrojte kouli opsanou danému étyfsténu.

Priiklad 2. Sestrojte rovinu, ktera prochdzi danym bodem a je rovnobézna k da-
né roviné.

Piiklad 3. Sestrojte ¢tyistén, jsou-li zadana tézisté jeho stén.

Priklad 4. Sestrojte kouli vepsanou danému étyfsténu.

Priklad 5. Necht jsou dany body S, Sag, Sp, Scp, které nelezi v jedné roviné.
Sestrojte ¢tytstén ABC D takovy, ze S je stfed koule jemu opsané a Sap, Spp, Scp
jsou po fadé stiedy hran AB, BD,CD.

Piiklad 6. Sestrojte kouli, kterd prochazi danymi dvéma body a dotyka se da-
nych dvou kouli.

Piiklad 7. Nechf jsou dany nekolinearni?? body T4, Va, Tc, pfimka p mi-
mobézna s pfimkou T4V a tsecka délky d. Sestrojte ¢tytstén ABC D takovy, ze

A na sténu BCD, bod B lezi na pfimce p a vzdalenost |CVy4| je rovna d.

Priklad 8. Sestrojte krychli pouze koulitkem, jsou-li ddny délky sténové a
télesové thlopticky.

Poznamka na zaver

Vsech osm 1loh je pfevzato ze 6. série 19. ro¢niku naseho seminare, takze pokud si
feSeni radéji prectes v klidu domova, nez vyslechne$s na prednasce, na prednasku
uréité nechod.

22Tedy takové, Ze nelezi na spoleéné piimce.
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Uvod do kryptolégie
\

Rasto Olhava

Uvod

Ludia sa uz od nepaméti snazili uchovat svoje tajomstva. Problémy vSak nastavaju
ak sa chceme s niekym so svojimi tajomstvami podelif, ale tak aby sa o nich
ostatné neziadice osoby nedozvedeli. Tento problém sprevadza ludstvo uz mnohé
staroc¢ia a dokonca podmienil vznik novej vedy kryptoldgie. Pocas tejto prednasky
si objasnime zakladne pojmy z tohto oboru a vyskisame si spésoby rieSenia na
konkrétnych prikladoch.

Zékladné pojmy

otvoreny text. povodny text, ktory ideme zaSifrovat
Sifrovy text. zaSifrovany otvoreny text

kryptografia. veda zaoberajica sa Sifrovanim t.j. zmenou vzhladu textu tak
aby bol obsah textu skryty

kryptoanalyza. veda zaobeajica sa deSifrovanim t.j. odhalenim obsahu Sifro-
vého textu

kryptolégia. vedna disciplina skladajica sa z kryptoanalyzy a kryptografie
monogram. jedno pismeno

bigram, trigram, ..., polygram. skupina susediacich pismen v pouzivanej
abecede, napr. pentagram PRASE

Sifrovy systém (alebo algoritmus). akykolvek systém, ktory vieme pouzit
na zaSifrovanie otvoreného textu

Poznamka. Zistilo sa, Ze utajovanie Sifrového systému je vo viacerych pripadoch
nemozné, a preto je vo vicsine pripadov kryptoanalytikom Sifrovy systém znami.
Ako je teda mozné, Ze ak poznaju spdsob utajenia, nie je ich tloha uz vyriesena?
Odpovedou je velkost mnoziny klicov. Aj pri pouziti rovnakého Sifrového systému
sa zmenou klica dostdva pred codebreakra (z ang. kryptoanalytik) tplne novd
tloha. A teda ¢im vicsia je mnozina klucov, tym fazsie je ,odskusat vsetky moz-
nosti(kluce)“. Teda jednym zo znakov dobrej Sifry je aby velkost mnoZiny kltacov
presiahla moznosti vypocetnej kapacity aj tych najrychlejsich pocitacov.
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Rasto Olhava: Uvod do kryptolégie

Klasické Sifry

Najstarsie, a teda aj najjednoduchsie Sifry delime na dve zékladne typy: substi-
tucné a transpozicné. Principom substituénych Sifier je nahradenie znaku z otvo-
reného textu inym (nie nutne inym) znakom, podla ur¢itého pravidla. Pri¢om pri
transpozi¢nych Sifrach zamenime len poradie znakov v texte.

Modularna aritmetika

Este pred uvedenim jednotlivych Sifier by sme mali vediet ¢o je moduldrna aritme-
tika. Zjednodusene je to aritmetika v ktorej pocitame len na obmedzenej mnozine
¢isel napr. my budeme poéitat na mnozine 0,1,...,25, pretoZze budeme pouzivat
anglickl abecedu, ktora obsahuje 26 pismen. V praxi to bude vyzerat tak, Ze ak
posunieme napr. pismeno Y (A =1, B =2, ... ) o pismeno E, ziskame pismeno
D, pretoze Y = 25, E =5 a 25 + 5 = 30, lenze pocitame len na mnozine zvyskov
po deleni 26, kde sa ¢islo 30 nenachadza. A tak ¢islo 30 reprezentuje také pismeno
aké reprezentuje jeho zvysSok po deleni 26, ¢o je 4 = D.

Prehlad sifier

Caesarova Sifra. Sifrovy text vznikne z otvoreného posunutim kazdého znaku
o k znakov. Cislo k je v tomto pripade rovnaké vo vietkych pripadoch. Nevyhodou
je, ze pocet moznych klacov (hodnét ¢isla k) je obmedzeny poc¢tom znakov, ktoré
pouzivame (oznacim si ho ako n), a teda nie je problémov ich vSetky odskusat.

.....

Jednoducha zamena. Kazdy znak je nahradeny nie nutne, ale vi¢§inou inym
znakom z abecedy, ktort pouzivame. Takze klic¢om je konkrétna permutécia zna-
kov abecedy, ktort pouzivame. Velkost mnoziny kli¢ov sa ndm teda rapidne zvysila
(n!) .

Vigenerova Sifra. Je podobna ako Caesarova Sifra s tym rozdielom, Ze pocet
znakov o kolko postivam abecedu nie je rovnaky pre vSetky znaky v otvorenom
texte, ale len pre kazdy s-ty znak. To znamena, ze kla¢om je refazec znakov odlzky
s, v ktorom kazdy jeho znak reprezentuje prislusny posun.

Vernamova Sifra. Zatial jedind dokazatelne absolitne bezpecna Sifra. S otvore-
nym textom s¢itame nadhodny refazec - kIt¢. Nevyhodou je potreba predania klica
adresdtovi. Na to mozeme pouzit len cesty aké méme a tie nie st bezpecné, pretoze
by sme nimi potom mohli posielat priamo otvoreny text bez nutnosti zaSifrovat
ho.

Transpozi¢né Sifry. Ako je uz vyssSie uvedené ich principom je zmena poradia
pismen v otvorenom texte. Ich pouZitie vieme Tahko rospoznat podla toho, Ze
v Sifrovom texte je rovnaky vyskyt znakov ako v beznom jazyku.

Priklad 1. Vieme, Ze nasledujici text bol vytvoreny jednoduchou zdmenou z an-
glického textu, a dalej vieme, Ze medzery v povodnom texte boli pred zaSifrovanim
nahradené pismenom Z. Najdite otvoreny text.
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MJZYB LGESE CNCMQ YGXYS PYZDZ PMYGI IRLLC PAYCK
YKGWZ MCWZK YFRCM ZYVCX XZLZP MYXLG WYMJS MY G-
PZYWCAJ MYCWS ACPZY XGLYZ HSWBN ZYXZT YTGRN VY-
MJC POYMJ SMYCX YMJZL ZYSLZ YMTZP MQYMJ LZZYB ZG-
BNZ YCPYS YLGGW YMJZP YMJZL ZYCKY SPYZD ZPKYI JS-
PIZ YMJSM YMJZL ZYSLZ YMTGY GXYMJ ZWYTC MJYMJ
ZYKSW ZYECL MJVSQ YERMY MJCKY CKYKG

Priklad 2. Nasledujuci Sifrovy text vznikol z anglického textu, v ktorom boli
medzery nahradené pismenom Z, pomocou Vigenerovej Sifry. Zistite dizku kltca,
kIué a povodny otvoreny text.

HQEOT FNMKP ELTEL UEZSI KTFYG STNME GNDGL PUJCH
QWFEX FEEPR PGKZY EHHQV PSRGN YGYSL EDBRX LWKPE
ZMYPU EWLFG LESVR PGIJLY QJGNY GYSLE XVWYP SRGFY
KECVF XGFMV ZEGKT LQOZE LUIKS FYLXK HQWGI LF

Zaver

Tymto chcem podakovat Martinovi Dunglovi, ktorého prispevok o $ifrach mi po-

......

priamo pouzité v mojom.

Zdroje

http://www.karlin.mff.cuni.cz/ tuma/nciphers.html
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RSA a teorie cisel
\ Jakub ,SnEk* Oprsal

Definice. Bud n pfirozené ¢islo. Rekneme, ze ¢&isla a,b € N jsou kongruentni
modulo n pokud n | (a — b). Ekvivalentné pokud a a b davaji stejny zbytek po
déleni n. Zapisujeme a = b (modn)

Véta. (Fermat) Necht a € N a p je prvocislo, navic plati p f a pak plati:
a?”'=1 (mod p)

Diikaz. Uvazme mnozinu &isel {a,2a,...,(p — 1)a}. Tyto &isla dévaji po dvou
rizny zbytek po déleni p, nebot kdyby ne, tj. ka = la (mod p)) pro néjaka k,l €
1,2,...p—1ak >, pak dostavame p| (ka —la) = (k —1)a. Tedy p déli bud a, coz
je ve sporu s predpokladem véty, nebo k — [, coz je ¢islo mensi nez p, kazdopadné
dostavame spor. Z toho lze také vidét, ze vSechna déavaji nenulovy zbytek po déleni
p. Tedy nabyvaji vSech zbytkd, proto plati:

(p—1=1-2---3=a-2a---(p—a=(p—-1)"a’! (mod p)

Protoze (p—1)! je nesoudélné s p mohu tuto kongruenci pokratit a dostanu tvrzeni
véty. O

Véta. (Euler) Necht a,n € N jsou dvé nesoudélnd ¢isla a ¢(n) je pocet ¢isel
mensich nebo rovnych n, ktera jsou s n nesoudélna, pak plati:

a?™ =1 (mod n)

Lemma. (Vypocet Eulerovy funkce)  Necht n = p{'p3?---pp* je prvociselny
rozklad ¢isla n (tedy p; jsou po dvou riiznd prvocisla a «; jsou prFirozend). Pak
plati:

e(n) =(p1 — 1)pt* " p2 — ps> "+ (i — 1)pzrl _

~(-2)(-2) (-3)

Definice. Necht n je prirozené a p prvocislo, pak vddem ¢isla n modulo p na-
zveme nejmensi takové pFirozené ¢islo k, Ze n* =1 (mod p).
Lemma. Necht p je prvocislo a n je pFirozené ¢islo nesoudélné s p a k jeho fad.
Cisla a a b jsou libovolnd nezdporné cela. Pak plati:
(i) n** =1 (mod p)
(ii) n* =n® (modp) <= a=b (mod k)
(iii) k[ (p—1)
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Definice. Necht n je prirozené cislo. Prirozené ¢islo a nazveme primitivnim pro-
kem modulo n, pokud je fadu ¢(n). Ekvivalentné pokud a,a’,...,a?™ davaji
vSechny zbytky modulo n, které jsou s n nesoudélné.

Lemma. Je-li p liché prvocislo, pak existuje primitivni prvek modulo p.

Véta. Necht p je prvodislo, pak plati:
(p—1D!'+1=0 (mod p)

Véta. (Rabin-Millertiv test prvoéiselnosti)  Pokud n je pFirozené ¢islo, pak plati
implikace:

n—1

n je prvocislo=Va € {1,2,...,n—1}:a 2

=+1 (modn)
Definice. Prirozené ¢islo n nazveme Carmichealovym pokud pro néj plati:
VaeN:a"=a (mod n)

Carmichaelova ¢isla maji vyznam v tom, Ze co se tyc¢e prvociselnych testi jsou
velmi tézko rozeznatelnd oproti prvocislim (diky tomu se jim ¥ikd pseudoprvo-
¢isla). Nejmensi Carmichaelova ¢isla jsou 561 = 3-11-17, 1105 = 5-13-17 a
1729 =7-13-19.

RSA

Sifrovaci algoritmus RSA patii mezi asymetrické sifry, tedy pro zasifrovani a od-
Sifrovan{ jsou pouZity dva rizné (tedy relativné rtizné) algoritmy. Kviili tomuto se
musi vygenerovat dva klice a to soukromy a verejny. Klice se generuji nasledovné:
(i) Vybereme dost velkd a dostateéné ndhodné prvocisla p a q.
(ii) Spocitdme n = pg a hodnotu Eulerovy funkce ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1).
n bude pouzito jako c¢ast obou klicl, bude se pouzivat jako modul pro
veskeré operace.
(iii) Zvolime nédhodné e takové, ze 1 < e < p(n) a e je nesoudélné s p(n), toto
e bude soucasti vefejného klice.
(iv) Ze znalosti p(n) spocteme d tak, Zze de = 1 (mod ¢) (n), d bude pouzito
jako soucast soukromého klic.
Tedy méme vefejny kli¢ a to dvojici éisel (n,d) a soukromy kli¢, dvojici (n, e).
Algoritmy na zaSifrovani a odsifrovani jsou jednoduché. Tajnou zpravu, kterou
pfevedeme do néjakého rozumného ¢iselného formatu, zasifrujeme tak, ze ji umoc-
nime na e modulo n. OdSifrujeme tak, ze Sifrovy text umocnime na d opét modulo
n.
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Uvedme jesté jeden nerealny, zato o to ¢itelnéjsi, piiklad pouziti RSA. Nejdiive
si vymyslime dvé prvodisla, tfeba p = 17 a ¢ = 29, spocitdme n = 17 - 29 = 493 a
©(n) = 448 Zvolme si n&jaky rozumny vefejny kli¢c e = 33 (e musi byt nesoudélné
s p(n) = 448) a spocitdme k nému soukromy ed + ko(n) = 1, pouzijeme Euklidav
algoritmus na ¢isla e = 33 a p(n) = 448 a vyjde ndm d = 353 a jako balast
k = —26.

A nyni si vyzkouSejme nase klice s tajnou zpravou m = 42. Nejdfive zaSifrujeme:
s = m® mod n = 4233 mod 493 = 93,
a pak odsifrujeme:
m = s mod n = 93°*® mod 493 = 42.

Takze to funguje ;-) (Pro¢, to uz urité tusite.)
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Kvadratické zbytky
\

Jakub ,snEk* Oprsal

Definice. Necht a € Z an € N. Rekneme, Ze a je kvadratickym zbytkem modulo
n pokud existuje ¢ € N takové, Ze ¢ = a (mod n). V opaéném piipadé fekneme,
ze a je kvadratickym nezbytkem.

Definice. Necht p je liché prvocislo a a € 7, pak definujeme Legendretiv symbol
(%) nasledovneé:

0  propla
(a) =< +1 pokud a je kvadratickym zbytkem a p fa

b —1 pokud a neni kvadratickym zbytkem

Lemma. (Pocet kvadratickych zbytkt)  Necht p je liché prvocislo, pak mezi
¢isly 1,2,...,p — 1 je prave % kvadratickych zbytkiti modulo p a stejné tolik
kvadratickych nezbytkii.

Véta. (Eulerovo kritérium)  Necht p je liché prvocislo a a € Z, pak plati:

()

Diikaz. Pfipad pla je jednoduchy, zaméfime se tedy na piipad p fa. Podle malé
Fermatovy véty plati:

|

(mod p)

a?~t =1 (mod p)

(a%1 + 1) (a%1 — 1) =0 (mod p)

Tedy a’r =41 (ProtoZe p je prvoéislo.)
Je-li a kvadraticky zbytek pak plati, Ze existuje ¢ € Z takové, ze ¢ = a tedy
a2 =cP71 =1 (opét podle malé Fermatovy véty), tedy pro kvadraticky zbytek

véta plati. Navic zadné jiné ¢islo kromé "2;1 nenulovych kvadratickych zbytkt

modulo p nemiize splnovat a7 —1= 0, protoze leva strana této kongruence je
mnohoclen stupné % a proto méa tattz 11rovnice nejvyse % kotfentt modulo p.
Tedy pro kvadratické nezbytky plati: a“z = —1. |
Uvazme dvé reprezentace zbytkt po déleni né€jakym lichym prvocislem p a to
mnoziny:
_ p—1 p—1
M—{_T,...,_170’1’...’T}

N ={0,1,...,p—1}
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Dale pro néjaké celé ¢islo a (p fa) uvazme posloupnosti délky p — 1:

M(a):<mk GM:kG{l,Q,...,%},kazmk (modp)>
N(a)=<nk 6N:k€{1,2,...,p2;1},kaznk (modp)>

Ozna¢me m(a) pocet zépornych ¢lentt M(a) a obdobné n(a) pocet ¢lent N(a)
vétsich nez %. Uvédomme si, ze zaporné ¢leny M (a) dostaneme z ¢lentt N(a),
které jsou vétsi nez ”2;1 tak, Zze od nich odeéteme p, tedy specidlné dostavame
n(a) = m(a).

Zamyslime-li se hloubéji snadno pfijdeme na to, Ze pokud v posloupnosti N(a)
zménime znaménka vsech ¢lend na kladna (ozna¢me takovou posloupnost N*(a))

dostaneme vSechny zbytky od 1 do pz;l, nebot kdybychom uvézili posloupnost

M_(a)={<m_eM:ke{l,2,..., 55}, ~ka=m_; (modp)}

Tak tato posloupnost mé pravé ¢leny opacénych znamének, nez M(a) a obé po-
sloupnosti dohromady maji za ¢leny vSechny nenulové zbytky modulo p.

Véta. (Gaussovo lemma) Necht a € Z a p je liché prvocislo, navic p f a, pak

plati:
<a> = (~1)™@ = (—1)@
p

Diikaz. Protoze m(a) = n(a) stadi ndm dokézat prvni rovnost. Plati:

(p; 1>! - H = (*1)m(a) klika = (*l)m(“)aprl (p; 1>!

meM™(a)

Pokracenim (%)‘ (coz je jisté nesoudélné s p) na obou stranich a pouZitim
Eulerova kritéria dostaneme kongruenci 1 = (—1)™(®) (%), coz lze snadno upravit
do pozadovaného tvaru vynasobenim (—1)"(®), O

Véta. (Zékon kvadratické reciprocity)  Necht p,q jsou dvé lichd prvocisla, pak
plati:

I/~

[SH k]

~——
Il

(p=D)(g=1) [ q
—1 1 =
)
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Lemma. (Nutnost ¢étyt ¢tvercti) Necht k,m € NU {0}. Cislo 4™(8k + 7) nelze
zapsat jako soucet nejvyse t¥i ¢tvercti prirozenych cisel.

Véta. (Lagrange) Kazdé pfirozené ¢islo lze zapsat jako soudet nejvyse Ctyf
Ctvercl prirozenych cisel.
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Matematicka heuristika
\ Pavel Patak

Uvod

Pokud nés feSeni prikladu nenapada na prvni pohled, musime systematicky vy-
zkouset mnozstvi moznosti. Matematickd heuristika se zabyva tim, jak nejrychleji
nalézt tu spravnou. Ukazuje se, Ze existuje par postupi, které vedou k cili témér
vzdy. Ty nejpouzivanéjsi si vysvétlime a ukazeme na piikladech.

Dikazy existence

Chceme-li dokazat, ze néjaky objekt existuje, témér jisté vyuzijeme jedno z nésle-
dujicich tvrzeni.

Tvrzeni. (Nutnd existence) Jde-li dany objekt zkonstruovat, pak existuje.
Piiklad. Necht a € N. Dokazte, Ze rovnice 22 — y? = a® m4 celoéiselné Feseni.

Tvrzeni. (Dirichlettv princip)

(1) Je-li n+ 1 perel rozdéleno do n Supliki, pak existuje alespoii jeden Suplik,
ve kterém jsou alespon 2 perly.

(2) Vlétlo-li alespori kn + 1 holubti do k dér holubniku, pak existuje alespori
jedna dira, do které vlétlo vice nez n holubt.

(3) Je-li nekoneéné mnoho molt v koneéné mnoha skfinich, asponn v jedné
z nich jich musi byt nekonecné.

Cviceni.

(1) Kolik osob je minimélné zapotifebi, abychom mohli tvrdit, Ze existuji 3
osoby majici narozeniny ve stejny den?

(2) Ve étverci o strané délky 7 je 51 bodi. Dokazte, ze vzdy existuji tfi body,
které lezi v kruhu o poloméru 1.

(3) Stielecky ter¢ ve tvaru rovnostranného trojihelnika byl 17-krat trefen. Co
milzeme Fict o0 minimu vzdalenosti mezi jednotlivymi trefami?

(4) Kazdy bod prostoru je obarven ¢ervené nebo modie. Ukazte, Ze existuje
kvadr, jehoz vrcholy maji vSechny stejnou barvu.

(5) Kazdy bod prostoru je obarven modfe, ¢ervens ¢i zelens. Ozna¢me M, C,
Z mnoziny vsech ¢isel r takovych, ze existuje usecka délky r, jejiz oba kon-
cové body jsou modré (Gervené, zelené). DokaZte, ze alespoi jedna z téchto
mnozin obsahuje vSechna kladna realna cisla.

(6) Body s celoéiselnymi soufadnicemi nazyvame miiZzové body. V prostoru
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vybereme libovolnych 9 miizovych bodi Bi, Bs,...By. Dokazte, ze stfed
jedné z usecek B;B; (1 <i < j <9) je mfizovym bodem.

(7) V obdélniku 10x17 je 74 bodt. Dokazte, Ze existuji dva, jejichz vzdalenost
je maximalné 2.

(8) Necht p je prvocislo vétsi nez 3 a n piirozené ¢islo takové, ze p™ ma v de-
sitkovém zapisu 20 cifer. Dokazte, Ze alespon jedna z cifer se objevuje vice
nez dvakrat.

(9) Necht P je mnozina n prvocisel. M bud mnozina vice nez n pfirozenych
¢isel, z nichz zadné nemé prvocinitele, ktery by nelezel v P. Dokazte, ze
existuje T' C M takové, Ze soucin vSech ¢isel z T je Ctverec.

Dirichletav princip je specidlni pfipad néasledujici hrizostrasné vypadajici véty:

Véta. (Ramsey) Pro kazdé n a pro kazdou t-tici ¢isel ki, ks, ... ,k, existuje
éislor(ky, ka, ... , ki;n) takové, ze pro kazdou mnozinu A, kterd m4 alespori rprvki
plati: Rozdélime-li vSechny n-prvkové podmnoziny A do t prihradek Ty, 75, ... , T,
pak existuji ' C A a i takové, ze F' ma velikost aspon k; a kazda n-prvkova
podmnozina F nalezi do T;. Nejmensi takové cislo r se nazyva Ramseyovo ¢islo.

Trivialni ptipady jsou:

t

r(ki,. .. 7kt;1):1+2(ki—1)
i=1

r(ki,ryr) =r(r ky;r) =k

Je-li nékteré k; je mensi nez n, plati navic r(ky,... ,ky;n) = k.
Ostatni Ramseyova ¢isla se nazyvaji netrivialni. Je jich znamo 12. Pro zbyla
¢isla mame jen hrubé odhady. Napf.

ki+ ko —2
klka S T(klak2;n) S < ! i 2 )
ki —1

Priklad. Mezi Sesti lidmi vzdy existuji 3 lidé, ktefi se navzajem neznaji nebo tii
lidé, ktefi se navzajem znaji. Pro 5 lidi to jiz neplati.

Nevime-li, jak v existen¢nim ditkazu zacit, zkusime vyuzit nésledujici jednodu-
ché tvrzeni:

Tvrzeni. (Existence maxima a minima) KaZda koneénd mnozina ¢isel obsahuje
maximéalni a minimalni prvek.

Prosté si vybereme néjaky objekt, ktery je svym zptisobem vyjimecny.
Cviceni.
(1) Dokazte, ze kazdy konvexni mnohostén obsahuje dvé stény se stejnym po-
¢tem hran.
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(2) V roviné je n studni a n domt. Dokazte, Zze domy jdou spojit se studnami
tak, ze zadné dvé cesty se nebudou kiizit.

(3) V roviné je dan kone¢ny pocet bodi, které nejsou vSechny kolinearni. Do-
kazte, ze existuje pfimka, kterd prochazi pravé pres dva z nich.

Dukazy neexistence

Méme-1i dokdzat, Ze néco neexistuje, bud najdeme né&jaky vhodny invariant, ¢i
zvolime dikaz sporem.
Cviceni.

(1) Na kazdé pole Ssachovnice 7x7 postavime jezdce, je mozné potdhnout vSemi

jezdci naraz dle Sachovych pravidel?
(2) Mize pro piirozena &isla a, b, ¢ platit (2% —1)(2° — 1) = 22" 4+ 1?

Vyuziti symetrie

Ackoli se symetrie nejéastéji vyuziva v geometrii, mizeme ji uplatnit téméf kdekoli.
Je-li problém symetricky, usetii nam to spoustu c¢asu a prace. Mame-li divod
se domnivat, Ze je symetrické i feSeni, rovnou odvrhneme vSechny nesymetrické
napady. Specidlnim pfipadem je tzv. princip nedostateéného duvodu, tj. tvrzeni,
ze kde neni diivod na rozliSeni, tam nemuze byt rozdil.

Priklad. Roznéasobte (a + b+ c)(a? + b + ¢ — ab — ac — be)

ResSeni. Vzhledem k symetrii vime, Ze vysledek je tvaru A(a®+b>+c3)+ B(a?b+
+a?c+b?a+bic+c?a+c?b)+C(abe). A okamzité vidime, ze A = 1, B =0,C = —3.

s . v (d=b)(d—c) |, (d—a)(d—c) , (d—a)(d—b)
Priklad. Zjednoduste @) a=0) T t=a)o=c) T (c=a)(c=b)

ReSeni. Nejprve si véimneme, 7e vyraz je symetricky vzhledem k a, b, c. Aby mél
vyraz smysl, musi platit a # b. Ze symetrie tedy a #b # c # a

Dany vyraz je vlastné polynom P(d) (nejvyse druhého stupné). Dosazeni d = a
a symetrie davd, ze P(a) = P(b) = P(c) = 1. Jedna4 se tedy o konstantni polynom
a vyraz je vzdy roven jedné.
Priklad. Najdéte maximum vyrazu xy za podminek z +y =1,2 > 0,y > 0.

ResSeni. Vztahy jsou symetrické, mizeme tedy ocekdvat, Ze maximum nastane

prox =y = % Nemé diivod nastévat jinde. Ovérime to: Bud z = %—l—e, y= % —e.
Pak zy = i — €2, tedy maximum skuteéné nastava pro e = 0
Cviceni.

(1) Dva hra¢i pokladaji mince na obdélnikovy stil tak, aby se nepfekryvaly.
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Kdo jiz nemaze polozit minci na stdl prohral. M4 néktery z hraca vyhra-
vajici strategii? Jestli ano, kdo a jakou?

(2) Dokazte pro a,b,c > 0 nerovnost 2 + €2 + 9 > g+ b+ c.

(3) Najdete minimum vyrazu a3 + x3 + ... + 22 za podminek 0 < x; < 1 a
T +axo+ ..., = 1. sy

(4) V libovolném trojihelniku plati § < {43 < 3. Pritom odhad 3 nejde
zlepsit.

Hledani zakonitosti

KdyZz uz nés nenapada nic jiného, zkusime si napsat par jednoduchych priklad,
vytesit problém pro malé ¢isla apod. Postupujeme pfitom systematicky, abychom
se vyhnuli zbytecné praci. Tfeba nas ¢asem néco napadne.
Cviceni.
(1) Bud Sy posloupnost 1,2,3.4, ... vSech pfirozenych ¢isel. Necht S, 11 vznikne
z S, tak, ze Cisla z S, kterd jsou délitelnad n zvétsime o jednicku. Sy je
tedy posloupnost 2,3,4,5,6,7, ... a S3 posloupnost 3,3,5,5,7,7, ... . Najdéte
vSechna pfirozend ¢isla, pro kterd plati, Ze prvnich n — 1 ¢lent .S, mé stej-
nou hodnotu.
(2) Definujme rekurentné zadanou posloupnost a3 = 1,a2 = 1,a3 = 2,

Gp410n42 +7
Qp

Ap+3 =

pro n > 0. Dokazte, ze vSechna ¢leny jsou pfirozena cisla.

Ostatni postupy

Metod jak fesSit matematické ulohy existuje pochopitelné celd fada, uvedu jen
letmy vycet dalSich metod: kresleni obrazkit, preformulovani zadani, modifikace
problému (dokazeme silngjsi tvrzeni), vybér vhodného oznaceni, rozdéli problému
na specialni pfipady, zpétny postup, nepfimy postup, zevseobecnéni.

Pii feSeni kazdého pfikladu se vzdy snazme sviij postup reflektovat. NaSe schop-
nosti Tesit cokoli se velice rychle zvysi, pokud si uvédomime, Ze ke kazdému pri-
kladu se hodi jind metoda a dovedeme co nejrychleji vybrat tu spravnou. Ale
pokud nic nevime, tak je nam i sebelepsi heuristika na nic.

38



Geometria

\ Zuzka Pébisovd

Na prednaske si zopakujeme vety o obvodovych a stredovych uhloch a mocnosti
bodu ku kruznici a budeme riesit priklady v ktorych sa vyuzivaja. Na zaver si
dokazeme niekolko jednoduchych vlastnosti trojuholnika na ktoré sa casto zabuda
a mozu sa hodit.

Veta. (Obvodové a stredové uhly) Majme kruznicu k so stredom S, jej tetivu

z uhlov AS B nazyvame stredovy uhol prislusny k tetive AB a uhol AM B obvodovy
a plati 2|<AM B| = |<ASB].

Veta. (Usekovy uhol)  Majme kruznicu k so stredom S, jej tetivu AB a dotycnicu
AX ku kruznici v bode A. Uhol BAX nazyvame tisekovy uhol a méa rovnakt velkost
ako obvodovy uhol prislusny k tomu obliku AB, ktory lezi v opacnej polrovine
urc¢enej priamkou AB ako uhol BAX.

Veta. (Mocnost)  Majme kruznicu k a bod P. Bodom P vedieme lubovolni
secnicu kruznice k, ktora ju pretne v bodoch A, B. Mocnost bodu P ku kruznici
k definujeme ako u(P,k) = |PA|-|PB| a je rovnaké pre vSetky sec¢nice kruznice k
prechddzajiuce bodom P. Ak t je doty¢nica ku kruznici k z bodu P, tak A= B a
u(P,k) = |PAJ2.

Priklad. Nech k1, ko st kruznice pretinajice sa v dvoch bodoch A, B. Priamky

p, q také, ze A € p, B € q pretinaju ki a ke v dalSich Styroch bodoch, C, D € kq,
E, F € ky. Dokéaz, ze CD a EF st rovnobeZné.

Priklad. Nech k;, ko st kruZnice pretinajtce sa v dvoch bodoch A, K. Potom
zostrojime AKLM taky, ze A€ LM, L € k1 a M € k. Kedy bude mat AKLM
najvicsi obsah?

Priklad. Dve kruZnice k1 a ko sa pretinaju v dvoch bodoch A, B. Na k; st dalej
dané 2 rozne body C, D. Se¢nica BC vytina na ks bod E, podobne BD bod F.
Dokéz, ze ak |DF| = |CE|, tak bod A je rovnako vzdialeny od priamok BC' a BF'.

Priklad. Majme 3 zhodné kruznice pretinajice sa v jednom bode O. Ostatné
priese¢niky ozna¢me A, B, C. Dokaz, ze O je ortocentrum AABC.

Priklad. Vnutri strany AC trojuholnika ABC lezi bod D taky, ze |AB| = |CD|
a uhly ACB a ABD maja rovnaka velkost. Os uhla CAB pretina stranu BC
v bode E. Dokaz, ze priamky AB a DE st rovnobeZné.

Veta. V trojuholniku ABC nech os uhla ACB pretina stranu AB v bode X.

39



Rapotin '07

Potom
|AC| B |AX]|

|BC|  |BX|’
Tj., os uhla v trojuholniku rozdeluje protilahlii stranu v pomere prilahlych.

Veta. V trojuholniku ABC nech p je os uhla AC B, q nech je os strany AB a k
nech je kruznica opisana trojuholniku ABC'. Potom p, q, k sa pretinaji v jednom
bode. Tj., os uhla a os protilahlej strany sa pretinaji na opisanej kruznici.

Veta. V trojuholniku ABC nech O je ortocentrum a vyska na stranu AB nech
sa pretina so stranou AB v bode Y a s opisanou kruznicou v bode X. Potom
|OY| = |[YX|. Tj., vyska pretina opisand kruZnicu v bode stimerne zdruZenom
s ortocentrom podla strany trojuholnika.

Veta. V trojuholniku ABC nech X je péta vysky na stranu AB a Y nech je
priesecnik osi uhla ACB so stranou AB. Potom

|<ABC| — |<BAC|
5 .

|[<XCY|=

Tj., uhol medzi osou uhla a vyskou prislichajicou k jednému vrcholu sa rovna
polovici rozdielu zvysnych dvoch uhlov v trojuholniku.
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Nerovnosti

\ Michal Rusin a Martin Tancer

Uvod

V tomto pfispévku najdes nékteré zndmé nerovnosti. Nerovnosti jsou oblibenym
tématem uloh matematickych soutézi, napriklad matematické olympiady. Exis-
tuje velké mnozstvi pfistupd, jak nerovnosti fesit. Na prednasce si fekneme jak
néjaké zdkladni obraty, tak néjaké trikovéjsi. Obsah piednasek lze piizpusobit
podle zdjmu. Predbézné se budeme vénovat pouziti AG-nerovnosti a vazené AG-
nerovnosti, Cauchyho nerovnosti, riiznym substitucim, pouzivini (méné znamé)
Schurovy nerovnosti, nékterym trikiim (napiiklad umocnéni nerovnosti) a pravde-
podobnostni interpretaci nerovnosti.

Znamé nerovnosti

Znacdeni. Vyraz [n] bude znadit mnozinu {1,2,...,n}.
Definice.
(i) Aritmetickym primeérem redlnych cisel x1, xo, ..., T, nazveme vyraz

T+ T2+ -+ Ty
p .

(ii) Geometrickym praumeérem kladnych realnych ¢isel x1, xa, ..., x, nazveme

vyraz
VI -T2 Ty

vvvvvv

Véta. (AG-nerovnost; nejdulezit&jsi ze vSech)  Aritmeticky primér kladnych re-
alnych cisel je vétsi roven geometrickému, rovnost nastava, pravé kdyz jsou vSechna

priimérovand Cisla stejnd. Jinymi (méné) slovy: Pro libovolnd x1, xg, ..., x, > 0
plati:
$1+$2+"'+I71 "
2 1 To: - Tp.
n

Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = xo = -+ = Xp,.

Vé&ta. (mincovéa nerovnost; CebySevova nerovnost) Necht z1 > z9 > - >z,
jsou realnd disla a necht y1, yo, ..., yn je néjaké poradi pevné danych redlnych
c¢isel z1, 29, ..., z,. Potom je vyraz x1y1 + T2y + - -+ + Tp¥y, maximalni, prave

kdyZ je y1 > y2 > -+ > Yn, a je minimalni, pravé kdyz je y1 <yz < -+ < yp.

Véta. (Cauchyho nerovnost)  Necht xq, 22, ... , Tn, Y1, Y2, - -+ ; Yn jSou redlnd
cisla. Potom (z1yy + 2oy + -+ + 2nyn)” < (@3 +ad+- - +22) W +y3+- - +12).
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Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz jsou bud vSechna x; nulovd, nebo existuje
néjaké redlné r takové, Ze y; = r - x; pro kazdé i € [n].

Definice. Redlna ¢isla wy, wa, .. ., w, nazveme vahami, pravé kdyz jsou vSechna
kladna a jejich soucet je roven jedné.

Véta. (vazend AG-nerovnost)  Necht wi, ws, ..., wy, jsou vdhy, necht ay, as,
..., an jsou kladna realna cisla. Potom plati nerovnost

wiay + waag + -+ + wpay, > aftay? - coapn.
Definice. Necht w1, wa, ..., w, jsou vahy, necht ai, as, ..., a, jsou kladnd
realnd ¢isla a necht p € (—o0;0) U (0; 00). VaZenym mocninnym primérem fadu g
isel aq, ag, ..., a, (s vahami wy, wa, ..., w,) nazveme vyraz
1
W ,W,..., W _ q q q
Py (ay, ag, - an) = (wiaf +weag + -+ wpal )

V piipadé, ze budou vahy znamé, nebudeme je do horniho indexu psat. Dale Ize

.....

w1 W2 W,

po(ai,as,...,a,) =ay*ay?---ap",

Peoo = MiN a; & Poo = Maxa;.
i€[n] i€[n]

Véta. (nerovnost mezi mocninnymi priméry)  Necht q,r € (—o0;00),q < T,
potom pro mocninné primeéry z predchozi definice plati nerovnost

pq(alv ag, ... >an) S pr(ala ag, ..., an)a
rovnost nastava, pravé kdyz je a; = as = -+ = ap.

Poznadmka. Priméry py a p; uz zndme (geometricky a aritmeticky). Praméru
p_1 se obvykle fikd harmonicky, pruméru ps se fikd kvadraticky. Nerovnostem
p_1 < po, Po < P1, P1 < P2 se pak Casto (po fadé) ikd (vazend) HG-nerovnost,
AG-nerovnost, AQ-nerovnost.

Véta. (Schurova nerovnost) Necht z, y, z jsou kladn4 ¢isla a « je redlné éislo.
Potom

ez —y)(z—2)+y*(y—2)(y - 2) +2%(z —2)(z —y) 2 0.

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je ryze konvexni funkce na intervalu I =

= (a;b) (I mize byt i otevieny ¢ polouzavieny). Necht wy, wa, ..., w, jsou vahy
a necht 1, Ta, ..., v, € I. Potom plati nerovnost

flwiz: + waxe + - - + wpxy) < wif(xr) +waf(xe) + -+ wp f(zn).

Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = xo = -+ = Tp,.
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UZiteCné postupy

Kdyz méate nerovnost zadanou pro vSechna realna cisla, zkuste se zamyslet, jestli
ji nestaci fesit jenom kladna cisla.

U nerovnosti, ve kterych je n proménnych, zkuste, jestli nejdou dokazovat in-
dukci.

Zkuste néjaké substituce, napriklad zkuste substituovat jmenovatele zlomku ¢i
vyraz pod odmocninou.

Obcas se hodi védét, ze ¢isla a, b, ¢ jsou stranami trojihelniku, pravé kdyz
existuji kladna z, y, z takovd, Zea =2 +y, b=2+zac=y+ 2 Cislaz, y a z
lze pomoci a, b, ¢ vyjadtit jako 2 =a+b—c,2y=a—b+ca2z2=—-a+b+c.

Nerovnost se nazyva homogenni, pokud se po vynasobeni kladnym redlnym
¢islem nezméni. Naptiklad nerovnost a? + b2 + ¢ > ab + ac + be je homogenni.
U homogennich nerovnosti se obcas vyplati pfedpokladat néjakou podminku typu
abc =1, a+ b+ c =1 apod. Nékdy se naopak vyplati, pokud je nerovnost zadana
s podminkou abc = 1, a+ b+ ¢ = 1 apod. dosadit tuto podminku vhodné tak, aby
vznikla nerovnost byla homogenni.

Je-li zadana nerovnost v proménnych =i, x3, ... x,. Pokud se nerovnost ne-
zméni prohozenim libovolnych dvou proménnych x; a x;, potom lze bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze 1 > x5 > --- > x,. Pokud se nerovnost zméni po

prohozeni né€kterych dvou proménnych, ale nezmeéni se, kdyz se zméni x; na x4
(a z,, na x1), pak lze ptedpokladat, Ze x; je vétsi rovno v8em ostatnim prvkim.

Pokud je nerovnost zadéna pro ¢isla z intervalu (0,1), potom se mtize hodit
néjaka goniometricka substituce, popf. pravdépodobnostni interpretace.

Priklady
Priklad 1. Dokazte, Ze pro libovolné z, y, xy > x + y plati

G-D-1 _,
Vi—e—y

Piiklad 2. Dokazte, ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojihelniku plati

(@2 + b2) — (a? — b?)? .
abc? -

Priklad 3. Necht n je pfirozené. DokaZte Ze

1+ —=+- Vvn — 1.

1
<2
tom s

Sl
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Piiklad 4. Pro libovolné a, b kladna redlnd dokaZte nerovnost

1+ (+3) > o

Piiklad 5. Necht z, y, z jsou kladné realné é&isla spliwjici z2 + 2 + 22 = 1.
Naleznéte minimalni moznou hodnotu vyrazu

Ty Yz 2T

z T Y

Piiklad 6. Necht a, b, ¢, d jsou kladn redlnd disla, dokazte nerovnost

b d 2
S + ‘ + >,
b+2c+3d  c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c” 3

Piiklad 7. Necht a, b, ¢ jsou strany trojihelnika. Dokazte, ze

a n b n c >3
b+c—a a+c—b a+b—c

Piiklad 8. Necht z, y, z redlna spliuji 2 +y2 + 22 + 2zyz = 1. Dokaite, Ze pak

2 +y? + 22>

o

Priklad 9. Necht a;, b; jsou pro ¢ € [n] kladnd redlna ¢isla. Necht Z

m:

dokazte, ze pak plati

n
E ;.

i=1

l\D\»—l

Yt

Priklad 10. Pro libovolna reilnd a, b dokazte nerovnost

a* 4+ a?b? + bt S a®b+ b3a
3 - 2 '

Priklad 11. Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati nerov-
nost
2(a® + b® + ) < 3+ a®b + Ve + Pa.

Priklad 12. Pro libovolné nezdporné a, b, ¢ dokazte nerovnost
a + b + ¢ + a®be + VPac + c2ab > 2(a?b? + a®c? + b2cP).
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Priklad 13. Dokazte, Ze pro libovolna a, b, ¢ kladné plati nerovnost

a’® + b3+ 3 + abe S a?b + ab?® + a%c + ac® + b%c + bc?
2 - 3 '
Priklad 14. Dokazte, Ze pro libovolna a, b, ¢ kladné plati nerovnost
a®b® + a3 + b3 + 302022 > aPb?e + aPb? + a?b3c + a?bc® + ab3? + ab?cB.
Priklad 15. Necht x, y, 2 > —1 a = + y + z = 3. Dokazte, Ze plati
T Y z 3
+ + <.
z+1 y+1 2z4172
Piiklad 16. Nechf a, b, ¢ jsou kladné realna ¢isla takova, ze abc = 1. Dokazte,
Ze plati

1 N 1 n 1 < 1 + 1 + 1
l4a+b 1+b4+c l+4+c+a” 24+a 2+b 2+c¢
Piiklad 17. Necht x a y jsou kladné realna ¢isla takova, ze

2% +y + /822 + dzy + 322 = 3+ 3V/2.
Dokazte, Ze pak 2%y < 1.

Priklad 18. Necht a, b a ¢ jsou délky stran trojuhelnika. DokaZte, Ze plati:
Va+b—c+vVbtc—a+vVeta—b<Va+Vo+ e

Priklad 19. Dokazte, Ze pro libovolné kladna ¢isla a1, as, . . ., a, plati nerovnost

(a} +1)(a3 +1)--- (ad + 1) > (afaz + 1)(a3a3 + 1) -+ (ajay +1).

Priklad 20. Dokaite, Ze pro libovolné celé n > 3 a libovolnd realnd ¢isla x1 <
<xy < --- <z, plati

w Zwixj > (Z(n - z):m) (Z(] - l)xj> .

i<j i=1 j=2
Piiklad 21. Dokazte pro a, b, ¢ > 0 nerovnost
a b
Va2 + 8bc * Vb2 + 8ca * Ve + 8ab =1

Priklad 22. Dokazte, Ze pro kazdé kladné realné ¢islo x a prirozené n plati

LmJ2%+%+W+LZ—”

Piiklad 23. Necht r; € (0;1) pro i € [n]. Dokazte, ze pak plati nerovnost
A= =r)A=ra)-- (L=rp)" + (A =r)(A =rg") - (1 —r) = L.
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Burnsideovo lemma

\ Zuzka Safernovd

Jedna se o velice silny nastroj pfi pocitani jistych kombinatorickych tuloh, které by
ndm bez znalosti tohoto lemmatu pfipadaly nefesitelné :-)

Nez si povime, co toto Gizasné lemma fika, priblizime si par pojmi:
Definice. Permutace mnoziny X je prosté zobrazeni mnoziny X na X (tzn. zddné
dva prvky se nezobrazi na stejny prvek (prosté) a zaroveil se na kazdy prvek néco
zobrazi (na).

Definice. Grupa permutaci?® v podstaté znamend, e mame mnoZinu, na ni

permutace a mezi permutacemi jakozto prvky mnoziny bindrni operaci skladani
(slozit 2 permutace znamend provést je za sebou — POZOR zalezi na poradi — bé&zné
se permutace sklddaji zprava doleva). Ke kazdé permutaci existuje permutace k ni
inverzni (sloZenim permutace s permutaci k ni inverzni dostaneme identitu).

Definice. (Podgrupa) Necht S(X) je grupa permutaci na mnoziné X. Pojmem
podgrupa rozumime podmnozinu grupy S(X) takovou (oznac¢me ji G), ktera s kaz-
dou permutaci obsahuje i jeji inverzi a navic je uzavfend na sklddani (tzn. s kaz-
dymi dvéma permutacemi obsahuje i jejich slozeni — z ¢ehoz mimo jiné vyplyva,
Ze obsahuje I identitu).

Orbita, pevné body
Definujme ekvivalenci?*~ na mnoziné X nésledovné: z ~ y, pokud existuje per-
mutace g € G takovd, ze g(z) = y. Navic ekvivalence vytvaii rozklad mnoziny
na disjunktni bloky ekvivalence (tedy kazdy prvek mnoZiny lezi prévé v jednom
bloku). Ekvivalence tak sdruzuje k sobé& prvky stejnych vlastnosti. Neni t&zké ové-
Fit, ze nami definovana relace je opravdu ekvivalence. Jeji bloky se nazyvaji orbity.
Orbita pfislusna prvku z je vlastné mnozina bodi, kam se mizeme z bodu = dostat
pomoci permutaci z G. Mnozinové zapsano O, = {g(z); g € G}.

Bod z se nazyva pevnym bodem permutace 7, pokud 7(z) = z (tedy se jednd
o body, které permutace 7 zachové (nepohne s nimi). Mnozinu vSech pevnych bodt
permutace m budeme znacit X, = {z € X;g(x) = z}.

A ted jiz slibené lemma:

4

Lemma. (Burnsideovo)  Piisobi-li koneénd grupa G na konecnou mnozinu X,
pak je pocet orbit roven
1
@ : Z ‘Xg|~
geG
23Tohoto pojmu netieba se bat -)

24Ekvivalence je relace na mnoziné A splijici tyto 3 podminky: a ~ a (reflexivita) , a ~ b =
= b~ a (symetrie) a pokud a ~ b,b ~ ¢, pak i a ~ ¢ (tranzitivita
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Mozn4a interpretace: ,,Pocet orbit je roven priamérnému pocétu pevnych bodi
permutaci v G.“

Pékny diikaz je v piispévku Roberta Sdmala: ,,Burnsideovo lemma aneb kterak
néhrdelniky spocitati“. Jestli si ho na prednéasce povime i my, si vSak jesté roz-
myslim :-)

Ur¢ité Té zajim4, na jaké typy piikladi se d4 toto lemma aplikovat. Resenim
drtivé vétsiny tloh bude pravé pocet orbit pfi piisobeni grupy symetrii daného
objektu na mnozinu vsech obarveni ¢i konfiguraci.

Ulohy

Priklad 1. Kolik raznych néhrdelniki lze sestavit ze 3 sklenénych a 5 dreveé-
nych koralkiu? Koralky jsou navleCené na Snirce, takze dva nahrdelniky lisici se
jen pootocenim, povazujeme za shodné. Jak se vysledek zméni, budeme-li moci
néhrdelnik i pfevracet?

Piiklad 2. Kolik nahrdelnikti lze sestavit z k sklenénych a 8 — k dfevénych
koralka?
Priklad 3. Kolika zptisoby lze obarvit policka Sachovnice

(1) 3x3

(2) 4x4

(3) nxn
dvéma barvami? Dvé obarveni povazujeme za stejna, pokud lze dostat jedno z dru-
hého pootocenim Sachovnice.

Piiklad 4. Reste piedchozi tilohu za pfedpokladu, ze je Sachovnice sklenéna,
(sklo je pruhledné, Sachovnice se ted dé i preklapét).
Priklad 5.

(1) Détska sachovnice obsahuje 3 Gervené, 3 modré a 3 zelené Gtvercové desti-
¢ky. Kolika zpusoby je lze sestavit do velkého étverce 3 x 37
(2) Jak se zméni vysledek, pokud je mozné dilky pevné spojovat?

Piiklad 6. Kolika zpiisoby lze obarvit stény krychle

(1) 2 barvami?
(2) k barvami? Dvé obarveni povaZzujeme za totoznd, pokud lze jedno dostat
z druhého otoc¢enim krychle.

Priklad 7. Kolika zptsoby lze na stény krychle umistit ¢isla 1-67 Kolika zptisoby
to lze udélat tak, aby byl soucet protilehlych ¢isel 77

Piiklad 8. Kolika zptisoby lze obarvit stény étyfsténu

(1) 2 barvami?
(2) k barvami?
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Dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud lze jedno dostat z druhého otocenim
¢tytsténu. Co se stane, pokud budeme uvazovat vSechny symetrie ¢tyfsténu?

Ulohy jsou ¢erpany ze sbirky ,Ptiklady z algebry“, kterou sepsal David Sta-
novsky.

Zdroje

Robert Sdmal: Burnsideovo lemma aneb kterak nahrdelniky spoéitati
David Stanovsky: Piiklady z algebry
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Konecné soucty

‘ Pavel Salom

V zasadé existuji dva typy souc¢tid — konecné a nekonecné. Témi nekoneénymi se
zabyvat nebudeme, protoze je k jejich vypocCtu potieba znat a umét pracovat s li-
mitou. Presto se vSak i pfi jejich zkoumani uplatiuji nékdy podobné metody, jaké
si ukdzeme pfi vypoctech konecnych soucti. D4 se Tici, Ze i kone¢né soucty mtizeme
rozdélit na dva typy, a to takové, které jsme schopni vzdy standardnimi metodami
spocitat a takové, pro néz neexistuje jednoznacny recept. Potom nezbyva, nez
zkouset vSe mozné i nemozné, premyslet, bloumat, lamat tuzky a nékdy si radéji
nechat poradit :)

Mezi prvni typ souctu patii napriklad dobfe znama aritmeticka ¢i geometricka
posloupnost. Dale k nim patii soucty Sy = 1¥ 4+ 2F + ... + n*. Dokonce jsme
schopni vzdy spocitat kazdou sumu, jejiz i-ty ¢len je vyjadfeny jako polynom
v proménné i. Kromé tohoto typu souctt zde patii jesté takové, které si nazveme
aritmeticko-geometrické. Mezi né patii napiiklad soucet ¢+ 2¢> +3¢> + - - - +ng",
coz je jakasi smichanina aritmetické a geometrické fady. Jeden z nejobecnéjsich
soucttl, které jsme schopni vzdy spocitat mé tvar

kde ¢ € R, P(i) je dany polynom libovolného stupné. Dalsi typ souctu, ktery jesté
jsme schopni rozumné spocitat, je tvaru

Existuje jesté nékolik dalsich typt, u nichz jsme schopni obecné metody popsat,
ale urcité té samotného napadne dalsi spousta, u nichz opravdu nejsme schopni na-
jit zddné pékné vyjadieni, natoz obecné postupy, prestoze se soucet samotny tvari
velmi jednoduse. Napiiklad zkus Y ;_, % nebo >_}'_, k% Jina je situace pri s¢itani
kombinatorickych ¢isel, kde je sice zndmo mnoho identit, avsak podat obecnou
metodu je témér nemozné.

Nyni jiz k samotnym vypoc¢tim. Obecné uplatnitelné metody jsou

(i) Predstavit si dany soucet v obraceném pofadi — aritmeticka fada

(ii) Vhodné dany soudet vynasobit — geometrickd fada.

(iii) Tusit, v jakém tvaru by vysledek mohl vyjit, pfipadné pouzit metodu ne-

urcitych koeficientii a vysledek dokézat indukei :)

(iv) Vyuzit extrémné chytrych identit — soucty Sk.
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(v) Pokusit se kazdy ¢len vyjadFit jako rozdil dvou podobné vypadajicich ¢lenit
napiiklad metodou rozkladu na parcialni zlomky.
(vi) Zkusit odhadnout soucet integralem a poté se zabyvat chybou.
(vii) Vhodné pouziti derivaci.
Pfi pocitani kombinatorickych sou¢tu se ¢asto vyuziva jinych postupt:
(vi) Pascaltv trojahelnik.
(vii) Binomicka véta.
(viii) Vytvorujici funkce.
(ix) Komplexni ¢isla a Moivreova véta — nejen pro kombinatorické soucty, ale
tfeba i soucty Y ,_; sin(ka), >, _, cos(ka), atd.
(x) Kombinatoricka interpretace.
Metody i-v bychom si méli na prednasce ukazat a osvojit, dalsi podle casu.
Tvrzeni. Pro polynomy P(z), Q(z) nastdva rovnost P(x) = Q(z) pravé kdyz
se rovnaji prislusné koeficienty u jednotlivych mocnin.

Tvrzeni. Pro libovolnd A, B redlné (i komplexni) je
A" —B"=(A-B)(A" '+ A" B+ + AB" 4+ B"Y)
Véta. (Binomickd) Pro libovolnd A, B redlna (i komplexni) je
N
A+ B = Aan—k
=3 (})

Tvrzeni. (Pascaliv trojthelnik)  Pro nezapornd celd ¢éisla n > k plati
n ([ n
k) \n—-k
n n n+1
+ =
k kE+1 kE+1
Tvrzeni. Bud Sy(n) =), i*. Potom plati

Spia(n+1)—1= ]f (k : 1) Si(n)

i=0

Tvrzeni. Bud R, = Y., i*q' pro néjakd n, ¢ # 1 (pfipad ¢ = 1 je obsazen
v pfedchozim tvrzeni). Potom plati

1 il k
k _n+1 2 k—1 .
Rk—iq 1 |"rl q +i 0(71) (’L>RZ
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Véta. Bud P(z) polynom stupné m. Pak existuje polynom Q(x) stupné m + 1
takovy, ze pro vSechna n plati

Z P(i) =

Véta. Bud P(z) polynom stupné m, q # 1 (pfipad ¢ = 1 je v pfedchozi vété).
Pak existuje polynom Q(z) stupné m a ¢islo d takové, Ze pro vSechna n plati

n

> P(i)g' = d+Qn)q"

i=1

Piiklady

Pitklad 1. S=1-2+43—4+---+ (—1)"*p

Pitklad 2. S=12-22+432-424... 4 (2n—1)2 — (2n)?
Piiklad 3. S = (z+21)?+ (22 + L)Q ot (@ + )2
Piiklad 4. S =1(") +2(2) + ( )

Priklad 5. 3712()+22( ) n*(7)

Piiklad 6. §=2(7)+2 (" )+-~-+2:jf(2)

Piiklad 7. S = (") + (") +- + (™

Priklad 8. Tézké Sop_, (1)° = (2”) resp. (o) () + (D) (20 +--+ () (9) =
= (")

Piiklad 9. S = 35— + s s T 5@ T @

Priklad 10. S=1-2-...-k+2-3-...-(k+1)+ -+ (n+1)-(n+2)-...-(n+k—1)
P¥iklad 11. Urcete Ry = 1q + 2¢®> + 3¢> + -+ - + ng"

P¥iklad 12. Urdete Ry = 12¢q + 22¢% +32¢3 + - - - + n?¢"

Priklad 13. S= {5+ 3+ -

1
+ e

v 1 1 1
Prlklad 14. S = 123 + 2.3.4 + -+ n(n+1)(n+2)

Priklad 15. §= s + -2 4.
Piiklad 16.

T D e T

n

2k +1
S=2 g1y
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Priklad 17.
Priklad 18.
Priklad 19.

Priklad 20.

Priklad 21.

Priklad 22.

Priklad 23.
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Kombinatoricka geometrie

\ Martin Tancer

Na prednasce budeme fesit tlohy z kombinatorické geometrie. Nebude se jednat
o prednasku, ktera by vykladala néjakou ucelenou teorii, spis si ukazeme si néjaké
uziteéné postupy, jak tlohy z kombinatorické geometrie fesit.

Pomocné véty

Véta. (Hellyho véta — verze pro rovinu) V roviné jsou ddny konvexni mno-
ziny K1, Ko, ..., K, pron > 3. Navic plati, ze kazdé tii z téchto mnozin maji
neprazdny prinik. Potom uz nutné vSechny maji neprazdny prinik.

Véta. (Hellyho véta — obecnd verze) V R? jsou dany konvexni mnoziny K, Ko,
., K, pron > d+1. Navic plati, ze kazdych d+1 z téchto mnozin ma neprazdny
prinik. Potom uz nutné vSechny maji neprazdny priinik.

Piiklady

Piiklad 1. Uvnitf rovnostranného trojuhelniku o strané 1 je dano deset riiznych
bodu. Dokazte, ze mezi témito body existuji dva rtzné body takové, zZe jejich
vzdalenost je nejvyse %

Priklad 2. Vnitfni prostory muzea tvori (ne nutné konvexni) mnohothelnik s n
vrcholy. Dokazte, Ze lze do muzea umistit nejvyse 7 hlidact tak, Ze ohlidaji celé
muzeum.

Priklad 3. Urcete, kolik nejvyse bodl lze umistit v roviné tak, aby zadné tii
nelezely na spoleéné primce a aby kazdy thel tvofeny trojici téchto bodu byl
nejvyse 119°.

Piiklad 4. Rozhodnéte, zda je mozné v roviné umistit 13 bodi tak, aby zddné
tFi nelezely na spoleéné primce a aby kazdy thel tvofeny trojici téchto bodu byl
nejvyse 150°.

Piiklad 5. V roviné je ddno 100 bodu, zadné tfi nelezi na pfimce. Uvazujme
vSechny trojihelniky, jejichz vrcholy jsou nékteré tii z danych bodt. Dokazte, Ze
nejvyse 70% uvazovanych trojuhelnikii je ostrothlych.

Piiklad 6. Je déna koneénd mnozina bodu v roviné takova, ze kazdé 3 body
urcuji tupothly trojuhelnik. Dokazte, Ze 1ze k této mnoziné ptidat bod, aby tato
vlastnost zustala zachovana. Plati analogické tvrzeni i pro nekoneéné mnoziny?
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Piiklad 7. Na pfimce je dano 50 usecek, dokaZte, Ze plati alesponi jedno z né-
sledujicich tvrzeni:

(i) Existuje 8 usecek se spoleénym bodem.

(ii) Existuje 8 usecek, z nichz kazdé dvé jsou disjunktni.

Piiklad 8. V roviné je ddno n > 3 navzajem rovnobéznych tsecek. Pro kazdé tii
existuje primka, kterd je protina. Dokazte, ze existuje pfimka protinajici vSechny
tyto tsecky.

Priklad 9. Konefnid mnozina M bodid v roviné mé takovou vlastnost, Ze libo-
volné tfi body z ni lze pokryt kruhem o poloméru 1. DokaZte, Ze celou mnozinu
M l1ze pokryt kruhem o praméru 1.

Piiklad 10. Je dédno n bodu v roving, kazdé dva body maji vzdéalenost nejvyse
1. Urcete maximalni mozny pocet tsecek tvofenych témito body, které maji délku
presné 1.

Piiklad 11. V prostoru je dédna kartézska soustava souradnic. Kazdy bod s ce-
loc¢iselnymi soufadnicemi nazveme miizovym. Obarvéme 2000 miizovych bodi
modie a jinych 2000 miizovych bodu c¢ervené tak, aby zadné dvé modrocervené
usecky nemély spoleény vnitini bod (modroéervena tsecka je takova usecka, Ze ma
jeden krajni bod modry a druhy &erveny). Uvazujme nejmensi kvadr s hranami
rovnobéznymi s osami soufadnic, ktery obsahuje vSechny obarvené body.

(i) Dokazte, ze kvadr obsahuje alespoii 500 000 miizovych bodi.
(ii) Udejte piiklad popsaného zobrazeni, kdy uvazovany kvadr obsahuje nej-
vyse 8 000 000 bodii.

Priklad 12. V roviné je dén pravothly trojihelnik ABC, ozna¢me ¢ délku pie-
pony ABC. V tomto trojihelniku je dana koneénd mnozina S. Dokazte, ze je
mozné body mnoziny S usporadat do posloupnosti X7, Xo, ..., X, tak, ze

| X1 Xo|? + [ Xa X2+ 4+ | X1 X2 < 2

Piiklad 13. V roviné je danych deset riznych bodi s nésledujici vlastnosti: mezi
kazdymi péti z nich lze vybrat ¢tyti takové, které tvofi tétivovy ctyruhelnik. Kolik
nejméné z téchto bodt musi lezet na jedné kruznici?

Piiklad 14. Necht n > 4 a necht M je koneénd mnozina n bodd v prostoru.
Pfedpokladejme, Ze tyto body jsou obarveny &erné ¢&i bile tak, ze kazda sféra2s,
ktera protina M v alespon ¢tyfech bodech obsahuje stejny pocet cernych a bilych
boda. Dokazte, ze vSsechny body z M lezi na spolecné sfére.

258féra je povrch koule.
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