1. seridlova série
Téma: Kongruence

Termin odeslani: 12. LEDNA 1998

1. 0LOHA
Necht p je liché prvoéislo a 0 < k < p, pak (p — k)!(k — 1)! = (—1)F (mod p). Dokazte.

2. ULOHA
Necht (m,n) = 1. Pak m?(™) 4+ n#(™) =1 (mod mn). Dokaite.

3.0LOHA
32!
. s oewe X2l s 1z PRIy 4
Uréete posledni t¥i ¢islice v dekadickém zapise ¢isla 6°

2.serialova série
Téma: Diofantické rovnice

Termin odeslani: 16. BREZNA 1998

4. ULOHA
Naleznéte! vSechna pfirozena &isla n, @, y, z, pro kterd plati n® + n¥ = n?.

5. ULOHA
Dokaizte, ze diofanticka rovnice 1999z2 — 1997y? = 2 m4 nekoneéné mnoho FeSeni.

6. ULOHA

Dokazte, ze neexistuji piirozena &isla z, y, z, takova, ze z*

-

IDiofanticka rovnice uvedend v zadani této tlohy vznikne ,,vyménou® zakladi a exponenti
ve Fermatové vété. To je vSak asi jediné, co tyto ulohy spojuje, nebot obtiZnosti se viibec
nedaji srovnavat.



3. seridlova série

Téma: Retézové zlomky

Termin odeslani: 18. KVETNA 1998
7.ULOHA
Vyfteste linedrni kongruenci 103z = 62 (mod 97), to znamend naleznéte vSechna takova z
z mnoziny 0,1,2,...,96, ktera spliiuji uvedenou kongruenci. (P¥i feseni zkuste pouzit postup

uvedeny v textu seridlu.)

8. ULOHA
Ukazte, jak vypadaji fetézové zlomky &isel?
(a) V9n2 + 2n, kde n je pfirozené &islo;
(b) V/n2 + 4, kde n je liché ¢islo;
(c) V490n? + 198n + 2, kde n je pfirozené ¢islo.

9. ULOHA
Necht a je iracionélni &slo, n piirozené &islo. Dokazte,? ze pak plati alespoii jedna z nerovnosti

‘a,ﬂ 1

< —, kde kE=n,n+1,n+2,
B, /5B?

kde g—z jsou sblizené zlomky k ¢islu a.

2P#i hledéani fetézovych zlomkt druhych odmocnin lze vychazet bud p¥imo z definice, & vyuzit

1) =1, odtud V2=1+ ﬁ a pokud za v/2, ktera je v poslednim vyrazu uvedens vpravo
1

dosadis opét cely tento vyraz obdrzis v/2 =14+ —L1 1—
W s
fetézovy zlomek &isla v/2 je tvaru v/2 = (1,2,2,2,2,...). (Stejné lze ziejmé postupovat pro
vSechna ¢isla tvaru vn? + 1, kde n je pfirozené.)
3Pokud by Ti 9. uloha délala problémy, zkus si ve vyse uvedenych nerovnostech nahradit
¢islo /5 &islem 2, tiloha se Ti zjednodussi. Konstanta /5 je v podstaté ta nejlepsi konstanta,
pro kterou znéni ulohy plati, takze je potfeba trochu ,jemnéjsi“ pfistup pfi feseni. V pripadé
konstanty 2 neni tézké dokazat i tvrzeni, ze z kazdych dvou uvazovanych nerovnosti, pro
k=mnak=mn+41, je alespon jedna splnéna.

, odtud uz snadno nahlédnes, ze




Reseni seridlové série

1. Gloha
Necht p je liché prvocislo a 0 < k < p, pak (p — k)!(k — 1)! = (=1)F (mod p). Dokazte.

Necht p je libovolné liché prvoéislo. Budeme postupovat matematickou indukci podle k.
Pro k = 1 mame tvrzeni (p — 1)! = —1 (mod p), coz je tvrzeni Wilsonovy véty (lemma 4).
Necht nyni nasSe tvrzeni plati pro k = n, ukdzeme, ze plati i pro k = n + 1 (samozfejmé za
pfedpokladu n + 1 < p). Mame

P-4+ (n+1) - =n-(p—(n+1))-(n-1)=
= - (p— (D) (0= 1) —p-(p— (n+ D)l (= 1) = —(p—m) - (p— (n+ D) (n— 1)1 =
=—(p-n)!-(n=1D'=—(-1)" = (=) (mod p),
kde v poslednim fadku jsme vyuzili indukéni pfedpoklad. Tim je hotov druhy indukéni krok.

Poznamky opravovatele: Témér vsichni fesitelé tlohu fesili tak, ze bud vynésobili k — 1
kongruenci ¢ = —(p — i) (mod p) a upravili vysledek, anebo pouzili matematickou indukeci.
Nejkratsi feseni mél Z. Dvorak, vypadalo asi takto:

_ eeveenr
(P—k)!(k—l)!=(p_1)(p_2)...(p—k+1) -
1.2---(k—1)

=(-1) (—1)* (mod p)

(=D(=2) - (=(k = 1))

Prfitom si ovSem spolu s nékolika ostatnimi feSiteli neuvédomil, Zze by asi bylo tfeba fict, co
se mini zlomky v kongruencich a pro¢ jsou pfislusné upravy korektni.

A. Kovarova si vsimla, Ze s ohledem na Wilsonovu vétu stac¢i dokazat, ze (z:}) = (=11,
coz se ovSem snadno nahlédne, nebot v fadé (pgl), (711), R (Z:i) je prvni ¢len 1 a sou-
¢et dvou nésledujicich ¢lenu je délitelny ¢islem p. Z toho uz vyplyva, ze ¢isla v fadé jsou
kongruentni s 1, —1, 1, ..., (=1)k—1!

D. Sumsky vyuzil toho, ze polynom f(z) = 2P~ —1—(z—1)- - (x—p+k)(z+1) - (z+
k — 1) ma vic kofenti (mod p) nez je jeho stupeii, a tudiZz jsou vSechny jeho koeficienty
kongruentni s nulou. Absolutni koeficient ndm d& to, co potfebujeme.

2. uloha
Necht (m,n) = 1. Pak m?() 4+ n#(™) =1 (mod mn). Dokaite.

Dle Eulerovy véty (lemma 2(a)) mame m#(™) =1 (mod n) a n?(™) =1 (mod m). Tyto
vztahy mizeme dle definice kongruence prepsat na m#(™) — 1 = gin, n?(™) — 1 = gam, kde



q1 a g2 jsou néjaka celd c¢isla. Vynasobenim poslednich dvou rovnosti mame (m‘P(") —1)-
(n“’(m) — 1) = g1g2mn, proto opét z definice kongruence mame

m#() . pe(m) _ o) _pe(m) 4 g — (m#(™) _1). (n?(™ _1) =0 (mod mn),

a uvédomime-li si nyni, ze mn\m‘/’(”) -n®(m)  dostaneme po pievedeni jednicky vpravo
dokazovany vztah.

Poznamky opravovatele: Tuto tlohu méla vétsina fesiteld spravné. Chyby se vétSinou vy-
skytovaly pfi formalni manipulaci s kongruencemi. Pfi pevném modulu lze totiz kongruence
stejné jako rovnice nésobit, s¢itat, nasobit éislem, ... , ale nelze je vzdy kratit ¢islem (i kdyz
je nenulové). Abychom je mohli bez problému ¢éislem vykratit, musi toto ¢&islo byt nesoudélné
s modulem. Par fesiteld si to neuvédomilo, a tak o néjaky ten bod prisli.

3. tloha
4321
Uréete posledni ti ¢islice v dekadickém zapise &isla 6°

Libovolné ¢islo n € N, které v dekadickém zapise kon¢i na dvojcisli 76 si muzeme zapsat
ve tvaru n = 100 - r + 76, kde r € N. Z binomické véty mame

5
n® = (100 - r + 76)° = (5) 765 = 376 (mod 1000),

nebot vSechny ¢leny v uvedeném binomickém rozvoji jsou az na posledni délitelné ¢éislem
1000 a 76% = 376 (mod 1000), jak miizeme ovéFit pfimym vypoctem. Jelikoz &islo 6° konéi
v dekadickém zapise na dvocisli 76 je hledané posledni trojcisli v dekadickém zéapise naseho
¢isla (dle vySe uvedenych tvah) rovno ¢islu 376.

Poznamky opravovatele: Nejcastéjsi chyba bylo §patné pochopeni zadani. Zapisem typu ab*
se totiz mysli a(*"), nikoliv (a)e.

Neékolik fesiteld nespravné pouzilo Eulerovu vétu — zapomnéli, ze mocnéné ¢islo musi byt
nesoud€lné s modulem kongruence.

4. aloha
Naleznéte? vSechna pfirozena &isla n, x, y, z, pro kterd plati n® + n¥ = n?.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze z < y < z. PFimym dosazenim vidime,
ze nemuze byt n = 1, proto n > 2. Jednoduchymi tpravami nasi rovnice dostavame n® =
n®—n¥ = n*(n*~%—n¥~"7), a po vydéleni ¢islem n* nakonec mame n*~% —n¥ "% = 1. Kdyby
tedy bylo y > z, pak by nam posledni rovnice dévala, Ze n|1, coz byt nemuze, proto x = y

4Diofanticka rovnice uvedena v zadani této tlohy vznikne ,,vyménou® zakladt a exponentii
ve Fermatové vété. To je vSak asi jediné, co tyto ulohy spojuje, nebot obtiZnosti se viibec
nedaji srovnavat.



a tedy n*~% = 2, z ¢ehoz vyplyva n = 2 a z = z + 1. Na druhou stranu pfimym dosazenim
snadno ovéfime, ze &tverice (n,z,y,z) = (2,z,x,z + 1) je FeSenim nasi diofantické rovnice.
Tim jsme ukézali, Ze vSechna Feseni nasi rovnice jsou tvaru (n,z,y,2) = (2,z,z,z + 1).

5. illoha
Dokazte, ze diofanticka rovnice 1999z2 — 1997y? = 2 m4 nekoneéné mnoho FeSeni.

Snadno nahlédneme, Ze jednim feSenim nasi rovnice je x = y = 1. Roznésobenim téz
snadno nahlédneme, Ze plati rovnost
1999(1998a+1997b)2 —1997(1999a+1998b)2 = 199942 —1997b%. Pokud tedy &islaz = a,y = b
spliuji rovnici 199922 —1997y? = 2, spliuji ji také &isla = 1998a+1997b, y = 1999a-+1998b,
tedy z jednoho feSeni x = y = 1 dostaneme takto postupné nekonec¢né mnoho Feseni.
Poznamka: Uvedené feSeni bylo postaveno na jisté rovnosti, ktera neni na prvni pohled moc
uhadnutelné. Pokusim se zde proto trochu naznacit, jak se da objevit. Pfedné chceme tedy
nalézt rovnost tvaru 1999(z1a+x2b)2 —1997(z3a+x4b)? = 199942 —1997b2, kde =1, 2, 3, T4
jsou nezndmé prirozena ¢isla. Roznasobime-li levou stranu a porovname-li koeficienty stojici
u a? na obou stranach nasi rovnosti, dostaneme vztah 1999&:% - 1997J3§ = 1999, z toho je
vidét, ze ¢islo 3 musi byt nasobkem ¢isla 1999. Analogicky porovnanim koeficient stojicich
u b2, dostaneme, Ze xo je nasobkem &isla 1997. Tim jsme nasli néjaké nutné podminky na
¢isla x3, x2. Kdyz vSak nyni pfimo polozime xg = 1997, x3 = 1999, snadno nalezneme jiz
éisla 1, x4, aby platila pozadovand rovnost.

Poznamky opravovatele: Asi polovina fesitelt vykouzlila z nebe spadlou identitu

1999(1998x+1997y)2 — 1997(1999x +19998y)2 = 1999x2 —1997y2, a poznamenala, 7e z toho
plyne nekonecny pocet FeSeni. Zminéna druhd polovina fesitel hledala identitu ve tvaru
1999(ax +by)? —1997(cx +dz)? = 199922 —1997y2, dostali jakési rovnice a z nich vypocitali
koeficienty a, b, ¢, d. Jediné skutecné elegantni feseni mél P. Kozak: Identitu 1999 — 1997 = 2

si prepsal do tvaru
1999 \/ 1997 1999 \/ 1997 _
2 2 2 2 ) 7

umocnil ji na n-tou, kde n je liché:
1999 \/1997 " [1999 \/1997 "
2 2 2 2 B
Z binomické véty dostaneme (n je liché) pfirozena &isla A, B takova, ze
( [1999 /1997)" B /199 /199
2 2 T2 Ty
1999 1997\ " _ 1999 1997
V 2 V 2 2 V 2 2




Po vynasobeni dostaneme 1999(%)2 - 1997(%)2 = 2, nebot, jak snadno zjistime, A, B musi
byt suda. Kazdé liché n ndm takto da néjaké nové FeSeni nasi rovnice.

6. uloha

Dokazte, 7e neexistuji piirozena &isla x, y, z, takova, ze x4

oyt =22,

Predpokladejme, ze takové x, y, z existuji. Bez Gjmy na obecnosti mizeme brét, ze (z,y) =
1 (jinak bychom mohli celou rovnici vydélit ¢islem (z,y)* a dostali bychom nové feseni nasi
rovnice, které by jiz tuto podminku spliiovalo). Tedy plati y* + 22 = 2%, kde (z,y) = 1
a proto ¢&sla y?2,z,22 jsou FeSenim diofantické rovnice uvedené v lemmatu 6. Dle tohoto
lemmatu vime, Ze existuji pfirozend &isla a,b,a > b, ze plati 2 = a? + b? a nastava pravé
jeden z ptipadi: y2 = a? — b2, nebo y? = 2ab. Prvni p¥ipad viak nastat nemtize, nebot by to
odporovalo lemmatu 7. Druhy piipad rovnéz nastat nemuze, nebot po drobné ipravé mame
22+ 9% = (a+b)? az? —y? = (a—b)?, coz je opét spor s lemmatem 7. Pfedpoklad existence
feSeni nasi rovnice vedl ke sporu, a proto tato rovnice nemuze z4dné feseni mit.?

Poznamky opravovatele: Tuto tlohu vyfesila vétsina feSiteld jednim ze zptsob1, jaké jsem
uvedl v autorském reSeni. Nékteri se téz pokusili o pfimé pouziti metody nekonecného klesani
(FMD). Jedinou chybou, které se mezi feSenimi objevila vicekrat, byla skutecnost, ze si Fesitel
neuvédomil, Ze z predpokladu nesoudélnosti ¢&isel z, y (tj. (z,y) = 1), jeSté obecné neplyne
nesoudélnost ¢éisel 22 +y? a 22 —y?2. Protipfikladem mohou byt libovolna dvé lichd nesoudélna
&isla, napt. x = 3 a x = 5, kde nejvétsi spoleény délitel (z2 + y2, x2 — y2) = 2.

7.aloha
Vyfteste linedrni kongruenci 103z = 62 (mod 97), to znamend naleznéte vSechna takova x
z mnoziny 0,1,2,...,96, ktera spliiuji uvedenou kongruenci. (P¥i feseni zkuste pouzit postup

uvedeny v textu seridlu.)

Budeme postupovat piesné podle navodu uveiejnéného v textu seridlu. Cisla 103 a 97
jsou nesoudélna, proto podle lemmatu 10 existuje praveé jedno reseni této kongruence. Snadno
spocteme, ze fetézovy zlomek cisla % je (0,1,16,6), jeho pfedposledni sblizeny zlomek pak

je (0,1,16) = 1—?, proto nasi kongruenci fesi &islo x = (—1)3 - 16 - 62 = —992 (viz. vzoredek
z textu seridlu). PFictenim cisla 97 - 11 = 1067 k ¢islu @ dostaneme hledané (jediné) feSeni

nasi kongruence mezi ¢isly 0,1,2,...,96, a to je ¢islo 75.

5Tuto tlohu muZeme Fesit i bez pouziti lemmatu 6. Staéi si diofantickou rovnici piepsat
na ekvivalentni tvar (z2 + y2)(z2 — y2) = 22. Pokud by nyni ¢initele na levé strané byly
nesoud€lné, pak jsou oba dva rovny druhé mocniné prirozeného cisla, coz je spor s lemmatem
7. Takze jsou soud€lné a snadno nahlédneme, Ze jejich nejvétsi spoleény délitel musi byt roven
&islu 2. Proto existuji m,n € N, ze 22 — y? = 2m?, 22 4 y? = 2n?. Sedtenim téchto rovnosti
jiz snadno dospéjeme opét ke sporu s lemmatem 7.



8. aloha
Ukazte, jak vypadaji fetézové zlomky ¢isel®
(a) V9n2 + 2n, kde n je pfirozené ¢islo;
(b) vn? + 4, kde n je liché éislo;
(c) v4900n? + 198n + 2, kde n je pfirozené éislo.

U této ulohy zde ukazi podrobné vypocet v ¢asti (a). U bodu (b) a (c) je postup viceméns
analogicky, uvadime proto jen vysledek.
(a) Vyjdeme ze zfejmé rovnosti, kterou snadno ovéri§ rozndsobenim vyrazt vlevo
(V92 + 2n + 3n)(v/9n2 + 2n — 3n) = 9n? + 2n — In? = 2n, kde n je pfirozené &islo.
Vydélime-li tuto rovnost vyrazem (v/9n? + 2n + 3n), dostaneme

VIn2 + 2n—3n = m, coz po jednoduché tpravé dava vztah, ze kterého budeme

2n
VoInZ+n=3n+ —————. *
VIn2 +2n + 3n ()

Nejprve si trochu upravime pravou stranu vztahu (*), snadno dostaneme

2 1
\/9n2+2n:3n+7n:3n+

vychézet

VOnZ +2n + 3n 3, Von?iom
2 2n

Na pravé strané posledni rovnosti mame vyraz v/9n2 + 2n. Pokud misto tohoto vyrazu
dosadime jeho vyjadfeni pomoci vztahu (), dostaneme

1 1
vont+2n=3n+ ——=3n4+ —4M8MMM .
/on2 3 1
+ % * 3n+4/9n2+2n

N|w

Nyni miiZeme v naznac¢eném postupu pokracovat, opét za ¢len v9n? + 2n, ktery je vpravo,
muzeme dosadit ze vztahu (%) a odtud jiz snadno vidime, Ze Fetézovy zlomek &isla
V9n? + 2n je periodicky (to jsme z obecnych vét mohli usoudit jesté pied feSenim pii-
kladu) a plati \/9n2 + 2n = (3n 3 6n 3,6n, 3 6n 3,6n,3,6n,3, Gn DR

(b) v/n? +_( 1,1, 252 on, nl 1, 2n"111 2n—11
2n, 5=, 1,1, *5= 2n—11" 2n—11" ,2n,. )
kde n je liché (21slo

SP¥i hledani Fetézovych zlomkt druhych odmocnin lze vychazet bud piimo z definice,
¢i vyuzit néjaké zajimavé vlastnosti uvaiovanych ¢isel. Napriklad snadno ovéris, ze plati
(V2-1)(vV24+1) =1, odtud v2 =1+ 1+f
uvedend vpravo dosadi$ opét cely tento vyraz obdrzis =1+ ﬁ’ odtud uz snadno

Tvz2
nahlédnes, ze fetézovy zlomek &isla v/2 je tvaru v2 = (1,2,2,2,2,...). (Stejné lze ziejmé
postupovat pro vsechna éisla tvaru vn2 + 1, kde n je pfirozené.)

a pokud za /2, ktera je v poslednim vyrazu




(c) (7T0n +1,2,2,2,2,2,140n +2,2,2,2,2,2,140n + 2,2,2,2,2,2,140n + 2,2,2,2,2,2,...).

Poznamky opravovatele: V feSeni ¢asti (a) a (b) se chyby téméi nevyskytovaly. Cést (c)
byla bohuzel zadana s malym pteklepem. Nevyftesil ji proto nikdo. Za spravné vyfeSenou
Gast (a) jsem udéloval dva body, nevyfeSeni ¢asti (c) jsem odpoustél. Znovu pfipomindm,
ze odhadnuté feseni je potfeba dokazat. Také se mi nelibilo, kdyZ jste nechavali na opravo-
vateli upravovat Sestipatrovy zlomek. Piisté prosim vSechny upravy rozepisujte, snad vas to
bude motivovat psat elegantnéjsi feseni. Té€m, co si Setfili praci, jsem strhaval podle uvazeni
priblizné polovinu bodi.

9. tloha
Necht o je iracionalni &islo, n pfirozené &islo. Dokazte,” Ze pak plati alespon jedna z nerovnosti

Ap 1
< —, kde k=n,n+1,n+2,
By, V5B2

kde g—z jsou sblizené zlomky k ¢islu a.

Cislo « je iracionalni, proto mu piislusi nekoneény fetézovy zlomek, ktery oznacime
o = (q1,92,93, 94, - - . ). Definujeme-li nyni pro n pfirozené n-ty zbytek ¢isla a vztahem
rn = (qn, @n+1,Gn+2, qn+3, - - - ), pak snadno upravime rozdil

An An *Tn41 + Anfl An (_1)n+1
o - — = —

Bn B Bn *Tn41 + anl - E B Bn(Bn *Tn4+1 + anl)’

kde v posledni Gpravé jsme po prevedeni na spolecného jmenovatele vyuzili vztah z lemmatu
9(a). Nyni tudiz vidime, Ze vzdéalenost ¢isla « od jeho n-tého sblizeného zlomku je rovna

An 1 1 1
o= 2 = -

By Bn(Bn “Tn41 + Bn—l) B%(rnJrl + %) B Br% '¢n+17

. es B, _ . " . L.
kde symbolem ¥y, 4+1 jsme oznacili Y41 = rn41+ g L Pro jednoduchost dalsiho zapisovani
n
jesté polozime &,41 = B]g;_l, pak si snadno indukci muze laskavy ctenar dokazat vztah
n

ETL = (07 dn—1,---, ql)
Po téchto pomocnych avahach pristoupime k feseni nasi ilohy. S ohledem na pfedchozi
znaceni mame vlastné ukdzat, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati max(¢¥n, Ynt1, Ynt2) >

"Pokud by Ti 9. tloha délala problémy, zkus si ve vyse uvedenych nerovnostech nahradit
¢islo /5 &islem 2, tiloha se Ti zjednodussi. Konstanta /5 je v podstaté ta nejlepsi konstanta,
pro kterou znéni ulohy plati, takze je potfeba trochu ,jemnéjsi“ pfistup pfi feseni. V pripadé
konstanty 2 neni tézké dokazat i tvrzeni, ze z kazdych dvou uvazovanych nerovnosti, pro
k=mnak=mn+41, je alespon jedna splnéna.



V5. Diikaz provedeme sporem. Necht existuje n takové, ze plati ¢, < /5, Y1 < V5,
wn+2 S \/g
Necht nyni je k pfirozené éislo, pak s ohledem na vyse u¢inéné znaéeni mame 1, = ri +&g.

Z definice rp mame 7, = qi + Tklﬂ , ze vztahu pro &, ktery jsme nechali dokazat ¢tenéfi zase
1

_ 1 . _ _ 1
= giiEn 27 toho mame vy, = ry + & = rrewy + for
plati Yr—1 < V5 a gy < V5, pak g = r+& S VB a1 =1 +HEeo1 = oo+ S V5

Posledni nerovnosti jsou ekvivalentni s r;, < /5 — &, a i <5 — é Vynésobenim téchto

mame 41 . Nyni predpokladejme, ze

nerovnosti mame

2
1s(¢575k)<\/575ik>@(gk7§) S%@‘gk,é'%@ﬁ; PP E3Y
V51

Pouzijeme-li nyni predchazejici avahy pro k =n+ 1 a k = n + 2, dostaneme &, 41 >

V51

a {pt2 > Y5 —. Ta druhd nerovnost nam dava z 1+2 < @ Klicem k tuspéchu pro nas

bude vSimnout si, Ze v uvedenych nerovnostech plati dokonce ostra nerovnost (namisto <),

to je vSak jasné z toho, Ze na jedné strané stoji ¢islo racionélni a na druhé iracionélni. Proto

vyuzijeme-li jiz vySe zminény vztah &,42 = m, mame
1 vVE+1 V5-1

Gn+1 = Era Ent1 < 2 5 = 1,

coz je vSak spor s tim, Ze Cleny posloupnosti g, jsou prirozena ¢isla a tedy nutné vétsi nebo

rovna jedné.

Poznémka (pro niroéného &tenaie): Konstanta v/5 je v nasi tloze nejlepsi mozna,
tj. neda se nahradit vétsi, aby tvrzeni tlohy platilo. Z toho je téz patrné, pro¢ jsme v feSeni
pouzivali skutec¢né velice jemné odhady. Klasickym ptikladem cisla «, pro které je této kon-
stanty /5 skutecné tieba, je &slo (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,...) = Y51 Pokud bychom viak
nebrali v ivahu toto ¢islo a vSechna ta cisla, pro kterad je od jistého indexu jejich fetézovy
zlomek tvofen samymi jedni¢kami, mohli bychom tuto konstantu zlepsit na /8. Jak je vidét
¢isla obsahujici v retézovém zlomku jednicky jsou v jistém smyslu nejhife aproximovatelna
iraciondlni ¢isla ¢éisly raciondlnimi. Témito a podobnymi otdzkami (t¥eba jaké dalsi konstanty
pFichazeji do tivahy po v/5 a /8) se zabyva ¢ést teorie ¢isel zkoumajici tzv. diofantické apro-
ximace.

Pozndmky opravovatele:  Ze tii doslych feseni vSichni vyfFesili zjednodusSenou verzi (s dvojkou
misto 1/5). Ulohu samotnou vyiesili dva. K fesitelim (nejen této tilohy) mam naléhavou
vyzvu: Nespokojte se s prvni verzi svého feseni, zkuste vymyslet, jak co nejvice zredukovat
pracné roznasobovani gigantickych zavorek a jak co mozna nejlépe své feseni vysvétlit. Dukaz
by mél mit kvalitni také svoji estetickou stranku.



