LAY 7/ 7/ -
1. seridlova série
Téma: Pravdépodobnost a matematicka statistika

Termin odeslani: 5. LEDNA 2004

1. GLOHA (5 BODU)
Naleznéte nebo dokazte, Ze neexistuji:
i) Jevy A a B takové, ze P(AU B) > P(A) + P(B).
ii) Jevy A, B, C takové, ze A neni nezavisly s B, B neni nezavisly s C, ale A je nezavisly s C.
iii) Jevy A, B, C takové, ze A je nezavisly s B, B je nezavisly s C, ale A neni nezavisly s C.
iv) Jevy A, B, C takové, ze A je nezavisly s B, B je nezavisly s C, A je nezavisly s C, ale

P(ANBNC) #P(A)P(B) P(O).

v) Jev A nezévisly sdm se sebou.
vi) Nezavislé jevy A a B takové, ze A° a B€ nejsou nezavislé jevy.
vii) Jevy A, B arozklady C1, ..., Cm a D1, ..., Dny takové, ze

ale zarovenn P(A) > P(B).

2. ULOHA (5 BODU)
Héazime n kostkami. Ozna¢me p(n, a, b, ¢) pravdépodobnost, ze padne pravé a Sestek, b pétek a ¢
étytrek. Necht a, b, ¢ jsou libovolna dand pfirozena ¢isla tak, ze a + b+ ¢ = 6. Naleznéte n takové,
ze p(n,a, b, c) je maximalni mozné.

3. ULOHA (5 BODU)
Pfi souboji se tfi soupefi Alexandr, Bofivoj a Celestyn postavi tak, aby kazdy mohl stfilet na
kazdého. Stiili se v potfadi podle abecedy!, dokud na kolbisti neztistane jediny Zivy vitéz. Ale-
xandr se trefi na 50%, Bofivoj na 75% a Celestyn vzdy. Kazdy ze soupefti pouzije nejvyhodnéjsi
strategii (ale jinak to jsou gentlemani a nebudou schvalné $patné mifit, domlouvat se, ani jinak
podvadét). Jakou maji jednotlivi ucastnici souboje nadéji na preziti?

A jak se situace zméni, kdyz Alexandr napoprvé (v rozporu s pravidly) vystteli do vzduchu?

A jak tomu bude, pokud se souboje ztGcéastni i nepfili§ dobry stielec Dobromysl, ktery zasdhne
cil na 25%7?

ITedy kazdy stielec, kdyz na néj piijde fada, si vybere nékterého ze sokt a pokusi se ho zastielit.
Poté ceka, zda se dozije toho, az na néj zase prijde rada.



LAY 7/ 7/ -
2. seridlova série
Téma: Pravdépodobnost a matematicka statistika

Termin odeslani: 8. BREZNA 2004

4. ULOHA (5 BODU)
Znate hru Stastnych deset? Ne? Ale to byste méli, je o ni totiz tento ptiklad. Uréete stiedni
hodnotu a rozptyl vyhry ¢lovéka, ktery vsadi deset korun na tip péti ¢isel a nehraje Sanci mi-
lién. Vime, ze hru Stastnych deset hraje v CR kazdy tyden pfes milién hraci (zdroj Sazka,
http://www.sazka.cz). Jakd by byla stfedni hodnota trzby Sazky na této hie, kdyz budeme po-
éitat s pouhym miliénem hraca sazejicich tak, jak je vyse popsano? Dokéazete spocitat i rozptyl
této trzby?

5. ULOHA (5 BODU)
Tato tloha bude mit né&kolik samostatnych ¢asti (prvni je za jeden bod, druhé a tieti za dva
body):

i) Vyplyva z toho, ze A a B jsou podminéné nezavislé dano C, i to, ze A a B jsou podminéné
nezavislé dano C°?

ii) Dokazte, Zze ndhodna velicina X nabyvajici hodnot 0, 1, 2, ... m& geometrické rozdéleni
(s néjakym parametrem p) pravé tehdy, kdyz pro libovolnd z, y celd nezaporna ¢isla plati

P(X=z+4y)=P(X >2)P(X =vy).

iii) Dokazte vzorec pro stfedni hodnotu nadhodné veli¢iny s geometrickym rozdélenim. Prosim,

nepouzivejte derivace, ani integraly (jde to i bez nich, pouze s pouzitim vzorce Z;')io ¢t = liq
pro libovolné ¢ mezi nulou a jednic¢kou).

6. ULOHA (6 BODU)
Permutaci ¢isel 1, 2, ... , n rozumime posloupnost téchto ¢isel napsanou v libovolném poradi. Na-
piiklad vSechny permutace ¢isel 1, 2, 3 jsou (1,2, 3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1).
Pocate¢nim rostoucim tisekem permutace (g1, g2, . - ., ¢n) myslime prvnich k éisel této permutace
q1, --., qi takovych, ze q1 < g2 < -+ < g a budto k = n nebo qx > qpy1. Tedy kupiikladu

pocétecni rostouci tseky vyse uvedenych permutaci jsou po fadé (1,2,3), (1,3), (2), (2,3), (3)
a (3). Délkou pocate¢niho rostouciho tseku minime pocet jeho prvkii.

Méjme ndhodnou permutaci ¢isel 1, 2, ... | n, tj. kazda permutace nastava se stejnou pravdépo-
dobnosti (a tato pravdépodobnost je i). Jaka je stfedni hodnota délky pocatecniho rostouciho

n!
useku této ndhodné permutace?



LAY 7/ 7/ -
3. seridlova série
Téma: Pravdépodobnost a matematicka statistika

Termin odeslani: 17. KVETNA 2004

7. ULOHA (5 BODU)

Dokazte, ze v textu pouzité odhady stfedni hodnoty a rozptylu jsou spravné, neboli ovéite, ze
skutec¢né plati:

i) EX, =EX,
i) Var X, = 1 Var X,
iii) ES? = Var X.

8. ULOHA (5 BODU)

Kral Kulatého kralovstvi mél ukrutné dlouhy nos a poddani se mu kvuli nému smali a nebrali
ho vazné. Kraluv radce krali poradil, ze kdyz nechd déti svych poddanych misto jablek jist
frgalovnik?, naroste i jim delsi nos a za par let uz se mu nikdo smat nebude.

Kral byl statisticky vzdélan, a tak se rozhodl pfed masovou vysadbou frgalovniki po celém
kralovstvi rddcovu radu nejprve ovérit. Nejprve nahlédl do knihovny a zjistil, Ze rozptyl délky
nosu pétiletych déti byl mnoha lety praxe uréen jako 0,5 cm?. Poté vybral dvé skupiny malych
déti, kazdou o 100 jedincich. Déti z prvni skupiny dostavaly klasickd jablicka, déti z druhé skupiny
jedly misto nich frgalovniky®. V péti letech byla zméfena délka jejich nosu. Zatimco v prvni
skupiné byl primér délky nost roven 3,5 cm, v druhé byl o néco vyssi, totiz 3,9 cm.

Skeptikové vsak tvrdili, ze se jednd o ndhodu a ze frgalovnik neni G¢inny. Co jim kral na to
odpovédél?

9. ULOHA (5 BODU)
Necht X je ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot 1 a —1, obou s pravdépodobnosti % Precizné
ovéite, Ze pro jeji rozdéleni plati ndmi pfedpokladany (ZVC). Tedy dokazte, Ze pro libovolné
malé € > 0 plati, ze pokud vezmeme n dostatecné vysoké (tedy vétsi nebo rovno néjaké mezi ne),
tak potom

P(|Xn|>¢) <e

2Frgalovnik je ovoce k nerozeznani podobné jablktim az na drobné vedlejsi u¢inky p¥i konzumaci.
3Kral byl i predsedou a jedingm &lenem Etické komise Kulatého kralovstvi.



Reseni seridlové série

1. dloha

Naleznéte nebo dokazte, Ze neexistuji:

i) Jevy A a B takové, ze P(AU B) > P(A) + P(B).

ii) Jevy A, B, C takové, ze A neni nezavisly s B, B neni nezavisly s C, ale A je nezavisly s C.
iii) Jevy A, B, C takové, ze A je nezavisly s B, B je nezavisly s C, ale A neni nezavisly s C.
iv) Jevy A, B, C takové, ze A je nezavisly s B, B je nezavisly s C, A je nezavisly s C, ale

P(ANBNC) #P(A)P(B)P(C).
v) Jev A nezavisly sam se sebou.
vi) Nezévislé jevy A a B takové, ze A° a B¢ nejsou nezavislé jevy.
vii) Jevy A, B arozklady C1, ..., Cm a D1, ..., Dn takové, ze
P(A|Cy) < P(B|D;), i=1,...,m,
ale zaroven P(A) > P(B).
i) Takové jevy neexistuji, nebot zjevné |A U B| < |A| + | B|, tudiz nutné

|[AUB| _ Al | |B]
P(AUB) = < = P(A) + P(B).
( ) o S (4) + P(B)

ii) Kuptikladu uvazme libovolné nezavislé jevy A a C' s pravdépodobnosti vétsi nez nula a mensi

nez jedna a polozme B=ANC.

iii) Zde je feSeni jesté jednodussi. Necht A a B jsou nezévislé jevy a pravdépodobnost jevu A je

vétsi nez nula a mensi nez jedna. Pak staci polozit C = A.

iv) Polozme Q = {1,2,3,4}, A = {1,4}, B = {2,4}, C = {3,4}. Potom P(A) = P(B) = P(C) =

%, P(ANB)=P(BNC)=P(CNA)= %, jevy A, B, C jsou tedy po dvou nezavislé, ovsem
P(ANBNCQC) =

# = = P(A)P(B)P(C).

=
oo | =

v) Tuto vlastnost ma libovolny jisty ¢i nemozny jev.
vi) Takové jevy neexistuji, nebot pokud A a B jsou nezédvislé, potom

P(AN B°) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) P(B) = P(A) P(B°),

coz znamena, ze nutné A a B¢ jsou nezavislé jevy, a zopakovanim tohoto postupu dokizeme, ze
pokud A a B°€ jsou nezavislé jevy, pak A a B¢ jsou nezavislé jevy.

vii) Jedno z mnoha moZnych Feseni je toto: Polozme Q = {1,2,3,4,5}, m =2, C1 = Dy = {1},
Cy = D1 =1{2,3,4,5}, A={2,3,4}, B={1,5}.



Pozndmky opravovatele: Ad 1), 4ii), 1), vii) U nékterych FeSeni se mi nelibilo, Ze Fesitelé napsali
ptiklady jev1, ale nespocitali pravdépodobnosti.
Ad 7v) Nékolik Fesitelt napsalo

P((ANB)NC) = P(AN B) - P(C) = P(A) - P(B) - P(C)

a povazovalo to za spravné feseni. Neuvédomili si, ze potifebuji nezavislost jevi AN B a C. Dalsi
to povazovali za samoziejmé z nezavislosti dvojic jevi A, C' a B, C. Bohuzel toto neplati vzdy.
Méjme napft.

Q=1{1,2,3,4}, A={1,2}, B={2,3}, C={1,3}.

Pak P(A) = P(B) = P(C) = %, P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = z,ale P(ANB)NC) =
0 # % = P(ANB)-P(C). Jevy AN B a C nejsou nezavislé.

Ad v) Nékteii fesitelé z rovnosti P(A) = P(A)? odvodili, ze P(A) musi byt 1, a zapomngli
na moznost P(A) = 0. To je klasicka chyba.

Nemalo FeSeni vypadalo tak, zZe resitel napsal zadani, zamlzil je a vysledek prohlasil za ziejmy.
Neékdy se trefil a nékdy ne. Fakt, ze se ndhodou trefil do spravné odpovédi, ale neni divod k tomu,
abych toto feseni uznal, i kdyby mlha vzdalené pfipominala autorské feseni. Napt. , Jsou-li jevy
A a B nezavislé, pak nastani ¢i nenastani jevu A neovlivni pravdépodobnost jevu B, podobné
pro nezavislé jevy B a C. Proto nastani ¢i nenastani jevu A neovlivni pravdépodobnost jevu
B, coz neovlivni jev C. Proto jevy A a C musi byt nezavislé. Jevy A, B a C vyhovujici zadani

1
4

neexistuji.“ K takovymto mlzicim feSenim nedokazi napsat vice nez , Toto neni dukaz.“, ,Ale
existuji.“ a podobné.
2. tloha

Héazime n kostkami. Ozna¢me p(n, a, b, c) pravdépodobnost, Zze padne pravé a Sestek, b pétek a ¢
étyfek. Necht a, b, ¢ jsou libovolna dana prirozend ¢isla tak, ze a + b+ ¢ = 6. Naleznéte n takové,
ze p(n,a, b, ¢) je maximalni mozné.

Pravdépodobnost p(n, a, b, ¢) ziskdme tak, ze v n hodech vybereme mista na a Sestek, b pétek
a c Ctyrek, pficemz kazdé toto ¢islo na daném misté padne s pravdépodobnosti %, a zbyla mista
budou zaplnéna nizsimi ¢isly, kazdé s pravdépodobnosti % Tuto pravdépodobnost samoziejmé
pronasobime poc¢tem moznych vybéra mist a dostavame, ze

(n—6)

e ——

alblel(n —6)! \6 6

coz neni vyraz, u kterého by bylo na prvni pohled jasné, kde nabyva maxima.
Zavedeme tedy
p(n+1,a,b,c) n+1 1

5 7b7 = - TS
r(n,a,b;c) p(n,a,b,c) n—5 2

Plati, ze p(n+1,a,b,c) > p(n,a, b, c) pravé tehdy, kdyz r(n, a,b,c) > 1. Zbyva nam tedy rozhod-
nout, kdy je r(n,a,b, c) > 1, ale to je jiz pouhé vyfeSeni jedné nerovnice. Dostavame, ze p(n, a, b, c)
pro (libovolné) pevné hodnoty a, b a ¢ nabyva maxima pro n =11 an =12 (r(11,a,b,c) = 1).



Poznamky opravovatele: Objevilo se prekvapivé mnoho chybnych feSeni. P¥i pocitani pravdé-
podobnosti, Ze na n kostkach padne a Sestek, b pétek a c ¢tyfek pro pevné zvolend a, b a ¢, se fada
fesiteltt dostala na scesti. Casto si neuvédomili, ze pokud pfi poé&itani moznych konfiguraci, jaka
¢isla mohla na n kostkach padnout, nahlizime na kostky jako na oc¢islované, dostaneme jiny vysle-
dek nez u kostek neocislovanych (tj. kdyz si je napiiklad sefadime podle hodnot hozenych &isel).
Dalsi ¢astou chybou byla uvaha typu: je-li P(A) = p1 a P(B) = p2, pak vidy P(AN B) =
p1p2. Pozor, to plati pouze pro nezavislé jevy! Vime, ze P(na kostce padne jednicka) = %,
P(na kostce padne dvojka) = %, ale P(na kostce padne zaroven jednicka i dvojka) # %!
3. tloha
Pfi souboji se tfi souperi Alexandr, Bofivoj a Celestyn postavi tak, aby kazdy mohl stfilet na
kazdého. Stiili se v potfadi podle abecedy?, dokud na kolbisti neziistane jediny Zivy vitéz. Ale-
xandr se trefi na 50%, Botivoj na 75% a Celestyn vzdy. Kazdy ze soupeit pouzije nejvyhodnéjsi
strategii (ale jinak to jsou gentlemani a nebudou schvalné Spatné mifit, domlouvat se, ani jinak
podvadét). Jakou maji jednotlivi ucastnici souboje nadéji na preziti?
A jak se situace zméni, kdyZ Alexandr napoprvé (v rozporu s pravidly) vystfeli do vzduchu?
A jak tomu bude, pokud se souboje ztacastni i nepfili§ dobry stielec Dobromysl, ktery zasdhne
cil na 25%?

Nejprve uvazme souboj dvou soki, z nichz ten, co stfili prvni, zasdhne protivnika s pravdé-
podobnosti p, a ten, co stfili druhy, s pravdépodobnosti q. Pravdépodobnost, ze v tomto souboji
zvitézi prvni, budeme znacit fi(p, q), pravdépodobnost vitézstvi druhého f2(p, q).

Nejprve stfili prvni a s pravdépodobnosti p je souboj ukoncen a prvni vitézi, jinak st¥ili druhy.
Pokud zasahne, zvitézil, jinak se vSe opakuje. Tedy Sance na vitézstvi je po dvou netspésnych
vystfelech stejnd, jako byla na zacatku. Plati tedy

filp, ) =p+ (1 —-p)(1—q)fi1(p,q)-

Odtud snadnou tpravou dostavame

P
fl(p?q) = -
p+aq—pq

A obdobné nebo s vyuzitim f1(p,q) + f2(p,q) = 1 odvodime

q9—pq
f2 (p? q) =—-
P+q—pgq
Nyni uvazme, ze ndm do souboje pfibude tfeti gentleman. Snadnym pozorovanim je, ze se kaz-
dému zapasnikovi vyplati st¥ilet po lepsim ze zbyvajicich dvou sokt®. V nagem piipadé tedy

4Tedy kazdy sttelec, kdyz na né&j ptijde fada, si vybere nékterého ze sokt a pokusi se ho
zasttelit. Poté Ceka, zda se dozije toho, az na néj zase prijde fada.
5Pozor! U souboje étyf uz to platit nemusi! Viz nize.



Alexandr (dale A) i Bofivoj (dale B) stfili na za¢atku po Celestynovi (dale C) a Celestyn po Bo-
fivoji. Oznacéme pravdépodobnosti zasahu jednotlivych stfelcti podle abecedy a = 0,5, b = 0,75,
¢ =1 a pro pozdéjsi pouziti (pro Dobromysla) d = 0,25.

Tudiz C prezije, pokud se do néj A ani B netrefi. Poté zastfeli B a paklize se do néj A znovu
netrefi, zastteli i jeho a zvitézi. Zapsano vzorcem:

P(C zvitézi) = (1 — a)(1 — b)(1 — a) = 0,06.

Pravdépodobnost, ze zvitézi B, si rozepiSseme podle toho, zda A zasadhl pfi prvnim vystfelu C.
Pokud ano, pak dochézi k souboji B a A (B stfili prvni), tudiz B vitézi s pravdépodobnosti
f1(b,a). V druhém piipadé budto B zastteli C a dochazi k souboji A a B (A stfili prvni), nebo
nasledné umira zastielen C. Tudiz

P(B zvitézi) = P(C na zacatku zastielen) P(B zvitézi|C na zacatku zastfelen)+

P(C na zacatku neni zastielen) P(B zvitézi|C na zacatku neni zastfelen) =
= afi(b,a) + (1 — a)bfa(a,b) = 0,59.

A protoze vzdy zvitézi pravé jeden, dostavame
P(A zvitézi) = 1 — P(B zvitézi) — P(C zvitézi) = 0,35.

Tim je prvni cast pfikladu vyresena.
Druhd ¢ast je pouhou obdobou prvni, proto zde uvedu pouze vysledky, komentar si zajisté
domyslite sami:
P(C zvitézi) = (1 — b)(1 — a) = 0,13,
P(B zvitézi) = bfa(a,b) = 0,32,
P(A zvitézi) = 1 — P(B zvitézi) — P(C zvitézi) = 0,55.

Povsimnéme si, ze vystfel do vzduchu (t.j. neuspésny vystiel) zvysil Sanci A na vitézstvi.
kdo méa na koho stfilet. Je zjevné, ze C (pokud na néj dojde fada a jsou ve hie jesté ¢ty¥i) by
mél stiilet po nejsilngj$im ze zbyvajicich, t.j. po B, nebot v souboji ti{ budou jisté vSichni stiilet
po ném, a tudiz ¢im slabsi soupefi, tim vétsi Sance na pieziti. Proto by i B (pfi souboji ¢ty¥) mél
stiilet po C, jinak ho ten bez ohledu na vysledek zastreli.

Po kom by v8ak maél stiilet A? Odpovéd na tuto otdzku rozhodné neni trividlni! Pravdépo-
dobnost vitézstvi A za predpokladu, Ze stfili na pocatku po X, je rovna

P(A zvitézi) = a P(A zvitézi|X na zadatku zastielen)+

+(1 — a) P(A zvitézi|X na zacatku neni zastielen).

Povsimnéme si, Ze ¢len P(A zvitézi|X na zac¢atku neni zastielen) nezavisi na X, sta¢i tedy maxi-
malizovat P(A zvitézi|X na za¢atku zastielen) pres vSechna mozna X.



Pokud polozime X=B, potom P(A zvitézi|B na zacatku zastfelen) = 0, nebot A je za tohoto
predpokladu zastielen C.

Pokud polozime X=D, potom dostavame tilohu obdobnou prvnim dvéma ¢astem naseho pii-
kladu. Dand pravdépodobnost je zjevné stejnd jako v druhé &asti prikladu, kdy A stfilel do
vzduchu, nebot ve hie v obou pfipadech ve hie ztstavaji B, C, A (prvni stfili B):

P(A zvitézi|D na zacatku zastfelen) = 0,55.

B a poté A na B. Pokud se nékdo z nich strefi, pokradujeme soubojem néjaké dvojice. Pokud
ne, vracime se po tfech neuspésnych vystrelech do vychozi situace a Sance A na preziti je tudiz
stejnd jako na zacatku, odtud

P(A zvitézi|C na zac¢atku zastfelen) = (1 — b)df1(a,b) + (1 — b)(1 — d)afa(d,a)+

+(1 =5)(1 —d)(1 — a)P(A zvitézi|C na zacatku zastielen).

Odtud snadnou tGpravou

(1 — b)dfy (a,b) + (1 — b)(1 — d)afa(d, a)
1-(1-b)(1—d)(l—a)

P(A zvitézi|C na zacatku zastielen) = =0,10.

Muzeme tedy uzaviit — A bude st¥ilet po D.

Zbytek piikladu je spise pracny nezli obtizny. Ulohu postupné rozepiseme podle toho, zda
A a B byli pfi svych prvnich vystielech tispésni. Poté nam jiz ve hie zustavaji pouze tfi stfelci.
Jediny obtizngjsi pfipad (pokud ztstanou D, A a B) vyfesime analogicky jako vyse (doporuduji
si namalovat obrazek — vyvojovy diagram).

dfi(a,d) + (1= d)afa(d0)
I-(1—a)(1-0b)(1—d

P(A zvitézi) = abf1(a,b) + a(l —b)a+ (1 — a)b

+(1 —a)(1 =b)[df1(a,d) + (1 — d)af2(d,a)] = 0,51,

(1 —d)(A — a)bf2(d,b)
I-(1-a)1-0b)(1—d

P(C zvitézi) = a(1 —b)(1 —a) + (1 —a)(1 —b)(1 — d)(1 —a)(1 —d) = 0,10,

Cdfa(a,d) + (1 - d)afi(d,a) + (1 — d)(1 — a)bfi(d,b)
1—(1—a)(1-b)1—d)

+(1 = a)(1 = b)[df2(a,d) + (1 — d)af1(d, a) + (1 — d)(1 — a)d] = 0,16.

P(B zvitézi) = abfa(a,b) + (1 — a)b -

= 0,24,

P(D zvitézi) = (1 — a)b +

Poznamky opravovatele: S prvni ¢asti vétsina resitel problémy neméla. S druhou, jez byla ve
skute¢nosti ndpovédou ke treti, teprve ne. PotiZe nastaly s ¢asti posledni, kdy néktefi neodhalili,



ze Alexandrovi se vyplati stfilet spi§ na Dobromysla nez na Celestyna (nebot kdyz zabije Ce-
lestyna, za¢nou vsichni stfilet po ném). Nékterym FeSitelim také éinilo obtiZze upocitat souboj
Alexandra, Bofivoje a Dobromysla.

4. tloha

Znate hru Stastnych deset? Ne? Ale to byste méli, je o ni totiz tento ptiklad. Uréete stiedni
hodnotu a rozptyl vyhry ¢lovéka, ktery vsadi deset korun na tip péti ¢isel a nehraje Sanci mi-
lién. Vime, ze hru Stastnych deset hraje v CR kazdy tyden pfes milién hraéi (zdroj Sazka,
http://www.sazka.cz). Jakd by byla stfedni hodnota trzby Sazky na této hie, kdyz budeme po-
¢itat s pouhym miliénem hraca sazejicich tak, jak je vyse popsano? Dokézete spocitat i rozptyl
této trzby?

Pravdépodobnost, Ze vylosuji pravé ¢ nami tipovanych ¢isel, je rovna
5\( 75
() (2024)
(o)
20
nebot pocet vSech moZnosti je dan poétem vSech vybért 20 ¢isel z 80 a ¢ uhodnutych &isel

dosdhneme, pokud vybereme i z péti Cisel a 20 — ¢ ze zbylych 75 ¢isel.
Stfedni hodnota vyhry v korunéch je tedy rovna
5\ (75
()

10 - {200 - (2()2((0)1)@ +16- (i)g(gz)g) +2- (33)7 =49

Analogicky spoc¢itame stfedni hodnotu druhé mocniny vyhry a pomoci ni z definice rozptyl,

jenz se priblizné rovna 2897. Jelikoz trzba Sazky je rovna 10 K¢ minus vyhra hrace, dostavame,
ze stfedni trzba na daném hraci je 5,1 a rozptyl je tentyz.

Vime, ze stiedni hodnota souctu nahodnych veli¢in je soucet jejich stfednich hodnot. Tedy
stfedni hodnota trzby na miliénu (stejnych) hra¢t je rovna miliénkrat stfedni hodnota trzby na
jednom hraci, tedy zhruba 5096675 K¢.

A jak to bude s rozptylem? Tady je tfeba trochu popfemyslet. Kdyby sazky hrac¢a byly
nezavislé, jednoduse bychom rozptyly secetli. Je tomu ale opravdu tak? SpiSe ne, lidé sézeji
Castéji na znama cisla jako 3, 7 nebo 13. Rozptyl trzby tedy nemuzeme bez dalsich informaci
urcit.

Poznamky opravovatele: Uloha nebyla obtizna a v doslych FeSenich mnoho chyb (az na ty
numerické) nebylo. Jedind obtiz spocivala v posledni ¢asti, kdy se mélo rozhodnout, zda lze
spocitat rozptyl trzby Sazky.

Potiz je v tom, Ze neni jasné, zda lze brat ¢isla sdzend jednotlivymi hraci (a tudiz i vyhry jim
vyplacené) jako nezédvislé veliiny a zda tedy miZeme pouZit, Ze rozptyl souétu je roven souctu
rozptyli. Dle mého ndzoru ne ($tastna ¢isla jako 3, 5, 7, 13 se mezi sdzkami uré¢ité vyskytnou
Gasté&ji), kazdopddné se sluSelo provést diskuzi. To udélal pouze jediny FeSitel, ostatni to stalo
jeden bod.



5. aloha

Tato tloha bude mit nékolik samostatnych ¢asti (prvni je za jeden bod, druhd a tieti za dva
body):

i) Vyplyvé z toho, ze A a B jsou podminéné nezavislé dano C, i to, Zze A a B jsou podminéné
nezavislé dano C°?

ii) Dokazte, ze ndhodna veliéina X nabyvajici hodnot 0, 1, 2, ... ma geometrické rozdéleni
(s né&jakym parametrem p) pravé tehdy, kdyz pro libovolné z, y celd nezdporna ¢isla plati

P(X =z+4y)=P(X >2)P(X =vy).

iii) Dokazte vzorec pro stfedni hodnotu ndhodné veliiny s geometrickym rozdélenim. Prosim,

nepouzivejte derivace, ani integraly (jde to i bez nich, pouze s pouzitim vzorce > ° qt = liq

pro libovolné ¢ mezi nulou a jednickou).

i) Evidentné nevyplyva. Protipfikladem je tieba Q = {1,2,3}, A = B = {1,2}, C = {1}.
ii) Paklize X ~ Geom(p), plati
P(X=z+y)=p(1-p)*"¥ =(1-p)" -p(1l-p)’ =P(X >1z)-P(X =y).
Opacnou implikaci dokdZzeme indukei. Ozna¢me p = P(X = 0). Necht 0 < p < 1, potom ukaZeme,

ze P(X = k) = p(1 — p)*: Pro k = 0 toto tvrzeni zjevné plati. A pokud plati pro vechna k od 0
do n — 1, pak dostavame za vyuziti indukéniho predpokladu

P(X =n+0)=P(X >n)P(X =0) = (1 - P(X <n))P(X =0) =
_ = D 1-(1-p)"\ _ .
p(lgp(lp)>—p<lpp)—p(lp) ,

coz je presn€ to, co jsme chtéli.
Zbyva dotesit okrajové pripady: Pro p = 0 dostavame, ze P(X = x) = 0 pro kazdé z, tedy
spor. Pro p =1 dostavame X ~ Geom(1).

iii) Uvazujme X ~ Geom(p), oznaéme g = 1 — p a upravujme:

oo o0 oo oo
EX:kaqk=kaqk=p d=p> ¢ > "=
k=0 k=1 k=1 m=0
oo

fpzq e O

k=1
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6. tloha

Permutaci ¢isel 1, 2, ... , n rozumime posloupnost téchto ¢isel napsanou v libovolném poradi. Na-
piiklad vSechny permutace ¢isel 1, 2, 3 jsou (1,2, 3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1).
Pocate¢nim rostoucim tisekem permutace (g1, g2, . - ., ¢n) myslime prvnich k ¢isel této permutace
q1, ---, g takovych, ze ¢1 < g2 < --- < g a budto k = n nebo g > qr+1. Tedy kuptikladu



pocétecni rostouci tseky vyse uvedenych permutaci jsou po fadé (1,2,3), (1,3), (2), (2,3), (3)
a (3). Délkou pocéte¢niho rostouciho tseku minime pocet jeho prvkii.

Meéjme ndhodnou permutaci ¢isel 1, 2, ... , n, tj. kazda permutace nastava se stejnou pravdé-
podobnosti (a tato pravdépodobnost je %) Jaka je stfedni hodnota délky pocatecniho rostouciho
useku této ndhodné permutace?

Ozna¢me nahodnou veli¢inu udéavajici délku poéateéniho tseku ndhodné permutace (Q1, . .. ,
Qn) pismenem X. Ozna¢me déle Ij indikdtor jevu (tj. ndhodnou veli¢inu, jez je rovna jedné,
pokud jev nastal, a nule, pokud nenastal), Ze prvnich k ¢isel v permutaci je v rostoucim porfadi,
neboli Q1 < Q2 < -+ < Q. Poviimnéme si, ze I; ~ Alt(%) (jedina z j! permutaci je rostouci).
Zjevné plati

X=h+Ila+ - +1In,

tudiz
EX=EL+ElL+ ---+EI,.

Ovsem stfedni hodnoty indikdtort (alternativné rozdélenych veli¢in) spoéteme snadno, tedy

1 1 "1
EX=14+-4--+— = .
2 n! i:lZ!

A je to!

7. tloha

Dokazte, ze v textu pouzité odhady stfedni hodnoty a rozptylu jsou spravné, neboli ovérte, ze
skutec¢né plati:

i)EX, =EX,

ii) Var X,, = %Var X,

ili) ES? = Var X.

i) St¥edni hodnota souctu je soucet stfednich hodnot, proto

ii) Pouzijeme vytykani konstanty z rozptylu a fakt, ze rozptyl souc¢tu nezavislych veli¢in je roven
souctu rozptyla téchto velicin:

— 1 & 1 " 1 & 1
Var Xy = Var — Xi:ﬁVarZXi:EZVarXi:%VarX:;VarX.
1 =1 =1

i=



stfedni hodnota souctu, ze rozptyl souctu nezavislych veli¢in Je soucet rozptyli a ze stredni
hodnota soucinu nezavislych veli¢in je soucin stfednich hodnot:

S 2= B3 (X~ BX) — (0~ EX))? =
=1 =1

&
]
s
|
|

n n n n
- 2
=E) (X;—EX)2+EY (X, —-EX)2- = X —EX)(X; -EX) =
BB WP !
=nVar X + — VarX—fEZ X; —EX)(X -—EX)—fEZ X, —EX)(X; —EX) =
n i=j £
2 2(n? —
:(n-i—l)VarX——nVarX—MOz(n—l)VarX,
n n

odtud jiz snadno
1

n —

ES?2=E

n
: > (Xi = Xn)? = Var X.
=1

8. tlloha

Kral Kulatého kralovstvi mél ukrutné dlouhy nos a poddani se mu kvili nému smali a nebrali
ho véazné. Kraluv radce krali poradil, ze kdyz nechd déti svych poddanych misto jablek jist
frgalovnik®, naroste i jim delsi nos a za par let uz se mu nikdo smat nebude.

Kral byl statisticky vzdélan, a tak se rozhodl pfed masovou vysadbou frgalovniki po celém
kralovstvi radcovu radu nejprve ovérit. Nejprve nahlédl do knihovny a zjistil, Ze rozptyl délky nosu
pétiletych déti byl mnoha lety praxe urcen jako 0,5 cm?. Poté vybral dvé skupiny malych déti,
kazdou o 100 jedincich. Déti z prvni skupiny dostavaly klasicka jablicka, déti z druhé skupiny
jedly misto nich frgalovniky?. V péti letech byla zméfena délka jejich nosu. Zatimco v prvni
skupiné byl primér délky nost roven 3,5 cm, v druhé byl o néco vyssi, totiz 3,9 cm.

Skeptikové vsak tvrdili, ze se jedna o ndhodu a ze frgélovnik neni u¢inny. Co jim kral na to
odpovédél?

Kral fekl: No jo, vylouéit to nemtzu (to bych nemohl, ani kdyby nosy frgalovnikovych déti
byly t¥ikrat tak dlouhé). Na druhou stranu, pokud by zde skuteéné zadny vliv frgédlovniku nebyl,
pak by rozdil nosi dvou déti (prvni frgalovnikové, druhé ne) byla ndhodna veli¢ina se stfedni
hodnotou 0 a rozptylem 18.

SFrgalovnik je ovoce k nerozeznani podobné jablkéim az na drobné vedlejsi uéinky pifi konzu-
maci.

"Kral byl i piedsedou a jedinym &lenem Etické komise Kulatého kralovstvi.

8Vyuzivame faktu, Ze stfedni hodnota resp. rozptyl soué¢tu nezavislych veli¢in je roven souétu
stfednich hodnot resp. rozptyld.



Na primér sta téchto rozdiléi (oznaéme jej X) tedy mohu aplikovat (CLV) a dostavam, Zze
rozdéleni 100% ~ Norm. Pokud se mi tento rozdil odchyli daleko od nuly (nad kritickou
mez k), pak prohlasim, ze frgalovnik zjevné nosy prodluzuje. Jak daleko od nuly? To zalezi
na tom, jakou pravdépodobnost omylu (prohléSeni frgalovniku za G¢inny, i kdyZ neni) jsme
ochotni ptijmout. Reknéme, e akceptujeme pravdépodobnost omylu 1%, neboli chceme, aby za
predpokladu neucinnosti

P(X < k) =0,99.

My viak vime, %e za dané hypotézy 10X ~ Norm, tudiz po dosazeni z tabulek
1 .
k= —-2,326348 = 0,23.
10

Zéaroven si uvédomme, 7e realizace X je v naSem p¥ipadé 3,9 — 3,5 = 0,4, tedy ¢islo zdaleka pre-
kracujici kritickou mez. Rozdil mezi nosy frgalovnikovych a nefrgalovnikovych déti tedy miizeme
povazovat za statisticky prikazny.

Poznamky opravovatele: Prekvapilo mne, kolik rozmanitych feSeni se fesSitelim podarilo vymys-
let. A prestoze ne vSechna byla zcela statisticky kosér, uznavam, Ze to bylo zptisobeno predevsim
mym intuitivnim, nepreciznim vykladem latky, a po zasluze jsem je ocenil.

9. tloha
Necht X je ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnot 1 a —1, obou s pravdépodobnosti % Precizné
ovéite, Ze pro jeji rozdéleni plati nami predpokladany (ZVC). Tedy dokazte, Ze pro libovolné
malé € > 0 plati, Ze pokud vezmeme n dostateéné vysoké (tedy vétsi nebo rovno néjaké mezi ne),
tak potom

P(|Xn|>e) <e

Néhodna veli¢ina X, nabyva jisté kone¢ného poé¢tu hodnot, oznaéme mnozinu jejich hodnot

M a navic zavedme
My ={m e M:m > e},

Mo={m e M:m < e},
potom za pouziti drobného triku dostavame

P(Xm|>e)= > 1-P(Xml=m)+ > 0-P(Xm|=m)=
meMq me Mg

=;{Z & P(Xpl=m)+ 3 o.pqu:m)} <

meM; meMy

S;{Z m?2 . P(|Xm| =m)+ Z mQ-P(|Xmm):| =

meM; me My



1 5 — 1 = 2 1 — 1 1
=3 > m? P(Xm| =m)| = SEIXnf = S VarX, =5 —
meM
pokud tedy vezmeme n > ne = e%, potom nam bude platit v zadani pozadovana nerovnost.

Ulohu by snad mélo byt mozné dokézat i piimo (bez triku), ovéem mnohem pracnéjsim
zpusobem.



