Serial — nerovnosti

Uvod a motivace

Na samy tuvod leto$niho seridlu bychom vam chtéli pogratulovat k dobré volbé tématu. Nerov-
nosti jsou prekrasnou (a také nasi oblibenou) kapitolou a budeme se snazit vasi divéru oplatit
poutavym, ¢tivym, zdbavnym a predev$im pouénym povidanim o nich. Posudte sami, jak se nam
to bude darit. Nuze, neotalejme dale a vrhnéme se stfemhlav do pestrého a podmanivého svéta
nerovnosti!

Co to je nerovnost?

Jelikoz se nerovnostem budeme vénovat cely serial, bylo by dobré si nyni vyjasnit, co to vlastné
je. Ulohy, jimiz se budeme zabyvat, budou zpravidla vypadat né&jak takto:

Uloha. Ukaste, Ze pro realna &isla z, y, z plati
m2+y2+z2 > xy + yz + zx.

Na rozdil od nerovnic, s nimiz ses uz pravdépodobné setkal na stfedni Skole, nepatrame po
tom, kdy dany vztah plati. U nerovnosti dokazujeme, ze plati pro jakékoliv pfipustna ¢isla (kterd
to jsou, se vzdy dozvime ze zadéni). Nerovnosti mohou vypadat vselijak, od tplné jednoduchych,
jako je tfeba tato

z2 >0 pro kazdé x € R,

az po takové, s nimiz dlouhé mésice netispésné zapasil i prezident ¢eské matematické olympiady
doc. Jaromir Simsa.

Uloha. (Hodné té7ka) Dokaite, %e pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢ plati

ab + be " ca
4a% + b2 +4c2  4b2 + 2+ 402 4c2 + a? + 4b2
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V centru nasi pozornosti budou pfevazné nerovnosti, jejichz obtiznost lezi nékde mezi uvede-
nymi priklady.

Na nerovnostech je zajimavé, Ze na né neexistuje zadna univerzalni metoda. U kazdé nerov-
nosti musime peclivé rozmyslet, z které strany povedeme sviij ttok. V tomto seridlu se naucime
nékolik zakladnich i pokrocilych vypadt a téz, jak u nerovnosti poznat, ktery z nich zvolit.

K ¢emu jsou nerovnosti dobré?

Ke spousté véci! Schopnost poméfovat algebraické vyrazy zarucené uplatnite. Algebraicka
predstavivost a intuice, kterou ziskate, bude neocenitelnd; jak na stfedni, tak pozdéji i na vysoké
skole (vysokoskolskych aplikaci je bezpocet). Mimoto se nerovnosti daji s uspéchem pouzivat
v tlohach podobnych tém z naseho seminafe ¢i z matematické olympiady (déle jen MO). Vsak
naptiklad lonské celostatni kolo MO pfimo obsahovalo dikaz jedné nerovnosti a podobnych
pfipadid z poslednich let je mnoho. Pro Géast v mezinarodnich soutézich je znalost zdkladnich
nerovnosti témeér nutna. Nemas-li ovéem ambice v MO, pak ti snad bude stacit, Ze nerovnosti
jsou zkratka pékné a Casto se v jejich diikazech objevuji originalni myslenky. Jejich studium je
diky tomu velmi obohacujici.



Nejjednodussi nerovnosti a jejich dukazy
Tu nejjednodussi nerovnost jsme si jiz ukazali, nicméné jeji vyznam je obrovsky, a tak si
zaslouzi zopakovani:
z2 >0 pro kazdé z € R.

Ano, druhd mocnina kazdého ¢éisla je opravdu nezaporna. Pokud se ti tato nerovnost zda trapné
jednoduché, pak véz, ze jeji dusledky jsou nedozirné. Napiiklad si predstav, ze bys mél dokazovat
nerovnost

(@2 =3z +1)2>0 prokazdé = € R,

v niz by ovSem leva strana byla roznasobena! Objevit, ze se jednd o druhou mocninu by jisté

serialu provadét nebudeme. :)
Nejpouzivanéjsi dusledky nezapornosti druhé mocniny jsou nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Pro kazdé x,y € R plati
z2 + 92 > 2ay.

Diikaz. Snadno spatiime, Ze nerovnost je ekvivalentni nerovnosti (z —y)2 > 0, kterd jisté plati.

Tvrzeni. Pro jakdkoliv kladna ¢isla a, b plati
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Diikaz. Jisté plati
a® + b2 > 2ab.

Vydélme tuto nerovnost ¢islem (kladnym, znaménko se tedy nezménil!) ab a ziskdme

a b
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coz je presné nerovnost, kterou jsme méli dokazat.
Cvideni. (Dulezité) Rozmyslete si, ze
(i) Pri¢teme-li k obéma strandm nerovnosti stejné ¢islo, dostaneme platnou nerovnost.
(ii) Vynésobime-li obé strany nerovnosti kladnym éislem, ziskdme platnou nerovnost.
(iii) Sec¢tenim dvou platnych nerovnosti ziskdme platnou nerovnost.
iv néasobenim dvou platnych nerovnosti mezi kladnymi ¢isly (rozuméj na obou levyc
iv) Vynéasobenim d latnych t i kladnymi ¢isly &j bou levych
i pravych stranach jsou kladna ¢isla) ziskdme platnou nerovnost.
(v) Kdykoliv pozadujeme, aby ¢&isla byla kladna, mame k tomu divod.

Jesté si na piikladu ukazeme, jak by mél vypadat pékny diikaz nerovnosti. Casto se totiz
postup, diky némuz nerovnost vytesime, lisi od dtikazu, ktery pak napiSeme. Sledujte!
Piiklad. Pro a,b,c € RT dokaite

1 1 1
(@t+b+0) (= +5+-) >0
a b ¢
Postup. (Takhle na to pfijdeme ... ) Levou stranu roznasobime a po odeéteni trojky od obou
stran nerovnosti nam zbyde dokazat
b b ¢
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Nyni si vzpomeneme, ze plati % + g > 2, kdykoliv a,b > 0 a vidime, Ze na levé stran€ jsou tii
vyrazy, které muzeme takto odhadnout:

Levéa strana je tedy aspon 6 a jsme hotovi.

Diikaz. ( ... a takhle to zapiseme) Cisla a,b,c jsou kladna, takze plati nerovnosti &+ g > 2,

% + 7 >2a £+ % > 2 Plati tedy i nerovnost, kterou ziskdme souc¢tem téchto tii,
a b b ¢ ¢ a
- +-+-+-+—-+-2=>6.
b a ¢ b a c

Nyni k obéma strandm nerovnosti pficteme cislo 3 a levou stranu zapiSeme ve tvaru soucéinu
(a+b+c¢) (% + % + %) Ziskdme nerovnost

(a+b+c) (£+%+%) > 9.

OvSem presné tuto nerovnost jsme méli dokazat (to je ale ndhodal), takze jsme hotovi.

Cela véda je v tom, ze v matematice je slusné vychazet z néceho, co plati, a postupné z toho
néco vyvozovat. Prvni feSeni (Postup) se tedy dé snadno opravit poznamkou (bez ni by se uz
strhavaly body!), ze vSechny nage tpravy byly ekvivalentni a mizeme tak cely postup obratit.
Prestoze sami povazujeme druhé feseni (Dikaz) za péknéjsi, obcas se v zajmu Citelnosti a sro-
zumitelnosti uchylime k metodam z feSeni prvniho. Budete-li pti psani vasich feSeni postupovat
také tak, nezapomente na zminku o ekvivalenci uprav!

Zkuste si!

Tak a ted si poprvé v tomto seridlu mizete zkusit sami néco dokazat. Sméle do toho!

Cviceni. Pro z,y € R ukazte
T4y > 2/xy.

Cvicéeni. Ukazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla a, b plati

a? + b2 > a+b.
at+b T 2

Cviceni. Dokazte pro a,b takova, ze a + b > 0, nerovnost

a+b>1+
b2 a? " a

1
b
Ndvod. Ekvivalentné upravujte za pouziti vztahu a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?).
Cviéeni. Pro z,y, z realna ¢isla dokazte 2 + y2 + 22 > zy + yz + 2.

Ndvod. Vynasobte dvéma a rozlozte na soucet tii nerovnosti.



Cvicéeni. Pro kladna disla a, b, ¢ ukazte
(a4+b)(b+c)(c+ a) > 8abc

a rozhodnéte, zda nerovnost plati i pro redlna éisla.

Navod. Vynéasobte tfi platné nerovnosti.

Symetrické, cyklické a homogenni vyrazy

Drive nez se pustime do nerovného boje s opravdovymi nerovnostmi, potfebujeme se seznamit
s nékterymi pojmy, které nas budou provazet po zbytek seridlu.

Aby nase povidani bylo nazornéjsi, budeme si vSe ukazovat na piikladech a vét§inou nebudeme
potfebovat vice nez tfi proménné, ovSsem upozornime i na slozitéjsi ¢i obecnéjsi pripady. VSechny
vlastnosti popsané v nasledujicich odstavcich rikaji, ze vyrazy, kterymi se zabyvame, se chovaji
néjakym zpusobem pékné. Definice budeme pro jednoduchost formulovat pro vyrazy V zavisejici
jen na tfech proménnych a, b, c. Poznamenejme, ze prestoze v definicich mluvime jen o vyrazech,
budeme je pozdéji aplikovat i na funkce ¢i celé nerovnosti. Pustme se do prace.

Definice. (Symetrie) Vyraz V(a,b,c) nazveme symetricky, pokud se nezméni libovolnou za-
ménou' proménnych.
Pro vice proménnych se symetrie definuje naprosto stejné. Podrobné rozepsano definice fika, ze

plati

V(a,b,c) = V(a,c,b) = V(b,a,c) =V (b,c,a) = V(c,a,b) = V(c,b,a).
Muzes si rozmyslet, ze pro symetrii vyrazu staci, aby se nezménil pfi zaméné libovolnych dvou
proménnych.

Priklad. Nasledujici vyrazy jsou symetrické

abc a? b2 c?

(ab + bc + ca)?’ b+c+c+a+a+b'

a+b+e,

Dulezité je pochopit, k ¢emu muze byt symetrie dobra. Diky symetrii mizeme bez Gjmy
na obecnosti? predpokladat, #e plati a > b > c. Kdyby totiz zrovna platilo jiné uspoiadani,
naptiklad b > a > ¢, miZeme zavést nové proménné a’ = b, b’ = a,c’ =c,a’ > b > a
vidime, ze plati V(a’,V’,c’) = V(b,a,c) = V(a,b,c). Usporadani je vhodné predevsim proto, ze
vyrazné zkracuje diskuzi béhem dikazu. Navic je vzdy dobré si uvédomit, s jakym nepfitelem
se zrovna potkavame, at uz za ucelem vybéru vhodné zbrané proti nému, nebo i kdyby nam to
mélo poslouzit jen jako kontrolni mechanismus (Upravami symetrické nerovnosti dostaneme zase
jen symetrickou nerovnost).

Prisla ta spravna chvile dokézat si prvni opravdovou nerovnost. Protoze nejsme zadna ofeza-
vatka, ukadzeme si hned Schurovu nerovnost.

LOdborné fikame, e se nezméni pii libovolné permutaci.

2Tohoto tsmévného archaismu se pFilis nelekej, pouziva se v matematice zcela bézné, pii jingch
ptilezitostech jej ale nemtizeme doporuéit. :) Nékdy se zkracuje na BUNO. Dokonce i v anglické
literatufe se pouziva zkratka WLOG (without loss of generality).



Priklad. (Schurova nerovnost) Pro vSechna a,b,c > 0 dokazte
ala—b)(a—c)+bb—a)(b—c)+c(c—a)(c—b)>0.

Vsimneme si, Ze nerovnost je v proménnych a, b, ¢ symetricka. ProtozZe je to nas prvni pfiklad,
rozepisme jej ponékud podrobnéji.

V(a,b,c) = ala —b)(a—c)+bb—a)(b—c)+ c(c—a)(c—b),

V(a,c,b) =ala—c)(a—b)+c(c—a)(c—b)+bb—a)b-c),

plati tedy V(a,b,c) = V(a,c,b) a zcela analogicky plati vSechny ostatni potfebné rovnosti. Sy-
metrie je dokdzana a mizeme prikrocit k dikazu samotné nerovnosti.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, ze a > b > c¢. Diky tomu ihned vidime, ze
¢(c—a)(c—b) > 0. Stacilo by ndm tedy dokazat jiz jen

ala—b)a—c)+bb—a)b—c)>0 < ala—b)(a—c)>bla—b)(b—-c).
Ovsem tato nerovnost plati trivialng, nebot a > b, a —b=a —b, a —c > b — c a jedn4 se vzdy
o nezaporna ¢isla. Dikaz je hotov.

Vsimnéme si, Ze u nerovnosti musime byt opatrni na znaménka, protoze naptiklad z nerovnosti
0>2x >y, u>v >0 bychom nemohli uéinit zavér uxz > vy. Ve skutecnosti jsme ti zatajili, ze
Schurova nerovnost se vétsinou pise ve tvaru

a’(a—b)(a—c)+b*(b—a)b—c)+cF(c—a)(c—b) >0

pro a,b,c > 0 a libovolné k > 0. Dokaze se ale tplné stejné3. Pro rizna k dava velice zajimavé
nerovnosti?.

Definice. (Cykli¢nost) Vyraz V(a,b,c) nazveme cyklicky, pokud se nezméni pii provedeni
libovolné cyklické zamény, tj.

V(a,b,¢c) = V(b,c,a) = V(c,a,b).
Priklad. Nasledujici vyrazy jsou cyklické, av§ak nikoliv symetrické

a b ¢ a? b2 c2
-+ -+, + + .
b ¢ a a+b b+c c+a

Cyklickou zadménu pro vice proménnych si lze predstavit tak, Ze proménné jako by sedély u kula-
tého pohyblivého stolu, ktery o nékolik pozic pootoc¢ime. Cyklickou zdménou potradi proménnych
Z1,...,%n je tedy poradi zi,zit1,...,ZTn,T1,T2,...,Ti—1 pro libovolné : € {1,...,n}.

3Dokonce existuji dalsi jeji zobecnéni, napiiklad ¢leny a¥,b*, c* 1ze nahradit nahradit ¢leny
f(a), f(b), f(c), kde f je libovolnd nezadpornad monoténni funkce.

4Zkus naptiklad komukoliv, kdo Schurovu nerovnost nezné, ¥ict, aby dokazal nerovnost a3 +
+ 0% + 3 + 3abc > a?b + a?c + b2a + b%c + c2a + ¢2b, coz je jenom roznasobeny tvar Schurovy
nerovnosti pro k = 1. Vsadime boty, Ze se mu to nepodafi.



Je-li vyraz V proménnych a,b,c jen cyklicky, nemizeme jiz predpokladat a > b > ¢, lze
v8ak bez Gjmy na obecnosti alespon predpokladat, ze a je nejvétsi. Kdyby totiz bylo nejvétsi
napiiklad ¢, provedeme cyklickou zdménu a’ = ¢, b’ = a, ¢’ = b, a’ je nyni nejvétsi a dostavame
V(d,b,c) = V(ca,b) = V(a,b,c). Diky tomu je mozné diskuzi béhem ditkazu omezit na dva
ptipady, a > b > ca a > ¢ > b. Pro vice proménnych by nam stale zistavalo mnoho pripadd,
které by bylo nutné jeden po druhém diskutovat.

Definice. (Homogenita) Vyraz V(a,b, c) nazveme homogenni stupné a, pokud existuje o € R
takové, ze pro kazdé t > 0 plati

V(ta,tb, tc) = t*V(a,b,c).
Priklad. Nasledujici vyrazy jsou homogenni (postupné stupnt 1, 0 a —3):

a be 1 2b 1
%+3, L4245 42
ot 2bde b+a2+ a3+a4 abc

Casto nam bude stadit, Ze vyraz je homogenni, a nebude nés piilis zajimat jakého stupné. Na-
piiklad uvedenad Schurova nerovnost (pro k = 1) je homogenni stupné 3. Dtlezité je pochopit,
k éemu muze byt homogenita dobré. Pfedpokladejme, ze dokazujeme nerovnost V' (a, b, ¢) > 0 pro
vSechna a, b, c > 0 (to bude pozdéji nejéastéjsi piipad), pfi¢emz vyraz V je homogenni. Vyndso-
beni kazdé proménné kladnym cislem ¢ vyjde nastejno jako vynasobeni celé nerovnosti néjakym
kladnym ¢islem ¢, misto nerovnosti V (a, b, ¢) > 0 tak mzeme dokazovat ekvivalentni nerovnost
V(ta,tb,tc) = t*V(a,b,c) > 0. Diky tomu lze bez Gjmy na obecnosti naptiklad pfedpokliddat, ze
a+ b+ c = 1. Kdyby totiz bylo a + b+ ¢ = k # 1, pfejdeme k novym &sliim o’ = %a, b = %b,
d = %c, a’ +b' +c’ =1 a budeme dokazovat ekvivalentni nerovnost V(a’,b’,¢’) > 0. Samoziejmé
miizeme misto podminky a + b + ¢ = 1 piedpokladat, ze napiiklad a2 + b2 + ¢2 = 1 nebo ze
a = 42, pfipadné abc = 1 a mohli bychom pouzit mnoho jinych podminek, které by mohly byt
v konkrétnim pripadé uzitecné.

Piiklad. Pro a,b >0 a s > r dokazte

1 1
r s

(ar_,’_b'r‘) Z(GS +b5)

Reseni. Protoze nerovnost je homogenni (stupné 1), mtizeme bez Gjmy na obecnosti predpokla-
dat, ze a”" +b" = 1. Pak je jisté 1 > a,b > 0, ovSem pro kazdé 1 > x > O plati 2" > 2% =" - 257",
takzeil =a"+b" > a®+b%, odkud ihned plyne 1 > (a® + bs)%, coz jsme chtéli dokazat. Snadno
si rozmyslis, Ze totéz lze provést pro libovolny pocet proménnych.

Predesleme, ze homogenni nerovnosti obvykle umime dokazovat s vétsi tspésnosti, a je proto
nékdy vyhodné naopak umét nehomogenni nerovnost zhomogenizovat. Takového postupu vyuzi-
vame v ulohéch, kde je zaddna podminka tvaru a + b+ ¢ =1, abc = 1 apod.

Priklad. Pro a,b,c > 0 spliujici abc = 1 dokazte
(ab4+bc+ca)(a+b+c) > 9.

Reseni. Leva strana je sice homogenni stupné 3, ovSem prava strana je homogenni stupné 0,
takZe celd nerovnost homogenni neni (vyraz (ab+ bc+ ca)(a + b+ ¢) — 9 totiz neni homogenni).



Maéme ale k dispozici podminku abc = 1, jejiz leva strana je homogenni stupné 3, nabizi se tedy
levou stranu nerovnosti vydélit jednickou, ¢imz dostaneme

1

1
+7> (a+b+c)>09,
b ¢

1 1
—(ab+bc+ca)(a+b+c) = <7 +
abc a
coZ je homogenni nerovnost (stupné 0), kterou jiz umime dokazat.

naptiklad homogenni vyraz v abc stupné % a podobné.

AG nerovnost

Jiz ve cviCeni z Gvodni kapitoly jsme se setkali s nerovnosti = 4+ y > 2,/zy platnou pro kazdé

x,y € RT. Nyni ji zapieme ve tvaru

T+

Tz VA
a budeme se ji a jejimi zobecnénimi zabyvat mnohem podrobnéji. Jisté té neprekvapi, ze vyraz na
levé strané se nazyva aritmeticky pramér ¢éisel z, y (pro n isel aritmetickym priimérem rozumime
(1 + -+ + xn)/n). Vyraz na pravé strané se bézné nazyva geometricky prameér &isel z,y (pro
n Cisel geometrickym primérem rozumime {/zy - - y). Vidime, ze aritmeticky pramér je vétsi
nebo roven geometrickému. Nabizi se otazka, jestli by toto tvrzeni platilo i pro vice proménnych.

Tvrzeni. (AG nerovnost®)  Pro libovolna kladna &isla z1, . .., xn, n € N, plati

n

1+ -+ an >

Tl Ty
n

Diikaz. Dutkazti existuje celd fadaS, ale bohuzel pro ten nejelegantnéjsi jesté nemame dostatek

znalosti. Nerovnost dokdzeme indukci. Pro n = 1 dostavame trivialné 1 > x1. Predpoklddejme

nyni, Ze pro kazdou n-tici tvrzeni plati a dokdzeme, Ze plati i pro (n + 1)-tici. Ozna¢me

1+ -+ Tnyl
n+1 '

L=

Nasim cilem bude pfejit k n-tici, pro kterou mizeme pouzit indukéni krok. Pti pouziti indukéniho
kroku ovSem chceme dostat odhad pro L, je proto pfirozené pozadovat, aby zkonstruovana n-tice
méla aritmeticky prameér rovnéz L (stejny jako (n+1)-tice). Na pravé strané se ndm potom objevi
vSechna ¢isla zkonstruované n-tice, takze je prirozené pouzit v n-tici co nejvice ¢isel z puivodni
(n + 1)-tice. Jako n-tici si proto zvolime ¢&isla z1, ..., zn—1,),, kde z/, zvolime pravé tak, aby

1+ Tao1 2y,
n
(3
n
=n+1(ﬂc1+"'+5L‘n+1)—(11+'“+xn—1)=In+u’vn+1—L-

=0L.

3~

5Nékdy se ji také iika nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.
SMimochodem jeden velmi zajimavy vymyslel Cauchy. O Cauchym se vice dozvis v nasledujici
kapitole.



Pro tuto n-tici pak z indukéniho kroku dostévame odhad”
L™ >x1 - op_1z, < Lt > gy 17 L.

Nasim pfanim by tedy bylo, aby platila nerovnost z,L = (zn + n41 — L) - L > zpZTpi1,
protoze pak bychom maéli vyhrano. Ta je vSak ekvivalentni s nerovnosti (zn4+1 — L)(L — zn) > 0.
Nyni si vSimneme, Ze puvodni dokazovana nerovnost je symetricka, takze mizeme bez Gjmy na
obecnosti predpoklddat, ze ;41 je ze vSech cisel nejvétsi, tj. xp+1 > L, a zaroven ze x, je ze
vSech nejmensi, tj. xn < L. Nerovnost (zn+1 — L)(L — zp) > 0 je pak splnéna.

Podle poznamky pod ¢arou jesté potfebujeme ovérit, ze jsme do AG nerovnosti nedosadili
zaporné dislo, oviem z), = n, + Tn+1 — L > xny1 — L > 0 a diikaz je u konce.

Podivejme se ale jesté, kdy nastava rovnost. V prubéhu dikazu je vidét, Ze nastane tehdy
a jen tehdy, kdyZ je nejmensi nebo nejvétsi Cislo rovno L, coz muZe nastat jen v pripadé, ze
Tl ="+ =Tpt1.

Poznamka. Platnost AG-nerovnosti lze také nahlédnout intuitivné. Stojime-li pfed tkolem
najit kladna ¢isla a a b se souétem 100 (tfeba) o nejvétsim mozném soudinu, snadno si rozmyslime,
ze ,,¢im blize jsou si éisla a a b, tim vyssi je jejich sou¢in“. AG nerovnost pro n proménnych
vlastné nefika nic jiného. Kdyby naptiklad platilo 1 > x2, mohli bychom k sobé tyto proménné
,»Priblizit“ pfi zachovani souctu, ¢imz bychom zvysili jejich sou¢in. Pravou stranu AG jsme zvétsili
a levou zachovali. Vidime tedy, Ze priblizovanim proménnych si nerovnost ,ztézujeme*. Nejhorsi
mozny piipad tedy bude pro rovnost vSech proménnych, tehdy ale v AG nastavé rovnost, takze
v ostatnich ,lehé&ich® musi platit ta spravna nerovnost.®

Kdo by mél rad zlomky?

Stejné jako ty nemame zlomky vibec radi a tak vétSinou budeme AG nerovnost psat ve tvaru

1+t >nVYry ... Ty

Nasemu bystrému zraku nemd Sanci uniknout, Ze AG nerovnost je homogenni. Pojdme si ji ale
uz kone¢né ukazat na (zatim trividlnim) piikladu.

Priklad. Pro z,y,z € RT dokazte
z° + y3 + 23> 3zyz.

Reseni. Stac¢i uzit AG nerovnost a ihned dostaneme 3 +y3 +23 > 3 ¥/23y323 = 3xyz a rovnost
nastava pro x =y = z.

RozepiSeme-li pravou stranu jako soucet zyz + ryz + xyz, mizeme se na AG nerovnost divat
jako na masinku, kterd z homogenni levé strany ,vyplivne“ homogenni pravou stranu, zachova

pocet s¢itanct a ,,namiché proménné“. Kdybychom si ¢len x3 piedstavovali jako 33920, mtzeme

7V&imni si, ze ted pravé délame maly podvod. AG nerovnost mame pravo pouit jen pro
kladn4 ¢isla, ale viibec neovéfujeme, jestli je nové ¢islo z], kladné. K tomu se vratime az na konci
dikazu.

8Jisté sis v8iml, Ze tento postup neni Gplné matematicky korektni, nicméné s trochou vy-
sokoskolské matematiky se da snadno pretvofit v bezchybny dikaz. To ale neni pro nas serial
podstatné.



pozorovat jen to, co se déje s exponenty: trojice (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3) se po projeti AG
masinkou zmeéni na (1,1,1), (1,1,1), (1,1,1). Diky tomu budeme dale umét dobfe odhadovat,
jaké nerovnosti ptijdou velmi snadno AG masinkou dokazat.

Piiklad. Pro z,y € Rt dokazte
223 4+ y3 > 3x2y.

Resend. Staéi pouzit AG nerovnost, oviem tentokrat nepatrné fikanéji. Kdybychom ji pouzili pro
dvojici 223, 3, dostaneme zcela jiny odhad. Oviem na pravé strané vidime trojku, chceme proto
AG pouzit pro t¥i é&isla, konkrétné pro x3,x3,y3. Pak mame 2x3 + 33 > 33{/269y3 = 322y. Toto
je zcela standardni postup. Stejny vysledek dostaneme, pokud v predchozim piikladé zvolime
T =2z

Radi bychom jesté ukéazali jednu zvlastnost AG nerovnosti. Obcas umi fesit naprosto neho-
mogenni ulohy.

Priklad. Pro z € Rt dokaite N
224+ = >3
T

Reseni. Pouzijeme postup podobny predchozi tloze, tj. AG nerovnost pro trojici «2,1/x,1/z a

dostaneme
2 2
2?2+ 2 >3 - =3
T T-T

Jak uz to v zivoté chodi, nic se nelze naucit bez samostatné snahy, zkus si proto sam vyftesit
nésledujici cviceni. Vérime, ze pro tebe budou velmi snadné. Snaz se pritom zaroven sledovat, co
se déje s exponenty.

Cvic¢eni. Pro kladna z,y, z dokazte
(i) =3 +2 > 3,
(i) 2 +y+2> 32,
(iii) $+%+2>3,
(iv) 2(z +y+2)(x? +y? + 22) > 23 + 33 + 23 + 15zyz,
(v) @(z +2y) + y3(y + 22) > 627y

S¢itani AG nerovnosti
Velice uzite¢nd technika je umét AG nerovnosti s¢itat. Myslenku si ukdzeme hned na pfikladé.

Piiklad. Pro z,y,z € RT dokaite
z> +y3 +23> x2y+y22 + 22z
Reseni. Zkusme nerovnost vynasobit tfemi:
323 + 3y3 +32% > 32y + 3y2z + 322z

Podle druhého piikladu plati 223 4 3 > 322y, analogicky 2y + 23 > 322, 223 + 23 > 22z
Sec¢tenim ziskdme dokazovanou nerovnost.



Jak ale na feSeni pfijit? Na levé i pravé strané mame tfi séitance, takze pocet scitanci sedi.
Zabyvejme se na chvili jen otézkou, jak ,namichat® aspor néjaky nasobek x2y, kdyZ méame
k dispozici neomezené mnozstvi vyrazt =3, y3, 23. Odpovéd zname: z3, 23, y3. Pouzijeme-li AG
masinku, dostavame 3 + x3 + y3 > 322y, a proto nerovnost vynasobime tiemi.

AG ném tedy umi z trojice exponentt (3,0, 0), (0, 3,0), (0,0, 3) vyplivnout exponenty (2, 1,0),
(0,2,1), (1,0,2). Co kdyz je ale situace slozitéjsi?

Priklad. Pro kladna z,y, z dokazte
333y + ysz + 23z > x2yz + yQZZ + zZIy.

Reseni. Zkusime tedy namichat n&jaky nésobek z2yz z (neomezeného mnozstvi) vyrazi z3y,
y3z, z3z. OvSem na prvni ani na druhy pohled neni jasné, jak to udélat. Dobra, vezméme tedy
vyraz x3y presné a-krat, vyraz y3z vezméme b-krat a vyraz 23z vezméme c-krét (a,b,c € Np).
Tim se ndm na pravé strané objevi (a+ b+ c)-t4 odmocnina a rozmysli si (divej se na exponenty),
e vlastné potiebujeme Fesit nasledujici soustavu?.

3a+0b+1c=2(a+b+c)
la+3b+0c=1(a+b+c)
Oa+1b+3c=1(a+b+c)

Prvni rovnici jsme dostali pozorovanim exponenti z, druhou pozorovanim y a tfeti vznikla
pro exponenty z. ReSenim soustavy jsou napiiklad!? ¢isla @ = 4, b = 1, ¢ = 2. Plati tedy
4x3y + y32 + 223z > Tx?yz. Pokud ptivodni nerovnost vynasobime sedmi a seteme t¥i AG
nerovnosti (zbyvajici dvé ziskdme analogicky), dostaneme pfesné dokazovanou nerovnost.

Cviceni. Pro kladna z,y, z dokazte
() o7 +y7 + 27 > ay? + y522 + 2522,
(ii) z* +y* +2* > 2Py + 32 + 23y,
(iii) zty 4+ ytz + 24z > 22y%2 + y2222 + 2222y,
(iv) (z+y+2)% > 3(x/Uz + yv2x + 2,/77).
Ndvod. Nemate-li radi odmocniny, zvolte substituci = a2, y = b2, z = 2.

2 >a+b+c

<
a

<&
a2

b2
V) 5+ +

(Vi) G+ 4D >atbte

(vii) %+§+§2ab+bc+ca

Jak vidime, AG nerovnost je velmi G¢innd zbran na homogenni nerovnosti. Pochopitelné
muzeme situaci zacit komplikovat a dokazovat stale slozitéjsi nerovnosti.

9Vsimni si, Ze soustava je homogenni, takze kdybys mél rad zlomky, miizes klidné predpokla-
dat, ze a + b + ¢ = 1. Pak jiz ale nebudou a, b, ¢ pfirozena.

10Soustava ma sice nekoneéné mnoho feseni, které jsou viechny nasobky tohoto, ale pro nase
ucely staci nalézt jediné celociselné reseni. Muzes si rozmyslet, Ze nezalezi na tom, které vezmeme.



Priklad. Pro kladné a,b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte

¢l s atbte
b ¢ a

(Ceska MO, 2003)

Reseni. Nerovnost se pokusime zhomogenizovat, protoze homogenni nerovnosti umi dobfe fesit

proto (abc)_% =1.
a b ¢ a b c
—t-t=> -+ _ -
b ¢ a” (abe)5  (abc)5  (abc)3

Tuto nerovnost se pokusime dokazat pro vSechna a,b,c € Rt pomoci AG. Jisté odmocniny
nemate stejné jako my viibec radi, a tak provedeme substituci a = u3, b = v3, ¢ = w3, &mz
dostaneme nerovnost
ud 0
-+ =+ 2
v3  wd o wd T ow wu  ww

kterd uz je pro tebe urcité snadnou kofisti.

Vse neni tak snadné

Urcité sis vsiml, ze v tlohéch, kde je potieba Fesit soustavu rovnic, neméame zaruceno, ze soustava
bude mit feseni. Navic potiebujeme, aby Fesenim byla jen kladn4 ¢isla (do AG nerovnosti nelze
kvili odmocnindm dosazovat zaporna éisla). V takovych pfipadech bohuzel nezbyva nez pfiznat,
ze AG nerovnost nelze pfimocare pouzit. Mezi dalsi problémové nerovnosti patfi napfiklad ta
nasledujici.

Cviéeni. (Nekone¢né) Pro kladna a, b, c zkuste pomoci AG Fesit
a® + b3 + ¢ + 3abe > a%b+ a’c+ b%a + b%c+ 2a + 2b.

Problémy déla hlavné ¢len abe. VSimnéme si, ze AG masinka vzdy exponenty jaksi ,davala
k sobé“, napiiklad z (3,0,0) umi udélat (2,1,0). Ovsem tady chceme nékteré exponenty davat
k sobé a jiné naopak davat ,od sebe“. Nerovnost ale presto plati, je to pfece (rozndsobend)
Schurova nerovnost pro k = 1.

Cauchyho nerovnost!!

Augustin Cauchy (Gteme kdsi) (1789-1857) byl francouzsky matematik, ktery zna¢né prispél k
rozvoji vznikajici discipliny, které dnes ¥ikime matematické analyza. Ve své publikaci Oeuvres!?
z roku 1821 se zminuje o nerovnosti, kterd se pozdéji stane jednim ze zdkladnich pojmu celé
vysokoskolské matematiky. Jeji vyuziti vSsak neni svazané pouze s ,vyssi“ matematikou. Jak
uvidite, Cauchyho nerovnost (obcas ji budeme zkracené nazyvat CS) je jednim ze zdkladnich

11V literatuie se také pouziva nazev Cauchy-Schwarzova, ¢ dokonce Cauchy-Schwarz-Buiia-
kovského.
12 piekladu ,, Umélecks dila“.



nastroju pfi praci s nerovnostmi vilbec a pro ambiciézni fesitele MO je jeji znalost jiz nutnosti.
Muze se zdat na prvni pohled nepfehlednd, ale jeji moznosti jsou netusené a stoji za to s ni
stravit par minut. Pokud by se ti nedafilo zapamatovat si, ktera strana CS je vétsi, pak pamatuj,
ze ,,dvé zavorky jsou vic nez jedna‘.

Tvrzeni. (Cauchyho nerovnost) Necht n € N. Déle budte ui,u2,...un € R, v1,v2,...vn € R.
Pak plati

(uf +ud 4 +ud)wi +v3 4 +v2) > (urvr + ugva + -+ unvn)?.
Dukaz. Uvazme kvadratickou rovnici v proménné x:
(urz —v1)2 + (ugz — v2)2 + -+ + (unx — vy)% = 0.

Levéa strana rovnice je evidentné nezapornd, a rovnice tak mize mit nanejvys jeden koren. Spe-
cialné musi mit nekladny diskriminant. Napidme si rovnici ve tvaru Az? + Bz 4 C a dopoétéme

A=uf+uf+-- +uf,
B = —2(uiv1 + ugvz + -+ + unvn),
C=v+02+. . 402,

Nerovnost B2 — 4AC < 0 si zapiseme jako AC > (g)Q, dosadime a mame
(Wi +ud+ - +ud)wf +v3 4+ 02) > (urv +u2ve + .. unvn)?,

coz je presné Cauchyho nerovnost a jsme hotovi.

A co rovnost?

Rovnost nastane v pripadé, ze diskriminant ptivodni rovnice je 0. Tedy pokud se podafi najit
takové z, které vynuluje vSechny zavorky na levé strané. Chceme tedy, aby

v1 v2 Un
U1 u2 Un
Snadno si rozmyslis, ze pozadavek, ktery klademe na n-tice ui,u2,...,un a vi,v2,...,v, se da

shrnout i nasledovné: Rovnost v Cauchyho nerovnosti nastane tehdy a jen tehdy, kdyz existuje
A # 0 takové, ze
Ul = A1, U2 = A\v2, ... , Un = A\Up.

Cviceni. Bud ABC trojahelnik o stranach a, b, c a K LM trojuhelnik o stranach k, [, m. Ukazte,
ze

(a® + 0%+ ) (k2 +12 + m?) = (ak + bl + cm)?,
pravé kdyz AABC ~ AKLM.

Jde to i jinak?
Predchozi dikaz byl velmi trikovy a na néco takového je velice tézké prijit. Nabizime proto
jesté jeden, v némz primocafe vyuzijeme, co jsme se jiz naucili.



Dikaz. Vsimneme si, ze dokazovana nerovnost je v proménnych ui,u2, ..., u, homogenni. Mua-
zeme tedy BUNO piedpokladat, ze plati u% + u% + -+ u2 = 1. Nerovnost ptejde do tvaru

(W 403 4+ +02) > (urv1 + ugva + -+ + unvn)®

Ovsem tato nerovnost je stale jesté homogenni, tentokrat ale v proménnych vy, va,...vy. Opét
BUNO zvolme v% + v% + -+ vﬁ = 1. Nyni tedy za ucinénych predpokladi o proménnych u; a
vi, 1 € {1,2,...,n} chceme dokézat, ze

(urvy +ugvz + -+ + unvn)z <1

Predchozi nerovnost bude dokadzana, pokud ukazeme, ze umocnovany soucet na levé strané lezi
mezi Cisly —1 a 1.

Zcela ziejmé plati u;v; < %uer %v? prokazdéi € {1,2,...,n}. Pokud vSechny tyto nerovnosti
seCteme, ziskame

1 1
urvr Fuguz o Funvn < o (uf Fuf e tug) o (0 F 034 o) = 1
Jeden z potifebnych odhadu je tedy hotov a druhy dokdZeme obdobné za vyuziti

1 1
UV; > — (Eu% + 51112) .

Blizsi seznameni
Zkusme si nyni do CS néco dosadit, abychom ziskali predstavu, jaké druhy nerovnosti nam
muze dat. Volme napiiklad n = 3, u1 = a,u2 = b,uz = c a v1 = 1/a,va = 1/byu3 = 1/c.
Dostaneme nerovnost 1 1 1
2 2 2
(@ +0+) (4 35+ 5) 29

Vsimni si, #e bychom nyni mohli substituovat = = a2, y = b2, z = ¢?

a ziskat tak nerovnost
1 1 1

(z+y+2)|—-+-+-)>9 proz,y,z>0,
r Yy =z

kterou jsme jiz ukazovali. Tuto nerovnost jsme mohli z Cauchyho nerovnosti dostat pfimo volbou
u1 = va, uza = Vb, uz = \/cavi = 1/y/a, va = 1/vb, v3 = 1/,/c. Takovou volbu lze samoziejmé
udélat jen pro a,b,c > 0. Pro Cauchyho nerovnost je dokonce typické, ze a¢ plati pro jakakoliv
realna cisla, nerovnosti, jez s jeji pomoci odvodime, plati jen pro ¢isla kladna.

Cviceni. Zkuste nyni pomoci vhodné volby proménnych v CS dokazat néasledujici nerovnosti

pro kladna ¢éisla a;,b;, 1 =1,...,n € N.

(i) (ar+az+-+an) (B + L+ +L)>n?
(i) (atb1+ azba + - +anba) (2

(ili) n(a? +a2+---+a2) > (a1 +az + - +an)?

+Z—§+-~+b—") > (b1 +ba+ - +bp)?

an

Navod. V ptikladu (iii) si rozepiste n jako soucet jednicek.

Cviéeni. Pomoci CS dokazte pro z,y,z € RT

. 1 1 1 9

Ozt oyt e 2 3

(i) 14(22 +y2 +22) > (z + 2y + 32)2
(iil) vZ ¥ 1+ vZz —3+ /50 -3z < 12




Navod. V ptikladu (iii) pouZijte vysledek pfikladu (iii) z minulého cviéeni.

Pryé¢ se zlomky!
Nyni nadesel ¢as, abychom odhalili, v ¢em tkvi sila CS. Z predchozich kapitol jiz tusis, ze
vétSinou jsou tézké ty nerovnosti, v nichz se vyskytuji zlomky. No a CS je pro takové nerovnosti
jako stvorend. Nejprve si na prikladé ukazeme, jak to funguje.

Priklad. Dokazte pro x,7,z € Rt nerovnost

2 2 2
x z r+y+z
+-L 4 >ITYTE
y+z z4+zx y+x 2
Reseni. Napiseme si nésledujici CS (ted uz bys mél vidét, jak piesné CS pouzivame, pokud ne,
jesté jednou si projdi predchozi cviceni)
2 2 2
x z
( + L4
y+z 2+ y+x

)((y+z)+(z+x)+(x+y>) > (@ +y+2)?

a vidime, ze druhd zavorka na levé strané je rovna 2(z + y + z) a mizeme tedy kratit s pravou
stranou. Po vykréaceni a vydéleni dvéma dostaneme pfimo dokazovanou nerovnost.

Tento pfiklad byl sice Cauchyho nerovnosti u$it na miru, nicméné dava tusit, ze CS a zlomky
jdou dobfe dohromady.

Jak to presné funguje?
Nez popiseme zékladni princip pouzivani CS, bude uzite¢né uvést si jesté jeden jeji tvar.

Tvrzeni. (CS zlomkobijec) Necht n € N. Dale budte ai,az,...,an € RT, by, ba, ..., by, € RT.

Pak plati

ai a2 an (1/a1+\/£+"‘+\/ﬁ)2

—+ =+t —]2 )
b1 bo bn, by +bos+---+ by

Cviéeni. (Lehké) Ovéfte, ze piedchozi tvrzeni je skutecné disledkem CS.

Predstavme si, ze dokazujeme nerovnost, v niz leva strana je ve tvaru souctu tii zlomkiu:

Ap Ay A
L="4+"2Z24+"2">P
B1 + Bo + Bs —
Pak podle CS zlomkobijce plati
> AL+ VA3 + VA5
= Bi+B2+B3

Stacilo by tedy dokazat, ze onen roztodivny vyraz z predchoziho fadku je vétsi nebo roven pravé
strané dokazované nerovnosti. Zda se, Ze jsme si mnoho nepomohli, ale zpravidla byva takovato
nerovnost o poznani snazsi a jeji vyfeseni je jen snadnym procvicenim AG.

Dobra a Spatna zprava
V predchozim odstavci jsme popsali, jak od dokazovani tézké nerovnosti se zlomky muzeme
prejit k dokazovani lehké nerovnosti beze zlomkt. OvSsem nez za¢neme tento postup pouzivat na
prikladech, mame tu jednu dobrou a jednu Spatnou zpravu.



Zacnéme tou Spatnou. Ona leh¢i nerovnost, na niz tu ptuvodni pfevedeme, nemusi platit.
Nikdo ndm nezarucuje, ze odhad provedeny pomoci CS zlomkobijce se opravdu vklini mezi levou
a pravou stranu dokazované nerovnosti. Tento jev je bohuzel velmi bézny, proto se na néj radéji
psychicky pfipravme.

Mas-1i chut v tuto chvili trhat stranky tohoto seridlu, zadrz! Situace neni zdaleka tak zoufald,
jak se zda. Je tu jesté ona dobra zprava, kterou jsme slibili. Cti pozorné. Jak uz vime, CS
zlomkobijec vezme nerovnost se zlomky a misto ni ndm da nerovnost bez nich, ktera staci k diukazu
té puvodni. My ale mtizeme jesté pfedtim nez zlomkobijce na nasi nerovnost vypustime, jeji tvar
trochu pozménit. Napfiklad zlomky libovolné rozsifime (ano, i tak bandlni Gprava staci!). No
a vtip je v tom, ze pokazdé, kdyz zlomky na levé strané upravime, dostaneme od zlomkobijce
k dukazu jinou nerovnost. Situace se obraci. Jesté pred chvili to vypadalo tak, Ze dostaneme
dokazat nerovnost, kterd jesté k tomu nejspi§ neplati, nyni se ale zda, ze dostaneme na vybér
z bezpoétu nerovnosti, z nichz nidm stac¢i dokdzat jedinou! Jak uz to byva, pravda je nékde
uprostied. Vétsinou mame na vybér nékolik nerovnosti (ne vSechna rozsifeni jsou ,rozumna‘“),
které mizeme dokazovat, pricemz tou dobrou zpravou je, ze zpravidla alespon jedna z nich plati.
A byva to ta od pohledu nejsympatictéjsi, ale to uz si ukazeme na ptikladu.

Koneéné priklad
Priklad. Dokazte pro a,b,c € Rt nerovnost

a n b " c >3
b+c c+a a+b 2

Reseni. Zkusme nejprve pouzit CS zlomkobijce tupé na tento tvar. Ziskdme

o Watvb+ye)?
= 2a@+b+c)

Nyni bychom chtéli dokazat, ze

(Va+ Vb +e)?

>3,
20a+b+¢c) “ 2

Ovs8em po pér fadcich ekvivalentnich (!) uprav (zkuste si) pfejde nerovnost do tvaru

Vab+\/%+\/ca2a+b+c

a o této nerovnosti jiz z predchozich kapitol vime, Ze neplati (dokonce plati opacné nerovnost)!
Prvni pokus nam nevysel. Zkusme tedy, nez zlomkobijce opét vypustime, rozsitit kazdy ze zlomka
tak, abychom si v ¢itatelich vytvorili druhé mocniny:

a? b2 c2

abJracJr bc + ba + ac + be

3
> 2.
2
Druhé mocniny v citatelich se ndm naramné hodi, neb nas to pozdéji zbavi odmocnin, o nichz

kazdy slusny matematik vi, Ze jsou osklivé. Vypustme zlomkobijce!

(a+b+c)?
~ 2(ab+ bc + ca)



Nerovnost, kterou mame nyni dokazat se velmi rychle ukaze ekvivalentni nerovnosti
a® + b2+ % > ab+ be+ ca,
o niz vime, ze plati. Dokézali jsme tedy

(a+b+c)?

3
T
~ 2(ab+bc+ca) ~ 2

a jsme hotovi!

A ted vy!
Ted kone¢né mizeme sezobat plody nasi prace a pomoci CS zlomkobijce snadno dokézat nerov-
nosti, které pro nas byly jesté pred chvili naprosto nefesitelné. Jak uvidis, jedna se o nerovnosti
prevzaté z prestiznich matematickych soutézi. Malé pripomenuti na zavér: Dobré rozsifeni se
pozna tak, ze nevyrobi zddné odmocniny.

Cviceni. Budte a,b,c,d kladna ¢isla spliujici a + b + ¢ + d = 1. Ukazte, Ze plati

a? b2 c? d?
a+b+b+c+c+d+d+a

1
> —.
-2
(Irska MO)
Cviceni. Pro kladna éisla a, b, c dokazte nerovnost

a " b " c >1
b+2¢ c+2a a+2b~

(Cesko-slovensko-polské stietnuti)
Cviceni. Necht a,b, c jsou kladna ¢isla a jejich soudin je roven jedné. Dokazte

1 1 1
Bbto)  Blate  Sbta)

>3
-2

(IMO 1995)

Cviceni. Dokazte, ze pro jakékoliv kladna ¢isla a, b, ¢ plati

a® b3 3 a+b+c
+ + > .
a?+ab+b2  b2+bc+c?2 24 ca+ta? 3

(Turnaj mést 1998)
Ndvod. Zkuste si jen tak pro zabavu roznésobit (a + b+ c)(a? + % + ¢2).



Ulohy k zamysleni

Zdaji-li se ti vSechna cviceni z naSeho seridlu lehka a priklady z 1. seridlové série uz mas vyre-
Sené, pripravili jsme pro tebe par ostfejSich kouskt. Pokud objevis feSeni, které pouzitou teorii
neptesahuje tento dil seridlu a napiSe$ ho na chat!3 jako prvni, ¢ekd té krom slavy a obdivu i
¢okolada v pristi obalce.:)

Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost
(a=b)2(a+b—c)+(b-c)b+c—a)+(c—a)’(c+a—b)>0
a vyvodte z ni nerovnost
a* +b* 4+ ¢* + abe(a+ b+ ¢) > 2(a?b? + b2 + 2ad?).

Pi#iklad. Budte a,b,c € RT takova, ze abc = 1. Dokazte

a? +b2 4+ a?+b?2 42 a2+b2+02<
a5+b2+02 a2+b5+62 a2+b2+c5—

Priklad. Ukazte, ze pro x,y,z > 1 plati

VE—1+y—1+vVz—1<Va(yz+1).

Serial — Nerovnosti, dil II

V tomto dile si vybudujeme rozsahly arzenal diikazovych metod na préci s nerovnostmi vseho
druhu. Krom toho se nau¢ime dvé nové zndmé nerovnosti, které ndm poskytnou do svéta nerov-
nosti ten spravny vhled. Prestoze je studijni text vcelku dlouhy, véfime, Ze ho zhltnete témér
jednim dechem, nebot myslenkové tivahy jsou v tomto dile zcela prostinké a dozajista si je osvojite
hned po prvnim precteni. Tak tedy dost povidani, dejme se do préace!

Ztratové a bezztratové metody

Nyni, kdyz se chystame dokazovat tézsi nerovnosti, je dobré si jednu véc pofadné rozmyslet.
N&as postup bude obecné vypadat tak, ze dokazovanou nerovnost budeme pomoci riiznych metod
prevadét na nerovnosti jednodussi, az se objevi néjaka, co pujde snadno dokazat. Metody, které
budeme k tomuto pouzivat, se déli do dvou skupin. V prvni skupiné jsou ty metody, které budeme
nazyvat bezztrdtove. Ty dokazovanou nerovnost prevedou na nerovnost jinou, kterd je ovsem
ekvivalentni té ptuvodni. Sem patfi napfiklad rizné substituce ¢i tfeba ekvivalentni tpravy.
Metodami z druhé skupiny, fikejme jim ztratové, téz dokazovanou nerovnost pfevedeme na jinou
nerovnost, ale jiz ne ekvivalentné. To znamena, Ze o této nové nerovnosti s jistotou nevime, ze
plati. S timto jsme se jiz setkali pfi pouzivani CS zlomkobijce.

Idealni by bylo, kdybychom umeéli kazdou nerovnost fesit jen postupnym pouzivanim bezztra-
tovych metod. Prosté bychom ekvivalentné prevedli nerovnost tézkou na nerovnost jednoduchou.
Takhle nudny ovSem svét nerovnosti neni! Vétsinou totiz plati, Ze ztratové metody, kterych je
vétsina (jsou to vlastné vSechny odhady, které uc¢inime), zjednodusuji nerovnost o dost vice nez
metody bezztratové, obé metody je tedy tfeba vhodné kombinovat.

13http://mks.mff.cuni.cz/chat.php



Cviéeni. (Dulezité!) Rozmyslete si, ze pfechod od homogenni nerovnosti k nerovnosti s pod-
minkou (napf. a + b+ ¢ = 1) je bezztratovy. Opacny prechod od nerovnosti s podminkou k ho-
mogenni nerovnosti bez podminky je rovnéz bezztratovy!

Navod. Ukazte, ze pokud existuje trojice, pro niz neplati jedna z nerovnosti, pak lze najit
i trojici, pro niz neplati druhé.

Cyklicky zapis vyrazu

Protoze nerovnosti jsou nékdy naro¢né nejen na kombinaci pouzivanych metod, ale i na alge-
braické tpravy, mohlo by se pomérné snadno stat, ze bychom se pfi tpravach zblaznili. Zkusili
jste nékdy roznasobit nerovnost obsahujici zlomky, nebo roznasobit dvé zavorky, z nichz kazda
mé devét ¢lent? Aby ndm k takovym Silenostem nechybéla odvaha, zavedeme si zkraceny zapis,
tzv. cyklickou sumu chc. Jelikoz vétsina vyrazi, se kterymi pracujeme, jsou (alespon) cyklické,
staci misto velkého mnozstvi vyrazi zapsat jen vybrané, a pokud vsechny ostatni lze z vybranych
ziskat cyklickou zdménou proménnych, je snadné si domyslet cely vyraz.

V nésledujicich ptikladech uvazujme vyrazy ve tfech proménnych a,b, c.

Priklad. UkaZeme nékolik zapisti pomoci cyklické sumy.
(i) Xeye a?b = a?b + b%c + 2a,

(iil) 93° . cava+bc=9(ava+bc+bvb+ca+cve+ ab).

Zapis pomoci cyklické sumy tedy funguje tak, ze prestoze zapiSeme jen jeden vyraz, mame
na mysli soucet vSech vyrazl, které vzniknou cyklickou zdéménou proménnych (séitancu je tolik,
kolik je proménnych). Doporucujeme si cyklicky zapis velmi dobfe osvojit a naudit se s nim
pocitat.

Tézké zbrané na lehké nerovnosti

V této kapitole si na p¥ikladech ukazeme nékolik novych postupt (pfevézné bezztratovych),
jejichz znalost ndm spolehlivé umozni fesit jednoduché nerovnosti, napfiklad nerovnosti dvou
proménnych ¢i nerovnosti nizkych stupni. Prestoze pujde casto o postupy, pfi nichz je potieba
i trochu pocitat, je opravdu nutné, abyste si tyto techniky osvojili a nabyli dojmu, Zze nékteré
nerovnosti jsou jiz z principu snadno feSitelné. Az budeme fesit néjakou opravdu tézkou nerovnost
a po tuhém boji se nadm ji podafi prevést napiiklad na symetrickou nerovnost dvou proménnych
nizkého stupné, je nutné umét praci dokoncit.

Linearni nerovnosti

Priklad. Jsou déana ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1). UkaZzte nerovnosti
6>3abc+4(1—a)(1—b)(1—c)+a+b+c>1

(PraSe, 28-7-6)
Reseni. Tuto nerovnost lze zcela jisté dokadzat mnoha rtiznymi zptsoby. Jeden mezi nimi oviem
vynika jako zdaleka nejjednodussi a na rozdil od ostatnich postupi pouzitelny i v pfipadé raznych
obmén (napf. zmény konstant) této ulohy.



Budeme se snazit ukazat, ze zadany vyraz (ozna¢me si ho V(a,b,c)) nabyva svych extrémi
pro krajni volby proménnych a, b, c, tj. pro a,b,c € {0,1}. Zvolme si tedy b, c pevné a hledejme
pro jakou hodnotu proménné a muize vyraz nabyt svého minima ¢i maxima.

Klicové pozorovani je, ze zadany vyraz je v proménné a linearni! Skute¢né, nebot kdyz ho
roznasobime, pak zcela jisté pujde zapsat ve tvaru

V(a,b,c) =T(b,c)-a+U(b,c),

kde T a U jsou néjaké vyrazy slozené z b, c, jejichz presna podoba nas ani moc nezajima. Divame-li
se ale na vyraz V(a,b,c) pro pevné b,c, je V(a) = T - a + U presné tvar linearni funkce! No a
o linedrni funkci vime, Ze na uzavieném intervalu nabyva svych extrémt v krajnich bodech
(grafem je tsecka). Pro pevnd b a c bude tedy vyraz nabyvat extrému p¥i volbach a = 0 nebo
a=1.

Co jsme tedy vlastné ukazali? No co kdyby aspon jedna z neznamych, feknéme b, byla razna
od 0 a 1?7 Bylo by pak mozné, aby vyraz nabyval extrému pro takovou trojici? Nebylo, nebot
bychom mohli zbylé dvé proménné zafixovat a podle predchozi uvahy bychom vidéli, ze jediné
volbou b = 0 ¢i b = 1 dosdhneme pfi danych hodnotach a,c extrému (nebo mame vodorovnou
usecku, ale pak téz sta¢i ovéfit hodnoty v krajnich bodech). Pro trojici, kterad nabyva extrémnich
hodnot tedy opravdu musi platit a,b,c € {0,1}! Zbyva téchto osm trojic dosadit a pohodlné
urcit, ze minimum je skutecné 1 a maximum 6.

Celé predchozi feseni se da vlastné zkratit do jedné véty: JelikoZ je vyraz v kaZde proménné
linedrni, miuze nabyvat extrému pouze v pripadé krajnich voleb viech tri promeénnych. Pokud jste
predchozi ivaze dobie porozuméli, musite uznat, ze tloha je uz od pohledu nezajimava, nebot
se jedné jen o urovani extrému linearni funkce.

Cvicéeni. Naleznéte minimum a maximum vyrazu
a(l—=0b)+b(1 —c)+c(1l—a),

v némz a, b, ¢ jsou z intervalu (0, 1).

Cvieni. Proz,y € R a z € (—2,2) ukazte nerovnost
z2 + y2 > xyz.
Navod. Diky linearité v proménné z staéi rozebrat pripady z = +2.
Kvadratické nerovnosti
Priklad. Dokazte pro z,y € R

12+y2+12my+m+y.

javt
)
e
I
S
BN

1KOve a pekne erovnost vynasobime dvema a upravime na soucet ctvercu
Trikové ¢kné) N t Asobi dveé i Cet Ct §
(—y?P+(x—-1)>+@y-1)>>0.

Hotovo.



Jak ale na néco takového ptijit? A vibec odkud se vzal ten trik s nasobenim dvéma? Ano,

rozklddani na soucet ¢tvercu je velmi pékna metoda dokazovani nerovnosti, ale ¢asto neni viilbec
jasné, jak v upravach postupovat. Vézte, ze nasobeni dvéma pouzivame jen k tomu, aby byl
rozklad 1épe vidét (napiiklad ¢len 2zy jisté popoZene nasi intuici vice nez ¢len zy). Jak poté
dokoncit rozklad napovidaji Cleny 2zy, 2z, 2y na pravé strané. Pokud si na rozkladani stale
nevérite, potési vas, ze existuje i jind metoda.
Reseni. (Pfimocaré, méné pékné) Na nerovnost se na chvili podivdme jako na nerovnici v pro-
ménné z s parametrem y. Kdybychom tedy tuto nerovnici fesili, mélo by nam vyjit, ze plati pro
kazdé x bez ohledu na hodnotu parametru y. To ale jinymi slovy fika, ze pro kazdé y ma diskri-
minant onoho kvadratického vyrazu byt nekladny (parabola je celd nad osou). To ale miizeme
snadno ovérit

22 —zy+ 1)+ —y+1>0
I3

D=(y+1)?2—4(@*—y+1)<0.

Posledni nerovnost je jiz ekvivalentni —3 - (y — 1)2 < 0, takZe diskriminant je opravdu pro
kazdou hodnotu y nekladny a vidime, ze dokazovana nerovnost plati.

Navic jsme zjistili, ze y = 1 je pro danou nerovnost jedina kritickd hodnota. Je tedy rozumné
ocekavat, ze v rozkladu na soudet ¢tverci se vyskytne ¢élen (y — 1)2. Prfipadd, v nichz vypocet
diskriminantu napovi, jak sestavit rozklad na soucet ¢tverci, je bezpocet.

Povézme si néco vice o tom, jak tato metoda funguje. V predchozim odstavci jsme zjistili,
ze je-li nerovnost v néjaké proménné linearni, sta¢i ndm zkoumat pouze jeji krajni hodnoty.
Tedy vlastné prejit (bezztratové!) ke dvéma nerovnostem o méné proménnych. Néco podobného
se déje i tu. Jen bychom si méli rozmyslet, zda je tento postup téz bezztratovy. Je tomu tak,
pokud dokazovana nerovnost mé platit pro vSechna realna ¢isla. Pak totiz opravdu pozadujeme,
aby bez ohledu na hodnotu parametrd, byla prislusna parabola vzdy nezaporna. Problém muze
nastat pokud mame napriklad ukézat nerovnost pouze pro kladna a, b, c. Mohlo by se totiz
stat, ze tfeba pro a = b = 1 a ¢ = —1 nerovnost neplati. Pokud bychom tedy zrovna pocitali
diskriminant vzhledem k ¢, mohl by nam vyjit kladny a pofad by to neznamenalo, ze puvodni
nerovnost neplati. Nicméné i v téchto pripadech je pfechod k diskriminantu metoda nadéjné a
Casto se stavd, ze byt mame za kol dokazovat nerovnost pouze pro kladna ¢isla, tak plati i pro
Cisla zaporna.

Cviéeni. Zkuste si dokdzat obéma metodami (vypoétem diskriminantu, rozkladem na soucet
étverci). Pro z,y € R ukazte

(i) 22 +y*> +2y +4 > zy + 2u,
(ii) 222 4+ 292 +1 > x4+ y + 2xy,
(i) (@+)2+1>2(z+y).

Cviceni. Rozmyslete si, ze pokud dokazujeme nerovnost
z2 + A(y, z)x + By, z) > 0 pro z € RT,

v niz A(y, z) a B(y, z) jsou n&jaké vyrazy v proménnych y, z, vypoctem diskriminantu a zarover
vime, Ze vyraz A(y, z) nabyva pouze zadpornych hodnot, je nas postup bezztratovy.



Navod. Ukazte, ze pro dana y, z ma kvadraticky trojclen vzdy minimum pro kladné x.

Cviceni. (Vydatné) Pro a, b, ¢ kladné ¢isla dokazte
a?b2c® + a?b? + a?c® + b2c® + a® + 2 > 2ab + 2be + 2ca.

Navod. Zkuste si rozmyslet, ze pokud nerovnost plati pro vSechna kladna c¢isla, pak plati uz
pro uplné vSechna ¢isla. P¥i sestavovani diskriminantu skladejte, co muzete, v souc¢in. Az tlohu
takto vyresite, zkuste ji vyfesit i rozkladem na soucet Ctverci.

Poznamka. Toto cviceni zaroven resi tieti wlohu k premysleni z minulého dilu. Tento tvar
ziskate po substituci a = vz — 1, b= /y — 1, c = v/z — 1. Z vyse uvedeného by mélo byt jasné,
proc je tato substituce vyhodna.

Nerovnosti jedné proménné

Velmi c¢asto se nam bude pfi feSeni stavat, Ze posledni krok v nasem postupu bude dikaz
nerovnosti jedné proménné. Pojdme si o nich tedy néco fici. Na takovéto nerovnosti mame dvé
zékladni zbrané: AG nerovnost a rozklad na soucin.

Priklad. Pro z € RT ukaite
823 + 22 — 8z +3>0.

Reseni. Nerovnost ziskdme seétenim AG nerovnosti
z2 +1> 2z, 83 +1+1>3- 2z

Toto feSeni sice nevypada moc prirozené, ale jeho jedinou myslenkou je pomoci ¢lent u nichz
je kladny koeficient odhadnout ¢leny u nichz je koeficient zaporny. Pfi pouziti AG nerovnosti pro
tii prvky je podstatné, ze x je kladné ¢islo. Pokud by x bylo pouze realné, druhy odhad bychom
pouZit nemohli (pozor na to!), a nerovnost by dokonce neplatila, zkus z = —10.

Priklad. Pro z € R ukaite
x4—x2—2x+220.

Reseni. Polynom rozlozime na souéin
' —2? — 24+ 2=(x-1)% (@2 +22+2) = (- 1)% ((x+1)>+1) >0.

A dtkaz je hotov.

I toto Teseni jisté vyzaduje komentar. Ve skutecnosti jsme postupovali takto. Vsimli jsme si,
ze pro x = 1 nastava rovnost. To bude mimochodem velmi typicky pfipad. Jednicka je tedy kofen
polynomu a ¢len (z — 1) z n&j musi jit vytknout.!* P¥i vytykani je nasi jedinou strategii rozdélit
vyraz na mensi skupinky tak, abychom élen (z — 1) uméli vytknout z kazdé z nich. PiSme tedy

zt—e? —204+2=(a*—2%) - (22 —2) =
=(@—-1) - (@3 +2)-2x—-1)=
=(x—1) (@3 4+2-2).

14Pokud se v polynomech viibec neorientujes, zkus si predist nas kratky studijni text na
https://mks.mff.cuni.cz/archive/28/3.pdf.



Nyni vidime, %e pro = 1 je i posledni zavorka nulova. Vytykejme!'® (x — 1) znovu
(x—1) (23 +z—2) = (m—1)~((13—1)+(m—1)) =(z—1)% (2% + 2z +2).

Nyni zbyva ukéazat, ze 2 + 2z + 2 > 0 pro kazdé = € R, coZ neéini zadny problém.

Poznamka. (O dvojném kofenu — dilezita!) Na tento vysledek se budeme ¢asto odvolavat, a
tak doporucujeme jej ditkladné vstiebat. Pfedstavme si, ze dokazujeme P(z) > 0 pro vSechna
z € R pro néjaky polynom P(x). Odhalime, Ze lze vytknout tfeba (z — 5), a piSeme P(x) = (z —
—5)Q(z), kde Q(z) je opét n&jaky polynom. Vsimneme si, ze ¢len (z — 5) méni v bodé 5 své
znaménko. Znaménko celého souc¢inu mé byt ale stéle kladné, proto i polynom Q(z) musi v bodé
5 ménit znaménko. To ale neznamend nic jiného, nez ze &islo 5 je kofenem polynomu Q(z) a ze
i z néj l1ze vytknout (z — 5). Touto jednoduchou tvahou jsme odvodili, Ze pokud v né&jakém bodé
plati rovnost, chceme pfislusny kofenovy cinitel vytknout hned ve druhé mocniné! Pokud by to
neslo, nemohla by dokazovana nerovnost platit. Samoziejmé pokud onu nerovnost dokazujeme
jen pro € R, pak nas zajimaji pouze ty pripady rovnosti, v nichz je = kladné.
Cviéeni. Pro xz € Rt dokazte
(i) z*+23 —422 4+ 24+1>0,
(ii) #® -2z + 23+ 22 - 20 +1>0,
(iii) 2% —22* + 223 —22 —2z+1>0.
Cviéeni. Pro z € R dokazte
(i) z* —223 + 222 -2z 4+1>0,
(i) z* — 323 + 422 -3z +1 >0,
(iii) 28 — 425 + 8z* — 1023 + 822 —4x +1 > 0.

Nerovnosti dvou proménnych

Pro nerovnosti dvou proménnych mizeme krom obvyklych postupt pouzit i dvé nové techniky.
Jedna z nich se hodi pro nerovnosti homogenni a druhd pro symetrické.

Piiklad. Pro a,b > 0 ukazte
a* + 2b* > a2b? + 2ab3.
Reseni. Nerovnost je homogenni, zvolme tedy b = 1. Podle piikladu z ptedchoziho odstavce
vime, ze
a*—a®—2a+2=(a—1)? ((a+1)2+1) >0.
A nerovnost je dokdzana.

Vidime tedy, ze homogenni nerovnosti dvou proménnych lze (bezztratové) pfevadét na nerov-
nosti jedné proménné, které jiz pohodlné umime fesit.

Cviceni. Ukazte, ze z kazdé platné homogenni nerovnosti v proménnych a,b, v niz rovnost
nastava pro a = b, lze vytknout ¢len (a — b)2.

Priklad. Pro kladna cisla a, b ukazte nerovnost
a?(a+1)+b2(b+1) +1 > 5ab.

15Pokud nemas rad vytykani, lze pouzit i déleni polynomu polynomem. Nevis-li o¢ jde, zeptej
se ve Skole. Budeme ovsem radsi, pokud se ti podafi odkoukat, jak se vytyka, neni to nic tézkého.



Reseni. Vsimneme si, Ze nerovnost je symetrickd. Zvolime substituci s = a + b, p = ab a
dokazovanou nerovnost prepiseme do novych proménnych s a p

(a® 4+ 0%) + (a® + b%) + 1> bab
s

s(s? —3p) + (s> —2p) +1 > 5p.

Vsimneme si, Ze nerovnost je v proménné p linearni, staci ji tedy ovérfit pro krajni hodnoty
T
vyuzili odhad (a+b)? > 4ab. V p¥ipadé p = 0 je jedno z &isel a, b nulové, coz ze zadani nelze (ale
mimochodem nerovnost rovnéz trivialné plati). V piipadé 4p = s? je nerovnost (jedné proménné)
ekvivalentni nerovnosti (s + 1)(s — 2)2 > 0. Dikaz je hotov.

p. Pro pevnou hodnotu s se p pohybuje v intervalu (0, 2-). Krom nezapornosti &isel a,b jsme

Ano, tusis spravné, ze predstavovanou metodou je symetrickd substituce, tedy substituce
s = z+vy (s z anglického sum), p = zy (p z anglického product). Po pievedeni do proménnych p a
s jsme vyuzili toho, Ze nerovnost byla v proménné p linearni, to se ovSsem nemusi stat vzdy. Postup
je schtidny i v pfipadé, Zze nerovnost je v p kvadratickd. V tom pfipadé mtzeme bud sadhnout
po vypoc¢tu diskriminantu ¢i napfiklad zkusit ukazat, Ze ona kvadraticka funkce je v intervalu
vymezeném pro p rostouci. Pak by opét bylo jasné, kde nabyvéa extrému. Pokud je nerovnost
v p jesté vyssiho stupné, pak nasi jedinou nadéji je vytykani. Pokud naptiklad rovnost nastava
kdykoliv & = y, pak po symetrické substituci musi jit vytknout ¢len s2 — 4p = (z — y)2.

Cviceni. Ukazte, ze pro kazdé n lze vyraz =™ + y™ zapsat pomoci s a p.
Navod. Uvazte nejmensi n, pro néz vyraz pomoci s a p zapsat nelze, a spor hledejte ve vyrazu
2 4y — (@ + )",
Cvideni. Pro z,y € R ukazte z* — 223y + 322y% — 2zy3 + y* > 0.
Cviéeni. Pro z,y € Rt ukazte
1 1 1
+ > :
(I+2)2  (1+y)? ~ l+ay

Cvic¢eni. Pro kladna ¢isla a, b, ¢, d plati abed = 1. Ukazte nerovnost

1 1 1 1
>1
ta? @402 Ute? TazaZ=

(Cinska MO 2004)
Navod. Dvakrat pouzijte vysledek predchoziho cviceni.

Cviéeni. (Hodné po¢itaci) Pro z,y,z € RT,z,y, 2 # 1 jejichz souin je roven 1 ukazte nerov-
nost 5 5 )
T z
Y > 1.

@-12 -2 o

(IMO 2008)

Ndvod. Dosadte z = ngy7 pouzijte symetrickou substituci, zatnéte zuby a pocitejte. Diskriminant
vysledné kvadratické rovnice by mél vyjit 0.



Symetrické a homogenni nerovnosti t¥i proménnych

Na tuto tfidu nerovnosti mame téz jednu bezztratovou metodu, jak ovSsem uvidite, je vypo-
¢etné tinosna jen pro nerovnosti nizkych stupnt.

Priklad. (1. tloha k pfemysleni z minulého dilu)  Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost
(a=b2(a+b—c)+(b-0c)%(b+c—a)+ (c—a)*(c+a—b)>0.

Reseni. Nerovnost je symetricka, buno!® volme a > b > ¢. Dale vidime, Ze nerovnost je homo-
genni, muzeme tedy zvolit c =1 apsdt b=1+z,kdex >0aa=14+x+y,kdey >0 a
bezztratové prejit k nerovnosti dvou proménnych

Y(1+2e+y)+2°(1—-y) + (2 +)°(1+y) 20,
z jejiz levé strany jediny zaporny ¢len 2y po upravé jisté ,zmizi“, takze ji miizeme prohlasit za
platnou.

Poznamka. Obcas se pouzivé i substituce ¢ = 1, b =1+, a = 1+ y, kde =,y > 0. Jeji
vyhodou je, Ze vznikld nerovnost dvou proménnych bude symetricka, a nevyhodou, Ze je casto
pracnéjsi. Napftiklad u cyklickych nerovnosti ani na vybér neméame, neb biino mizeme pouze
prohlasit a > ¢, b > c.

Cvicéeni. Dokazte timto zptisobem Schurovu nerovnost pro k = 2
a®(a—b)a—c)+ b2 (b—a)(b—c)+ P(c—a)(c—b) >0

platnou pro a,b,c > 0.

Ndvod. Nezapomerite zvlast vysetfit pfipad ¢ = 0, ukryva totiz jeden z p¥ipadf rovnosti a
rozmyslete si, Ze pouze pro a,b,c > 0 lze bno volit ¢ = 1.

Cvigeni. (Na algebraickou pfedstavivost) Zkuste stejnym zpisobem dokézat Schurovu nerov-
nost pro obecné k € N.

Cviéeni. (Mildorfova nerovnost) Necht a,b,c jsou redlna &isla spliujici a > b > ¢ a z,y,2
nezapornd ¢isla, pro néz plati « + z > y. Ukazte, Ze plati

z2(a—b)(a—c) +y3(b—c)(b—a)+ 22 (c—a)(c—b) >0

a urcete, kdy nastava rovnost.

Navod. Zéaporné ¢leny tentokrat odstrante pomoci AG nerovnosti s vyuzitim druhé mocniny
vztahu x 4+ z > y.

Rozdél a panuj

Casto je mozné dokazovanou nerovnost rozdélit na soucet nékolika jednodussich nerovnosti
(vzpomernite na AG masinku). T¥eba jako v nasledujicim pfikladu.

Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost
a+b2+c+6>3a+b+c).

16Bez Gjmy na obecnosti.



Reseni. Nerovnost ziskdme seétenim t¥i analogickych AG nerovnosti
a®+1+41>3a B¥4+1+1>30 S +14+1>3c

Uloha je vyfesena.

Vyhodou této techniky je, ze ony dil¢i nerovnosti, z nichz tu dokazovanou sklddame, maji
zpravidla méné proménnych a vSeobecné maji jednodussi tvar a snadno se tedy dokazi. Nevyhod
je na druhou stranu hned nékolik. Samoziejmé se jednd o metodu ztratovou, jelikoz nemame
jistotu, Ze jsme puvodni nerovnost rozdélili spravné, tedy na platné nerovnosti. Dale je tieba
Fict, ze vétsinou existuje vice zpisobt, jak rozdélovat (tedy vice moznych dil¢ich nerovnosti) a
zdaleka ne vSechny diléi nerovnosti budou platit. A konec¢né je tfeba pfiznat, ze téz velmi casto
nerovnost timto zpusobem rozdélit prosté nelze. Pfes to vSechno pokud nerovnost rozdélit lze,
tak by ndm to nemeélo uniknout a par rozkladu je dobré vzdy vyzkousSet.

Cvicéeni. Pro kladna ¢isla z,y, z ukazte nerovnost

2 n 2 n 2 > 1 n 1 n 1
1+2)2 Q4?2 (Q+2)2  1+zy 14+yz 142z

Cvicéeni. Ukazte, Ze pro a,b,c > 0 plati
2
g(a—f—b—i-c) > Vab+ Voc+ Yeca—1.

Navod. 1=

w|—
+

ol
_l’_

ol

O sile odhadu

Priklad, ktery si nyni ukadzeme, velmi pékné ilustruje, jak i uplné jednoduchy odhad muze
vytesit tézkou ulohu.

Priklad. Ukazte, Ze pro vSechny trojice kladnych déisel a, b, ¢ plati
1 1
2.3 b T abe = abe’
e a® + b° + abc abc

(USA MO 1998)
Reseni. Vime, 7e pro x,y € RT plati 23 + ¢3 > 22y + y?z (AG masinka), a mizeme tedy psat

1 c
L S E = § = 7
gt a?b + b%a + abc e abc(a+b+c) abe

¢imz nerovnost dokazeme. Pozorné si rozmysli, Zze v prvnim odhadu skute¢né plati znaménko <.

Vidite, ze v tomto pfikladé nam odhad jedné casti vyrazu ulohu v podstaté vytesil. Pfipravte
se ovSem na to, Ze nesrovnatelné Castéjsi je pripad, kdy po pouziti né€jakého odhadu zbyde
k dikazu nerovnost, kterd neplati. Nerovnosti pak muzeme délit na silné a slabé podle toho, jak
odolné jsou vuci ruznym odhadtum, tedy vlastné jak tésny je vztah mezi levou a pravou stranou.
Obdobné muzeme ohodnotit i silu metod, které k vytvafeni odhadd pouzividme. Porovnavat
obecné silu zndmych nerovnosti je velmi tézké (zvlast kdyz jsou mezi nimi Casto tésné vztahy),



nicméné napiiklad CS zlomkobijec je nepochybné metoda silnd, naopak odhad z predchoziho
ptikladu je spiSe slaby. Ziskat dobrou predstavu o sile ruznych odhadt chce docela velkou praxi
a tak nam zatim budete muset spis§ vérit, kdyz fekneme, ze néjaky odhad je silny.

Cviceni. Ukazte, ze pro kladna éisla a, b, ¢ spliujici abec = 1 plati

ab
—_ <1
S

cyc
(IMO shortlist 1996)
Ndvod. Pouzijte odhad a® + b® > a2?b?(a + b).

Permutaéni nerovnost!”

Neékdy se ji téz fikd mincova nerovnost a soukromé ji nazyvame finan¢nicka nerovnost, protoze
ji bez ditkkazu pochopi kazdy financnik. V jistém smyslu se jedna o zatim nejobecnéjsi nerovnost,
protoze jak Cauchyho nerovnost (CS), tak i AG nerovnost jsou jeji dusledky.'® Mozna je ted
divné, pro¢ jsme tedy dosud tak propagovali AG a CS. Divody jsou dva. Zaprvé umét dobte
pouzivat AG a CS je pro feSeni netrividlnich nerovnosti naprosto nezbytné. Druhy duvod je,
ze v nékterych ulohach je pouziti AG ¢i CS prosté vice intuitivni (a jsou pfipady, kdy je tomu
naopak).

Tvrzeni. (Permuta¢ni nerovnost) Méjme dvé uspofddané posloupnosti libovolnych'® reslnych
Cisel x1 > w2 > ... > Tp ayr > Y2 > ... > Yn, n € N. Pro libovolnou permutaci (z, x5, ..., x},)
éisel (z1,x2,...,Tn) plati

z1y1 + Tay2 + o+ Toyn > iYL+ THY2 + -+ ThUn > Tyl + Tno1¥2 4+ + T1Yn.

Jesté nez tvrzeni dokazeme, chtéli bychom naznacit, ze si svij diukaz vlastné skoro ani ne-
zaslouzi, protoze je opravdu ziejmé, kdyz se formuluje nésledujicim finanénickym zptusobem
(naptiklad pro n = 3). Ocitli jsme se ve finan¢nickém poloraji, kde je obrovskd hromada tisiciko-
run, vedle ni hromada stokorun a vedle jesté hromada pétikorun (y; = 1000, y2 = 100, y3 = 5).
Vzit si penize mizeme jen ve tiech krocich. V kazdém kroku si nejdfiv uréime hromadu, ze které
chceme mince nebo bankovky odebirat. V prvnim kroku si potom smime z vybrané hromady
odebrat jen sedm predmétd (tim myslime mince nebo bankovky) a celd hromada poté zmizi.
V druhém kroku si z dalsi vybrané hromady muzeme odebrat uz jen pét predméti a hromada
zmizi. Ve tfetim kroku si ze zbylé hromady miizeme vybrat jen tii pfedméty (z1 = 7, 2 = 5,
x3 = 3) a se zmizenim tfeti hromady se z poloraje stane definitivné polopeklo. Jak hromady
vybirat, abychom si odnesli co nejvice penéz? No to je jasné prece 7 -1000 4+ 5100+ 3 -5. A
jak vybirat hromady pro nepfitele, aby si odnesl co nejméné? No pfece 3 - 1000+ 5 - 100+ 7 - 5.
Vsechny ostatni vybéry daji ¢astku nékde mezi.

Pravé ukazané formulace je duvodem, pro¢ se této nerovnosti nékdy tiké i mincovd nerovnost.
Zkusme si i formalni dikaz. Jeho myslenka je velmi jednoduchd, prosté prohazujeme ,Spatné
usporadané“ dvojice.

17 Anglicky néazev je rearrangement inequality.

18Pokud ses jiz setkal s nerovnostmi mezi mocninnymi priiméry — harmonickym, geometric-
kym, aritmetickym a kvadratickym — pak véz, Ze i tyto nerovnosti lze dokazat pomoci permutac¢ni
nerovnosti.

19Ptipoustime i zaporna.



Diikaz. Dokazujme nejdiive prvni nerovnost. Predpokladejme, Ze n-tice (z], x5, ..., z}) se lis
od n-tice (x1,22,...,%n) poprvé na pozici i, ¢ € {1,2,...,n — 1}, tj. x; # . Pak ale jisté
existuje j > i takové, ze z; =x; > x; (ptipad j < 4 nastat nemiZe, protoze pro kazdé k < %

plati z = z}). Misto staré n-tice (27,z5,...,2},.. .,ac; = zj,...,2)) vezméme novou n-tici
’o A / ’ /s iz P s : - %z
(xl,xQ,...,J:j = Ziy..., T, ..., x,), kde x} je na j-té pozici (prohodili jsme jen z, acj). Staci

porovnat stary soucet > "' | xiy; s novym souctem pfislusnym nové n-tici. Ty se vSak lisi jen ve
dvou s¢itancich a pozorujeme, ze

ahyi + aiy; > Ty + 2y < («f — zi)(yi — v5) = (wi — x7)(yi —v5) >0,
coz je soucin dvou nezapornych ¢isel, takze novy soucet je vétsi nebo roven nez stary. Z toho uz
plyne, Ze soucet »_7" | x;y; prislusejici n-tici (x1,x2,...,%n) je nejvétsi mozny.

Druha nerovnost se dokaze zcela analogicky. Mohli bychom ji ale dokazat i z prvni tak, ze
vezmeme posloupnost —y, > —yn—1 > ... > —yi1. Potom vime, ze soucet —z1yn — Tayn—1 —
— .-+ — zpy1 je nejvétsi mozny, tedy soucet xi1yn + T2yn—1 + - + Tpy1 je naopak nejmensi
mozny.

Jak to pouzit?

Ukézeme si n€kolik priklad®, na kterych té snad piresvédcime, ze snazit se hledat v tlohach
permutacni nerovnost muze byt opravdu velmi uzite¢né, elegantni a rychlé.

Poznamka. Budeme fikat, ze dvé n-tice (z1,2,...,2Zn) a (y1,¥2, ..., Yn) jsou souhlasné uspo-
fadané, pokud existuje permutace o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} takova, ze To(1) 2 To(2) 2
2 ... 2 Ty(n) & ZATOVEN Yy (1) 2 Yo(2) = --- 2 Yo(n) (jedna permutace uspofada obé posloup-
nosti). Naopak budeme Fikat, ze tyto n-tice jsou opané usporddané, pokud existuje permutace
o takova, Ze Ty(1) 2> Ty(2) 2 -+ 2 To(n) @ ZaTOVEN Yo (1) < Yo(2) < -+ < Yo(n)- Ljednodusené
Ize ¥ici, ze dvé n-tice jsou souhlasné usporadané pokud péarujeme velka cisla s velkymi a mala
s malymi (tedy tim nejlep$im zpisobem), a naopak opa¢né uspofddané, pokud pérujeme tim
nejhorsim zpusobem.

Pro libovolné n-tice (z1,...,2Zn), (Y1,-..,Yn) a pro libovolnou permutaci o budeme vyraz
> i1 TiYe(s) Nazyvat soucinem téchto n-tic (ptislusnym permutaci o). Pro uspofddané posloup-
nostizy > z2>...>2xn ay > y2 > ... > yn budeme o vyrazu x1y1 + - - - + nyn mluvit jako
o0 maximalnim soucinu téchto posloupnosti a o vyrazu z1yn+- - -+ny1 jako o minimalnim souéinu
téchto posloupnosti. Jsou-li (z1,...,2n), (y1,...,yn) souhlasné uspoiddané, je > 7" ; x;y; jejich
maximalni soucin, a jsou-li naopak opa¢né uspofadané, je -7 | x;y; jejich minimélni soucin.

V minulém dilu seridlu jsme si pomoci AG masinky dokazovali nésledujici nerovnosti (jen (iv)
jsme si dovolili pfidat).

Priklad. Pro kladna z,v, z, resp. kladna a, b, c dokazte

; y

) 2+Ltz>3

(ii) 23 + 93 + 23 > 22y + y22 + 222,

(iii) @3y 4+ y32z + 23z > 2%yz + y2 2z + 222y,

(iv) zty? +y222 + 2422 > 23y2? + y32a? + 23ay?,

2 2 2
V) S +5+ S >atbte

3

(vi) §+§+C—2ab+bc+ca.



Reseni. Vsechny nerovnosti umime snadno dokazat pomoci AG, ale ted se na né podivame
z trochu jiného uhlu.

(i) Trojice (z,y,2), (%, %, é) jsou opaéné uspotadané?® (zde vyuzivame, ze Cisla jsou klad-

na). Na pravé strané dokazované nerovnosti je jejich minimalni souéin, totiz 3 = x% +
+yi+zi, zatimco na levé je jejich jiny soucin. Takze nerovnost plyne ihned z permutacni
nerovnosti.

(ii) Trojice (z,y,z), (x2,y?,22) jsou souhlasné usporddané a na levé strané dokazované
nerovnosti je jejich maximalni soucin, takze nerovnost plyne z permutacni nerovnosti.

(iii) Trojice (x2,y2,22), (yz, 2z, zy) jsou opaéné uspotadané?! a na pravé strané je jejich
minimalni soucin, takze diky permutac¢ni nerovnosti jsme hotovi.

(iv) Trojice (x2y,y?z, 2%x), (z2y, y22, 22x) jsou souhlasné usporadané. Na levé strané je je-
jich maximalni soucin a na pravé strané jiny soucin.

(v) Trojice (a2,b?,c?), (%, %, %) jsou opacné usporddané a na pravé strané nerovnosti je
jejich minimalni soucin, zatimco na levé strané je jiny soucin.

(vi) Trojice (a®,b3,c?) a (é, %, %) jsou opac¢né usporadané a podle permutac¢ni nerovnosti
proto plati % + % + g > a2 +b2 +c2. Nerovnost a2 +b2 +c2 > ab+bc+ ca oviem plati
také (uz ji zndme), protoze na levé strané je maximalni soucin trojic (a, b, c), (a,b,c).

Zkuste to sami, je to snadné!
Staci jen prejizdét zrakem a ovérovat, ze nékteré nerovnosti jsou vlastné opravdu vidét :).
Cvigeni. Necht jsou déna libovolnd redlnd &isla ai,...,an a af,...,a), je jejich libovolna per-

mutace. Dokazte, ze

2 2 2 / / /
aji + a3 +---+a; > aia] +az2ay + -+ ana,.

Cvigeni. Necht ay,...,a, jsou kladné realnd ¢&isla a af, ..., a), je jejich libovolna permutace.
Dokazte, ze
a a a
7,1 + i/2 +ood+Z>n
a
1 2 n

Cvic¢eni. Pro z,y,z € RT, n € N a pfirozené k < n dokazte
(1) $7 +y7 + Z7 > 25y2 +y522 +Z5£B2,
(11) "+ yn + 2 > $kyn7k + ykznfk + qu;"*k_

Cviéeni. (o néco malo t&z81) Necht z1 > x2 > ... > zn ay1 > y2 > ... > yn jsou redlnd cisla.
Necht (y1,...,y,,) je permutace (y1,...,yn). Dokazte, ze

(1 —y1)? + (@2 —y2)> 4+ 4 (@n —yn)® < (21— Y12+ (w2 —95)° + - + (T — yp) 2
(IMO, 1975)

20A to at jsou &isla z,y, z uspofadana jakkoliv, zkus si.

21Tuto skuteénost je vzdy dobré si podrobné rozmyslet. Precizni zdfivodnéni je takové, ze
jeliz >y >z pakjeia2 >y2 > 22 ayz<zx <ay. Jeliz > 2>y, pak jeix? > y2 > 22
a yz < zy < 2z a jind usporddani vzhledem k cykli¢nosti diskutovat nemusime (bez Gjmy na
obecnosti je x nejvétsi).



Cviéeni. Pro kladna a, b, ¢c dokazte

b+1 c+1 a+1 1 1 1
>2(-4+-4+-).
av/a + bvb + ce ( )
Navod. Pridejte jednoduchoucké AG.

a b c

Séitani je mocné
Tim ovsem plejada péknych pouziti permutacni nerovnosti zdaleka nekonci. Podivejme se
tfeba na tzv. Nesbittovu nerovnost, kterou jsme v minulém dilu dokézali pomoci CS zlomkobijce.

Priklad. Pro kladna a, b, c dokazte

a n b i c S 3
b+c c+a a+b 2
Reseni. Trojice (a, b, c), (ﬁ, C}ra, %«l»b) jsou souhlasné usporddané (rozmysli), takze z permu-

tacni nerovnosti plyne

a n b + c b " c n a
b+c c¢c+a a+b " b+c c+a a+b

a b c c a b
+ + > + + .
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Se¢tenim a vydélenim dvéma dostaneme dokazovanou nerovnost.

Jak jsme pravé mohli vidét, bylo s¢itani riznych dolnich odhadd maximalniho soucinu cestou
k cili. I v mnoha jinych tlohéch je s¢itani nékolika nerovnosti (podobné jako tomu bylo u AG)
a¢innou zbrani. Vyzkousejte si tuto techniku sami.
Priklad. Necht a,...,an, € RT. Oznaéme s = a1 + - - - + an. Dokazte, Ze plati
al az an n

+ >
s —al s —as S—an n—1

. 1 1 1
Navod. (ai,a2,...,an), (Siu1 " 3Tagr san

vSech n — 1 cyklicky vytvorenych odhadt a hadejte, co se s nimi d4 udélat.

) jsou souhlasné uspofadané. NapiSte pod sebe
Cviéeni. (Cebysevova nerovnost) Necht 1 > 22 > ... > 2, ay1 > y2 > ... > yn. Potom
plati

n(z1yr +x2y2 + -+ Tnyn) > (@1 + 22+ -+ 2n) Y1 +y2+ -+ yn) >

> n(T1Yn + T2Yn—1 + - + Tay1).

Poznamka. CebySevovu nerovnost lze chapat i tak, Zze pro maximalni soucin plati odhad

n n
z1+--+x

I N

N " n

i=1 i=1

Cvic¢eni. Pro kladna a,b,c a n > 1 dokazte

a™ pn cn an—l +bn—1 +cn—1

b+c+c+a+c+a_ 2




Névod: (a, b, c), (a"’l bt enl

STo ora H—G) jsou souhlasné usporadané.

Jensenova nerovnost

22

Abychom pochopili Jensenovu““ nerovnost, je potfeba nejdfive dobfe porozumét pojmum

konvexni kombinace a konvexni funkce. Dejte si néco dobrého na zub a vrhneme se na to.

Konvexni kombinace

Definice. Necht jsou dédna reiln ¢isla x1,...,xn, n € N, n > 2. Necht jsou déle \1,...,A\n €
(0,1) takovd, Ze A1 + -+ + A, = 1. Cislo

A1x1 4+ A2xe + - 4 Apxn

nazyvame konvexni kombinaci ¢isel x1,...,Zn.

Cviceni. Ukazte, ze kazdé z ¢isel x; lze zapsat jako konvexni kombinaci éisel x1,x2,...,Tn.
Cviceni. Rozmyslete si, ze pokud je £1 nejmensi z kombinovanych ¢&isel a z,, naopak nejvétsi,
pak v8echny konvexni kombinace éisel z1,z2,...,xn leZi v intervalu (z1, zy).

Cviceni. A naopak ukazte, ze kazdé ¢islo z tohoto intervalu lze vyjadfit pomoci néjaké konvexni
kombinace.

Zatim jsme se zabyvali konvexnimi kombinacemi na pfimce. Pro pochopeni Jensenovy nerov-
nosti je ale klicové porozumét tomu, jak se chovaji konvexni kombinace v roviné.

Definice. Necht [z1,y1], [z2,y2],- .., [®n,yn] jsou body v roviné a Ai,...,A\n € (0,1) redlnd
cisla takové, ze Y .y A; = 1. Potom bod v roviné

[)\111 4+ AnTn, Ay +--+ Anyn}

nazyvame konvexni kombinaci bodu [z1,y1], [x2,¥2],- -, [Tn, Yn]-

Nyni si pomoci nékolika snadnych cvi¢eni rozmyslime, jak vypadd mnozina vSech konvexnich
kombinaci (pro danych n bodd v roving).

Cviéeni. Pron = 2 je onou mnozinou usecka spojujici body [z1,y1], [2, y2].

Cviéeni. Pro n = 3 je mnozinou vSech konvexnich kombinaci bodu [z1,y1], [z2,y2], [z3,y3]
trojuhelnik pfesné s témito vrcholy.

Ndavod. Ukazte, ze umite dosdhnout kazdého bodu na obvodu. Pak stac¢i ukazat, ze s kazdymi
dvéma body lezi v hledané mnozin€ i celéd tsecka, ktera je spojuje. Nakonec si rozmyslete, Zze nao-
pak i jakdkoliv konvexni kombinace lezi uvnitf trojuhelniku, protoze ji lze chapat jako ,,postupné
skladani“ dvou konvexnich kombinaci, totiz

A A
A1z, y1] 4+ Az[z2, y2] + Aslzs, ys] = (A1 + A2) (71)\[%1,241} + 72[962,212}) + A3[z3, 3]
2

A1+ A1+ A2

Cviceni. Pro obecné n je mnozinou vsech konvexnich kombinaci bodt z1, z2, ..., z, konvexni
k-thelnik (k < n), jehoz vrcholy tvofi jen zadané body a uvnité néhoz lezi zbyvajicich n — k
bodu. Tomuto k-uhelniku se fikd konvexni obal danych bodu.

22Johan Jensen (1859 — 1925) byl dansky matematik.



Navod. Zobecnéte predchozi tvahy.

Konvexni a konkavni funkce

Jednu nepfijemnost mame za sebou, pochopili jsme, co to je konvexni kombinace a jaké ma
vlastnosti. Ale tim uz mame prakticky vyhrano. Nevéfite? Ctéte dale.

Definice. Necht I C R je interval a necht f : I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
z,y € I a kazdé \ € (0,1) plati

FOz+ (1= Ny) <Af(2)+ (1= 2)f(),

nazveme funkci f konvexni na intervalu I.

V piipadé, Ze je splnénd dokonce ostrd nerovnost (pro kazdé A € (0,1)), mluvime o ryze
konvexni funkci.

V pripadé, Ze pro kazdou dvojici z,y € I a kazdé X € (0,1) plati opa¢nd nerovnost (tedy >),
nazveme funkci f konkavni na intervalu I, a podobné plati-li dokonce ostra nerovnost, mluvime
o ryze konkavni funkci.

Definice konvexni funkce tedy fikd, ze pro libovolné dva body z,y musi byt pfislusna ééast
grafu funkce (tim myslime mnozinu {[t, f(t)] € R?; = < t < y}) pod tseckou spojujici body
[z, f(z)], [y, f(y)] a v pFipadé konkdvni funkce musi byt pod ni. Abychom vidéli, Ze opravdu uz
mame vSe potiebné témér za sebou, ukazeme si ihned Jensenovu nerovnost.

Tvrzeni. (Jensenova nerovnost) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom pro libo-
volng x1,...,xn € I a libovolnd A1,...,A\n € (0,1) takovd Zze A\1 + --- + A, = 1 plati

Vidime, Ze Jensenova nerovnost je jen jakasi ,zobecnéna definice“ konvexni funkce a ze neho-
voF{ o ni¢em jiném, nez pravé o konvexnich kombinacich. Uvazujeme-li graf funkce f (tj. mnozinu
bodi {[t, f(t)] € R?; t € I}), potom bod [Az1 + -+ + AnZn, f(A1Z1 + - - + Ay )] lezi na grafu
funkce, zatimco bod [A1z1+- - -+ Anzn, A1 f(z1)+: - -+An f(2n)] lezi uvnit¥ konvexniho n-thelniku
tvoreného vrcholy [z;, f(x;)], ¢ € {1,...,n}. Pfitom ale tyto body lezi ,nad sebou® (maji stejné
z-ové soufadnice). Odtud je ihned patrné, ze Jensenova nerovnost plati! Pfesto si uvedeme velice
struény formalni dukaz.

Dikaz. Postupujeme indukci. Pro n = 2 se jedna o definici konvexni funkce. Pfedpokladejme,
ze tvrzeni plati pro n a dokazeme jej pro n + 1. Prvni nerovnost plyne z konvexity funkce f a
druhé z indukéniho predpokladu.

faz1+ -+ Ant1Zny1) =

A1 An
== 2 ([ ——ay o — Ant1ni1 ) <
f(( +1) (1 S tood - wn) + A1z +1) <
A1 An
SA=-dp))f | ——21 4+ + ———zn | + A1 f(@nt1) <
1—Ant1 1—Ant1

<Mflz)+ -+ g1 f(@nt1)-

Poznamka. (o rovnosti)  Asi ve vSech nasich aplikacich budeme Jensenovu nerovnost pouzivat
na ryze konvexni nebo ryze konkavni funkce a se vSemi koeficienty \; nenulovymi. V takovém



pfipadé lezi konvexni kombinace [A1z1 + -+ + AnZn, A1 f(z1) + -+ + Anf(zyn)] piimo uvnitf
konvexniho n-thelniku tvofeného body [z1, f(z1)], ..., [Zn, f(zn)] a v Jensenové nerovnosti proto
plati ostra nerovnost — vyjma jednoho jediného pfipadu, kdy jsou si vSechna z; rovna (a n-ahelnik
degeneruje do jediného bodu).

Abychom mohli Jensenovu nerovnost dobfe pouzivat, je nutné umét poznat, které funkce
jsou konvexni. Ukazme si nejdfive néjaké piiklady konvexnich funkci (na prvnim obrazku je
navic Jensenova nerovnost znazornéna graficky pro tfi ¢isla).

y y y
la, f(a)]

Poznat o zadané funkci, ze je konvexni, nemusi byt zcela trividlni. Jedna z metod je pouzit
derivaci. Nebudeme se zabyvat tim, co derivace je, jenom bez dikazu uvedeme, ze pokud funkce
f ma druhou derivaci, pak je f konvexni na intervalu I, pravé kdyz jeji druhd derivace je na
I nezéporné (f ale viibec druhou derivaci mit nemusi, a pfesto mtze byt konvexni). Obdobné
tvrzeni plati samoziejmé i pro konkévni funkce. Hodné laicky se da fici, ze konvexni funkce jsou
ve tvaru ,,misky*“, zatimco konkavni maji tvar ,,destniku“. Castokrat pomtze umét si predstavit

pritbéh funkce.?3 V seridlu obvykle budeme bez ovétovani definice tvrdit, Ze funkce je konvexni.?4

Jensenova nerovnost ma samoziejmé svoji obdobu pro konkdvni funkce, ovsem tentokrat ve
tvaru

pro Ai,...,An € (0,1) takovd, ze A1 + -+ Ap = 1.

Urcité uz se tési§ na vSechny mozné nerovnosti, které se naim pomoci Jensenovy nerovnosti
podari dokazat. Jesté predtim ale zkusime uvést skromny vycet nejpouzivanéjsich konvexnich a

vatelsky pratelskou aplikaci online plotter na
http://www.univie.ac.at/future.media/moe/fplotter/fplotter.html.
2470 by ti mélo projit bez ditkazu i v olympiadé, pokud nepracujes zrovna s n&jakou divokou
funkci. O jednoduchych funkcich se povazuje za znamé, zda jsou konvexni, nebo ne.



konkavnich funkci. Vzdy uvedeme i pfislusny interval, na némz funkce ma danou vlastnost.

konvexni | na intervalu konkavni | na intervalu
1 R+ 1 R—
xT xT
1
7 RT VT RT
2,z . R x3,xP, R™
sinz (7, 2m) sinz (0,7)
cosz (557 cos z -39
tgx (0:%) tgx (_g)o)
e R Inx Rt

O spousté dalsich funkei neni obtiZzné rozhodnout, zda jsou konvexni ¢i konkavni (naptiklad
linedrni lomenéa funkce Z:fig’ polynomy, atd.), je ovSem vzdy potieba davat si pozor na intervaly.
R&di bychom upozornili, ze soucet konvexnich funkci je konvexni funkce, kladny nasobek konvexni
funkce dé konvexni funkci, ovSem o soucinu dvou konvexnich funkci jiz nic podobného obecné
tvrdit nelze.

Koneéné pouziti

Prvni pouziti, které si ukizeme, bude slibeny nejhez¢i?® dtkaz AG nerovnosti.

Tvrzeni. Pro kladna ¢isla x1,...,xn, n € N, plati
1+t
e TR
n
Dikaz. Nejdfive na celou nerovnost (pozor trik!) vypustime logaritmus a pouZijeme Jensenovu

nerovnost pro konkavni funkci f(z) = In(x) na R*. Poznamenejme, Ze funkce In(x) ma nésledujici
vlastnosti
(i) In(z) je rostouci funkce,
(ii) In(xy) = In(x) + In(y) pro libovolna =,y € R,
(iii) In(z™) = nln(z) pro libovolné z € RT, n € R (pro n € N plyne tato vlastnost z pied-
chozi).

Duivod, pro¢ vybirdme zrovna tuto funkci, je pravé ten, ze prevadi ,,soucet na soucin“. Staci

si jen napsat Jensenovu nerovnost (A1 =+ =\, = %)
1+t xn

In( ———

1 1
) > —In(z1)+ -+ —In(zn)
n n n

a uvédomit si, Ze prava strana je opravdu pfesné to, co chceme, protoze
1 1
—In(z1)+ -+ —In(zn) =In(Yz1) + -+ In( Yon) =In(Yz1 - Tn) -
n n

25Podle naseho subjektivniho nazoru.



Protoze je logaritmus rostouci, miZzeme jej (z vychoziho a obdrzeného vyrazu) odstranit pti
zachovani nerovnosti a dostavame AG nerovnost.

MozZné jsme prece jen zacali pomérné zostra. Nyni si ukdZeme néjakd naprosto standardni a
snadnd (netrikovd) pouziti Jensenovy nerovnosti. Castokrat ji lze velmi ¢inné pouzit p¥i dika-
zech nerovnosti, v nichz vystupuji goniometrické funkce (feknéme proménnych «, 3, ). Obzvlisté
pokud néco vime o soué¢tu a + (3 + 7.

Priklad. Jsou-li «, 3, thly v trojuhelniku, dokazte

3v3

sina 4 sin 8 4 siny < -

Reseni. Pouzijeme funkci f(z) = sin(x), ktera je konkavni na intervalu (0, 7) (zfejmé o, 8,7 €
(0,7)). Podle Jensenovy nerovnosti plati

7a+ﬁ+7):sinﬂ- V3
3 2

Lsi + L B+ Liny <si
—sina + = sin = sin sin - = —
3 3 3 = 3

Zkuste si pouzit Jensenovu nerovnost sami. Ve vSech nasledujicich cvicenich jsou a, 8,y thly
v trojuhelniku.
Cviceni. Dokazte

i) sin® +sin2 +sint <2
(i) sin § +sing +sin 3 < 3,

S

(ii) cos § +cos§+cos% < 323,
(iii) tg S +tg 2 +tg 3 > V3,
3v/3

/3,

(iv) sinasinBsiny <

Ndvod. V (iv) hledejte nejdiive AG.
Priklad. (Varovny!) Necht o, 3,7 jsou thly v trojuhelniku. Dokazte

cosa + cos B + cosy <

N W

Ndvod. Pozor! Pokud té ldka pouzit Jensenovu nerovnost, tak zadrz! Funkce cosz bohuzel
neni konkavni na celém intervalu (0, 27), coz bychom potiebovali. Zkus vymyslet jiny p¥istup.:)
Upozornujeme vsak, ze se jedna o spiSe obtiznou ulohu.

Nerovnosti s goniometrickymi funkcemi mohou vypadat jako z jiného svéta. Je pravda, ze
se jedna o natolik rozsdhlou kapitolu, ze by bylo mozné o ni napsat samostatny serial. Jejich
kouzlo spoc¢iva v tom, Ze ,,obycejné“ nerovnosti lze casto chytrymi substitucemi prevadét pravé
na goniometrické nerovnosti a v goniometrii existuje celad fada uziteénych identit a nerovnosti,
které mohou vést k cili.

Prisel ten spravny cas vytadhnout z rukavu triky pfi pouzivani Jensenovy nerovnosti. Uk4dZeme
si dva priklady a potom se pokusime vylozit nékteré principy.

Priklad. Pro kladna a,b, c dokazte

a
_ > 1.
Z\/a2+8bc -

cyc



(IMO, 2001)

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o homogenni nerovnost, miizeme bez jmy na obecnosti

pfedpokladat, ze a + b+ ¢ = 1. Pouzijeme konvexni funkci f(x) = % na R*. Podle Jensenovy

nerovnosti mame (koeficienty jsou postupné a, b, c)

1 1
a > s
Z Va2 4+ 8bc ~ Va3 + b3 + 3 + 24abe

cyc

takze ndm bude stacit dokazat nerovnost
1> a® +b% + & + 24abe.
Ovsem tu staci zpétné homogenizovat. Pak chceme dokazat nerovnost
(a+b+c)® > a®+ b3 + 3 + 24abe,

ktera je platna pro libovolna a, b, ¢, protoze se jedna pouze o snadné cvi¢eni na AG nerovnost.

Priklad. Pro kladna a, b, c dokazte

Za\/a2+2(b2+02)+(b+c)2 < (a+b+c)%

cyc

Reseni. Nejdiive obé strany vydélime a + b+ ¢

a2 21 2
Za+b+c\/a +3(2+c2)+2bc<a+b+e

cyc

Déle pouzijeme Jensenovu nerovnost pro konkavni funkci f(z) = /= na RT (koeficienty jsou

postupné a+?7+c’ a+2+c, a+§+c), ¢imz nadm zbyde dokézat
a3 + 3ab? + 3ac? + 2abc 3
chc( )§a+b+c: (a+b+c) )
a+b+c a+b+c

Nerovnost, ktera sta¢i dokdzat po odstranéni odmocnin, neni obtizna (dokonce obé strany jsou
si rovny), pokud se nebojime roznasobit (a + b+ ¢)3. Vyuzijeme zépisu pies cyklické sumy?26

z:(a3 + 3ab? + 3ac?® + 2abc) < Z a(a® 4+ b + % + 2ab + 2bc 4 2ca).

cyc cyc
Je potieba si dobie rozmyslet, pro¢ se tyto vyrazy zcela rovnaji.2?

26Druhy zptsob, ktery se rovnéz vyhyba moznosti, ze bychom se mohli z rozndsobovani
zblaznit, je roznéasobit zavorku pomoci multinomické véty, ktera funguje podobné jako binomicka
véta (viz naptiklad http://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_theorem).

2"TMusite si ptedstavit cyklické zamény jednotlivych vyrazii. Potom se napiiklad ¢len ab?
secte® s Elenem 2ca?, jehoz cyklickou zaménou je pravé 2ab?.



Nejdiive bychom chtéli poznamenat, ze homogenizace a + b + ¢ = 1 nebo vydéleni vyrazem

a+ b+ c (a nasledné pouziti koeficientti je rovnocenny postup. A ted jakési malé shrnuti,

a
aToTe)
jak Jensenovu nerovnost pouzivat. Jako S;rvb;lricsi rozmyslete, jestli je Jensenovu nerovnost potieba
pouzit pro konvexni nebo pro konkévni funkci. AZ potom je dobré hledat vhodnou funkci. Posledni
krok je volba vhodnych koeficientd. Pfi tomto kroku nam mutze pomoct homogenita a mizeme
proto o né&jakém vyrazu (v prikladu vysSe to byl vyraz a 4+ b + ¢) buno piedpokladat, zZe je roven
jedné. Ostatné vhodnou volbou koeficienti lze docilit téch nejvétsich triki a vytesit tak i opravdu
velmi obtizné nerovnosti. Uzite¢né pozorovani je, ze Jensenova nerovnost je ¢asto vhodny néstroj
pro odstranéni odmocnin, které jsou vétsinou zdrojem problém, a rovnéz nas umi zbavit zlomka

pii vhodné volbé funkce f.

Cvic€eni. Pro kladné a, b, c dokazte
Va3 + Vb3 + V3 < 4/3(ad + b3 4 ¢3).

Cvic€eni. Pro kladna a, b, c dokazte

a 9
Z(bJrc)Q 2 4la+b+c)

cyc

Ndavod. Prozradime, ze funkce f(z) = (17%)2 je konvexni na intervalu (0,1). Zkuste proto
polozit a + b+ ¢ = 1. V§imnéte si, ze jiz pfi vybéru vhodné funkce, ndm muize homogenita velmi

pomoct.

AG a zlomky

Jesté nez si ukdZzeme novou zbran na nerovnosti se zlomky, provedme jednu velmi dilezitou
avahu o rovnostech.

Uvaha o rovnostech

Predstavme si, ze dokazujeme nerovnost L(a,b,c) > P(a,b,c) a nas dikaz se sklada z dil¢ich
odhada
L>L12>Lz>--->P

Pokud pro néjakou trojici ¢isel a, b, ¢ plati L(a,b,c) = P(a,b,c), tedy nastava rovnost, pak plati
L(a,b,c) = Ll(a” b7C) == P(a,b,c)

a rovnost tedy plati i pfi vSech pouzitych odhadech. Vime-li tedy o néjaké trojici, pro niz nastava
rovnost (velmi asto pro a = b = ¢), pak ma smysl pouzivat pouze odhady, v nichz pro takovou
trojici téz nastava rovnost. Jak za chvili uvidite, tato banalni myslenka muize byt velmi uzite¢na.

Jdeme na to!

A7 dosud nam AG nerovnost slouzila pfevazné k dokazovani homogennich nerovnosti. Mozna
vas prekvapi, ze AG nerovnost se da velmi dobfe pouzivat i v nerovnostech se zlomky. Myslenka
je velmi jednoduché, prosté zlomek secteme s jeho jmenovatelem nebo jeho ¢astmi. Sledujte!



Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ ukazte nerovnosti

2 2 2
i sabte
b c a

- 2
Reseni. Podle AG nerovnosti plati % + b > 2a. Sectenim tfi analogickych nerovnosti ziskame
to, co jsme méli dokazat.

Priklad. Pro kladna cisla a, b, c ukazte
CL3 b3 3

f+f+i2a+b+c.
be ac ab

_ 3
Reseni. Pouzijeme AG nerovnost pro tii ¢leny ‘Z—C +b+c > 3a a souctem t¥i takovych nerovnosti
ziskame vysledek.

Cviceni. Ukazte néasledujici nerovnosti pro kladna ¢éisla a, b, ¢

(i)

3 b3 3

a N b
b72+ci2+a727a+ +c,
(i)
a® b3 c?
—+ —+ — >ab+bc+ ca,
b c a
(iii)
a5 b5 5 5 5 5
b73+c73+73>a +b°+c

Ndvod. Ve druhém prikladu vezméte do AG nerovnosti dva ¢leny z levé strany a jeden z pravé
a ve tfetim ptikladu pouzijte AG nerovnost pro pét prvku.

Aplikace této metody nejsou zatim moc presvédéivé, nebot pifedchozi nerovnosti umime spo-
lehlivé dokazovat tieba permutacni nerovnosti, ale myslenka je snad jiz zcela jasna. Napriklad sis
uz jisté uvédomil, jak ndm citatel zlomku napovidé, kolik ¢lent vzit do AG nerovnosti. Pojdme
nyni zkusit timto zptsobem dokazat néjakou opravdovou nerovnost.

Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, c dokazte

E al >a+b+c
(a+b)(a+c) — 4 '

cyc

(IMO shortlist)

Reseni. Myslenka feSeni je po pfedchozim zcela jasna. Nesmime se ale ukvapit a zapomenout
na na$i tvahu o rovnosti. V dokazované nerovnosti evidentné nastava rovnost pro a = b = c a
pri sestavovani AG nerovnosti na to musime myslet. Ta spravnd AG nerovnost je

a3

S arhagg et etozs



Koeficient 8 je volen pravé tak, aby pro a = b = ¢ platilo, ze AG nerovnost aplikujeme na tfi
stejna ¢isla. Dokazovana nerovnost se samoziejmé ziskd seCtenim t¥i podobnych AG nerovnosti.

Porad je to velmi jednoduché, ne? Zkuste si to sami na nasledujicich pfikladech a nezapomente
volit spravné koeficienty.

Cviceni. Pro a,b,c > 0 ukazte

Z ad >a+b+c
b(2c+a) — 3 ’

cyc

Cvicéeni. Pro kladné d¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

Z a’ > a? + b2+ ¢
b+2c ~ 3 '

cyc

Navod. Nejprve si zlomek rozsiite, jak by to udélal CS zlomkobijec.

Cauchy a odmocniny

Vidéli jsme, jaké netusené moznosti jesté skryva AG nerovnost, nicméné ani Cauchyho nerov-
nost zdaleka nefekla své posledni slovo. Jiz vime, ze pokud chceme soucet t¥i néjakych zlomka
odhadnout ve sméru > je CS zlomkobijec neocenitelnym pomocnikem. Nyni budeme chtit sou-
éet tfi vyrazi obsahujicich odmocniny odhadnout naopak ve sméru <. Nerovnosti obsahujici

Nejprve si ale uvedme, jaky tvar CS budeme na praci s odmocninami pouzivat.

Tvrzeni. (CS na odmocniny) Bud'n prirozené ¢islo a a1, az, . ..,an,b1,ba,..., by cisla kladnd.
Pak plati

Vaibs +v/azby + -+ + VVanbn < /(a1 +az + - +an)(by + b2 + - + bn).

Cviéeni. (Lehoucké) Rozmyslete si, Ze to je opravdu dusledek CS.

Cviceni. Dokazte néasledujici nerovnosti, v nichz jsou vSechna uvedena ¢isla kladna.
(1) vz +1++v22 -3+ /50 —3z <12,
(i) Va3 + Vb3 + V3 < \/3(a3 + b3 + c3),
(iii) Va® + Vb3 + VB < /la+b+c)(a? + b2 + ¢2),
(iv) Vab+vbc++eca<a+b+e,
(v) avb+by/c+ceva < \(a+b+c)(a® + b2 +c2).

Cel4a véda je tedy v tom, podivat se na vyraz pod odmocninou jako na néjaky souéin, popii-
padé obcas néjaky ten clen, co se odvazil vylézt pfed odmocninu, stdhnout zase dovnitf. Diky
zkuSenostem, které mame s CS zlomkobijcem, uz jisté vidime, ze sila CS na odmocniny bude
v tom, Ze at mame pod odmocninou cokoliv, chipat to jako souéin miZeme vice zpiisoby. Pii-
klady (ii) a (iii) jsou toho ndzornym dikazem. Opét tedy budeme mit k dispozici celou $kélu
odhadti a je velk4 Sance, Ze asponi jeden z nich bude dostate¢né silny. Pojdme si to zkusit na
tézké uloze!

Priklad. Kladn4 é&sla z,y,z > 1 sphiuji 1 + % + 1 = 2. Dokaiste

\/xfl+\/y71+\/z71§\/x+y+z.



(franska MO 1998)

Reseni. Piedné se zaradujeme, protoze nerovnost méa k pouziti CS pro odmocniny vhodny tvar.
Nyni se musime rozhodnout, jak se divat na vyraz z — 1. Vzhledem k zadané podmince se nabizi
z—1=z(1—- %) Zkusme pouzit CS pro odmocniny

A D (- D) () e e (- (B 24 2))

a vidime, ze po dosazeni podminky je uloha vyfesena.

Vétime, ze CS na odmocniny je jasnd véc a muzeme jej potrénovat na tfech tlohach pro
opravdové Sampiény. Spatfi§ mimo jiné, jak uc¢inné je obé pouziti CS kombinovat.

Cviéeni. Pro kladna déisla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a b c
+ +
Va2 +8bc Vb2 +8ac V2 +8ab

(IMO 2001)

Ndvod. CS zlomkobijec, pak sikovny CS pro odmocniny (uvédomte si, ze da odhad spravnym
smérem) a nakonec AG.

Cviéeni. Kladna &isla z,y, z spliwji z2 + y2 + 22 > 3. Dokazte

;vy 242247

Navod. Opét za¢néte CS zlomkobijcem nésledovanym CS pro odmocniny. V ném volte rozklad
na souéin tak, abyste pak mohli substituovat z2 + 2 + 22 = A a v celé nerovnosti figurovala jen
proménna A.

Cvic¢eni. Budte a,b,c € RT pevna. Ukazte nerovnosti

/3(a2 + b2 4+ ¢2) > Va2a? + 0292 + 222 + /0222 + Y2 + a222 + /22 + a2y? + 1222 >

>a+b+ec,

pro z,y, z € R takova, ze z2 + ¢y + 22 = 1.
(CRUX journal)

Navod. V jednom z odhadi se nebojte umocnit, hodné ¢lenti se odecte a na souciny odmocnin
pujde opét pouzit CS.

Jisté neuniklo vasi pozornosti, ze pouziti CS zlomkobijce a nasledné CS na odmocniny da
Gasto totéz, co by dalo jedno pouziti Jensenovy nerovnosti (viz prvni cviéeni z tohoto bloku).
Na zavér kapitoly o CS si formou cvi¢eni uvedeme dvé velmi kreativni pouziti této nerovnosti.
Zaroveii tim podame feseni dvou Uloh k premgslent z minulého dilu.

Cviéeni. Budte a,b,c € Rt takova, ze abc = 1. Dokaite

2 4 32 2
Zaer 2+02 <3
e @ +b%+c



(IMO 2005)
Ndvod. Pouzijte CS na odhad jmenovatelt. CS: (a® + b2 + ¢2)(bc + b2 + c2) > (a? + b2 + ¢?)2.

Cviceni. Ukazte, ze pro z,y,z > 1 plati

\/x—1+\/y—1+\/z—1§\/x(yz+1).

Ndvod. Dvakrat pouzijte CS ve tvaru /((z — 1)+ 1) (1 + (y— 1)) > vz — 1+ y — L

Ulohy k premysleni
I tentokrat jsme pro tebe pripravili nékolik velmi zajimavych nerovnosti, k jejichz feSeni je
spis nez znalosti potfeba dobrého napadu. Zkus je tedy vytesit postupy, které neprekracuji nase
soucasné védomosti, své feseni posli na chat a ¢okolada je tvoje!
Priklad. (zobecnénd permuta¢ni nerovnost) Mé&jme posloupnosti 1 > z2 > ... > z, > 0,
Y1 > Y2 > ... >2yn >0az1 > 22 > ... > zn > 0. Necht 0,7 : {1,...,n} — {1,...,n} jsou
libovolné permutace. Potom plati

n n
DTz 2 Y Tilo(i)Zn(i)-
=1 =1

Dokazte.28

Priklad. Dokazte, ze pro kladna ¢&isla x, y, z plati nerovnost
22 + 9% + 22 + 22yz + 1 > 2(xy + yz + 2z).
Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, c ukazte

a b c <3\/§

1< + +
VaZ+b2 VB2 + 2 Ve 4a? T 2

Serial — Nerovnosti, dil III

Po nadilce z minulého dilu se jisté nemutzete dockat, co jsme na vas prichystali tentokrat. Diky
tomu, ze naSe znalosti jsou uz na slu$né Urovni, mizeme si predstavit i ty nejsilnéjsi metody
k dokazovani nerovnosti. Ukazeme si naptiklad, pro¢ jsou symetrické nerovnosti ,lehké“, ¢i jak
nerovnosti upravovat na soucet ¢tvercti. Téz si osvojime ruzné substituce a samozfejmé par no-
vych uzite¢nych nerovnosti. Navic mate jedine¢nou prilezitost, ktera se vam pfi studiu klasickych
matematickych disciplin jen tak nenaskytne, a to seznamit se s témi nejmodernéjsimi vysledky
v oboru, nebot vétsina zde uvedenych metod je opravdu jen par let stard! Za¢néme tedy!

Substituce

Téma substituci je natolik rozsadhlé a nachézi uplatnéni v tolika ruznych oblastech, Zze se ani
nebudeme snazit jej kompletné vycerpat. Ukdzeme si jen ty, které v souvislosti s nerovnostmi
potkavame nejcastéji.

28 P¥edem upozoriujeme, ze predpoklad o nezapornych é&islech nelze vypustit a je ho tedy po-
tfeba v diikaze vyuzit. Rozhodné neptjde pfimo aplikovat diikaz obycCejné permutac¢ni nerovnosti.



Na substitucich je nepfijemné, ze pokud je neznate, je téméf nemozné na né za kratky cas
(pfi soutézich) prijit. Pfitom ale miize vhodna substituce tlohu prakticky vyfesit. Zkusime zaéit
od téch jednodussich pfipadi. Budeme se zabyvat nerovnostmi s podminkou a nase snaha bude
pomoci vhodné substituce tuto nerovnost prevést (bezztratové) na nerovnost bez podminky. To
jiz umime pomoci homogenizace, ale nékdy se mohou hodit i jiné postupy a v nékterych pripadech
muze byt podminka natolik nepfijemné, ze viibec neni jasné, jak by se méla homogenizace provést.

Pripad zyz =1

Predpokladejme, Ze mame dokazovat nerovnost v proménnych z, y, z pro vSechna kladna z, vy,
z spliujici zyz = 1. Pro¢ rovnou nedosadit z = z—lyf’ Nemusi to byt vzdy Spatné, ale vétsinou
dostaneme nerovnost, kterd ztrati veskeré symetrie a hlavné je nehomogenni, coz je nepfijemné.
Snahou je proto ekvivalentné prejit k novym proménnym a, b, ¢, které jednak budou na sobé
zcela nezavislé (zbavime se podminky) a navic ndm nerovnost ,neudélaji skaredéjsi“. Zkusme za
z, y, z dosadit
a b c
T = x y= o z= .

Tvrdime, ze takova a,b,c > 0 existuji, pravé kdyz zyz = 1. Je-li zyz = 1, pak takova
a, b, c > 0 existuji, protoze a zvolime libovolné, z prvni rovnosti dopocteme b, z druhé dopocteme

[

¢ a z musime volit jako z = xiy = % “F = g Pokud naopak takova a,b,c existuji, zfejmé

zyz:%.é.E:l,

Cviéeni. (Dilezité!) Rozmyslete si, Ze pfechod od nerovnosti v proménnych z, y, z s podminkou
ryz = 1 k nerovnosti v proménnych a,b,c bez podminky dosazenim = = ¢, y = %, z =< je
bezztratovy. Déle si rozmyslete, Ze nova nerovnost je vzdy homogenni (stupné 0).

Navod. Ukazte, Ze pokud existuje trojice, pro niz neplati jedna z nerovnosti, pak lze najit i
trojici, pro niz neplati druha.
Cvic€eni. Pro kladna a, b, ¢ spliujici abc = 1 dokazte
a b ¢
—+-+-2>a+b+ec
b ¢ a
(Ceska MO 2003)

Vsimnéte si, Ze ackoliv vychéazeji jiné nerovnosti nez pf¥i homogenizaci, pfislusné soustavy (pro
AG nerovnost) maji tataz feseni.
Cvic€eni. Pro kladna a, b, ¢ spliiujici abc = 1 dokazte

1 3
PORRLES )
ad(b+c) ~ 2

cyc
(IMO 1995)

Ndvod. Po substituci hledejte CS zlomkobijce, AG potom praci dodéla. Dobfe funguje i substi-
tuce x = é, opét ve spojeni se zlomkobijcem.

Cvicéeni. Pro kladné ¢isla a, b, ¢ splnujici abc = 1 dokazte

(a—l-l—%) (b—1+%) (c—l—i—é) <1



(IMO 2000)

Navod. Nerovnost, kterou ziskdte po vyndsobeni zyz, je opravdu (mozné prekvapivé) jen jiny
tvar Schurovy nerovnosti (z cyklické nerovnosti jsme dostali symetrickou!).

Poznamka. Z ceskych acastnikti na IMO 1995 vyfesil tuto tlohu jeden, na IMO 2000 zadny.

Nakonec si shrneme, k ¢emu tato substituce vede. Nikdo nam nezarucuje, Ze nova nerovnost
bude snadnéji dokazatelna, ovsem prijemné je, Ze se bezztratové zbavime podminky, a pfitom se
nerovnost nestane neprehlednou, jak se tomu vétSinou stane po pfimém dosazeni.

Piipad a,b, c strany trojihelniku

Budeme pokracovat s dalsimi uziteénymi substitucemi. Uvazujme nerovnost v proménnych a, b, c,
kde a, b, ¢ tvoti strany trojuhelniku (tj. jsou to kladn4 &isla spliiujici rovnou tii podminky a+b > ¢,
b+c > a, c+a > b). Pokud nas tato podminka spiSe obtézuje, médme moznost se ji zbavit pomoci
substituce

a=y+z, b=z4+z, c=zx+y.

Ukazeme, ze takova &isla z,y,z > 0 existuji (a dokonce jsou uréena jednozna¢né), pravé
kdyz a, b, c tvori strany trojuhelniku. Tvofi-li a,b,c strany trojuhelniku, pak délky usecek od
vrcholi trojuhelniku k bodim dotyku kruznice vepsané s jeho stranami jsou hledana z,y, z. Lze
je jednozna¢né vyjadrit (pouhym vyfesenim soustavy) jako

—a+b+c a—b+c a+b—c
) Y= ) 2=
2 2 2

coz jsou jisté kladna cisla. Naopak pokud takova x,y, z existuji, pak zfejmé a+b =z +y+ 2z >
> x 4+ y = ¢ a analogicky plati dvé zbyvajici nerovnosti. Stejné jako v pfedchozim pFipadé neni
tézké si rozmyslet, ze prechod od nerovnosti s podminkou v proménnych a, b, ¢ k nerovnosti bez
podminky v proménnych z,y, z je bezztratovy.
Cviéeni. Necht a,b,c jsou strany trojuhelnika. Dokazte
(i) Xeyea®(b+c—a) < 3abe, (IMO 1964)
(i) Yy a®bla—b) > 0. (IMO 1983)

Navod. Ve druhém cviceni budte pfipraveni na pouziti permuta¢ni nerovnosti (nejlépe po vy-
déleni zyz).

Pripad z +y + z = a2yz

Pridejme nepatrné na obtiznosti. Uvazujme nerovnost v proménnych z,y,z > 0 s podminkou
T + y + z = zyz. Porovnejme nasledujici dva vztahy

x + tga +t
1—zy 1—tgatg
Oc¢ividné maji naprosto stejnou strukturu. Pfidame-li jesté, ze tg(m — (a+ 8)) = — tg(a + B),

nabizi se, Ze podminka = + y + 2 = xzyz mé& néco spole¢ného s trojuhelnikem. Af uz jsou z,y
jakakoliv kladna ¢isla, existuji o, 8 € (0, 5) takovd, ze z = tga, y = tg 8. Podle vyse uvedeného
je potom 2z = tg(m — (a + B)). Protoze z > 0, je navic v = 7 — (a + ) € (0, 5). Pravé jsme



ukézali, ze z podminky x + y 4+ z = zyz plyne existence ostrothlého trojihelniku s thly «, 3,
takovymi, ze
r=tga, y=tgfh, z=tgy.

Naopak maé-li ostrouhly trojuhelnik thly «, 3,7, pak plati x + y + z = tga + tg B + tgy =
=tgatgBtgy = zyz. Proto lze provést stejnou tivahu jako v diilezitém cviceni a zjistujeme, Ze
i tentokrat je prechod k nerovnosti bez podminky bezztratovy.2°

Cviceni. Necht z,y, z jsou kladn4 éisla spliujici = + y + z = zyz. Dokazte

(i) +y+2>3V3,
(ii) zyz > 3V3,
(iii) xy +yz + 22 > 9.

Navod. Jensenova nerovnost po substituci, nebo jen AG nerovnost bez substituce.

Samoziejmé je otazkou, zda si takovou substituci pomtzeme a zda ji vibec potifebujeme.
Odpovéd (jak uz to tak byva) neni jednoznacné. D4 se Fici, Ze substituci vétsinou nepotiebujeme
tam, kde lze nerovnost néjak jednoduse homogenizovat, a tam, kde ji 1ze pfevést (t¥eba i pomoci
ztratovych metod) na nékolik pouziti pfedchoziho cvi¢eni. Pokud se ale rozhodneme substituci
pouzit, mizeme potom vyuzivat vSechny znamé rovnosti a nerovnosti platné v trojahelniku, které
jsou mnohdy velmi silné.30 Vsimnéte si ale, Ze jsme se podminky nezbavili, protoZe proménné
a, 8,7 (vSechny z intervalu (0, 7)) jsou vdzané podminkou o + 3 + v = 7.

Dalsi moznosti je upravit podminku na tvar

1 1 1

—+—+—=1
Ty Yz  zx

Po substituci 2’ = %, y = %, 2= % dostaneme jesté hezéi podminku tvaru o'y’ +y'2' +2'2" = 1,

se kterou se vétSinou d4 néjak vyporadat (homogenizace byva jednoduchd).

Cviceni. Dokazte, ze prechod od nerovnosti v proménnych z,y, z > 0 s podminkou zy + yz +
+ zx = 1 pomoci substituce

[V Rey

a Y
r=tg5, y=tg, Z=tg§
k nerovnosti v proménnych «, 3,7, které jsou thly v trojuhelniku (miize byt i tupouhly), je
bezztratovy.

Cvic€eni. Pro kladna z,y, z spliujici z + y + z = zyz dokazte

1 3
<
Z /1_1_1,272

cyc

297 pravé ukazané substituce plyne i jedno obecné pouceni. Pokud narazite na néjaké vztahy,
které vam svou strukturou pfipominaji trigonometrické vztahy, vyzkousejte, zda je opravdu
mozné tlohu ekvivalentné pieformulovat do svéta trigonometrie. Casto to byva trik pii feseni
nejruznéjsich aloh.

30K apitola nerovnosti platnych v trojuhelniku je uz nad rdmec tohoto textu. Nicméné alespori
miuzeme odkazat na ¢lanek

http://reflections.awesomemath.org/2007_6/trig _substitution.pdf.



(Korea 1998)

Ndvod. Vzpomente na varovny ptiklad u Jensenovy nerovnosti.

Pripad z+y+ 2+ 2 = zyz
Stejné jako v predchozich ptripadech uvazujme nerovnost v proménnych z,y,z > 0 s podminkou
z+y+z+2=uzyz
Cviceni. Necht z,y, 2 jsou kladna ¢isla spliujici x + y + z + 2 = xzyz. Dokazte
(i) e+y+z226,

(ii) zyz > 8,

(i) zy + yz + zz > 12.
Ndvod. (i) Pfevedte na polynomickou nerovnost v proménné s = = + y + 2. Ta mé napiiklad
koren s = 6, ale je nutné najit i dalsi koreny.

Tato podminka je jiz o poznani nepiijemnéjsi, protoze obecné neni vibec snadné nerovnost
homogenizovat. Pro nalezeni vhodné substituce je potfeba podminku vhodné upravit. Neni tézké
ovéFit (roznasobte si!), Ze je ekvivalentni s podminkou

1 1 1

=1.
1+z+1+y+1+z

To tézké je na tento ekvivalentni tvar pFijit. Zvolime-li substitucia = 1/(1 + ), b= 1/(1+y),
¢=1/(1+ z), ma podminka tvar a+b+c = 1. Je snadné dopoéitat, ze x = (1 — a)/a = (b+¢)/a.
Celkem tedy dostavame, Ze z podminky x + y + z 4+ 2 = xyz plyne existence kladnych ¢isel a, b, ¢
takovych, ze

b+c c+a a+b
xr = s = ) z = .
a b c

Naopak pokud takova a, b, ¢ existuji, je jen otdzkou jednoduchého vypoctu ovéfit, ze

b+c+c+a+a+b+2: b+c.c+a_a+b

+y+z+2=
rTyTE b c a b

= zyz.

Jedna se tedy znovu o bezztratovy prechod. Nova nerovnost bude homogenni nerovnost bez
podminky.

Cviceni. Dokazte, ze nerovnost v proménnych z,y, z > 0 s podminkou xy+yz+zz+2zyz = 1
Ize bezztratové prevést na nerovnost v proménnych a, b, ¢ > 0 bez podminky.

Ndvod. = = %

Cvi€eni. Pro kladna =z, y, z spliujici zy + yz + zx + zyz = 4 dokazte
Tz+y+z2>ay+yz+ zx.

(Indie 1998)
Ndvod. =z = 2z’ a po substituci a vyndsobeni jmenovateli pouZijte Schurovu nerovnost.

Priklad. Pro kladnd z,y, z spliujici z + y + z + 2 = zyz dokazte

Ve+Vy+vVz<\2@@x+y+z+3).



Reseni. Na prvni pohled se zd4, Ze mozné ani nebudeme substituci potfebovat, protoze nerov-
nost vybizi k pouziti CS na odmocniny.

Podle CS na odmocniny plati v/z + /y + vz < \/3(z + y + z). To bychom ale potom potie-
bovali dokézat nerovnost \/3(:1: +y+2) < \/2(:1: +y+ 2z + 3), neboli z + y + z < 6, kterd podle
jednoho z predchozich cviceni neplati.

Substituce nam ale pomutze velmi efektivné. Nerovnost prejde na

\/b—l—c+\/c-i—aJr\/a-l—bS 2(b+c+c+a+a+b+3):
a b c a b c
1 1 1
= \/2(a+b Si240).
\/(a+ +c)(a+b+0)

Posledni rovnost je vidét pri¢tenim jednicky ke kazdému zlomku. A ted uz muzeme slavit
uspéch s toutéz myslenkou

b+ T +b T 11
\/ C+\/C a+\/a g\/(b+c+c+a+a+b)(7+—+—).
a b c a b ¢

Piipad 22 + 92 + 22 + 2zyz =1

Pokud vam ze substituci vstavaji vlasy hrtzou, potési vas, ze tato bude posledni, kterou se
budeme zabyvat. Stejné jako v pfipadé x + y + z = zyz najdeme souvislost se svétem trojuhel-

substituce opravdu dobrym vychodiskem. Ukazeme, zZe jsou-li «, 3,~ thly v trojahelniku, plati
cos? o + cos? 8 + cos? y 4 2 cos o cos B cosy = 1.
Pouzitim vztahu 2 cos acos 8 = cos(a + 3) + cos(a — () a dalsich zndmych vztaht upravujme

cos? 4 + 2 cos acos B cosy = cos(a + 3) (cos(a + 8) — 2 cos acos B) =
2 2

— —cos(a+ B) cos(a — B) = _W _

_ (2cos?a—1)+ (2cos? B — 1)

B 2

=1— cos?

a — cos? .

Cviéeni. Rozmyslete si, ze pfechod od nerovnosti v proménnych z,y,z > 0 s podminkou z?2 +
+4y2?+2242zyz = 1 k nerovnosti v proménnych a, 3, 7, které jsou tihly ostrothlého trojihelniku,
pomoci substituce

z=cosa, y=cosf, z=cosvy

je bezztratovy.

Navod. Nejdfive si rozmyslete, Ze zadanou podminku mohou spliiovat jen éisla z intervalu (0, 1).

3170, 7e bychom viibec né&jakou souvislost méli hledat, lze nahlédnout z toho, ze pokud vy-
fesime rovnici z2 + y? + 22 4 2xyz = 1 jako kvadratickou rovnici vzhledem k z, dostaneme
z=— (zy —V1—2z2\/1— yz) (FeSeni je pouze jedno, protoze z > 0). Tato rovnost ma stejnou
strukturu jako rovnost cos(a 4+ 8) = cos acos 8 — sin asin (3.



Cviéeni. Necht kladna x,y, z spliuji 22 + y2 + 22 + zyz = 4. Dokaite

2—x 2 — 2—z
N + Yy > V3.
24 24y 242

Navod. Po substituci prejdéte pomoci znamych vzorct k poloviénim thlam.

Cviceni. Dokazte, ze nerovnost v proménnych z, y, z > 0 s podminku zy+yz+zz+2zyz = 1 1ze
bezztratové prevést na nerovnost v proménnych o, 3, v, které jsou thly ostrotihlého trojuhelniku.

Ndvod. zy = (\/zy)~.

Uprava vyrazu

Jak uz jsme naznacili, v poslednich letech se vyvinulo mnoho silnych metod k dokazovani nerov-
nosti. Vétsina z nich je obklopena rozsahlou teorii a ani se v nasem seridlu neobjevi. Potésujici
vsak je, ze jedna z viibec nejsilnéjsich metod zaddnou teorii nepotfebuje. Budeme prosté jen kouz-
lit pfi tpravach a nerovnost prevedeme do ocividného tvaru. Véfime, Ze tato Cast seridlu patii
k jeho zlatym hireblim, tak nevahejte a ¢téte!

O co tedy jde?
Za¢néme priklady!

Priklad. Pro kladna ¢isla a,b,c ukazte
a® + b3 + ¢ > 3abe.

Reseni. Nerovnost ekvivalentné upravime do tvaru
1
sttt ((@=b?+ (- +(c-a)?) >0,

z néhoz je platnost ptivodni nerovnosti jiz zcela patrna (roznéasobte si!).

Priklad. Pro kladnd realna cisla ukaZte nerovnost

22x7 > Zx5y2 + 9522

cyc cyc

Resend. 1 tentokrat nam k feseni staci nerovnost upravit, a to do tvaru

Z (xz 7y2) (15 7y5) > 0.

cyc

Priklad. Dokazte obecnou Schurovu nerovnost pro z,y, z kladné ¢isla

> 2@ —y)(x—2) 20,

cyc

v niz « je kladné realné cislo.



Reseni. Nerovnost je symetricka, zvolme tedy bino = > y > z a upravme ekvivalentné na
e®(z —y)® + (y — 2)(@ —y)(@* —y*) + 2%z — 2)(y — 2) > 0.

Platnost je nyni téz zfejma.

Cviceni. Ovéite, ze nase Gpravy byly spravné a uvédomte si, ze upravené nerovnosti jsou jiz
zfejmé.

Ndvod. Pro Schurovu nerovnost jsme zacali upravou (z — z) = (z — y) + (y — 2).

Tolik mala ochutnévka toho, jak se daji dokazovat nerovnosti, pokud ovladdme tGpravu vyrazu.
Nedéste se, pokud mate pocit, ze na takové feseni nemuzete nikdy prijit. Ve se za par okamzikt
nauc¢ime. Nejprve se ale rozehfejme na symetrickych nerovnostech.

Muirhead, Schur a kosticky

Jisté si vzpomenete na tu spoustu homogennich nerovnosti, které jsme byli schopni dokdzat AG
masinkou. OvSsem matematici jsou liné bytosti a ani takto G¢inny nastroj jim nestacil. Chtéli
védét, kdy mohou o néjaké takové nerovnosti prohlasit, ze plati, aniz by museli pocitat soustavu
rovnic. No a kvili tomu vymysleli nasledujici obecnou nerovnost. Jeji dikaz bude zaroven prvni
aplikaci Sikovnych tprav. Za¢néme tim, ze zavedeme nové znaceni pro symetrické nerovnosti.

Definice. Budte a,b, c nezdporna cels &isla. Pak symetricky vyraz

Z (x“ybzc + xby“zc) , kdez,y,z€R,

cyc

budeme zkrécené znacit [a, b, c|, pficemz zvykem byva psat exponenty v sestupném poradi, tedy
tak, aby platiloa > b > c.

Poznamka. Pamatujte, Ze [a, b, c] je vzdy soudet Sesti ¢lenti. Plati tedy naptiklad
[1,1,1] = 6zyz,  [3,0,0] = 2(z° +¢° + 2°).

Tvrzeni. (Muirheadova nerovnost) Budte a,b,c a a/,b',c’ nezdporna celd ¢&isla takova, Ze
a>b>caa >V > azdroven platia+b+c=a' 4+ b + . Pak nerovnost [a,b,c] > [a/,V, ]
plati pro véechna nezdporna x,y, z, pravé kdy# a > a’ a soucdasné a +b > a’ +b'.

Poznamka. (O kostickdch)  Pfedchozi nepriihlednd podminka m4 hezké grafické zndzornéni.
Vyraz [a, b, ¢] zndzornime jako t¥i sloupce kostic¢ek o vyskach a, b, c.

V feci kosticek pak nerovnost [a,b,c] > [a’,b,c'] (a > b >c, a’ > b > ') plati, pravé kdyz
muizeme od sloupeckt [a, b, c] piejit k [a/, V', ¢] jen pomoci ,shazovani kosti¢ek zleva doprava“.32
Napiiklad nerovnost [6,4,1] > [5, 3, 3] zndzornime takto:

32Muirheadova nerovnost ve skuteénosti plati i pro symetrické nerovnosti n proménnych,
nejen pouze tii. K jeji presné formulaci bychom vyuzili pravé ,kostickovou interpretaci®. Dalsi
zobecnéni je, ze exponenty a, b, c mohou byt kladna reilna c¢isla. To ovsem ve skutecnosti Mui-
rheadovu nerovnost nijak vyrazné nezesiluje.



Pozorovdni. (SOS33) V jednom z motiva¢nich piiklad@ jsme vidéli, Ze nerovnost [7,0,0] >
> [5,2,0] lze upravit do tvaru

2(12 _yz) (ms_ys) > 0.

cyc

Zkusme tedy, jaké nerovnosti lze ziskat modifikaci tohoto tvaru. Budte a,b nezaporna cela
éisla a ¢, d prirozena cisla. Pak zcela jisté plati nerovnost

Zmayazb(xc _ yc)(l,d _ yd) > 0.

cyc
Ta po roznasobeni prejde v
[G+C+d,a7b} Z [a+c,a+d,b],

ptri¢emz na usporadani ¢isel a, b, ¢, d neklademe zadné pozadavky.
Cviceni. Dokazte Muirheadovu nerovnost.
Ndvod.

(i) Rozdélte na tii pfipady, z nichz se dd pak nerovnost sestavit. Prvnim bude ,shazovani
kosticky“ z prvni pozice na druhou (napf. [7,2,1] > [5,4, 1]), pak z druhé pozice na treti
(napt. [6,4,0] > [6,2,2]) a nakonec z prvni pozice na tfeti (napt. [2,1,0] > [1,1,1]).
Ukazte, ze kazdou z moznosti umime vyftesit pomoci SOS pozorovani!

(ii) P¥i dikazu opa¢né implikace hledejte protiptiklad ve tvaru (z = y = 1, z ,velké“) pro
a’ >aavetvaruxz =1,y =2 = ,hodn& proa’ +b >a+b.

Poznamka. (Varovna!) Muirheadova nerovnost funguje opravdu jen pro symetrické nerov-
nosti. Napiiklad ani nerovnost z® 4+ y® + 2% > x*y +y*z + 2%z neni jejim disledkem a je potieba,
pouzit jiné metody (AG, permutac¢ni nerovnost atd.).

Poznamka. (O rovnosti) V Muirheadové nerovnosti nastdvd samoziejmé rovnost v piipadé
T =y = z, ale to neni vSechno! Pokud ,shazujeme kosticku* pouze z prvni pozice na druhou, tak
nastéva rovnost i pro x = y a z = 0 a cyklické obmény. To je velmi dulezité, neb to znamend, ze
uziti Muirheadovy nerovnosti neni omezené pouze na nerovnosti s b&znou rovnosti (tj. z = y = z).

33Tuto podivnou zkratku brzy osvétlime.



Cvi€eni. Sami si rozmyslete, Zze pravé v tomto pfipadé je v SOS pozorovani a > 0 a tvrzeni
o rovnosti ovérte.

nosti.

Tvrzeni. (Schur) Pro nezdpornd ¢isla x,y, z a kladnd ¢isla o, 3 plati nerovnost

Zxo‘ (mﬁfyfg) (xﬁfzﬁ) >0,

cyc

pri¢emz rovnost nastava v pripadech x =y = z, x = 0,y = z a jejich cyklickych obménach.

Cviceni. Dokazte tento tvar Schurovy nerovnosti a ukazte, Ze po roznasobeni mé tvar
[ +28,0,0] + [, 8, 8] 2 2[a + 3, 3,0].

Ndvod. Substituci 2/ = 2P atd. pfevedte na jednodussi tvar, ktery jsme jiz dokazali v avodu
kapitoly o upravé vyrazu.

Cvic¢eni. Pomoci Muirheada a Schura dokazte nésledujici nerovnosti a peclivé uréete, kdy
v nich nastava rovnost.
(1) [12,12,0] 4+ 2[12,9,3] +[9,9,6] > 3[11,8,5] + (8,8, 8],
(ii) 4[5,1,0] 4+ [4,1,1] +[2,2,2] > [4,2,0] + 3[3,3,0] + 2[3,2,1],
(iii) 3[6,0,0] + 2[5,1,0] + 2[3,3,0] > 2[4,2,0] + [4,1,1] + 4[3,2,1],
(iv) [10,1,1] +2[7,5,0] + [6,3,3] > [8,2,2] + [6,5,1] + [6,4,2] + [5,5,2],
(v) 25[6,0,0] + 230[5,1,0] + 115[4,2,0] + 10[3, 3,0] + 80[4, 1, 1] > 336[3,2,1] + 124[2, 2, 2].

Roznasobovani

Vidéli jsme, ze pouzivanim symetrického zapisu lze i nerovnosti s mnoha ¢leny rozumné napsat
a pak kombinaci Muirheada a Schura i dokazat. To je hlavni divod, proé¢ se velmi ¢asto vyplati
symetrické nerovnosti roznasobovat. Ve skutec¢nosti je to dokonce jedna z nejuc¢innéjsich metod.
Neni sice zrovna elegantni a napadita, ale zato pomérné casto funkéni. Z minulého dilu uz umime
pracovat s cyklickym zapisem, coz se nam pii roznasobovani bude hodit. Jesté si fekneme néco
o nasobeni v symetrickém zapisu.

Lemma. (O nasobeni) Chceme-li vynésobit dva symetrické ¢leny [a,b, ] a [a’,b, c'], miZzeme
ocekavat, ze vyjde 36 clenu, tedy 6 symetrickych c¢lenu. Tak tomu skutecné bude, a navic tyto
¢leny budou vypadat tak, Ze k exponentiim a,b, c jednotlivé pricteme exponenty a’,b’,c’, a to
ve vSech Sesti moznych poradich (rozmyslete si, Ze ono nasobeni takhle opravdu funguje). Plati
tedy

[a,b,c] x [@', b, ]=[a+ad,b+V,c+|+a+d, b+ ,c+b]+[at+,b+a’,c+b]+...

Cvi€eni. Predchozi Lemma sice vypadé nevzhledné, ale velmi ¢asto se zjednodusuje. Zkuste si
s jeho pomoci roznéasobit
1) [3,0,0] x [2,1,0]
(ii) [4,2,0] x [3,3,0]
(iif) ([3,0,0] —2[1,1,1])?



Navod. Prabézné kontrolujte, ze vam odpovida pocet Clenti. VSimnéte si téz, ze posledni vyraz
je nezaporny, a rozmyslete si, e rozndsobeny vyraz nejde ,, Muirheadovat®.34

Nyni jste plné pfipraveni k tomu, abyste si zkusili pofadné roznasobovani sami. Silné doporu-
C¢ujeme pouzivat symetricky, a kde to nejde, tak alespon cyklicky zapis a stéle si kontrolovat, ze
,sedi“ pocet élenti. Tak tedy homogenizujte, roznasobujte a vérte, ze to vyjde! V nésledujicich
cvicenich jsou z,y, z kladna ¢isla (ve tfetim piikladé dokonce nezdporna).

Cviéeni. Dokazte nerovnost

1 1
Z 3 3 S —
P x° +y° + Yz xTYZ
(USAMO 1997)
Cviceni. Dokazte nerovnost
3 i
Frpi a0 pomE=l

cyc

(IMO 2005)

Cvicéeni. Dokazte nerovnost

1 9
ZWZZ’ pro xy + yz + zx = 1.
cyc

(Iran 1996)

Vzpomerite, ze prvni dvé nerovnosti umime fesit i bez roznasobeni, takze se da Fici, ze takhle
pracny pfistup neni na misté.3® Naopak u t¥eti nerovnosti neni mezi matematickou vefejnosti
znadm zadny postup, ktery by se roznasobovani zcela vyhnul. I to doklada silu roznasobovani a
Muirheadovy nerovnosti, navic rovnost v posledni nerovnosti nastava i v nesymetrickém pripadé,
jak jste si zajisté vsimli. Pokud vas roznasobovani nebavi, zcela to chdpeme a slibujeme, Ze odted
dal budeme délat uz jen ony slibované ,hezké tpravy“.

Tvar SOS

Definice. O vyrazu V(a,b,c) ve tfech proménnych a,b, c Fekneme, ze jde zapsat ve tvaru SOS
(,, Sum of squares“), pokud Ize ekvivalentné upravit do tvaru

Sa(b—¢)? + Sp(c — a)? + Se(a — b)?,

kde Sq, Sy, Sc jsou néjaké vyrazy proménnych a,b,c. Pokud po takové upravé bude platit, ze
Sa,Sp, Se > 0, je tim dokdzdna nerovnost V(a,b,c) > 0.

34T0 jen abyste vidéli, ze ani Muirhead neni viemocny. Tady to ani neni velké piekvapeni,
nebot rovnost nastava ve velmi zvlastnich pt¥ipadech (rozmyslete si).
35 A byl by nejspis odménén —i.



Priklad. Napriklad

Z ($5 _ yS) (:L‘2 _ y2)

cyc

je jiz téméf SOS tvarem. Stadi z kazdé zavorky vytknout3® (z — y) atd. VSechny nerovnosti z
SOS pozorovani umime tedy zapsat v SOS tvaru.

Poznamka. Muze se ovSem stat, ze platnou nerovnost upravime do SOS tvaru, a pfitom nebude
platit Sq, Sp, Sc > 0. Uz tfeba pro Schurovu nerovnost ziskdme tvar

%Z(a—l—b —O)(a—b)2.

cyc

Takové pripady budou ale velmi fidké, a navic ani pak jesté neni divod skladat zbrané,
jak pozdéji uvidime. Ve skute¢nosti je uprava do SOS tvaru v soucasnosti asi nejsilngjsi (Siroce
pouzitelnou) zbrani na cyklické homogenni nerovnosti!

Pozorovdni. (S¢itani SOS) Pokud dva vyrazy V (a,b, c) a V' (a, b, c) umime zapsat ve tvaru SOS,
pak tak umime zapsat i jejich soucet V(a, b, c) + V' (a,b,c).

Dikaz. Prosté prislusné SOS tvary seéteme (rozmyslete si).

Tvrzeni. (Zasadni!) Kazdd homogenni (polynomicka) symetrickd nerovnost ve tfech promén-
nych lze zapsat ve tvaru SOS.

Priklad. Kupfikladu nerovnost [6,1,0] > [3,2, 2] zapiSeme v SOS tvaru diky Sikovné tpravé
([6,1,0] — [5,2,0]) + ([5,2,0] — [3,2,2]) > 0,
po niz obé zavorky umime zapsat ve tvaru SOS (SOS pozorovéni). Pravé s timto timyslem jsme

také jeden clen pricitali a odecitali. Pak uz snadno zapiseme jako SOS cely soucet.

Cviceni. Rozmyslete si, ze kazdou rozndsobenou homogenni symetrickou nerovnost pijde upra-
vit podobné jako tu v predchozim prikladu.

Poznamka. Ve skute¢nosti umime takto upravit dokonce kazdou cyklickou nerovnost. Pro
cyklické nerovnosti tfetiho stupné tento tvar snadno najdeme diky tomu, Zze umime v SOS zapsat
AG nerovnost pro tii prvky (a tedy i napi. 3 4 y3 + 23 > 22y 4+ y22 + 22z). Vyssi stupné nas
zatim nebudou zajimat.

Cviéeni. Upravou do SOS tvaru dokazte nasledujici symetrickou nerovnost
[4,0,0] + 32,2, 0] > 4[3,1,0]
a rozmyslete si, ze Muirheadova nerovnost tu nestaci.

Navod. Opét si pfi¢téte a odec¢téte vhodné ¢leny tak, abyste mohli vyuzit SOS pozorovani.

Kdyz se dva perou ...

Jiz vime, ze pokud do SOS tvaru umime upravit dva vyrazy, umime to i pro jejich soucet. Tuto
myslenku vyuzijeme pfi dokazovani nerovnosti podobnych té néasledujici.

36Ptislusny algebraicky vzorec jisté znate: 2™ —y" = (z —y)(z" L+ 2" 2y + - Fay? 2 +
+ymh).



Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, c dokazte

1 ab 4 bc + ca
— 4 ——F—— >13.
+C)Jr aZz+b2+c2 —

1 1
(at+b+0) (= +

a b
Reseni. Rozlozme pravou stranu na 9 + 4. Zatimco odhad (a + b+ ¢)(1/a + 1/b+ 1/c) > 9
nam hraje do karet, pro zbylou ¢ast levé strany plati pfesné opac¢ny odhad, nez jaky bychom
potfebovali. Po tpravé na

1 1 1 ab+ bc+ ca
(a+b+c)(;+g+z>79+4<mfl) >0

>0 <0

muzeme dokazovanou nerovnost vnimat jako souboj dvou dil¢ich nerovnosti. Dilezité ovSem je,
ze kazdou z téchto dil¢ich nerovnosti umime zapsat v SOS tvaru. Pajde tak tedy zapsat i cela
dokazovand nerovnost. Tim je celd myslenka odhalena a tlohu nyni snadno dokonc¢ime

b—c)? b—c)?
SR Y gt ) = S0 20

cyc cyc cyc

kde nerovnosti Sg, Sp, Sc > 0 dokdzeme jiz bez mrknuti oka.

Podobné nerovnosti byvaji opravdu silné (miniméalné silnéjsi nez kazd4 z dil¢ich), a proto velmi
ocenime, ze Uprava vyrazu je bezztratova metoda. Bézné ztratové postupy zde stac¢i malokdy.

Cvicéeni. Pro kladna déisla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a® 4+ b2+ 2 N a? 4+ b2+ ¢?
3abc ~ ab+bc+ca’

Navod. Od obou stran odectéte jednicku a upravte tak, aby se ,zapasici“ nerovnosti daly zapsat
v SOS tvaru.

Cvicéeni. Ukazte, ze pro kladna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

ab + bc + ca
a2 + b2 +¢2’

abc 2
_r 4>
ad+b3+c3 37

(BRKOS 2009)
Navod. 2/3=1-1/3.

Uprava do SOS

Nyni si ukdzeme, jak do SOS tvaru upravovat cyklické nerovnosti se zlomky, aniz bychom je museli
roznasobovat. Postup mé vzdy tutéz myslenku, nerovnost rozdélime na tfi cyklické scitance a
snazime se postupné vytykat rozdily. Mezikrokem tedy vzdy bude tvar

PBEACETSE ©)

cyc



P¥i takovych tpravach je dobré mit na paméti, ze ¢len (b — ¢) 1ze z n&jakého (polynomického)
vyrazu vytknout, pravé kdyz je tento vyraz pro b = ¢ nulovy. Také neni nutné upravovat pfimo
do SOS tvaru, jak vime z SOS pozorovani, muze stacit i tvar

DS =) (b =), kder,s>0.

cyc
D4 se fict, ze vyrazy a™ — b™ pron > 1, n € N neni tfeba rozkladat dfive, nez uplné na zaveér
aprav (o tom pozdéji). Dost Feci, je ¢as na piiklady!

Priklad. Dokazte Nesbittovu nerovnost >3/2 pro a,b,c > 0.

cycb+c
Upravujme
a 1\ (a—b)+(a—c 1
;W(b—i—c_i)_cyzc 2(b+c¢) g( (b—i—c c—i—a)

(posledni tipravu diirazné doporu¢ujeme si rozmyslet!). Nyni uz alespon tusime, Ze i z poslednich
zavorek bude mozné vytknout (a — b) (pro a = b se rovnaji) a dokonéit tak Gpravu na

(a —b)?
Z(b-‘rc)(a—i-c) 20

Cviceni. Pro k,l € N a kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

k41
a 1
— > @+ + ).
Z bk + ck — 9 ( )
cyc
Ndvod. Od prvniho zlomku odeététe (1/2) - al apod. Vytykejte rozdily typu a® — bk,

V nasledujicich cvicenich se pfi tpravé do tvaru (©) v ¢itatelich objevi i smiSené ¢leny (napf.
be,b?c atd.). Ty muzeme bud odhadnout (napifklad jako 2bc < b2 + 2, b%c + c2b < b3 + ¢3),
anebo pokud toto nesta¢i (odhad je na Spatnou stranu ¢i slabsi nerovnost neplati), upravujeme
tak, abychom si vyrobili jen rozdily typu SOS a ¢&iré mocniny (napt. 2bc = b2 + ¢ — (b —c)? &
b2c+ c2b = b% + ¢ — (b + ¢)(b — ¢)?). V t&zsich piipadech mohou opét pomoci SOS rozklady
Muirheadova typu.

Cvideni. Bud 0 <r <1 a a,b,ckladna ¢&isla. Pak ukaZte nerovnost

2 _ ab
S 20
e @ + b2 + rc

Ndvod. Zde staci ¢len ab odhadnout.

Cviceni. Upravte do SOS tvaru nasledujici nerovnost
be 3
Z b2 + 2 +3 2 S g
e c a

a o jeji platnost se zatim nestarejte. :)



Ndvod. Zde dosadte 2bc = b% + 2 — (b — c)?.

Obcas se stava, ze néjaka nerovnost vzdoruje a nechce se ji nechat se pékné upravit. Rozsifime
si proto nas arzenal Sikovnych (v tomto p¥ipadé doslova trikovych) uprav o tii dalsi.

Trikové tpravy
Tvrzeni. (,, Tfetinovd“ Gprava)

PO B RN (CAARRCANCA)S
cyc cyc

Diikaz.

Oznacme levou stranu L a upravujme pomoci vztahu (b—c) = (b—a) + (a —¢)

L= (b-a)+(a—e)S, =D (b—c)(~5)—S) =L’
cyc cyc

Pak uZ jen napiseme 3L = 2L + L’ a jsme hotovi.

Tato Gprava se samoziejmé hodi ve chvili, kdy pot¥ebujeme piejit od (V) k SOS tvaru (rozdily
S;, — S} ¢asto pomohou).

Tvrzeni. (VS37 aprava)

D (a=b)a-oVy = 5 D (b= (Vy + V- VD).

cyc

Cviceni. Dokazte Gpravou pravé strany. Pfesnéji rozepsanim

(b=c)?=b-c)((b-a)+(a—c)).

Tato aprava vlastné fika, Ze tvar z levé strany umime snadno upravit na SOS, coz se nam
bude hodit naptiklad po pouziti ,tietinové“ upravy. Vsimnéte si, ze pfechod mezi koeficienty levé

a pravé strany ma stejnou strukturu jako zndma substituce pro strany trojthelnika (a = z +y
atd.).

Posledni tiprava bude ihned jasna na ptikladu, fikdme ji ,pfi¢teni nuly“. Sledujte

a®b—bc=a%b —adc+adc—b3c=ad(b—c)+ c(a® — b3).
Smysl této upravy je téz ve vytvareni rozdili.
Cviceni. Upravte do SOS nésledujici vyrazy
(i) a* +b* +c* —a®b+b3c+ Ba,

(i) a®b% +b3c? + c2a? — a?b?c — b%c?a — c2a?b,
(iii) a*b+bic+ cta — alb? — b3c? — 3a?.

37VS znamens Vornicu-Schur, coz je podobné jako SOS jeden z hezkych tvart, do néhoz lze
nerovnosti upravovat. Ve VS upravé ho naleznete na levé strané. Dalsi vlastnosti tvaru VS jsou
nad ramec tohoto textu.



Cviéeni. Rozmyslete si, Ze timto postupem lze upravit kazdou (roznasobenou) cyklickou ne-
rovnost do tvaru SOS.

Kdyz to vypada zle ...

Nyni jiz budeme véfit tomu, Ze nerovnost do tvaru SOS upravit dokdZeme. Doted jsme museli
doufat, ze po upravé bude platit Sq, Sy, Sc > 0, pfiCemz tfeba jiz Schurova nerovnost (S, =
= %(b—i—c—a)) toto nespliiuje. UkaZme si nyni dvé dalsi podminky, které ndm platnost nerovnosti
> eye Salb— ¢)? > 0 zaruéi. V obou z nich pfedpoklddame, Ze dokazovana nerovnost je tohoto

tvaru a je cyklicka.

Tvrzeni. (Podminka A)  Vezméme buno uspoidddni, v némz b je prostiedni prvek (piesnéji
max(a,c) > b > min(a, ¢)). Pak dokazovand nerovnost plati, pokud jsou splnény podminky
(i) Sy >0,
(ii) Sa + Sy >0,
(iii) Se + Sp > 0.
Cvi&eni. Za pomoci rozkladu (a — ¢)2 = ((a — b) + (b — ¢))? dokaite piedchozi tvrzeni.
Cviéeni. V nasledujicim predpokladejte, ze vyrazy Sq, Sy, Sc (a,b,c > 0) jsou jen cyklické
zameény téhoz vyrazu, a dokazte pomoci predchoziho tvrzeni pfislusné nerovnosti.
(i) Sa=b"+c" —a", kde r > 0 (,,dvojnasobny“ Schur),
(ii) Sa = ab+ ac — be,
(iii) Sq = (% +c?)(b+c—a),
(iv)
g - b+c—a a
“ 7 2abc (a+b)(b+c)c+a)

Nasledujici podminka se hodi pouze pro symetrické nerovnosti (pfesnéji ukéze platnost ne-
rovnosti pouze pfi jednom usporadani).
Tvrzeni. (Podminka B)  Dokazovand (symetrickd) nerovnost plati, pokud jsou alesporl pii
jednom z usporadani a > b > ¢, ¢ > b > a splnény nasledujici podminky:
(i) Sc >0,
(il) Sp >0,
(iil) a%Sy +b%S, > 0.

Lemma. Pri obou uspofaddnich a > b > cic > b > a plati nerovnost

Cviéeni. Dokazte pfedchozi lemma (pozor na nasobeni zdpornymi ¢&isly) a pouzijte ho v dikazu
podminky B. Piedtim ale vytknéte (pii usporddani a > b > c) ze souétu Sy(c — a)? + Sq (b — c)?
¢len (b — ¢)2. Pro druhé uspofadani postupujte obdobné.
Cviéeni. Predpokladejte, ze vyrazy Sq, Sp, Sc, (a,b,c > 0) jsou opét cyklické zdmény téhoz
vyrazu a dokazte pomoci podminky B prislusné symetrické nerovnosti.
(i) Sa=b"4+c" —a", kder >0,

(ii) Sy =a?(c+b—a),

(ili) Sq =1—a/(b+c),

(iv) Sa =2/(bc) — 1/a2, kde a, b, ¢ jsou strany trojihelnika.



Ndvod. Pro cvigeni (iv) pfedpokladejte usporadani ¢ > b > a.

Poznamka. Upozoriiujeme, Ze ani jedna z podminek nema tvar ekvivalence. Mohou se tedy
vyskytnout (a opravdu se vyskytuji) takové platné nerovnosti, které stdle nebudeme umét z jejich
SOS tvaru dokazat.3® Rudime vam ovSem za to, %e takové nerovnosti jsou mimofadné obtizné.
Vzdyt musi byt o dost jemnéjsi nez Schur i Muirhead, aby nasim sitem prosly! Bézné odhady
pak uz téméf vilbec nemaji Sanci . ..

Bijte je!
Vybaveni jednou z nejsilnéjsich technik k dokazovani nerovnosti vibec si nyni muzete zkusit

dokézat ty nejdospélejsi nerovnosti, které soucasny matematicky svét zna (vétsina mé vietnamsky
pivod, coz hovofi samo za sebe). Drzte si klobouky!

Cvic€eni. Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a abc 5
Z<b+c) + 2(ad + b3 + ¢3) = 3

cyc

Navod. V SOS tvaru rovnou dokazte S, Sp, Sc > 0.

Cviéeni. Pro kladna déisla a, b, ¢ dokaZte nerovnost
(a+b)(b+c)(c+a)a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db) < 8a2b?c?.

Ndvod. Napovime, ze (a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) < abc je jen jiny tvar Schurovy nerovnosti.
Upravujte tak, aby se obé ,zapasici“ nerovnosti objevily v zédkladnich tvarech. Pro SOS pouzijte
podminku A.

Cviceni. Jsou déna kladna ¢isla a, b, c. Naleznéte nejvétsi redlné cislo k takové, aby platila
nerovnost

1 1 1 ab + bc + ca
b e s ke ——F—— >9+k.
(w—+q“+b+cy+ e 20t
Navod. Upravte do SOS. Volbou b = ¢ odhadnéte maximalni k. K dikazu pak pouzijte pod-
minku A.

Cviceni. Dokazte nerovnost 1 9
ey
(z+y)? ~ 4

cyc
v niz jsou x, vy, z kladna ¢isla spliujici zy + yz + zx = 1. (Tran 1996)

Navod. Homogenizujte, substituujte a = x + y atd. a v SOS tvaru pouzijte podminku B. Pfi
prevadéni do SOS se nezapomerite elegantné zbavovat smisenych ¢lend.

Cviéeni. (Tézsi) Dokazte nasledujici nerovnost

S et e
b2 +c2+3a% ~ 5

cyc

38Gice existuji i dalsi podminky pro platnost nerovnosti v SOS tvaru, ale ty uz presahuji
ramec tohoto seridlu. A navic ani ty nejsou vSemocné.



pro kladné ¢isla a, b, c. (Vietnam)

Ndvod. Neleknéte se komplikovanéjsiho SOS tvaru a pouzijte podminku A.

Ho6lderova nerovnost??

Nyni se naué¢ime pouzivat jedno zobecnéni CS, kterému se fikéa Holderova nerovnost.*? Rovnou
feknéme, ze odhady, které tato nerovnost dava, patii zpravidla mezi ty nejsilnéjsi. Jelikoz jsme jiz
odhalili, ze se jedna o zobecnéni CS, asi tusite, ze ptijde dobfe pouzivat na zlomky a odmocniny.
O co tedy jde?

Tvrzeni. (Holderova nerovnost) Bud n € N a méjme kladnd disla aq,...,an, bi,...,bn a
C1,...,Cn. Plati nasledujici nerovnost

(@ 4+ad+ +ad)B+b3 4+ +ENS+ B+ + ) > (arbicr +azbaca + -+ anbpen)?,

pricemz rovnost nastava, pravé kdyz existuji redlna cisla A, k takova, ze a; = A\b; = kc; pro kazdé
1€{1,2...n}.

Ano, to je presné ta nerovnost, kterou jste méli dokazat v prvni seridlové sérii! Jeji dukaz,
vCetné vysetfeni rovnosti, tedy najdete mezi vzorovymi resenimi. Pouzivani této nerovnosti je
velmi obdobné pouzivani CS. Zvykneme si snadno!

Cviceni. Pro kladna ¢isla dokazte nasledujici nerovnosti:

(i) (a® +b3+c Y1+1+1)(1+1+1)> (a+b+c)3,

(i) (a® +1)(6® +1)(c® +1) > (abe + 1)%,

(i) (a® +1+1)(1+b3+1)(1+1+c ) > (a+b+c)3,

(iv) (a®+1)° (b3+1) (a®b+1)%,

(v) (@ +1+1)2(2 +b3) > (2a + b)?,

(vi) (@®+1+1)2(2+b3) > (a2 +b+1)3,

(vil) (a2 + ab+ b2) (b2 + be + c2)(c? + ac + a?) > (ab + be + ca)3.

Nyni si ukdzeme, jak se Holderova nerovnost pouziva pii praci s odmocninami.
Priklad. Pro kladna ¢isla a, b, c ukazte

Z vV a2 + 8bc

cyc

(IMO 2001)

ol

¢

ent. Podle Holderovy nerovnosti plati

2
<Z \/m) <Za(a2 ""Sbc)) > (a+b+c).

cyc cyc

€.

390tto Holder (1859-1937)

40Ve skutecénosti se bézné tento nazev pouziva spie pro jinou nerovnost, zndmou z mate-
matické analyzy. My budeme pouzivat specialni tvar takzvané zobecnéné Holderovy nerovnosti.
Mezi matematiky, ktefi se vénuji nerovnostem, se i tomuto tvaru nefekne jinak nez Holder, proto
se budeme drzet tohoto nazvu.



Diky tomu mame (dostateéné tésny) odhad na levou stranu a zbytek uz je velmi snadny.

Priklad. Kladna ¢isla a, b, ¢ spliuji ab + be 4+ ca = 1. Dokazte nerovnost

1 1
>/ -+6b< —.
a abc

cyc

(IMO shortlist 2004)

Reseni. Holderovu nerovnost pouZijeme nasledovné

(Zi) <Z(6ab+ 1)) (1+141)> <Z (2 +6b)é>3.

cyc cyc cyc

V prvnich dvou zavorkidch muzeme pouzit zadanou podminku. Zbyde dokazat (i)s >

> ﬁ -9 -3 coz uz je snadné (opét vyuzijte podminku).

Zakladni myslenka prace s odmocninami je, doufame, jiz jasna. Dalsi zajimava pouziti této
nerovnosti najdete ve cvicenich.

Cvic¢eni. Pro kladna disla a, b, c dokazte
(@® —a?4+3)(b° = b2 +3)(® -2 +3)> (a+b+c)>.

(USAMO 2002)
Ndvod. Nejprve ukazte a® — a2 + 3 > a® + 2.

Cvideni. Budte aj,as,...,an kladné éisla. Dokazte nerovnost
(af +1)---(ap +1) > (afaz +1) - (aja1 +1).

(Cesko—slovensko—polské stietnuti)
Ndvod. Vynasobte n Holderovych nerovnosti.

Cvicéeni. Pro kladna d¢isla a, b, ¢ dokazte

N
%; a3+ (b+c)3 =7

Ndvod. Pouzijte Holdera podobné jako v prvnim piikladu. Na jeho pravé strané si vyrobte
(a2 +b2+c?)3. Po roznasobeni zbude dokazat nerovnost 3[4, 2,0]+[2,2,2] > [3,3,0]+3-[3,2,1].

Cvideni. Pro nezaporna &isla z,y, z plati 22 4+ y? + 22 = 3. Dokazte

Zx?/y—&-z §3\3/§.

cyc

Ndvod. Postupujte jako ve druhém navodném prikladu.



Zbran hromadného niceni

Metoda, kterou si za za chvili popiSeme, se v angli¢tiné nazyva Abstract Concreteness Method*!
a lze ji pouzit jen pro symetrické nerovnosti. My ji budeme soukromé fikat kanon na symetrické
nerovnosti, protoze (jak dale uvidite) tato metoda je opravdu silnd. Rovnou varujeme, Ze na
nékteré ulohy je ,az prilis silna“. Jinak feceno, tlloha muZe mit néjaké snadné feseni a pokud
ji vyfesite touto metodou, pouzivate ve skutecnosti mnohem silnéjsi tvrzeni. Navic se jedna
o pomérné novou metodu?, takze vam zcela nezaru¢ujeme, ze vam projde napiiklad na éeskych
olympiadéch jako ,znadmé“ tvrzeni.

Budeme uvazovat symetrické nerovnosti P(a,b,c) > 0 tfech proménnych a,b,c (tentokrét
mohou byt i zdporné) bez podminky a takové, ze P je polynom. Nejdfive si formou cvideni
rozmyslime, ze takové nerovnosti lze vzdy pfepsat pomoci novych proménnych

u=a+b+c, v=ab+bc+ca, w=abc,

coz je tzv. symetrickd substituce pro tfi proménné. S touto substituci (pro dvé proménné) jsme
se jiz setkali v minulém dilu a myslenka tohoto tvrzeni a vlastné i celého kanonu je opravdu
podobné.

Pro tcely nasledujicich cviceni si zavedeme vhodné oznaceni. Budeme psat

S(m) =a™ +b™ + ™,
R(m,n) = a™b"™ +b™c" + c™a™ +a"b"™ + 0" c™ + c"a'™,

T(m,n,p) =a™b"c? 4+ aPb™c™ 4+ a™bPc™ + a™b™cP + aPb"c™ + a™bP ",

kde m,n,pe No,m>n>p>0.
Cviceni. Polynom P lze vyjadfit jako soucet néjakych nasobki polynomu ,typu® S, R, T.
Navod. Pokud P obsahuje ¢len a™b™cP, pak obsahuje i dal§ich pét ¢lenii, které vzniknou per-
mutaci exponentt (P je symetricky!).
Cviceni. Ukazte, ze staci, kdyz budeme umét pomoci u, v, w zapsat polynomy ,typu“ S.
Navod. Pouzijte

(i) T(m,n,p) = (abc)?R(m —p,n — p),

(ii) R(m,n) = S(m)S(n) — S(m +n).
Cviéeni. Polynom S(m) lze pro kazdé m € N zapsat pomoci u, v, w.

Ndvod. Postupujte indukci*® a pouzijte

(i) Stm)=(a+b+c)S(m—1)— R(m —1,1),
(ii) R(m—1,1) = (ab+bc+ca)S(m—2)—T(m—2,1,1) = (ab+bc+ca)S(m—2)—abeS(m—3).

nejvice odpovida nazev UVW method.
42Na internetovém féru Mathlinks jsou prvni zminky o této metodé z roku 2005.
43Skuteéné se jedna o analogii diikazu pro dvé proménné, ackoliv jsme jej tehdy formulovali
sporem.



Nyni tedy misto polynomu P(a,b,c) dostdvame polynom Q(u,v,w), ktery uz sice nemusi
byt vibec symetricky, ale zato jsme pomérné vyrazné snizili jeho stupen (stupenl polynomu
znacime deg) v nasledujicim smyslu: Budeme-li se na chvili divat na polynom Q(u, v, w) jako na
polynom pouze jedné proménné w a budeme-li znacit deg,, Q stupen @ vzhledem k w, pak jisté
deg,, Q@ < %deg P. To proto, ze w = abc je v puvodnich proménnych stupné 3.

Vezméme ted u,v pevna a divejme se na vyraz Q(u, v, w) jako na funkci jedné proménné w,
tj. Q(w). Predstavme si na chvili, ze by byl polynom Q(w) napfiklad linearni (to nastane pro
vSechny P aZ do patého stupné!). V druhém dilu seridlu jsme ukazovali, Ze potom Q(w) nabyva
svych extrémt jen v krajnich bodech svého defini¢niho oboru. My sice defini¢éni obor?4 nezname,
ukédzeme vSak, Ze v kazdém jeho krajnim bodé (a to pro naprosto libovolny polynom @ — nemusi
byt jen linearni) se alespon dvé ze tii proménnych a, b, c rovnaji. To znamend, Ze pro polynomy
P do patého stupné nam potom bude stacit ptuvodni nerovnost dokadzat bano v pripadé b = c.
Zda nam to pomuze i pro polynomy vyssich stupnt, rozebereme pozdéji.

Krajni body definiéniho oboru
Piedpokladejme, Ze jsme piesli od symetrického polynomu P(a,b,c) k polynomu Q(u,v,w) po-
moci substituce u = a + b+ ¢, v = ab + be + ca, w = abe. Definiénim oborem budeme rozumét
mnozinu vsech trojic (k,l, m), pro néz existuji redlnd a, b, c takova, ze

a+b+c=k, ab+bct+ca=1, abc=m

Budeme se nyni zabyvat ,urenim“ definicniho oboru. Uvozovky proto, ze jej vlastné ani
neurcime, pouze zjistime, ze v kazdém jeho krajnim bodé se musi alespon dvé ze t¥i proménnych
a,b, c rovnat.

Soupef nam zadal dvé realnd cisla k,l. Nasim cilem bude zjistit, pro jaka redlna m existuji
realnd éisla a, b, c takova, ze a + b+ ¢ = k, ab + bc + ca = [, abc = m. K tomu pouzijeme trik
s polynomem a Viétovymi vzorci. Podle nich totiz kofeny a, 3, polynomu R, (z) = 23 — kx? 4
+ lz —m spliuji pravé vztahy a+ 8+~ = k, af+ By +vya = I, afy = m, a pokud jsou tato ¢isla
realnd, jsou to hledana a,b,c. Tim jsme tlohu preformulovali tak, ze hledana realna cisla a, b, c
existuji, pravé kdyz polynom R, (z) mé tfi redlné kofeny (ne nutné rtzné). Piedpokladejme,
ze pro dand k,l existuje asponi jedno m € R takové, Zze R (x) ma tfi redlné kofeny. S ¢islem
m za¢neme pohybovat a zajima nés, zda méa polynom R, (x) stale tii realné kofeny. Pomoci m
ménime ,vysku“ grafu funkce R(z) jako na obrazku.

440 defini¢nim oboru mluvime proto, %e zdaleka ne pro vsechna &isla u, v, w existuji realna
a,b, c takovéa, aby a + b+ ¢ = u, ab+ bc + ca = v, abc = w. Naptiklad prou=1,v=1aw =0
takova a, b, c jisté najit nelze.



V prubéhu pohybu (na obrazku —m zvétSujeme) se k sobé zacnou néjaké dva kofeny (na
obrazku b, c) prfiblizovat, az nakonec pro m = mmax splynou ve dvojnasobny kofen. Pokud
—m je$té zvétsime, bude mit rovnice Ry, (z) = 0 uz jen jeden realny kofen. Tedy prévé trojice
(k, 1, mmax) je krajni bod defini¢niho oboru a pravé v tomto okamziku jsou dva kofeny stejné.

Uvedeny dukaz je sice ,dukaz obrazkem“, ale rozhodli jsme se jej upfednostnit pred exaktnim
diikazem. Pfesto nyni nazna¢ime, kudy by se jeho precizni provedeni mélo ubirat.*5 Vezmeme
trojici (k, I, m), pro kterou pfislusna a, b, ¢ existuji. Pak existuji a’, ¥, pronéz R, (a’) = R}, (V') =
= 0 a pfitom Rm(a’) > 0, Ry, (V') < 0. Existuje proto mmax takové, ze Ry, (V') = 0, a ziejmé
Ry, (b)) = Ry (V) =0, takze b’ je dvojnasobny kofen polynomu Rp,,,, a navic stile jesté
existuje dal$i kofen a. Potom podle Vieétovych vzorcil plati @ + b + b =k, ab/ +b'b +ba =1,
ab't! = mmax < m a pfitom trojice (k,l, mmax) je krajni bod defini¢niho oboru.

Zobecnéni a aplikace

Zformulujeme a dokézeme si nékolik tvrzeni. Ve vSech se predpoklada, ze je dan symetricky
polynom P(a,b,c) a substituci ziskdme polynom Q(u, v, w).

Tvrzeni. Je-li Q monotdnni vzhledem k w, pak P nabyvé extrému pro (a—b)(b—c)(c—a) = 0.

Dikaz. Monoténni funkce (napiiklad linedrni) nabyva svych extrému v krajnich bodech svého
defini¢niho oboru. Vime vSak, ze ve vSech krajnich bodech defini¢niho oboru polynomu Q se
alespon dvé z proménnych a, b, ¢ rovnaji, coz 1ze ekvivalentné napsat jako (a—b)(b—c)(c—a) = 0.

Dusledkem tohoto tvrzeni je, ze kazdy polynom P stupné nejvysSe 5 nabyva svych extrému
pro (a —b)(b—c¢)(c—a) =0.

Tvrzeni.

(i) Je-li Q konvexni vzhledem k w, pak P nabyva svého maxima pro (a—b)(b—c)(c—a) = 0.
(ii) Je-li Q konkdvni vzhledem k w, pak P nabyva svého minima pro (a—b)(b—c)(c—a) = 0.

Driikaz.

(i) Konvexni funkce (napfiklad kvadraticka s kladnym vedoucim koeficientem) nabyva svého
maxima v krajnich bodech svého defini¢niho oboru, proto nutné (a —b)(b—c)(c—a) = 0.

(ii) Podobné konkavni funkce (napfiklad kvadraticka se zapornym vedoucim koeficientem)
nabyva minima na krajich a zavér je stejny.

Dtsledkem tohoto tvrzeni je, ze kazdy polynom P stupné nejvyse 8 nabyva svého minima
nebo maxima (zalezi jen na znaménku pred w) v pripadé (a — b)(b — c¢)(c —a) = 0.

Tvrzeni. Je-li P symetricky polynom v proménnych a,b,c > 0 a je-li jemu pfislusny polynom
@ monotdénni vzhledem k w, pak P nabyva extrému pro (a — b)(b — ¢)(c — a) = 0 nebo abc = 0.
Analogicky plati i predchozi dvé tvrzeni.

Dikaz. Podminka a,b,c > 0 znamenad, ze vSechny t¥i kofeny polynomu R,, (viz pfedchozi sekce)
musi byt kladné. Pfi hybani ¢islem m se tedy muze stat, ze jeden z kofent bude roven nule dfive,
nez zbyvajici dva kofeny splynou ve dvojnasobny kofen, takze potom w = abc = 0.

Poznamka. Casto byva podminka a,b,c > 0 nahrazena podminkou a, b, c > 0. V takové situaci
je rovnéz bezpodmineéné nutné rozebrat piipad abc = 0 (intuitivné proto, ze se k nule miizeme

45V nasledujicim odstavci pouzivame pojem derivace. Pokud jsi dobte pochopil diikaz obraz-
kem, nic neztratis, kdyz jej nebudes cist.



libovolné pfiblizit). V moment&, kdy nerovnost dokdzeme pro a,b,c > 0, dokdzali jsme o néco
vice, nez se po nas chtélo, takze ptivodni nerovnost pro a,b,c > 0 jisté plati.46

Poznamka. VsSechna tvrzeni jsme sice formulovali pro polynomy, ale ve skute¢nosti je lze jesté
0 néco vice zobecnit. Kanon lze pouzit i v pfipadech, kdy vyrazy (napfiklad zlomky, odmocniny)
Ize prosté jen pfepsat pomoci symetrické substituce a nova funkce je vzhledem k w monoténni,
resp. konvexni nebo konkéavni.

Pro udplnost jesté dodejme, Ze ani konvexita nebo konkavita neni v dikazech vlastné nijak
kli¢ova (pouzili jsme je jen pro ndzornost a proto, ze to je nejcastéjsi pfipad). Obecné by ndm
stacila jakakoliv funkce, u niZ mame jistotu, Ze nabyva svého maxima nebo minima v krajnich
bodech svého defini¢niho oboru.

Priklad. Pro kladna a,b, c dokazte

(ab+ bc + )( LI S — ) > 2
a C ca —.
(a+b)2 (b+c)? (c+a)?) 4

(fran 1996)

Reseni. Nerovnost je ziejmé symetricka. Po roznasobeni je ekvivalentni s

4(ab + bc + ca) (Z(a +b)2(b + c)2> —9(a+b)2(b+c)*(c+a)® >0.

cyc

Samozifejmé bychom nyni mohli najit pfepis do proménnych u,v,w, ale to je pomérné dost
pocitani. Bude stacit, kdyz si vSimneme, Ze velkd zavorka je jen ctvrtého stupné, takze bude
nejvyse linearni vzhledem k w. Soucin (a + b)2(b + ¢)2(c + a)? je vzhledem k w kvadraticky
s kladnym koeficientem pred w?. Proto je na levé strané nerovnosti funkce kvadraticka, vzhledem
k w se zapornym koeficientem pied w2, tedy o konkdvni funkce, kterd svého minima nabjva jen
v krajnich bodech. Muzeme tedy pouzit kanon. Stac¢i dokazat dva pripady

(i) (a —b)(b—c)(c—a) = 0. Bno b = ¢, takze potiebujeme dokazat
4(2ab + %) (2(a + b)2(2b)* + (a + b)*) — 9(a + b)*(2b)% > 0,

coz miizeme ihned vydélit 4(a + b)2. Navic je nerovnost stale homogenni, takze miizeme
buno polozit b = 1. Zbyva dokazat jen nerovnost jedné proménné tvaru

(2a+1) (8+ (a+1)?) —9(a+1)%>0.
Ta je v8ak velmi jednoduch4, protoze je (po chvilce tiprav) ekvivalentni s a® 4+ a > 2a?,

ktera je zfejma (AG).
(ii) abc = 0. Buano ¢ = 0, takZe potiebujeme dokazat

4ab ((a + b)2(a? +b2) + a2b2) —9(a + b)2a?p? > 0.

Podobnym postupem jako v pfedchozim p¥ipadé (btno b = 1) zjistime, ze sta¢i dokazat
jednoduchou ekvivalentni nerovnost 4a* +4 > a® + 6a2 + a (opét AG).

46Na prvni pohled ale neni zcela jasné, zda si neuskodime, protoze nevime, zda nerovnost
P(a,b,c) > 0 platné pro a,b,c > 0 musi nutné platit i pro a,b,c > 0. Prozradime, Ze nerovnost
opravdu musi platit i pro a, b, ¢ > 0, ale bohuzel korektni zdivodnéni umime provést jen pomoci
pojmu limita, takze jej zde nebudeme uvadét.



Priklad. Pro kladné a,b, ¢ spliiujici ab 4 bc + ca = 1 dokazte

Z 2a + 21bc +1 21

cyc
Reseni. Piedstavme si, Ze nerovnost roznasobime. Potom na levé strané strané bude polynom
stupné 4 a na pravé polynom stupné 6. Musime si ale rozmyslet, jak nalozime s podminkou ze
zadani, protoze kvili ni nelze kanon pfimocare pouzit. Lze ale velmi snadno provést homogenizaci
pomoci vyrazu v ab + bc + ca = /v = 1. Po homogenizaci sice miizeme dostat funkci, ktera neni
polynomem, ale na druhou stranu se nezméni stupen vzhledem k w. Po substituci ma nerovnost
tvar 0 > 8w? + A(u,v)w + B(u,v), kde A, B jsou n&jaké funkce proménnych u,v. Na pravé
strané je zfejmé konvexni funkce. Hledame jeji maximum, kterého nabyva jediné v krajnich bo-
dech defini¢niho oboru. Vzhledem k tomu, Ze homogenizovana nerovnost je ekvivalentni pavodni
nerovnosti, mizeme pouzit kanon. Homogenizovanou nerovnost tedy sta¢i dokazat v pripadech
abc =0 a (a — b)(b— ¢)(c — a) = 0. Diky zminéné ekvivalenci tak vime, Ze i piivodni nerovnost
staci dokazat v téchto dvou pfipadech.

V prvnim pfipadé€ buno a = 0 a zbyva dokazat nerovnost

1 " 1 " 1 >
2bc+1  2b+1 2c+1 7

za podminky bc = 1, coz ponechavame za cviceni. Ve druhém pripadé buino b = c a zbyva dokazat

1 n 2 N
2a+2b24+1  2b4+2ab+1 —

za podminky 2ab + b2 = 1, coz rovnéz prenechadme za cviceni (z podminky vyjadiete a, dosadte,
roznasobte a vyuZzijte, ze b € (0,1)), nezapomerite si hlidat znaménka.

Poznamka. Jak moc ndm vlastné vadi nerovnosti s podminkou p#i pouziti kanonu? Lze obecné
fici, ze ndm nikdy nemiize branit takovd podminka, kterd lze zapsat pomoci u,v. Pokud vsak
podminka obsahuje i w, musime si dat pozor, jaka funkce vznikne po homogenizaci.

Poznamka. Zajisté jste si v8imli, ze v pfedchozich nerovnostech nastdva rovnost v ne zcela
symetrickych pfipadech. Sila metody ABC je v tom, Ze i takovéto nepfijemné nerovnosti (stan-
dardni prostfedky maji pramalou Sanci) dokdze bezztratové (!) pfevést na (byt obcdas pracné)
obycejné pocitani s polynomy.

Poznamka. Upozoriujeme, Ze existuji i takové symetrické nerovnosti, v nichz nastava rovnost
i pro tii naprosto riizna &sla. Pifkladem takové nerovnosti mtize byt ([3,0,0] — 2[1,1,1])2 > 0,
v niz nastava rovnost naptiklad pro z = 1,y = 2,z = 3... Takze nikdy nelze Fici, ze diky symetrii
nerovnosti nastane rovnost v symetrickém pripadé.

Cviceni. Pro z,y,z > 0 dokazte?”
22 + 9% + 22 + 22yz + 1 > 2(xy + yz + 2z).
Cviéeni. Pro libovolna (tedy ne nutné kladna!) realnd ¢&isla x,y, z spliujici 22 + y2 + 22 = 9
dokazte
2(x +y + 2) — zyz < 10. (Vietnam)

47To je presné uloha na piemysleni z minulého dilu.



Navod. Polynom, ktery zbude dokéazat, bude vypadat trochu hrtzostrasné, ale dvojka je jeho
dvojnéasobny kofen.

Cyklické nerovnosti

S cyklickymi nerovnostmi se setkivime mnohem castéji nez se symetrickymi, a to prosté proto,
ze byvaji tézsi. Jak jsme uz vidéli, na symetrické nerovnosti mame opravdu velmi silné zbrané,
zatimco u téch pouze cyklickych se nas arzenal znac¢né ztencuje. Presto ale nejsme bezmocni,

ukazme si nékteré z nasich moznosti.

Bezztratova symetrizace
Ano, prosté se pokusime cyklickou nerovnost prevést na symetrickou, u které jsou nase Sance
mnohonéasobné vétsi. Postup je sice bezztratovy, ale jak uz to tak byva, za bezztratovost tézce
zaplatime.

Tvrzeni. Necht V(a,b,c) je libovolny cyklicky vyraz v proménnych a,b, c. Potom pro vsechna
a,b,c plati V(a,b,c) > 0, pravé kdyz jsou splnény zaroveri dvé nerovnosti:

V(a,b,c)-V(b,a,c) >0, V(a,b,c) + V(b,a,c) > 0.

Diikaz. Pokud pro viechna®® a, b, c plati V' (a,b,c) > 0, pak ziejmé i V (b, a,c) > 0, takze i jejich
souéin a soucet je nezaporny.

Opacnou implikaci si uvédomime tak, ze uvazime dvé redlna ¢isla z, y, jejichz soucet i soucin
je nezaporny, tj. x +y > 0, zy > 0. Pak jisté musi byt obé nezaporna, tj. x > 0, y > 0. Misto
z,y si lze vSak pfedstavit V(a,b,c) a V(b,a,c).

Tato metoda sice vypada nadherné, ale bohuzel ptrinasi jen docasny pocit vitézstvi. Jednak je

potieba dokéazat dvé nerovnosti, ale hlavné jedna z nich je dvojnasobného stupné. Kazdopadné
neni od véci ji vyzkouset (zvlasté pokud uz neni jiny napad).

Ztratova symetrizace
Stéale bude myslenkou pfejit k symetrické nerovnosti, ale tentokrat pomoci néjakého odhadu (tedy
ztratove). To lze nékdy docela jednoduSe — vzpomeiite si, kolik nerovnosti ma tieba cyklickou
levou stranu, ale pravou jiz symetrickou — a jindy to je Gikol velmi obtizny.
Pro mnoho ukazek symetrizace staci nalistovat o nékolik stranek zpét. Ukazeme si alespon
jeden novy trik — symetrizaci rozsirenim o jmenovatel sousedniho zlomku.

Pi#iklad. Pro kladné a, b, ¢ dokazte®®

SV

cyc

Reseni. Ukézeme si feSeni, které na Mathlinksu®® dostalo nazev the Myth solution. Budeme
chtit pouzit CS na odmocniny. Nyni pfijde na fadu zminované trikové roz§ifeni o jmenovatel
sousedniho zlomku. Cleny na levé strané prepiseme jako

Voo (arers)

48Tyrzeni plati zcela analogicky pro a,b,c > 0.
49To je jen nepatrné upravend tiloha na pfemysleni z minulého dilu.
50Mathlinks je matematické férum na http://www.mathlinks.ro.




Ze dvou moznosti rozsifeni o b + ¢, nebo a + ¢, byla pravé moznost a 4+ ¢ vybrana velmi
peclivé.5! Po pouziti CS na odmocniny tedy zbude dokazat

2a(a+b+c) 3\f
Z(a—f—b)(a-l—c - \/>

cyc

coz uz je jen symetrickd nerovnost! Navic takova, ze ji mizeme rovnou roznasobit, a po chvilce
uprav dostaneme ekvivalentni nerovnost 6abc < chc(aQb + a2c), ktera je velmi snadna.

Poznamka. Rozmyslete si, ze téhoz vysledku 1ze dosdhnout pouzitim Jensenovy nerovnosti pro
konkévni funkci v/, a to opét pomoci vhodného rozsifeni zlomku a vybirani vahovych koeficient.
Dosud je ovsem zahaleno tajemstvim, co by v takovych pripadech dokazala Hoélderova nerovnost
(je to ptece zobecnéna CS!). My, autofi seridlu, véfime, Ze potencial Hélderovy nerovnosti v tomto
sméru neni zdaleka vycerpany!

Cvicéeni. Pro kladnéa a, b, ¢c dokazte

S <
pws 4a 4+ 4b + ¢

Cvigeni. (Naro¢né®?)  Pro kladné a, b, c dokazte

DI
4a2 4+ b2 +4c2 —

cyc

Ndvod. Pri ditkazu symetrické nerovnosti zatnéte zuby a prevedte do tvaru SOS.

Kdyz vsechno zklame ...

Ani my nevime, jak se ma nerovnost dokazat, kdyz zadny z fady pokust nevyjde. Snad jen snazit
se vymyslet novy trik. :-)

Prikladem nerovnosti, u které vétSina postupu selze, je néasledujici nerovnost pochazejici od
jednoho z nejvétsich soucasnych expertii na nerovnosti Vasile Cirtoajeho.?3

Priklad. Pro kladna a, b, c dokazte
(@2 + 0% 4+ ¢*)? > 3(a®b + b3c + Ba).
Reseni. Vezméme znadmou nerovnost
(z+y+2)% > 3(zy +yz + zz)

platnou pro libovolna realné ¢isla x,y, z. Nasi snahou bude na ni napasovat dokazovanou nerov-
nost. To je tkol nesnadny, nicméné neni tézké ovérit, ze zvolime-li

z=a®>—ab+be, y=b’>—bc+ca, z=c*—ca+ab,

51Po pouziti CS na odmocniny ziskdme vyraz a/((a + b)(a + c)). Pokud uvazime soucet ta-
kovych tii cyklicky ziskanych zlomkt, jedna se o symetricky vyraz.

52Jedn4 se o slabsi verzi nerovnosti zndmé z lotiského zahajeni MO.

53Rumunsky profesor, ktery se vénuje olympiddnim soutézim a predevsim nerovnostem.



pak skutec¢né pozadovanou nerovnost dostaneme.

Poznamka. Abychom alesponn trochu demonstrovali obtiznost pfedchozi tlohy, dodejme, ze
rovnost nenastava jen v pripadé a = b = ¢, ale rovnéZ pro a, b, c takova, Ze pomér a : b : c je
sin? 47” : sin? 27” : sin? " . To je jeden z duivodi, pro¢ je tloha tak tézka. Jesté ukazeme jiné

dtkazy, avSak neni ném znédma zadna rozumna metoda, jak na né piijit. Plati®*

1
(a® + % +c*)? = 3(a®b + b3c + cPa) = 5 (Z(a2 — b2 — ab+ 2bc — ca)2> =

cyc

(a2+b2—3ab+3ac—202)2+z(a2—ab—ac—b2+2bc)220

N

Ulohy na pfemyéleni

nerovnosti! Jako tradlcne prvm, kdo poslou feSeni na chat, berou ¢okoladu! Pouzivat mizete
vSechny prostiedky, tedy i takové (znate-li), co pfesahuji nas seridl. Dobrou zabavu!

Priklad. Kladna disla a, b, ¢ spliiuji min(a, b, c) > % max(a, b, c). Dokazte

1 9
(ab+bc+ca)(z(a+b)2> Z 162(a+b

cyc

Piiklad. Jsou dana redlna ¢isla a, b, ¢ spliujici a? + b2 + ¢ = 1. Uréete maximalni moznou
hodnotu vyrazu
[(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c)|.

Piiklad. Dokaite, ze pro libovolna kladna &isla a, b, ¢ plati®®

—_

ab be ca

> 5 + + < -
4a2 + b2 +4c2  4b2+c2 4+ 402 42 +a? +4b2 T 3

Zaveér
Zda se to neuvéritelné, ale skutecné nadesel cas louceni. Zcela jisté chceme podé€kovat a zaroven
poblahopfat vSem nadSencium, ktefi se procetli az do konce letosni mimoradné porce matematiky.
Dale nesmime zapomenout podékovat vsem, kteri ndm pomahali odstranovat chyby zejména pak
Pepovi Tkadlecovi. Na samotny zavér nezbyva nez poprat, at vds matematika neomrzi a pfinasi
vam radost znovu a znovu, jak je tomu v pfipadé€ autoru seridlu. :)
Michal ,,Kenny“ Rolinek a Pavel Salom.

54Pryni identita je v podstaté prvni predvedeny ditkaz, nebot je diisledkem rovnosti (z4+y+
+2)2 = 3@y +yz+22) = 3 (@ — )% + (y — 2)% + (= — 0)2).
55 Ano, to je ta slavna nerovnost probirana na lofiském slavnostnim zahajeni MO!



Dodatky

Reseni 9. tlohy na piemysleni
Priklad. Dokazte, ze pro libovolna kladna éisla a, b, ¢ plati

ab " be n ca
4a2 + b2 +4c2  4b2 + c2 +4a?  4c? +a? + 4b2

IN

1
3
Reseni. (podle Vo Quoc Ba Can) Dokéazeme postupné dvé nerovnosti, jejich# zkombinovanim
a substituci za druhé mocniny ziskdme tu dokazovanou. Budou to

2 —ab 1
Z 2 2a ;=0 Z ; s 5
e 4a? 4 b? 4 4c g 4da+4b+c — 3
Dikaz pruni nerovnosti: V prvnim kroku kazdy ze zlomku Sikovné upravime tak, aby v ¢i-

tatelich figurovaly jen dvé proménné. Nabizi se odecist vzdy ¢tvrtinu jmenovatele, ¢imz ovsem
vyrobime nehezké zlomky, a proto nejprve nerovnost vynasobime ¢tyfmi. Upravime tedy

4(c? —ab)  (2a+b)?

1_
4a? + b2 +4c?2  4a? + b2 + 4c2

a zbyva ukazat, ze soucet tii takovych zlomku je nejvyse tfi. K odhadu piekvapivé pouzijeme
CS zlomkobijce, a to pravé naopak, nez jak se obvykle pouziva. Nalezneme tfi zlomky takové, ze
kdybychom na né vypustili zZlomkobijce, tak je odhadneme pfesné vyrazem, s nimz nyni pracujeme
(ten totiz pravou stranu zlomkobijce silné pfipomind). Zlomkobijce napiSseme takto

a? a? b2 (2a + b)?
+ + > .
c2+4+2a%2  c2+42a%  2c2+b%2 T 4a? 4+ b2 +4¢2

Poslednim prekvapenim je, ze ted uz to rovnou vyjde

2 2 2
Z (2a +b) SZ( 2a n b ):3-
4a2 + b2 + 4c2 P 2 +2a2 22+ b2

cyc

Diikaz druhé nerovnosti:  ReSeni ma podobnou strukturu jako to pfedchozi, nejprve nerovnost
upravime a posléze pouzijeme inverzniho zlomkobijce. Upravu tentokréat volime tak, abychom do
Citatelt dostali naopak smiSeny ¢len. Vynasobme tedy nerovnost ¢islem 4(a + b+ ¢) a kazdy ze
zlomku upravme

da(a+b+c) _ 3ac

4da+4b+c a74a+4b+c.

Zbyva ndm dokazat

Z ac <a+b+c
da+4b+c — 9 ’

cyc

Podobné jako u prvni nerovnosti odhadujme pomoci CS zlomkobijce

ac ac

< (et aes)
da+4b+c  (2b4+c)+2(2a+b) ~ 9 \2b+c  2a+b/’



K doreseni celé ulohy si staci rozmyslet, ze poscitanim t¥i takovych dvojic zlomku skutecné vyjde
%W. Uloha je vyfesena.

Reseni. (podle Anh Dung Le) Zvolme BUNO a2 + b2 + ¢ = 3 a dokazujme nerovnost

> e S
a?+c2+1 "

cyc

Nyni podobné jako v tloze IMO 2005/3 (bonusové tloha ¢. 3) pouzijeme CS na odhad jmenova-
teld
A+14+)(a?+c2+1)> (a+b+c)

Poté, co takto odhadneme jmenovatel kazdého zlomku, nam zbyva dokazat

ab(2 + b?)
2 latbion =

k)
cyc

coz jiz neni tézké. Po roznasobeni pfejde tato nerovnost do tvaru chc ab® < chc a? neboli
(po zp&tné homogenizaci) 3 chc ab® < (Ecyc a?)2. To je ale ptesné znama Vasc inequality ze
zavéru posledniho dilu seridlu. Dukaz je hotov.
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