Prvni setkani s polynomy

PEPA TKADLEC

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje zdkladni vlastnosti polynomu s redlnymi i s celocisel-
nymi koeficienty a uvadi nékolik tloh k procviéeni. Na konci jsou ke vsem prikladim
podany navody.

Polynomy jsou velmi specialni tfidou funkci a jako takové maji fadu zajimavych
vlastnosti.

Teorie

Definice. Polynom stupné n je vyraz tvaru a,xz™ + --- + a1z + ag, kde ¢isla a;
jsou koeficienty polynomu (a,, # 0) a x je proménnd. Koeficienty polynomu byvaji
zpravidla realnéd nebo celé ¢isla. Stupen nulového polynomu klademe roven —1.

Definice. Koten polynomu P(z) je takové ¢islo ¢, pro néz plati p(t) = 0.

Tvrzeni. Je-li t kofenem polynomu P(x), pak Ize psidt P(x) = (z — t)Q(z), kde
Q(z) je rovnéz polynom.

Diisledek. (Vietovy vztahy) Ma4-li polynom P(z) = 2" +ap_12" 1+ -+a1z+ag
n redlnych kofenu tq,...,t,, pak P(z) = (z — t1)(z — t2)...(x — t,). Porovndanim
koeficienti tak dostavame

a; = (_1)’”71‘ Z tjl t]7 j’i € {17 7n}'
J1<<Js
Specidlné ag = (—1)"t1 -ty @ an_1 = —(t1 + -+ tn).

Poznamka. Ma4-li polynom stupné nejvyse n alespoii n+1 kofenti, pak je to nulovy
polynom.

Véta. Kazdymin + 1 body Ize prolozit unikatni polynom stupné nejvyse n.

Uvedme jesté dvé vlastnosti polynomt s celo¢iselnymi koeficienty. Obé& na pied-
nasce dokdzeme. Prvni plyne z a — bla™ — b", druhé se dokaze dosazenim kofene.
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Véta. Ma-li polynom P(x) celociselné koeficienty a a,b € Z, pak a—b | P(a)—P(b).

Véta. Ma4-li polynom P(z) = apx™+a,_12" 1+ - -+ag s celo¢iselnymi koeficienty
racionalni kofen q = % (r,s nesoudélna), pak r | ap a s | ap.

Priklady

Piiklad 1. Najdéte vSechny polynomy P(z) spliujici P(0) = 0 a P(z? + 1) =
P(z)? + 1 pro vSechna redlna .

Reseni. Dosazenim x = 0 zjistime, Ze P(1) = 1. Dosazenim = = 1 obdobné do-
staneme, ze P(2) = 2. Postupné tak ziskdvame vztahy P(5) = 5, P(26) = 26, ...
Polynom P se tedy v nekoneéné mnoha hodnotéch shoduje s polynomem Q(z) = z.
To je podezrelé . ..

Oznac¢im-li R(x) = P(x) — Q(z), pak R(x) je polynom, ktery méa nekonecné

mnoho kofentt (jsou jimi ¢isla 0, 1, 2, 5, 26, ... ). Jedna se tedy o nulovy polynom
a P(z) = Q(x).
Jedingm polynomem, ktery vyhovuje zadéni, je polynom P(z) = x. O

Piiklad 2. Najdéte vSechny polynomy P(z) spliwjici P(2) = 6 a P(z?) = 22 (22 +
1)P(z) pro vSechna realnd x.

Pfiklad 3. Bud P(z) polynom stupné 2009 takovy, Ze plati
1
P(k) = 7 bro ke{1,2,...,2010}.

Urcete P(2011). (PraSe 29)

Priklad 4. Spliuji-li redlnd éisla a, b, ¢, d soustavu
a+b=c+d, ab = cd,

pak {a,b} = {¢,d}. Dokazte.

Priklad 5. Af a, b, c jsou realné &isla takova, ze

a+b+c>0,
ab+ ac + bc > 0,
abc > 0.

Dokazte, ze a,b,c > 0.

Prfiklad 6. Pro nenulova realna ¢isla a, b, ¢ plati (a + b + ¢)c < 0. Dokazte, Ze
rovnice az? + bz + ¢ = 0 mé dva rfizné realné kofeny. (KMS 10/11)
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Piiklad 7. Rovnice 22 + az? + bx 4+ ¢ = 0 m4 t¥i redlné koieny. Ukazte, Ze plati-li
—2 < a+b+ ¢ <0, pak alesponi jeden z téchto kofent lezi v intervalu (0, 2).
(ARO 2008)

Jiné priklady

Piiklad 8. Af P(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty spliiujici P(0) = P(1) =
2011. Ukazte, ze P(x) nemé celoéiselny kofen.

Piiklad 9. Af P(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Dokazte, ze je-li P(n)
délitelné tfemi pro tifi po sobé jdouci prirozena cisla, pak je délitelné tfemi pro
v8echna prirozena Cisla.

Piiklad 10. Polynom P(z) s celoéiselnymi koeficienty splituje P(0) = 1. V kolika
nejvice ruznych celych ¢islech mize nabyvat hodnoty 20087 (PraSe 28)

Priklad 11. Af P(z) je polynom s pfirozenymi koeficienty. Pro kazdé n spo¢teme
ciferny soucet ¢isla P(n). DokaZte, Ze nékterou hodnotu dostaneme nekoneénékrat.

(PraSe 21)
Piiklad 12. Jsou déna nenulova celd Cisla a, b, ¢ takova, Ze i
a b ¢ a ¢ b
u=-+-+- a v=—+4-+-
b ¢ a c b a
jsou celd. Dokazte, Ze |a| = |b| = |c|. (KMS 08/09)

Literatura a zdroje

Cerpal jsem pievazné z piispévka Michala Szabadose a Alexandra Kazdy na totéz
téma a z archivl rtznych soutézi.

Navody

Navod 1. Porovnejte stupné polynomt ne levé, resp. pravé strané a vyvodte, Ze
stupeil P je roven ¢tyfem. VSimnéte si, ze P(0) = P(1) =0a P je sudy, az P(2) =6
uréete hodnotu é&isla A ve vztahu P(z) = A - 22 (2? — 1).

Navod 2. Uvazte polynom Q(z) = zP(x) — 1 stupné 2010 a jeho kofeny. Vyjde
P(2011) = 0.

Navod 3. Oznacte soucet, resp. souéin S, resp. P. Obé dvojice jsou kofeny kvad-
ratického polynomu z? — Sz + P = 0.

Navod 4. Povsimnéte si, ze polynom 3 — at? + 3t — v, kde «, 3, > 0 miize mit
jen kladné koreny.
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Navod 5. Interpretujte a + b+ ¢ jako P(1) a ¢ jako P(0).

Navod 6. Prelozte zadanou podminku do tvaru |P(1) + 1| < 1, pfepiste P(1) do
soucinového tvaru a z |(1 —r)(1 — s)(1 — t)| < 1 vyvodte, Ze jedna ze zévorek musi
byt ,mala®.

Navod 7. 7Z lemmatu by muselo n | 2011 a n — 1 | 2011, coz pro zadné celé n

splnéno neni.

Navod 8. V dislech, ktera se lisi o 3k od ¢isla, v némz je funkéni hodnota délitelna
tfemi, musi byt diky lemmatu funkéni hodnota rovnéz délitelnéd tfemi.

Navod 9. Uvazte Q(z) = P(z) — 2008. Pak —2007 = A(x — t1)...(z — t,) pro
vhodné A, tedy n < 5. Ovéfte, Ze existuje polynom, ktery hodnoty 2008 opravdu
v péti bodech nabyva.

Navod 10. Jak vypada hodnota polynomu v ,dostateéné velké“ mocniné desitky?
Navod 11. Substituujte za zlomky raciondlni ¢isla. Presvédcte se, ze tato racio-
nalni é&sla jsou kofeny polynomu x® — ux? + vz — 1. Jako takové museji byt diky
Véte rovny £1.
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