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Soustavy rovnic

Tonpa CESIK

ABSTRAKT. Prispévek se vénuje metodam FeSeni soustav nelinedrnich rovnic, se kte-
rymi se lze ¢asto setkat napf. v olympiadé. Jde zejména (ale nejen) o cyklické soustavy.
Je zde popsano nékolik metod a uvedeno nékolik pfikladii na procviceni.

Snad kazdy se jiz na stfedni Skole setkal s metodami feSeni soustav linearnich
rovnic. To jsou rovnice obsahujici pouze soucet vyrazu tvaru c¢islo krat neznama.
Postup jejich feSeni se d4 popsat jednoduchym algoritmem (rovnice se prosté Sikovné
poodecitaji, anebo do sebe dosadi), a tyto soustavy tak miize rychle Fesit pocitac.
My se proto budeme zabyvat soustavami nelinedrnimi, kde je situace o poznani
komplikovanéjsi — nemame k dispozici zadny postup, ktery by fungoval na vSechny
rovnice. UkéaZeme si zde nékolik metod, které se daji v urcitych pfipadech pouzit.
Védét, jak resit linedrni rovnice, se ale bude hodit i tady — jakmile nas problém
prevedeme na linearni soustavu, mame vlastné hotovo.

Casto zde budeme ftesit tzv. cyklické soustavy rovnic. Cyklickd soustava rov-
nic s nezndmymi x1,x9,...,%, je takova, kterd se cyklickou zdménu proménnych
T1 — T, Ty —> T3,...,T, —> T1 Nezmeni.

Umluva. Protoze cyklickd soustava rovnic je jednozna¢né uréena prvni rovnici
a poctem neznamych, nebudeme vzdy vypisovat vSechny rovnice. Tedy napi. pod
pojmem ,.cyklickd soustava o tfech neznamych x? = yz“ budeme myslet soustavu

z? = yz,
y? = za,
2

=Y.

Vsimnéte si, ze pokud z cyklické soustavy dostaneme néjaky vztah, mame ,za-
darmo*“ i vSechny vztahy, které dostaneme jeho cyklickou zdménou.

Umluva. Vsechny rovnice budeme fesit v oboru realnjch éisel.



SOUSTAVY ROVNIC

Uprava na soucet Ctverci

Tato metoda je zalozena na nasledujicim jednoduchém pozorovani: Pokud je soucet
druhych mocnin néjakych ¢isel roven nule, je nutné kazdé z téchto ¢isel nula. Pokud
se ndam tedy ze zadané soustavy rovnic podafi tpravami ziskat rovnici ve tvaru
ysoucet druhych mocnin néjakych vyraza je roven nule“, dostaneme z této rovnice
podminku na nulovost vSech téchto vyrazi. To nas ¢asto jiz primo dovede k Feseni,
popt. k jednodussim rovnicim.

Piiklad. Reste cyklickou soustavu rovnic o dvou nezndmych x2 + 1 = 2.

Uprava na soucin

Druha metoda je se opird o fakt jesté banalnéjsi: Pokud je soucin roven nule, je
néktery z ¢initelt nulovy.

Nyni tedy pro zménu budeme ze zadané soustavy chtit dostat rovnici typu ,,soucin
néjakych vyrazu je roven nule“. Potom vime, Ze néktery z vyrazi je nulovy. Jelikoz
predem nevime, ktery z nich to je, typicky nasleduje rozbor p¥ipadt (tolika, kolik je
vyrazi v soudinu).

Piiklad. Reste cyklickou soustavu rovnic o dvou nezndmych x2 + 1 = 2.

Pouziti nerovnosti

V nékterych tlohach lze s vyhodou pouzit zndmé nerovnosti, jako napf. AG nerov-
nost, ¢i Cauchy—Schwarzovu nerovnost. Pro jistotu je zde pfipomeneme.

Véta. (AG nerovnost) Necht aq,as,...,a, jsou kladnd redlng ¢isla. Potom plati

nerovnost
a1+a2+...+an

n

> Yaias ... an,
pricemz rovnost nastava, pravé kdyz a; = as = -+ = ay,.
Priklad. Reste cyklickou soustavu rovnic o dvou neznamych z2 4 1 = 2y.

Véta. (Cauchy—Schwarzova nerovnost) Nechtay,...,an,b1,..., by, jsouredlna ¢isla.
Potom plati nerovnost

(af + a3+ +ap)(0F + b5+ - +7) > (aaby + azby + -+ + anbn)?,
pricemz rovnost nastava, pravé kdyz existuje A € R takové, ze a; = Aby, as = Aba,
cevy Qp = Abp.

Piiklad. Reste soustavu rovnic
r+y+z=23,
22 +y? 422 =3.
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Usporadani pro cyklické soustavy

Princip uspoféddani proménnych se hodi pfevazné pro soustavy, jejichz feSenim jsou
n-tice stejnych Cisel. UkdZeme si zde dvé lemmata, kterd ndm umozni usporadani
vyuzit. Prvni bude vyuzitelné pro cyklické soustavy libovolné mnoha proménnych,
avsak ve specialnéjsim tvaru. Druhé lemma pripousti obecnéjsi soustavy, avsak po-
miuZze ndm pro soustavy maximalné tii rovnic o tfech nezndmjch — pro vice promén-
nych existuje mnoho rtznych uspotradani.

Lemma. Budte f,g:1 — R funkce rostouci na intervalu I C R. Potom pro Feseni
soustavy

f(z1)
f(z2)

(‘TQ)a
(z3),

g
g

f(@n) = g(21)

na intervalu I plati x4 = 29 =+ = .

Piiklad. Reste cyklickou soustavu o nezndmych a az z
a® =b+1b°.

Lemma. Budte I C R interval a h: I — R funkce neklesajici na intervalu I. Necht
funkce F: I x I — R splnuje pro kazdé z € 1

x<y— F(x,z) < F(y,z2),
z<y— F(z,z) < F(z,y).

Potom pro feseni soustavy

Fz,y) = h(2),
F(y, z) = h(x),
F(z,x) = h(y)

na I plati h(z) = h(y) = h(z). Je-li navic h rostouci, je x =y = z.

Piiklad. Reste cyklickou soustavu o tfech neznamych

(x+y)’ =2



Ulohy!

Uloha 1.
Uloha 2.
Uloha 3.

Uloha 4.

Uloha 5.
Uloha 6.

Uloha 7.
Uloha 8.
Uloha 9.

Uloha 10.

Uloha 11.

Uloha 12.

Uloha 13.
Uloha 14.

Uloha 15.

SOUSTAVY ROVNIC

Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmjch z2 = yz.

Reste cyklickou soustavu o tfech nezndmych z(z + 1) = y(z + 1).

Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych x4 + y? + 4 = 5yz.
492

1+ 492"

Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmjch z? — 3y + 4 = z.

Reste cyklickou soustavu o tfech neznamych = =

Reste soustavu rovnic
2 -3y +3=z2,
v —3z24+4=uz,
22 -3r+5=y.
Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych z2 =y + z + 2.

Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmych x + y? = y3.

Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmych x = % + %

Reste soustavu rovnic pro z,y,z > 0

rz+y+z2=06,
ryz = 8.
Reste soustavu rovnic
z+ 2y + 32 = 28,
2?2+ y? + 2% = 56.

Reste cyklickou soustavu o tiech neznamych v kladnych é&islech

1
T+ - =2
y

Reste cyklickou soustavu o tiech nezndmych 22 + 2 — 1 = y.

V oboru kladnych redlnych cisel feste soustavu

a+b+c+d=12,
abed = 27 + ab + ac + ad + be + bd + cd.

Reste cyklickou soustavu o tfech neznamych 2% + 1 = 2y.
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Uloha 16. Reste cyklickou soustavu o tfech neznamych 23 =y — z + 8.

Uloha 17. Reste cyklickou soustavu v nezdpornych neznamych x; az 2018

T+ VE A+ Vg + Ve e+ PV = 2.

Uloha 18. Reste cyklickou soustavu o tfech nezndmych z® = 5y° — 4z.
y y Yy

Uloha 19. Reste cyklickou soustavu o tfech nezndmych (z + y)* = 2.
y y Yy

Literatura a zdroje
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Dirichlettiv princip

VERGA HLADIKOVA

ABSTRAKT. V prispévku jsou uvedeny dvé zékladni verze Dirichletova principu. Dale
Ctendfim predstavuje priklady jim feSitelné od téch nejjednodussich po slozitéjsi.
Jedna se hlavné o tlohy z teorie Cisel, druhd ¢ast se vénuje problémium souvisejicim
s geometrii.

Tvrzeni s mnoha jmény

Tvrzeni, které se za chvili nau¢ime vyuzivat, poprvé publikoval némecky matema-
tik Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Uz dfive ho pravdépodobné znali jini,
koneckoncii toto pravidlo vypada jednodusSe a je velmi intuitivni. Pfesto vSak v mate-
matice nachazi Siroké vyuziti. Sam Dirichlet jej publikoval v ramci své prace o teorii
Cisel.

Tvrzeni. (Dirichletiv princip) Mdme-li n + 1 objekti, které umistime do n pfi-
hradek, alespon v jedné prihradce musi byt alesponn dva objekty.

Poznamka. Toto pravidlo nefikd vibec nic o konkrétnich poctech objekti v pfi-
hradkéch. Klidné mizeme vSechny umistit do jedné ptrihradky, nebo do kazdé jeden
a do jedné dva. Stejné tak nam tvrzeni nepomiiZze pti hledani pfihradky, ve které je
vice objektu. Je to prosté jen libovolna jedna z n.

Kromé Dirichletova se princip ¢asto nazyva prihradkovy, zasuvkovy ¢i holubni-
kovy. V poslednim pfipad€ se pak uvadi verze s n+ 1 holuby a n misty v holubniku.
Mozné i proto Dirichletdv princip vypada jako zdbavné a nevazné tvrzeni.

Jesté si uvedeme obecnéjsi verzi, kterd mluvi o skupinich holubti, a rovnou si ji
dokazeme:

Tvrzeni. (Zobecnény Dirichlettiv princip) Maéme-li kn + 1 holubii a n holubnikd,
pak alespon v jednom holubniku musi byt alespon k + 1 holubi.

Diikaz. Dokézeme sporem. Piedstavme si, ze v kazdém holubniku je nanejvys k
holubt. Snadno miiZeme postupné seéist poc¢ty holubi v jednotlivych holubnicich.
Scitame tedy n ¢isel mensich nebo rovnjch k. Tento soucet bude mensi nebo roven
kn, coz je ve sporu s tvrzenim, ze mame kn + 1 holubt.

8
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Intuitivni pouZiti
Na Dirichletové principu je zajimavé, Ze ho lidé pouzivaji naprosto samoziejmé.
Nevedi sice, jak se jmenuje, ale n + 1 hostt ke stolu s n zidlemi nikdo nebude chtit
usadit. Jedna ze zndmych Gloh se naptiklad pta: V prddelniku mdme rozhdzené cerné
a bilé ponozky. Kolik ponoZek musime vytdhnout, abychom i poslepu méli urcité dve
ponozky stejné barvy?

MizZeme si predstavit, ze vytazené ponozky rozdélujeme na dvé hromadky podle
barev. To budou nase pfihradky. Samotné ponozky jsou hledané objekty. A chceme-
li, abychom méli s jistotou dvé ponozky stejné barvy, tedy v nékteré prihradce dveé
ponozky, bude nase n = 2. Musime tedy vytédhnout alesponn n + 1 = 3 ponozky, coz
nam nejspis bylo jasné uz od zacatku.

Hledani prihradek

V béznych situacich je sice prihradkovy princip intuitivni, jeho sila ale spo¢iva v pro-
blémech, které uz neumime rychle vyfesit. Potom se opravdu hodi mit toto tvrzeni
které jako objekty. Zkusime si jejich hledani u par jednoduchych piikladi, abychom
to méli snazsi v téch komplikovanéjsich.

Vysvétlete nasledujici:

(1) Je-li v mistnosti t¥inct lidi, alespori dva se narodili ve stejném mésici.

(2) Pokud na soustfedéni pfijelo 25 Gc¢astnikl ze ¢ty rliznych mést, pak alespori
sedm z nich bydli ve stejném mésteé.

(3) Jestlize se chce patnéct lidi svézt étyimi auty, pak v jednom auté musi jet
alespon c¢tyti lidé.

(4) Na vecirek jsou pozvani hosté, z nichz se néktefi nové (vzijemné) seznami.
Vzdy se takto asponl dva hosté seznamili se stejnym poctem lidi.

Odpovézte:

(1) Kolik lidi musime uvazovat, aby uré¢ité aspon t¥i z nich méli narozeniny ve
stejny den?

(2) Na pfednésku jsou ptihldSeni ¢tyfi studenti. Pokazdé na ni pfijde néjaka
skupinka z nich, vzdy aspon jeden. Kolik musi byt aspon prednasek, aby se
dvakrat potkalo stejné slozeni lidi?

(3) Hazeme tiemi Sipkami na ter¢. Je rozdéleny na pét pésem, postupné od
stfedu za pét, ¢tyri, tfi, dva a jeden bod. Pokud se netrefime, nedostaneme

bod zadny. Kolikrat musime hodit, abychom dvakrat ziskali stejny pocet
bodu?



DIRICHLETUV PRINCIP
Ulohy s cisly

Priklad 1. Mame 49 pfirozenych ¢isel. Ukazte, ze mezi nimi najdeme dvé, jejichz
rozdil je délitelny 48.

Priklad 2. Najdéte co nejdelsi aritmetickou posloupnost s diferenci 60, jejimiz
¢leny jsou samé prvocisla. (MKS 18-1-1)

Priklad 3. Ukazte, ze pro kazdé piirozené ¢islo n existuje ¢islo v desitkové soustavé
zapsané pomoci nul a jednicek jako 111...1000...0, které je dé€litelné n.

Priklad 4. Je-li n nesoudélné s 10, pak dokonce existuje jeho nasobek zapsany
v desitkové soustavé jen pomoci jednicek: 111...1. Dokazte.

Priklad 5. Maéme n ptirozenych ¢isel. DokaZte, Ze z nich muZeme vybrat podmno-
zinu tak, ze soucet vybranych cisel je délitelny n.

Priklad 6. Mgéjme 10 po dvou ruznych dvojcifernych celych éisel. Dokazte, ze
potom umime najit jeji dvé disjunktni neprazdné podmnoziny takové, Ze soucet
v obou podmnozinach je stejny. (IMO 1972)

Piiklad 7. (Erdds a Szekeres) Mame-li pfirozen4 €éisla od 1 do 101 napsan4 v libo-
volném poradi, pak je mozné vyskrtat 90 z nich tak, Ze zbude monoténni posloupnost.
Dokazte.

Priklad 8. (Erdds a Szekeres podruhé — obecnéjsi verze) Z kazdé posloupnosti
délky aspon (m — 1)(n — 1) + 1 miZeme vybrat klesajici podposloupnost délky m
nebo rostouci podposloupnost délky n.

Priklad 9. DokazZte, Ze z 52 prFirozenych ¢isel lze vybrat dvojici, jejiz soucet nebo
rozdil bude délitelny 100. Je to mozné i pro 51 pfirozenych ¢isel?

Priklady s trochou geometrie

Priklad 10. Mame-li pét bodu s celodiselnymi souradnicemi, pak stied tsecky
spojujici nékteré dva body bude opét bod s celo¢iselnymi souradnicemi. Dokazte.

Priklad 11. Kolik nejméné potfebujeme bodi s celoéiselnymi soufadnicemi v pro-
storu, aby platilo totéz?

Priklad 12. V kazdém pravidelném 2n-thelniku existuje thlopficka, kterd neni
rovnobézna s zadnou stranou.

Priklad 13. Méame zahradu o rozmérech 20 x 15 metri. Chceme do ni nasadit
stromy tak, aby mezi kazdymi dvéma byla vzdalenost aspon pét metri. Kolik nejvice
se do zahrady vejde stroma?

Priklad 14. Po stole o strané jeden metr leze 51 much. UkaZte, Ze umime na stil
polozit hrnec o poloméru 1/7 metru tak, abychom chytili vzdy alespon tii mouchy.
10
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Priklad 15. Umistime-li pét bodu do rovnostranného trojuhelniku, urcité budou
dva od sebe vzdalené nanejvys o délku poloviny strany.

Priklad 16. Na stole tvaru ¢tverce 1 x 1 metr je umisténo nékolik kolacku ve tvaru
kruhu (moZna se nékde prekryvaji, ale jisté nepfesahuji okraj stolu). Celkovy obvod
vSech kolacki je 10 metri. UkaZte, Ze je mozné jednim Fezem noZem (tj. jednou
primkou) protnout alespon ¢tyti kolacky.

Priklad 17. Kolem kulatého stolu je rozestaveno patnact zidli. U kazdého mista
je cedulka se jménem hosta, ktery ma na dané zidli sedét. Poté, co se hosté usadi,
se zjisti, ze zaddny z nich nesedi na svém misté. Dokazte, Ze je mozné pootocit stiil
tak, aby aspon dva hosté zaroven sed€éli na spravnych mistech.

Literatura a zdroje
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Komplexni prednaska

JAN KADLEC

ABSTRAKT. Tato komplexni pfednaska se pokusi co nejjednodussim zptusobem podat
komplexni ¢isla — Fict, co to je a odkud se to vzalo, a z celkem jednoduchych véci do-
stat vse potfebné. Ukazeme si, Ze na znamém a pro prvoposluchace tézko stravitelném
faktu 2 = —1 neni vlastné nic zvlastniho a je to jen jednoducha geometrie, respek-
tive otoCeni. Propojime svét geometrie a algebry, a dostaneme tak oba zakladni tvary
komplexnich ¢isel. Ke konci prvni ¢asti se mozna dostaneme i k tfetimu, exponenci-
alnimu, tvaru a nasi komplexni pfednasku timto komplexné uzavieme. V druhé ¢asti
dokonéime, co jsme nestihli a pojedeme dale, tfeba i do svéta reddnéhe komplexniho
vst¥ic fyzice ¢ kvantovee ;-).

Motivace

V davnych dobéach Pythagorejcii znamenala prepona v rovnoramenném pravothlém
jednotkovém trojuhelniku katastrofu. Tedy presnéji jeji délka, nebof /2 nebylo
mozno zapsat jako podil dvou prirozenych ¢isel. Problém se povedlo vyfesit az o par
staleti pozdéji rozsifenim ¢isel o mnozinu iracionalnich a vytvofenim ¢isel realnych,
R. Podobny problém nastal s odmocninou ze zaporného cisla. Tieba vyftesit jed-
noduchou rovnici 22 + 1 = 0 nebylo v R mozné. Pomohlo az zavedeni komplexni
jednotky, i, a vznik mnoziny komplexnich ¢isel, C. Pojdme nyni udélat totéz.
Umluva. Déle v tomto textu predpokladame, Ze a, b, ¢ a d jsou realna &isla, u, w
a z jsou c¢isla komplexni a n je ¢islo pfirozené.
Definice. (Komplexni jednotka) Komplezni jednotka, i, je takové ¢islo, pro které
plati i2 = —1.
Definice. (Komplexni éislo) Kazdé ¢islo z, které lze zapsat ve tvaru z = a + bi,
nazveme c¢islem komplexnim, a nazveme redlnou ¢dsti komplexniho ¢isla a b nazveme
jeho imagindrni cdsti.

Scitani a nasobeni funguje stejné jako v redlnych cislech, tj.

(M) (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+i(b+d)

(I1) (a+ bi) - (c+di) = (ac — bd) + i(bc + ad)
Cviceni.

(1) Dokaz (II).

12
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(2) Ukaz, ze plati vSechny nésledujici vztahy znamé z R:

a) w+ (u+2) = (w+u)+z,
b) w(uz) = (wu)z,

c) w(u+ z) =wu+ wz,

d) w+0=wawl=uw.

~ z v . a+ib __ act+bd -bc—ad z :
(3) (Déleni) Ukaz, ze plati: &5; = &F 5 + i e Zkus to vynésobenim obou

stran vyrazem (¢ + id) (nebo snad (¢ —id)?).

Priklad 1. Dokazte, Ze pro libovolnd komplexni éisla a, b, ¢, d, e, f plati

a(blc(d(ef)))) = ((((ab)e)d)e) f.

(MKS 19-7-1)

Prvni dostavenicko s komplexy — rovnice

Véta. (Zakladni véta algebry) Kazdy nekonstantni polynom nad komplexnimi &isly
ma koren.

Véta. (Trochu jinak) Kazdy polynom stupné n ma v C pravé n kofenu/feseni.
Priklad 2. (Navrat k motivaci) Vyie§ rovnici 22 +1=0v C.
Piiklad 3. (Kvadratickd rovnice) Vyfes rovnici 22 + 2z +5=0v C.

Cviéeni. Odvod Vietovy vztahy pro komplexni ¢isla. Vyjdi z feSeni kvadratické
rovnice.

Piiklad 4. Necht a,b jsou redlné parametry. Najdi vSechna (komplexni) FeSeni
rovnice z* + (2a + 2b)z® + (3 + 4ab)z? + (4a + 2b)z + 2 = 0. (MKS 19-7-5)

Rovina pana Wessla, Arganda, Warrena, Gausse, jeSté na nékoho jsem zapo-
mnél?

Vsichni tito panové prisli se skvélym vynélezem, s komplexni rovinou. Méjme vodo-
rovnou, realnou, osu x, na kterou budeme vynaset redlnou ¢ast komplexniho ¢isla, a
k ni kolmou, komplexni osu y, na kterou budeme vynaset imaginarni ¢ast. Pak bude
¢islo z = a + bi reprezentovano bodem (z,y) v této roviné (viz obrazek). Pro pfipad
b = 0 dostavame pouze realnou osu, tedy ryze redlnd cisla, pro a = 0 pro zménu
¢isla ryze komplexns.
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14 3¢
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A huré na geometrii. Pfedtim jesté rychla tloha.

Uloha. Necht a,b jsou komplexni &isla takové, ze |a| = |b] = 1. Uréi hodnotu
virazu |a — b]> + |a + b|°. (MKS 23-7-1)
Cméranicko

Magie pomalu ptichazi. Pfi geometrickém zobrazeni komplexnich ¢isel se ndm ze s¢i-
tani stane sc¢itani vektort, tedy vznikne nam rovnobéznik, a z ndsobeni nadm vzniknou
dva podobné trojuhelniky (viz obrazek).

uw
3| 3| w4 w
w w
21N 20|
) u
[ i
u
| | | | | |
I \ I I o I I I
-1 0 1 2 3 -1 1 2 3
=B =B

Co vice, s¢itdni je nyni jen ,,pouhé“ posunuti, bez rotace a bez skalovani. A co se
stalo s ndsobenim?

Zkusme nyni prejit k jinym soufadnicim, tfeba polarnim.

Poznamka. Uhel ¥ € (0,27) miiZe byt libovolné zvétsen ¢ zmensen o 27 a dosta-
neme se na totéz misto. To nAm mozné nyni prekazi, ale je to vlastnost v pokrocilejsi
matematice velmi vyuzivana.

14
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Poznamka. (Vyukovd) V textu budu pouzivat hodné wsmenek z Fecké abecedy,
protoze jako maly matematik jsem se tak pasivné naucil feckou abecedu a to se mi
pak nejen v Recku celkem hodilo (a vdm by se to taky hodit mohlo) ;-).

Definice. (Parametry) Vzdalenost bodu v komplexni roviné od poéatku soufad-
ného systému budeme znacit r a plati, ze r = |z| = Va2 + b? (Pythagorova véta),
kde |z| budeme nazyvat absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z. Déle oznaéme o
thel, ktery svird dany vektor odpovidajici bodu z s redlnou osou x méfeno proti
sméru hodinovych rucicek.

Pak

x = rcos?,
y =rsind.

Geometricky tvar komplexniho ¢isla uz je prede dvefmi. Sta¢i dat vSe dohromady
a dostavame druhé vyjadieni komplexniho disla.

Definice. (Goniometricky tvar) Kazdé komplexni &islo z = a + bi 1ze zapsat ve
tvaru z = |z|(cos? + isind), kde |z| = Va? + b? je absolutni hodnota komplexniho
isla a ¢islo ¢ z rozmezi [0, 27) nazyvame jeho argumentem.

Poznamka. Prevod ¢isel mezi tvary se déje pfes tpravu vysSe zminénych rovnic,
tedy: cosd = ﬁ,sirn? = %.

Priklad 5. Najdi v8echna z € C, pro kterd |z] =1 a |22 +z+ 1| =1.
(MKS 19-7-3)

riklad 6. okaz vztah sin“ & 4+ cos* & = 1.
Priklad DokaZ h sin? ¢ 2¢=1

Piiklad 7. Najdi pfirozené ¢islo n, pro které plati arctg% + arctg% + arctg% +

arctg L =T, Naboj 2008, Uloha 44
gn =1 J

Exponencialni tvar

Pri nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru jsme prevedli nasobeni na
s¢itani (vyndsobili jsme absolutni hodnoty a sedetli argumenty). To je podobny po-
stup jako pfi pouziti logaritmu ¢i exponencidly (log(ab) = log(a) + log(b)). Po kom-
plexni exponenciile tedy budeme vyzadovat, aby a¥“** = a® - a® pro a # 0. Problém
nastava s nejednoznacnosti feseni, jak jsme si ukazali vyse, je zde mnoho feSeni. Za-
vedenim zékladu e se vyhneme této nejednoznacnosti, pro¢ a jak to funguje dalece
presahuje ramec a smysl této prednasky. Komplexni exponenciala je definovana jako
=3, Zn—': Bez dikazu uvedeme i dalsi dtlezitou vlastnost a to tu, ze pro libo-
volné komplexni w # 0 existuje takové z, Zze w = e*, neboli mame inverzni funkci,
komplexni logaritmus. Libovolné &islo z lze pfevést na tvar z = log(r) + ¥, tedy
poté w = e* = o8N+ — plog(r) i — et Podivame-li se na piedchozi vyjadieni
v polérnich soutadnicich a na jednotkovou kruznici, dostavame:

Tvrzeni. (Eulerova formule) e’ = cos®d) + isin.
15
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A to uz je jen kousek ke zndmé vété, kterou si mizes jako cviceni dokéazat ;-).

Véta. (Moivreova) Pro ¢ a celé ¢islo n plati nédsledujici rovnost:

(re"?)" = (r(cos @ + isin))™ = r"(cos ny + isinnp) = r*e™?

Poznamka. Tato véta se pouzivd pro vypocCet mocnin i odmocnin komplexnich
isel. Pozor, odmocniny nejsou jednozna¢né! {/z je vlastné feseni rovnice 2" — 2z = 0
a polynom n-tého stupné muze mit (a v tomto pfipadé pro z # 0 md) n riznych
komplexnich kofent.

Uloha. (Rozehiivaci) Spoéti sin36°. Tj. napis ho jako vyraz, ve kterém se vysky-
tuji pouze ¢iselné konstanty, séitani, od¢itani, nasobeni, déleni a odmocniny.
(MKS 21-3-2)

Reseni. Vyuzijeme Moivreovu vétu. Z této véty dostdvame, Ze

cos 5x + isin 5z = (cosx + isinx)® =

2 3

= cos® z + 5icos? zsinz — 10 cos® zsin? z — 10i cos® z sin®

+ 5cos xsin? z + i sin® .
Porovnanim imaginarnich &asti predchoziho vyrazu a dosazenim 1 — sin®z za
cos? & dostéavame vzorec sin 5z = 16sin® x — 20sin® z + 5sin z.
Dosadme x = 36° a oznadme si y = sin z. Dostdvame rovnici 163° —20y3 +5y = 0

s kofeny y1 = 0, ya345 = +41/35%. Hledana hodnota je 0 < sin36° < ¥2 —

sin45°, a tak sin36° = /355
Priklad 8. Uréi v C hodnotu vyrazu v/—1.

Pi#iklad 9. (Binomick4 véta) Res$ v C rovnici 2° — 8 = 0. Res algebraicky i geo-
metricky. ReSeni zanes do roviny.

Piiklad 10. (Binomick4 véta podruhé) Re§ v C rovnici az™ — b = 0. Res alge-
braicky i geometricky. Reseni zanes do roviny.

Piiklad 11. Res v C rovnici 22 —1022+102—9 = 0. Res$ algebraicky i geometricky.
Reseni zanes do roviny.

Uloha. (Souc¢tové vzorce) Pomoci Eulerova (exponencidlniho) tvaru odvod vzorec
pro cos 2.

Reseni. Dosadme do definiéniho vztahu: e??® = cos2a + isin2a. Déle plati, ze
€2 = (¢*)? = (cosa + isina)? = cos? o — sin? o 4 2i sin a cos . Tyto dva vyrazy

16
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se rovnaji a pro rovnost komplexnich ¢isel plati, Ze jsou si rovny, pravé kdyz se
rovnaji jejich redlné a jejich imaginarni ¢asti. Tedy
cos 2a = cos®a — sin® a

sin 2 = 2 sin « cos .

Cviceni. (Dalsi sou¢tové vzorce) Odvod souctové vzorce pro vyrazy cos(a + f3),
sin(a + B), cos(a — B).

Piiklady

Priklad 12. (i pro --mocné) Spocti i’
Ptiklad 13. (i pro m-mocné) Spocti e?™
Priklad 14. (Eulerova formule) Dokaz e™ + 1 = 0.

Priklad 15. (Magnetické kvantové ¢islo) Pfi feSeni jednoduchého ptikladu z kvan-
tovky se pro rotujici ¢astici vyroji nasledujici rovnice e*""2™ = 1. Jaké je jeji FeSeni?
Pfipomina ti vysledek néco z chemie?

Pfiklad 16. (Dalsi vzorecky) Odvod vzorec pro cos3(¢.

Priklad 17. (Vektory) Najdi Sest (tfi dvojice) na sebe kolmych, jednotkovych
vektordl dimenze dva.

Piiklad 18. (Pro drsiidky) Uprav na co nejjednodussi tvar vyraz

() #) o) o)

kde |z] znaéi dolni celou ¢ast x, tj. nejvétsi celé ¢islo takové, které je mensi nebo
rovno . (MKS 23-7-8)

Navody

-

Vyuzij bod 2b) ze cviceni.

Cislo —16 lze zapsat jako 16i°.

Vietovy vztahy jsou: 1 + x5 = _Tb, Ty T2 = 2.

Vyuzij goniometrického tvaru, nechces-1i Fesit fesit polynom ¢tvrtého stupné ;-).

Vyuzij jednotkové kruznice a Pythagorovy véty.

Neww

Miize se hodit, Ze pro komplexni ¢isla v roviné plati arctg £ = 19, kde 9 je tihel
od osy x. Déle to zkus prepsat do soucinu cisel v gomometrlckem tvaru.

8. Vyuzij Moivreovu vétu pro mocninu ;.
11. Pomoci miZe souinovy tvar (z — 9)(z? —z +1) = 0.
17
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12. Vyuzij e?los(),

14. Vyuzij exponencialni tvar a goniometricky tvar nebo vysledek predchoziho
prikladu.

16. A co tfeba rozlozit €*¢? (Nebo jsem chtél poradit (e¢)3? Ach ta skleréza...)
17. Dva vektory jsou kolmé <= je jejich skalarni soucin roven 0. Dobry zacatek
jsou vektory (1,0),(0,1).

18. Nejprve zacit kombinatorickou tvahou a pak vyuzit vSe z komplexnich ¢isel.
Je to dlooooouhé.
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Rovinné krivky

BARA KOCIANOVA

ABSTRAKT. Jak spravné definovat kfivku? Co je to teény a normalovy vektor, kfivost
kfivky, oskula¢ni kruznice? Po preéteni tohoto ptrispévku budes nejen znat tyto pojmy,
ale hlavné budes umét nacrtnout kfivky na zakladé jejich parametrického popisu a
vlastnosti.

Co je to krivka?

To vi ptece kazdy. Céara, kterou nakreslime na papir a neni rovna. Tak proé o tom
ztracet vice slov?

Protoze abychom mohli kiivky zkoumat, potfebujeme presnéjsi pojmy. K po-
fadnému zavedeni ale stfedoskolské znalosti nestaci, takze se budeme snazit najit
rovnovahu mezi presnosti a srozumitelnosti.

Piedné kiivkou nebudeme rozumét tu nakreslenou ¢aru, ale zobrazeni z intervalu
I C R do R”™. Pokud si n-rozmérny prostor zatim neumis predstavit, nemusis se bat.
V této prednasce budeme uvazovat jen rovinu (n = 2). Tak jesté jednou symbolicky:

Definice. Parametrickou krivkou nazveme spojité zobrazeni ¢ : I — R”, kde
I ¢ R an € N. Mnozinu bod {¢(t),t € I'} nazveme obrazem kfivky ¢ a ozna-
¢ime (p). Budeme fikat, ze je k¥ivka hladkd, pokud je zobrazeni ¢ nekonecnékrat
diferencovatelné, coz znacime ¢ € C™.

Obrazu kiivky budeme nékdy fikat také kiivka, z kontextu bude vzdy jasné, co
zrovna myslime.

Hladkost zjednodusené znamené, ze pokud zobrazeni zderivujeme, dostaneme spo-
jité zobrazeni, které kdyz zderivujeme, dostaneme spojité zobrazeni ... A tak déle.
Hladka se takové kiivce fika proto, Ze nemé zadné zuby ani rohy. Napfiklad tedy
pfimka nebo kruznice jsou hladké kiivky, ale naopak jakykoli n-tihelnik hladkou
kfivkou neni — miiZeme ale Fict, ze je po castech hladkou krivkou, protoze se sklada
z usecek, které jsou hladké. K ivodu této casti je tedy potfeba poznamenat, Ze obraz
kiivky mutze byt klidné ¢ara, kterd viibec neni kiiva. Pozdéji treba o pfimce fekneme,
ze ma nulovou kiivost. Nejdiive si ale budeme chvili kreslit.

Pro Gplnost jesté dodejme, Ze kiivka se da popsat i jinak nez parametricky, napii-
klad implicitné, rovnici. Je to podobné jako v analytické geometrii, kterd se probira
na stfedni Skole. Obecna piimka se tak da popsat naptiklad rovnici ax + by +c=0
nebo parametricky jako mnozina boda {(A4, B) +t - (u,v),t € R}. V této pfedndsce
se ale jinymi zpiisoby zapisu kfivek zabyvat nebudeme.
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Kreslime!

Nejjednodussi rovinnou kfivkou je pfimka, t¥eba ¢(t) = (¢, 2t). Jak je zvykem, prvni
soufadnice znac¢i body na z-ové ose, kdezto druhé na y-ové. Zobrazuje-li tedy ¢ do
roviny interval (—1,3), znamend to, Ze obraz této kiivky zacind v bodé p(—1) =
(=1,2-(—1)) a konéi v bodé ¢(3) = (3,2 - 3). ProtoZze prvni soufadnice ¢ je jen
identické t, muzeme tuto kfivku chapat prosté jako vykresleni funkce y = 2z pro

€ (—1,3).
Kdybychom méli na stejném intervalu jinou kiivku ¢(t) = (—3t, t), budeme kreslit
nezvyklou funkci x = —3y, neboli pro jednotlivé body na y-ové ose budeme hledat

odpovidajici hodnoty na z-ové ose.

Takhle by to ale nebylo moc zajimavé. Kdyby vzdy v jedné soutadnici bylo ¢,
nemohli bychom tfeba nakreslit protinajici se kfivku nebo kruznici. Kouzlo k¥ivek
totiz spociva v tom, Ze jejich souradnice mohou byt libovolnymi funkcemi parametru
t, tedy klidné obskurnosti jako

o(t) = (cos*(e?) — 5sin(t), cos((t + 8)%) — t).

Jenze takové uz si nedokazeme predstavit a potifebujeme néjaky matematicky soft-
ware, ktery kiivku vykresli za nas. Proto se budeme zabjyvat spiSe jednodussimi
kiivkami.

Priklad 1. Nadrtni obrazy nésledujicich rovinnych kiivek.

(1) @a(t) = (3t,21), ¢ (-1,1>

(2) p2(t) = (2 —t,1), t €(0,2)

(3) @3(t) = (t,sint), t € (—m, )

(4) pa(t) = (2t +5(1 — t) t+3(1—1)),te(0,1)
(5) p5(t) = (cost,sint), t <O,27r>

(6) we(t) = (sint,2cost), t € (0, 4m)

(7) p7(t) = (cost,cos2t), t € (0, )

(8) s(t) = (sin2t,sint), t € (0, 2m)

Dulezité je uvédomit si, Ze rizné parametrizace mizou davat stejné obrazy kiivek.
Zkus si napifklad nakreslit (t) = (¢,3t), t € I = (0,1) a 9(t) = (3t,t), t € J =
(0, 3).

Toto pozorovani se da zobecnit:

Tvrzeni. Necht ¢ : I — R" je kiivka a «: J — I = a(J) ,rozumné“ zobrazeni
Jjednoho intervalu na druhy. Pak o(a(t)) : J — R™ je také kiivka, kterd m4 navic
stejny obraz jako (t).

Rozumné v tomto pripadé znamena, Ze je toto zobrazeni « spojité diferencovatelné
a jeho inverzni zobrazeni je také spojité diferencovatelné. Specidlné je tedy prosté.
Tomuto zobrazeni se tika reparametrizace.

Pro vyse uvedené kiivky ¢ a 1 je reparametrizace a(t) = %t. Skutecné, a(J) =
a((0,3)) = (0,1) = I a p(a(t)) = ¢(5t) = (5t,t) = »(1).
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Specidlnim pfipadem je opand reparametrizace « : I — I, I = {(a,b), a(t) =
a(t —a)/(b—a)+b(b—1t)/(b— a), kterd kiivku jen pfevrati. Zacneme v koncovém
bodé puvodni kiivky a vratime se do pocatecniho.

Priklad 2. Zjisti, které z nésledujicich kfivek maji stejny obraz, a najdi jejich
reparametrizaci.

(1) p1(t) = (cost,sint), t € Iy = (0, 2m)

(2) @a(t) = (sin(—t),3sin(—t)), t € Io = (37/2, 2)
(3) @s3(t) = (sint,cost), t € I3 = (n/2,57/2)

(4) pa(t) = (4t +2,12(t+1/2), t € Iy = (—1/2,—-1/4)
(5) @5(0 = (2t76t)a tels = <Oa 1/2>

Tecné a normalové vektory

Pojem tefny ke kruznici jisté znas. Je to prosté pfimka, ktera se kruznice dotyka
v daném bodé. Teénym vektorem je potom smérovy vektor této pfimky (respektive
oba dva opaé¢né vektory). Podobné se dé zavést pojem te¢ny vektor obecné kiivky. Ze
dvou smérovych vektori primky te¢né ke kiivce v daném bodé si ale vybereme vzdy
ten ,,ve sméru parametrizace“. Nicméné pokud krivka neni hladka, teénu v néjakém
bodé viitbec nemusi mit. Neni jasné, co by méla byt tecna ke ¢tverci v jeho vrcholu.
Proto nyni budeme potiebovat predpoklad hladkosti krivky.

Presnéji uvadi pojem tecného vektoru nasledujici definice, kterd zaroven dava
navod, jak takovy vektor pro konkrétni k¥ivku najit.

Definice. Tecny vektor k hladké kiivce ¢ : I — R™ v bodé t, je vektor

7(to) = ¢'(to) _ (#1(t0), ¥5(to), -, ¢n(to))
e (o)l 11(1(t0)s pa(ta), - - -, @ (to))]

Pokud nevis, co znamené ¢arka u funkce, véz, Zze znaci derivaci, a smif se s tim,
7e muzes pro derivace prosté pouzivat vzorecky uvedené na konci tohoto prispévku.
V této prednidsce budeme potfebovat derivace funkci jen pocitat a posta¢i nam
intuitivni predstava, ze ,derivace funkce dava tecny vektor®. Navic je ale potfeba
tento vektor znormovat, abychom mohli budovat dalsi teorii.

Problém nastane, pokud je derivace v daném bodé nulova. Nulovy vektor je totiz
teoreticky te¢ny ke vSem krivkam ve vSech bodech, nicméné to nedava zadnou in-
formaci. Budeme proto uvazovat jen takové kiivky, jejichz derivace v Zddném bodé
neni nula. Nazyvaji se reguldrni.

Hledani te¢ného vektoru si vyzkousime na piikladu jednotkové kruznice. Ta se da
parametrizovat napiiklad jako ¢(t) = (cost,sint) pro t € (0,2m). Z obrazku snadno
i bez derivaci zjistime, Ze te¢nym vektorem v bodé (1,0) neboli v bodé ¢(0) je vektor
7 =(0,1). Pomoci definice nejprve najdeme derivaci kiivky ¢'(¢t) = (—sint,cost) a
dosadime do ni ¢t = 0. Dostaneme opét 7(0) = ¢'(0) = (—sin0,cos0) = (0,1).

1 V3

2072

bychom te¢ny vektor urcili tézko. Podle definice ale staci jen najit ¢, pro které je
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1 V3

hodnota cost = 3, sint = 52, t = %. Pak uz snadno najdeme tecny vektor

07 je
7(5) = ¢ (5) = (=sin(5). COS(%)) (—4.4)-

Pfiklad 3. Najdi te¢né vektory k nasledujicim k¥ivkam v danych bodech (kiivky
jdou vZdy z néjakého intervalu, do kterého dané body patii).

(1) ¢1(t) = (4t, %) v bodech to = 0, t; = 1

(2) p2(t) = (2t,3sint) v bodech tg =0, t; = 7/4

(3) w3(t) = (2cost,sint) v bodech tg = 7/4, t; = w/2
(4) @4(t) = (tcost,sint) v bodech to =0, t; =7

Dalo by se Fict, Ze normalovy vektor je prosté kolmy vektor k tecnému. Ale v roviné
jsou takové dva a v prostoru dokonce nekone¢né mnoho, kdezto my bychom chtéli
mit normalovy vektor uréeny jednoznacné. Ktery tedy vybrat?

Definice. Normdlovy vektor ke kiivce ¢ : I — R™ v bodé ty je vektor n(ty) =
7' (to)-

Pro kruznici je 7/(t) = (— cost, —sint), tedy v bodé (1, 0) méme normélovy vektor
n(0) = 7/(0) = (1,0), coz bychom také mohli odhadnout z obrazku. V bodé (%, @)
je normalovy vektor n (%) =7/ (3) = (—cos %, —sin%) = (—%, —?) .

Priklad 4. Najdi normalové vektory pro stejné kiivky a body jako v pfedchozim
prikladu.

Krivost

vvvvvv

je min kfiva nez kruznice o poloméru 1000 a ta je zase méné kiiva nez Jednotkova
kruznice. Jde néjak o to, jak prudce ta ¢ara na papife zahyba... A jak to fict poradné?

Definice. Kiivost regularni kiivky ¢ : I — R™ v bodé t¢ je £(tg) = ”T Eii)H Body
s nulovou kfivosti nazveme inflexnimi body kiivky.

Pro kruznici je kiivost v§ude stejné, a to pro jednotkovou kruznici £ (t) = ”;/, 8“

1

Priklad 5. Nakresli nésledujici kfivky a vyzna¢ na nich zadané body. Nejdfive je
zkus intuitivné sefadit podle kfivosti, potom ji pfesné spocite;j.

(1) p1(t) = (t,5sint) v bodé tg = 7/2

(2) pa(t) = (cost,4cos®t) v bodé tg = /2

(3) p3(t) = (10cost,10sint) v bodé tg = /2

(4) p3(t) = (cost,30sint) v bodé tg = m/2

Podobné jako mame te¢né vektory, muzeme definovat néco jako ,tecné kruznice*,

kterymi bychom chtéli kiivku v daném bodé aproximovat.
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Definice. Pokud ¢y neni inflexnim bodem kiivky ¢, nazveme p(tg) = ﬁ polo-
mérem kiivosti a kruznici se stfedem ¢(to) + p(to)n(to) a polomérem p(ty) nazveme
oskulacni kruznict.

Pro kruznici je oskula¢ni kruznice sama ptvodni kruznice. Obecné kiivka a jeji
oskula¢ni kruznice maji v daném bodé stejnou tecnu i kiivost.

Priklad 6. U kiivek a bodt zadanych v pfedchozim piikladé najdi oskula¢ni kruz-
nice, pokud kfivost kfivky v daném bodé neni nulova.

Kreslime slozitéjsi krivky

Na rozdil od prvniho pfikladu ted muizes ke kresleni kfivek vyuZzit vSechny ndstroje
zminéné v tomto pfispévku. Uvidis, Ze s pomoci teénych vektort tfeba snadno zjistis,
v jakém sméru kiivka zacind, a oskulac¢ni kruznice ti zase umozni presnéji nacrtnout
néjaky zahyb.

Priklad 7.

(1) 1(t) = (cost,costsin t) € (0, 2m)

(2) p2(t) = (sin(2t),sint), t € (0, 2m)

(3) @3(t) = (tsin(bt), tcos(bt)), t € (0, 2m)
(4) pa(t) = (cos?tsint,costsin’t), t € (0,27)
(5) @s(t) = (cos(31), sin(20)), ¢ € (0, 27)

(6) we(t) = (tcos(5t),t?sin(5t)), t € (0, 27)

Potrebné zaklady

Bod o soufadnicich (a,b) ztotoziiujeme s vektorem vedoucim z pocatku do bodu
(a,b). Jeho velikost spoéitame jako ||(a,b)|| = va? + b2. Analogicky v jinych dimen-
zich.

Uzite¢né vztahy pro derivace v tomto p¥ispévku jsou predevsim: cos’'t = —sint,
sin’t = cost, (") = nt"~ 1.

Déle plati (£() +9(t))" = f/(t) + ¢'(t), (f()9(1))" = f(O)g(t) + f()g'(t) a
(%) = %@f)(ﬂy(ﬂ. Derivace slozené funkee je (f(g(t)) = f'(9(t))d’(¢), na-
pitklad cos(t?) = — sin(t?)2t.

Literatura a zdroje

[1] prof. RNDr. Jan Rataj, Geometrie, http://www.karlin.mff.cuni.cz/~rataj/
DG /geom_text.pdf
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Preklapéni tecen

ADELA KOSTELECKA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje nékolik tloh na vyuziti shodnosti délek tecen.

Na prednésce si ukdzeme nékolik prikladti na preklapéni tecen. Budeme se opirat
o nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Atk je kruznice a A je bod vné k. Vedme bodem A tecny ke kruznici k
a body dotyku oznac¢me B a C. Pak |AB| = |AC|.

Tvrzeni. Piimky p a q jsou spole¢nymi vnéjsimi tecnami kruznic k a l. Piimka p
se dotyka kruznic k al v bodech A a B a pfimka q se jich dotyka v bodech C a D.
Pak |AB| = |CD|.

Tvrzeni. Primky p a q jsou spole¢nymi vnéjsimi te¢nami kruznic ky a ky. Pfimka
p se kruznice ky dotyka v bodé A a kruznice ko v bodé B, pfimka g se kruznic dotyka
v bodech C a D. Pak plati
(i) [AB| =|CD,
(ii) pokud se kruznice neprotinaji a jejich vnitini tecna r protind piimky p a q
v bodech X aY, pak |AB| = |CD| = | XY]|.

Tvrzeni. KruZnice vepsand trojuhelniku ABC se dotyka stran BC, CA a AB po
fadé v bodech D, E a F. Potom |AE| = |AF| = =e%bte,

Tvrzeni. V trojihelniku ABC' se kruznice ptipsand strané BC' dotyka piimek BC,
CA, AB po fadé v bodech D, E, F. Pak plati
(i) |[AB| = |AF| = o3t
(i) |BD| = |BF| = =<, |CD| = |CE| = =§*¢,
(iii) body dotyku s vepsanou a p¥ipsanou kruznici jsou stfedové soumérné podle
stredu prislusné strany:.

Priklad 1. Mg¢jme kruznici k se stifedem S o poloméru 1 a bod P takovy, Ze

|PS| = 3. Timto bodem vedme teény ke kruznici k, které se ji dotknou v bodech

A, B. Déle si zvolme libovolny bod T kratsiho oblouku AB kruznice k a jim vedme
24



ADELA KOSTELECKA

teénu ke k. Tato tecna protne tsecky AP a BP v bodech X a Y. Urcete obvod
trojuhelniku PXY'. (N4boj 2008)

Priklad 2. Je déan trojuhelnik ABC s kruznici vepsanou k. Body X a Y lezi na
strandch AB a AC tak, ze XY je te¢na kruznice k. |AB| =6, |[BC| =7, |CA| = 8.
Urcete obvod trojuhelniku AXY'.

Priklad 3. Méjme trojuhelnik ABC. Nakreslime tfi teény k jeho vepsané kruznici
tak, ze kazda odrizne jiny z vrcholt trojuhelniku. Obvody odfiznutych trojuhelnik
jsou 1, 2 a 3. Dokazte, ze ptuvodni trojuhelnik byl pravothly. (MKS 32-6-3)

Piiklad 4. Je dan rovnobéznik ABCD, kde |AB| > |BC|. Body K a M jsou body
dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim AC'D a ABC' s thloptickou AC. Body L
a N jsou stejnym zpusobem body dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim BCD a
ABD s BD. Dokazte, ze¢ KLMN je obdélnik. (MO 54-A-1-2)

Tvrzeni. (O tetnovém ¢tyithelniku) Je ddn ¢tyfahelnik ABCD. Ukazte, Ze mu
Ize vepsat kruznici pravé tehdy, kdyz |AB| + |CD| = |BC| + |AD|.

Priklad 5. Je dan teénovy ¢tyituhelnik ABC D. Dokazte, Ze kruZznice vepsané troj-
thelnikim ABC' a ADC se uhlopricky AC dotykaji v jednom bodé.

Priklad 6. Je dan ¢tyithelnik ABCD tak, ze |AB|+|BC| = |CD|+|AD|. Kruznice
vepsané trojihelnikim ABD a CBD se uhlopticky BD dotykaji v bodech X a Y.
Dokazte, ze body X a Y jsou stejné vzdaleny od stfedu tsecky BD.

Priklad 7. Na piimce a, na niz lezi strana BC trojuhelniku ABC, jsou dédny body
dotyku vsech t¥{ mu pfipsanych kruznic (body B a C nejsou zndmy). Najdéte na
této piimce bod dotyku kruznice vepsané. (MO 63-B-1-3)
Priklad 8. Uvnitf stran BC, CA, AB daného trojahelniku ABC zvolime po fadé
body D, E, F tak, aby se tse¢ky AD, BE, CF protnuly v jednom bodé, ktery
oznac¢ime G. Pokud lze ¢tyfuhelnikim AFGE, BDGF, CEGD vepsat kruZnice,
z nichz kazdé dvé maji vnéjsi dotyk, pak je trojihelnik ABC rovnostranny. Dokazte.
(MO 52-A-III-2)
Priklad 9. Na strané BC trojuhelniku ABC' je dan bod D. Trojthelnikim BD A
a DCA vepiseme kruznice. Jejich vnéjsi spoleéna teéna riznd od BC' protind AD
v bodé X. Urcete mnozinu bodt X, probiha-li bod D stranu BC.
Priklad 10. Mgéjme trojuhelnik ABC' s obvodem 4. Na polopfimkich AB a AC
ozna¢me postupné body X, Y tak, Ze |AX| = |AY| = 1 a tsecky BC a XY se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze alesponi jeden z trojuhelniki ABM, ACM méa
obvod 2. (Rusko 2011)

Zdroje

Prednéaska Cerpa z prispévku ze soustiedéni v Uhelné P¥ibrami od Anicky Dolezalové.
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Konvexita a nerovnosti

DANIL KOZEVNIKOV

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s fadou vice ¢i méné tradi¢nich duikazovych technik
na nerovnosti, souvisejicich s konvexitou.

Uvod do konvexity a Jensen

Na zacatek si peclivé zadefinujeme vSechny pojmy, které se nam budou dale hodit:

Definice. Mg¢jme body 1,29, ..., 7, z R™ a nezdporna realna ¢isla A1, Ao, ..., Ay
se sou¢tem 1. Potom bod z = Z?:l \ix; nazveme konverni kombinaci x1,Ta, ..., Ty.

Definice. O mnoziné S C R fekneme, Ze je konvexni, pokud pro kazda z,y € S
a A € [0,1] nalezi bod Az + (1 — \)y rovnéZz do S, neboli pokud S obsahuje v§echny
konvexni kombinace svych bodd.

Definice. Konvexni obal bodu x1,x2,...,2, je nejmensi konvexni mnozina, jez
obsahuje vSechny z téchto bodt1, neboli mnozina vsech konvexnich kombinaci danych
bodd.

Definice. Bud I C R interval a f : I — R funkce. O funkci f fekneme, Ze je
konvezni na I, pokud pro libovolnéd z,y € I a A € [0, 1] plati nerovnost:

fAz+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y)

Duadlné, tj. s opa¢nou nerovnosti, muzeme definovat konkdvni funkci na I; pokud
vySe uvedend nerovnost pro rtznd z,y a A € (0,1) plati dokonce ostie, miizeme
mluvit o ryze konvexnd (resp. ryze konkdvni) funkci na intervalu I. Je-li zvife z na
celém svém definiénim oboru chlupaté a roztomilé, nazveme jej tuleném.

Tvrzeni. Konvexita f na intervalu I je ekvivalentni s konvexitou mnoziny S =
{(z,y): f(2) <ysw € I}

Poznamenejme, ze vysetfovani toho, zda je néjakd funkce konvexni, mize byt
pouze na zakladé vySe uvedené definice pomérné pracné i pro jednoduSe vypada-
jici funkce. Nastésti vsak existuje fada jinych kritérii, kterymi si mizZeme znacné
zjednodusit zivot. Postacujici podminkou je naptiklad nezapornost druhé derivace.
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Ted uz koneéné muZzeme plné ocenit eleganci nerovnosti, kterd byla dokéazana
danskym matematikem Johanem Jensenem v roce 1906:

Tvrzeni. Necht f je konvexni na intervalu I. Potom pro libovolné x1,xs, ..., T, €
IaX,A,... .\, €[0,1] takovd, ze Y| \; = 1, plati nerovnost

/ (Z /\ﬂh) < Z)\zf(l”z)

Pro konkavni funkce plati opa¢na nerovnost.

Nehledé na to, Ze mtze na prvni pohled ptisobit pomérné odpudivé a kompli-
kované, je Jensenova nerovnost ve svétle predchozich poznatkd pomérné intuitivni,
obzvlast prihlédneme-li k jeji geometrické interpretaci.

K ¢emu je ovSem viubec dobra? Prozradim, Ze vhodnou volbou funkce f a jednotli-
vych parametri dostaneme AG-nerovnost, Cauchy-Schwarzovu nerovnost i obecnou
nerovnost mezi mocninnymi primeéry jako pouhé specidlni pripady Jensena! Pouzi-
vani Jensenovy nerovnosti si mtizete sami ozkouset na radé ptikladi:

Piiklad 1. Mala Lenicka uz neni malé a chce si zalozit bankovni ucet, na kterém
jsou pro nasledujicich n let arokové stanoveny sazby r1,79,...,r,. Zakefny pracovnik
banky Danil ji nabidl, ze mtze misto toho pro jednoduchost kazdy rok mit sazbu
rovnou geometrickému prumeéru ¢isel r1,79,...,r,. Ma Lenicka nabidku p¥ijmout?
A co, kdyby se geometricky primeér nahradil aritmetickym?

Piiklad 2. Pro kladnd redlné a, b, ¢ dokaZte nerovnost
DRSNS
o a? + 8bc
(IMO 2001)
Priklad 3. Jaky je nejvétsi mozny obsah n-thelniku vepsaného do jednotkové
kruznice?

Piiklad 4. Pro kladn4 z,y, z, spliujici 23 + 3% 4+ 23 = 3 dokazte:
3

2%23.

cyc
Piiklad 5. Pro kladn4 ¢isla x1,...,x, se sou¢tem 1 dokaZte nerovnost
L “n—x;
I
=1 paler il Rl
Priklad 6. Pro kladna x,v, z, spliiujici zyz = x + y + 2z dokazte:
1 3
DR
1+azy = 4

cyc

(ARO)
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Dalsi vlastnosti konvexnich funkci

Konvexni funkce maji spoustu dalSich uziteénych vlastnosti, které jsou shrnuty v
nasledujicich tvrzenich. Vétsina z nich se da alespon na intuitivni trovni nahlédnout
pomoci geometrické interpretace konvexity.

Tvrzeni. Konvexni funkce f : [a,b] — R miiZe nabyvat maxima pouze v krajnich
bodech.

Tvrzeni. Méjme funkci f, jeZ je konvexnina I, aa < b < ¢ < d z I. Potom plati:

£O) - Fa) _ £~ 10) _ fd) -~ )
c—a ~ c¢—=b — d-b

Tvrzeni. Kazda konvexni funkce f : (a,b) — R je spojitd na (a,b).
Tvrzeni. Dvakrat diferencovatelna funkce f : I — R je konvexni na I pravé tehdy,

plati-li pro vSechna x € I nerovnost f"(x) > 0.

Tvrzeni. Jsou-li funkce f a g konvexni na spravnych intervalech, tak jsou na
odpovidajicich intervalech konvexni i nasledujici funkce:

(i) max{f(z),g(x)}, f(x)+ g(z),
(ii) f(xz)g(x), jsou-li f a g neklesajici a nezaporns,
(iii) g(f(x)), je-li g zdroveri neklesajici.
Tvrzeni. Tecna ke grafu konvexni funkce lezi pod grafem dané funkce. Formalnéji
feceno, pro konvexni, diferencovatelnou funkci f : I — R a x,y € I plati nerovnost

f@) = fly) + (@ —y)f'(y)
Piiklad 7. Ukazte, Ze pro z,y, z € [0,1] plati:

S ta-a-pi-2 <t

o y+z+1
(USAMO)
Piiklad 8. Ukazte, Ze pro z,y, z € [0,1] plati:
z? yz 22 2/, 2
+ + +x —1D(z2-1)<2.
14y 14z 1+4+ax+4y (v ) )=
Priiklad 9. Dokazte, Ze pro kladné redlnd z; < xo < --- < x, a kladnd redlna
Ay ...y An Se souCtem 1 plati:
n n
Ai (z1 + z1)?
(o) (352) <

(Kantorovi¢ova nerovnost)
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Piiklad 10. Dokazte, ze pro x > —1 a o > 1 plati (1 4+ 2)* > 1+ ax (pro a <0
to taktéz plati, zatimco pro « € (0,1) plati opacné nerovnost).
(Bernoulliho nerovnost)

Priklad 11. Dokazte, Ze pro a, b, c > 1, splitujici abc > 512, plati:
3 1

< .
\/1+\3/abciczy; l1+a

(MOP)

Pfiklad 12. Méjme funkei f : [a,b] — R, spliiujici pro vSechna x € I nerovnost
0 <m < f’(x) < M. Potom pro libovolné z1,...,z, € I a kladnd Aq,...,\, se
souétem 1 existuje a € [m, M] takové, Ze

D o Nif(a) — f (Z Aﬂi) = ia > (i — )

i=1 1<i,j<n

Priklad 13. Ukazte, ze pokud spojita funkce f : I — R pro libovolna z,y € I
splituje nerovnost f(x) + f(y) > 2f(IT+y), pak je na I konvexni.

Karamatova nerovnost

Po dukladném seznameni s témi vlastnostmi konvexnich funkci, které jsou vidét z
obrdzku, se mizeme konec¢né pustit do dikazi nékterych prekvapivéjsich a silnéjsich
vét. Pro zpfehlednéni dalsiho postupu se ndm budou velmi hodit jedno pomocné

tvrzeni, jez je diskrétnim analogem integrace per partes, a pojem majorizace:

Tvrzeni. (Abelova parcidlni sumace) Méjme dvé posloupnosti { fx}}i_q: {9k} rs-
Oznacme si {d} posloupnost diferenci {dy} a {G}\} posloupnost prefixovych souctu

{9k}, neboli dy, = fri1 — fr a G, = Z?:o gi- Potom plati 3" figi = fuGn
St diG

Definice. Pro o, € R™ ozna¢me jednotlivé slozky danych vektora «; a (; tak,
aby platilo a; > -+ > a, a 1 > --+ > B,. Potom fekneme, Ze o majorizuje 3
(coZ znac¢ime o = f3), pokud pro 1 <i < n — 1 plati 23:1 aj > Z;Zl B; a zéroven

210y =220 By

Uz jenom samotnd Abelova sumace se miize ¢asto hodit pii dokazovani nerovnosti,

vétsina z nich je vSak disledkem obecnéjsi nerovnosti, kterou v roce 1933 dokazal
srbsky matematik Jovan Karamata:

Tvrzeni. Méjme vektory «, 8 takové, ze vSechny jejich slozky jsou z intervalu I a
zaroven a = 3. Potom pro libovolnou konvexni funkci f : I — R plati:

> flai) =D f(8).

=1
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Ukazuje se ovSem, ze souvislosti mezi majorizaci a konvexitou jsou mnohem
hlubsi, nez by se mohlo zdat na prvni pohled, coz doklada naptiklad nasledujici
tvrzeni:

Tvrzeni. Pro a,f € R™ uvazme vSech n! bodii, které miizeme z « dostat proha-
zovanim soufadnic, a oznac¢me jejich konvexni obal H(«). Potom jsou tvrzeni a = 3
a € H(«a) ekvivalentn.

To nam poskytuje nejen novy zptsob, jak dokazat Karamatovu nerovnost, ale
naptiklad i obecnou verzi takzvané Muirheadovy nerovnosti:

Tvrzeni. Pro neziporna realna xi,...,z, a a = 3, a, 8 € R™ plati nerovnost:
n n
a; Bi
> L= =2 1=
symi=1 sym i=1

Priklad 14. Necht ai,...,an,b1,...,b, jsou kladnd redlnd disla, spliujici pod-
minky:

(1) by 2by > >0,

(2) Hf;l a; > Hle biprol <k<n

Dokazte, ze plati Y, a; > > i b;. (iKS 6-2)
Priiklad 15. Pro kladné realné aq, .. an dokazte nerovnost:
n 2
(1+a;) < <1 + )
1];[1 71_]1: i1

Piiklad 16. Pro kladn4 reln4 a, b, ¢ spliiujici a? + b? + ¢? = 1, dokazte nerovnost:

1 1
Za2+2 gczy;&bb—i—c?'

cyc
(USA TST)
Priklad 17. Pro z,y,z € (0,1), sphiujici max(z,y,2) < T+ < 1, dokazte
nerovnost: )
H1+a: < <2+x+y+z)
cycl—x T\ 2—-z—-y—=z
Priklad 18. Méjme celd 0 < m < n, realné x1,...,x, a nezdporné J, spliujici:

le sz—l—d

Dokazte nerovnost:

(Szemerédiho nerovnost)
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Polokonvexni funkce, integraly a dalSi nadhera

A co, kdyZ neni funkce konvexni na celém intervalu, ktery nés zajima? Jenom s
vyuzitim nasich soucasnych poznatki se da leccos fict i o takovych funkcich, existuje
v8ak jedno pozoruhodné (a pomérné elementarni) tvrzeni, které nam odkryva jesté
0 néco vice:

Tvrzeni. (Right Convex Function Theorem) Méjme funkci f konvexni na intervalu
[s, +00). Potom nerovnost

if(m > nf (Z;x>

; v . , , N NS 27‘7’:1 T;
plati pro vsechna n-tice redlnych ¢isel 1, . .., z,, spliujici ==

z

n
1 T4 Ve v
S=l =g a zdroven 1 = -+ = Tp_1 = S.

> s, pravé tehdy,
plati-li pro vSechny n-tice, které splnuji

No a co néjaké ty integraly? Prozradim, ze napfiklad Jensenova a Karamatova
nerovnost maji i své spojité analogy, jejichz dikaz se da i pfes pomérné désivy vzhled
elegantné nahlédnout skrze geometrickou interpretaci. Pouzitim integral se daji

nékteré z uvedenych nerovnosti navic vylepsit, naptiklad mtizeme pomérné snadno
odhadnout stfedni hodnotu konvexni funkce na libovolném intervalu:

Tvrzeni. Pro konvexni funkci f : [a,b] — R plati:

f(a);f(b) > bia[lbf(t)dth(a;b)-

Navody
Funkce In(1 + z) je konkdvni a In(1 + e*) naopak konvexni.
BUNO a + b+ ¢ = 1, po pouziti Jensena na konvexni funkci % staci AG.

Néco malo vythlete a pak Jensen na sin(x) pro = € [0, 7).
1
€T b

Funkce In (1 + 1) je na (0,1) konvexni.

. o 2
Jensen nejprve na =, a pak po substituci na 3.

Jen tak pro srandu rozsirte zlomek x; = je konkévni.
Je to konvexni ve vSech proménnych.

Ponékud piekvapivé je to zase konvexni, viz druhé derivace.

© X NS Aw N

Funkce nalevo je konvexni v x1, ..., x,, takZe sta¢i uvazovat jen n = 2.

10. Porovnavdme konvexni funkei (1 + x)® s jeji te¢nou v nule.

11. Funkce f(z) = \/ﬁ je konvexni pouze pro e” > 2; pouzijte Jensenovu nerov-
nost pro konvexni funkci, definovanou jako h(x) = f(x) pro z > 31In(2) a h(z) = t(x)
pro z € [0,31n(2)], pfi¢emz t(x) je rovnice teény k f v bodé 31n(2).

31



12.
13.

14.

15.
16.

17.
18.

KONVEXITA A NEROVNOSTI

Jensen na funkce f(z) — lMgc2 a f(z) — $ma?.

Staci dokdzat pro véhy tvaru g5 pro piirozend a,b, coz jde indukei dle b.
Pouzijte parcidlni sumaci na Zi:l a; (a— — 1) nebo to zabijte Karamatou.

(2a1 —ag,...,2a, —a1) = (a1,...,a,)
Nejprve se zbavte smiSenych ¢lentt pomoci AG.

Funkce In (1'*':’3) je na (0,1) konvexni.

Definujeme-li y; = p + E prol <i<may; =p— = jinak (p je pramér

2:), tak 7 podminky (21, .,2n) = (Y1, Yn)-

Literatura a zdroje

[1] J. Michael Steele, The Cauchy-Schwarz Master Class, Cambridge Univeristy
Press, Cambridge, 2004.

[2] Vasile Cirtoaje, Algebraic Inequalities: Old and New Methods, GIL, Zalau,
2006.

[3] lttp://www.cut-the-knot.ord

[4] |attp://artofproblemsolving.con]

32


http://www.cut-the-knot.org
http://artofproblemsolving.com

ODE

Honza KREJCT

ABSTRAKT. V tomto pfispévku si fekneme néco o jednom z praktickych odvétvi ma-
tematiky — diferencialnich rovnicich. Ty hraji dilezitou roli pfi feSeni vSech moznych
redlnych (i komplexnich) problémi. Od modelovani vyvoje populace, pies popis po-
hybi pruzin (a podobnych hejbatek) az po predpovédi pocasi. Vzhledem k tomu, Ze
devadesat minut je kratka doba a jednotky stranek malo mista, ukazeme si né€kolik
jednodussich prikladid a naucime se fesit nékteré typy obecnych diferencidlnich rovnic.

Pro Gcast na prednasce je dobré tusit, co je to spojita funkce, vektorovy prostor
(zde si sta¢i umét predstavit tfeba R? nebo R?), intuitivné chépat, co je to derivace,
a vérit tomu, Ze integrovani je v jistém smyslu opacna operace k derivovani.
Umluva. Neznimaé funkce v diferencidlni rovnici bude vzdy zéavisla na proménné
t, kvtli Gspofe mista ji tam vSak (vétSinou) nebudeme psat.

Piiklad. (Motivaéni I) Je znamo, Ze (pii zachovani nizkého pocétu bakterii) je
populac¢ni rist bakterii pfimo imérny jejich aktualnimu poctu. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze tuto iméru je mozné vyjadrit pomoci pevné kladné konstanty
K. Déle necht v ¢ase t = 0 byl pocet bakterii n > 0. Jak mtZeme popsat chovéani
populace v case T?

Reseni. Ozna¢me p(t) populaci bakterii v ¢ase t a divejme se na p jako na spojitou
funkci v proménné t. Pak lze ptfedchozi model popsat rovnici p'(t) = Kp(t). Tu
upravime tak, zZe ji vydélime jeji levou stranou (ta je vzdy nenulovd), pfeintegrujeme
od 0 do T a spocitame integraly, které nam vysly:

P(t) = Kp(t),
T p/(s) B T }
[ gt = |, 1o

;m<ﬁ8>=f

GKT.

Z rovnosti vyjadiime p(T") = p(0)

Co je dobré si odnést z tohoto prikladu? Bakterie se mnozi fakt rychle a nepie-
kvapivé funkce p v ¢ase T zavisi pouze na svych hodnotach mezi 0 a T, ale nikoliv
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na Case samotném (je putna, jestli se bakterie za¢nou mnozit okamzité, nebo az za
15 minut, vysledné funkce jsou stejné az na posunuti).

Rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice. Rovnici 2™ + a,,_12™ Y . + a1z’ + apz = f(t), kde ag, a1, ... an—1
jsou redlna éisla a f, z jsou spojité funkce na né&jakém (redlném) intervalu (a,b),
nazyvame linedrni (v rovnici vystupuji derivace ,v prvni mocniné“) diferencidlni
rovnict s konstantnimi koeficienty rddu n.

Je-li f = 0, hovofime o homogenni rovnici, v opacném pripadé o nehomogenni
TOUNILCI.

Priklad. (Motiva¢ni II) Méjme zavéSenou pruzinu, kterou vychylime z rovnovaz-
ného stavu a nechame ji kmitat. Pro zjednoduseni uvazujeme, ze kmity nejsou tlu-
mené, vychylka v ¢ase 0 je nulova, hmotnost je 1 a koeficient pruznosti je také 1.
Popiste vychylku pruziny v case t.

Reseni. Ozna¢me x vychylku pruziny z rovnovazného stavu. Po chvili uvazovani
dostaneme rovnici z” + x = 0. V tomto pfipadé hleddme funkce, jejichZz druhé
derivace je opa¢nd k ptvodni funkci. Zhavi kandidéti jsou funkce sinus a kosinus
(derivace jim pouze méni znaménko). Zderivovanim lze ovéfit, Zze funkce acost +
bsint je feSenim pro kazdou dvojici realnych ¢isel a, b.

Zde je vidét, ze nam pro jednoznacnost feseni nestaci predepsat pouze hodnotu
x v néjakém Case t, ale potiebujeme jesté jednu podminku. Obecné, abychom mohli
vitbec uvazovat o jednoznac¢nosti, tak pro rovnici n-tého fadu potfebujeme (n — 1)
pocateénich podminek.

Reseni. Dobfe, miize se stit, Ze jsme FeSeni neuhddli. Zkusme to jinak. Rovnice
popisuje funkci, na kterou druhé derivace nema moc velky vliv (zméni ji znaménko).
Nezname néjakou funkci, kterou derivace moc neméni? (Ano, je to exponencidla.)
Zkusme do rovnice dosadit z = e* a upravit:

0= )\26>\t+€/\t — 6/\t()\2+1).

V rovnici miizeme podélit (nenulovym) vyrazem e* a dostaneme charakteristicky
polynom rovnice, A2 +1 = 0, jehoZ feSenim je +i. V nésledujici ¢4sti si ukdzeme,
jak tyto kofeny souvisi s hledanim feSeni a jak ndm mohou prozradit néco o jeho
chovéni.

Definice. (Charakteristicky polynom) Polynom A" + a,, 1 A" ! + -+ + a1\ + ag
nazyvame charakteristicky polynom diferencidlni rovnice (z definice vyse).
Véta. (Reseni homogenni rovnice)

(1) Maximalni FeSeni homogenni rovnice jsou definovand na celém R a tvoii
vektorovy podprostor prostoru C" dimenze n.
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(2) Mgjmetg € (a,b) aan_1=kn_1,...,a0 = ko, kde k;,i € {1,...,n—1}, jsou
realn4 ¢isla (piedepsali jsme pocéatecni podminku v bodé ty). Pak homogenni
diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty s touto pocatecni podminkou
ma praveé jedno reseni.

Véta. (Baze prostoru Feseni homogenni rovnice)

(1) Mé&jme homogenni diferencialni rovnici a A kofen pfislusného charakteris-
tického polynomu nésobnosti k. Pokud je \ realny kofen, pak funkce e,
teM, ..., tFleM jsou feSenimi rovnice. Je-li A = o + Bi komplexni ko-
fen, pak funkce et sin Bt, et cos 5t, te®* sin Bt, te® cos B¢, ... tF~1e* sin St,
th=1e cos Bt fesi uvazovanou rovnici.

(2) Méjme homogenni diferencidlni rovnici a A1, ..., As jeji redlnd vlastni ¢isla
a Ast1, - -+, Am jeji komplexni vlastni ¢isla s kladnou imaginarni c¢asti. Pak
funkce prislusné témto vlastnim ¢islim z bodu (1) tvoii bazi prostoru feSeni
homogenni rovnice (tj. pro kazdé FeSeni rovnice existuji realné koeficienty
takové, Ze toto Feseni umime napsat jako kombinaci prvkua béaze).

Ukazuje se, Ze FeSit homogenni rovnice s linearnimi koeficienty neni problém —
najdeme kofeny charakteristického polynomu, najdeme k nim odpovidajici funkce a
vezmeme jejich linearni kombinaci.

Kofeny charakteristického polynomu (a pfipadné exponenty v linedrni kombinaci)
nam vsSak prozrazuji jesté vic — rovnéz rikaji, jak se bude feseni chovat ve smyslu
jeho velikosti (normy). Pokud je redlnd ¢ast kofenu vétsi nez jedna, pak odpovidajici
exponenciala poroste, bude-li mensi nez jedna, pak naopak pujde k nule. To se hodi,
pokud ¢lovék nepotiebuje znat feseni, ale zajima ho pouze asymptotické chovani.

Nehomogenni rovnice

Co se stane, kdyz na pravé strané budeme mit néco zajimavéjsiho nez nulu? Bude
sranda. Ukazeme si metodu, kterou lze nehomogenni soustavy fesit, a také, ze pro
hezké funkce f mame na feSeni dokonce vzoreCek. Pred tim vSim si jesté Fekneme
néco o jednoznacnosti a vztahu k feseni pfislusné homogenni tlohy.

Véta. (Jednoznacnost II) Mé&jme ty € (a,b) a an—1 = kn—1, ..., ag = ko, kde k;,
1€ {1,...,n—1}, jsou redlna ¢isla (pfedepsali jsme poc¢atec¢ni podminku v bodé tg).
Pak diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty s pocatecni podminkou prede-
psanou vyse ma pravé jedno reseni.

Véta. (Reseni rovnice a partikularni feseni) Necht y, je maximalni feSeni dife-
rencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. Pak funkce x je maximalnim FeSenim
diferencidlni rovnice, pokud x = x, + xj, kde x}, je vhodné fesSeni pfislusné homo-
genni rovnice.

7 predchozich dvou vét plyne, Ze tézka cast feSeni nehomogennich soustav spo-
¢iva v tom najit/uhddnout jedno partikuldrni feSeni, protoze najit vhodné feseni
homogenni dlohy je snadné.
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Priklad. (Motiva¢ni IIT) Naleznéte feseni rovnice 2"/ + x = €% s pocatecni pod-
minkou z(0) = 0, 2/(0) = 1.

Reseni. Jedna z véci, ktera ¢lovéka napadne, je zkusit dosadit Ce¥? a zkusit vytesit
rovnici pro C' a k. Po néjakém derivovani dostaneme C' = %, k= 2. Tedy z, =
%th. Dale z motiva¢niho pfikladu II vime, Ze vSechna feSeni piislusné homogenni
soustavy jsou tvaru asint + bcost. Nyni pouzijeme pocdteéni podminky pro u(p) =
%th + asint + bcost. Dostaneme a = —% ab= —%. Takze hledané feseni je y =

1(e* — 2sint — cost).

Pro rovnice, ve kterych na pravé strané vystupuje funkce slozena z écek, sint,
kosint a polynomt, mame vic — mame vzorecek pro jejich partikularni feseni!

Véta. (Specialni prava strana) Necht' f(t) = e**(P(t) cosyt + Q(t) sinvt), kde p,
v € R a P, Q jsou polynomy. Ozna¢me m nasobnost ¢isla pu + iy jakozto kofenu
charakteristického polynomu piislusné rovnice a d maximum ze stupnii polynomii P
a Q.

Pak existuje feSeni diferencidlni rovnice ve tvaru y,(t) = t™e (R(t)cosyt +
S(t)sin~yt), kde polynomy R a S maji stuperi nejvyse d.

Nakonec slibovand metoda na feSeni dalSich pfikladi — variace konstant. Idea
metody spoCiva v tom, Ze si vhodné zvolime tvar feSeni. Chtéli bychom partikularni
FeSeni vyjadrit jako kombinaci béaze YesSeni pFislusné homogenni soustavy (protoze
tuto bzi umime najit snadno) a aby se tento tvar choval  hezky* vzhledem k deri-
vovani (tj. aby se ndm moc nezeslozitil).

Uvazujeme-li bazi feSeni homogenni rovnice (z1, ..., x,), pak feSeni nehomo-
genni rovnice hleddme ve tvaru z, = a1(t)z1(t) + - + an(t)z,(t), kde a; jsou
diferencovatelné funkce. Dale budeme chtit, aby pro &k = 0,...,n — 2 platilo, Ze

S a'(t)x(k) (t) = 0. Z téchto predpokladti a vychozi rovnice pak dostaneme, Ze

i=1"1 %
S a,(t)z\™ (t) = f(t). Nakonec z téchto rovnic uréime funkce a;.
P¥iklad. (Motiva¢ni IV) Najdéte libovolné feSeni rovnice a2’ + 42’ + 3z = 2.
Reseni. Nejdiive nalezneme bézi feSeni homogenni rovnice x” + 42’ + 3z = 0.
Charakteristicky polynom A2 + 4\ + 3 m4 kofeny —1 a —3, tedy funkce e~* a e™3
tvori bazi feSeni.

Déle hledédme FeSeni nehomogenni rovnice ve tvaru x, = ae~* + be 3. Vime, Ze
x), = (a'e” ' +b'e ) —(ae~"+3be™?"). Odsud mame prvni podminku a’e~*4b'e™3" =
0.

Derivujeme déle, ), = (],) = —(a’e™" + 3b'e™3") + (ae™" + 9be™?"). Vzhledem
k tomu, ze n = 2, tak zde uz nemutizeme chtit, aby prvni zavorka byla nulova.

Dosadime to, co jsme spocitali, do ptivodni rovnice a upravime:
a4+ 4z, + 3z, = ae” (1 —443) +be (9 — 12+ 3) + (a'e ™" + 3V e %) = &*".

To, ze ndm v rovnici zbyly pouze ¢leny, které obsahuji prvni derivaci a nebo b a
druhou derivaci funkei z béze feSeni homogenni rovnice, neni ndhoda (stane se tak
36



HONZA KREJCI
vzdycky diky tvaru x,). Nyni zbyva vyFesit soustavu
de t+be 3 =0,

—a'et — 3h e = 2,

Vv 7’ . . 7 7 /7 v —_ 5t
Ve zkratce, pfi¢teme prvni rovnici k druhé a po tpravach dostaneme, ze b’ = —5—,
’ . v —3t . v /. v v z .
pak z prvni rovnice dostaneme, zZe a’ = 5—. Tedy jedno z moznych feseni je (a,b) =

(%St, %Om) (FeSenim je libovolna dvojice, kterd z této vznikne p¥i¢tenim libovolnych
realnjch ¢isel k a i b). Nakonec dosadime do pfedpisu funkce z, a dostaneme x, =

ae”t 4 be 3t = %e%.
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Vézni, domorodci a kouzelnici

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. Prispévek sestava z hromady péknych a ¢asto i notné trikovych tloh na
pomezi logiky a kombinatoriky, jejichz sjednocujici myslenkou je ,kdo muze co védet®.

Budeme z riznych thld zkoumat, co znamena ,néco védét“. Presnéji, bude nas
zajimat, v ¢em vSem muzZe byt skrytd Sikovnd informace — a to bud sama od sebe,
nebo diky vychytralé domluvé.

Rozhovory

Zacneme nékolika logickymi tilohami, které jsou velmi dynamické. Rozmyslet si,
co kdo ve kterou chvili muze védét, totiz viibec nemusi byt trivialni. Motto:

Tri logici prijdou do hospody.
yDdte si vSichni tri pivo?“

114

»Nevim. ..
»Nevim...“

,Ano.
Priklad 1. Albert a Bernard se snaZi zjistit, kdy méa Cheryl narozeniny. Uz védi,
ze je to néktery z nasledujicich deseti dnu: 15. kvéten, 16. kvéten, 19. kvéten, 17.
Cerven, 18. Cerven, 14. Cervenec, 16. Cervenec, 14. srpen, 15. srpen, 17. srpen.

Kdyz se vsichni sesli, Cheryl posSeptala Albertovi, ktery mésic je ten spravny.
Potom poseptala Bernardovi spravny den.

Cheryl: , UZ vite?“
Albert: »Ne, nevi to ani jeden z nds!“

Bernard:  ,Ted uZ to ale vim!“
Albert: »Tak jd teda taky.“

Kdy mé Cheryl narozeniny?
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Priklad 2. V kruhu sedélo dvanéct bystrych muzi a kazdému z nich byla ndhodné
rozdana jedna z dvanacti karet — deviti prazdnych a t¥i vyznacnych oznacenych
jako J, Q a K. Kazdy z muzi se podival na svou kartu a poté ji poslal sousedovi
po pravé ruce. Takto se pokracovalo dale, pficemz po kazdém zhlédnuti karty byli
v8ichni v jeden okamzik vyzvani, aby se prihlésili, pokud védi, kdo pravé drzi kterou
vyznacnou kartu. V prvnich ¢tyfech kolech se nepfihlasil nikdo a po spatieni paté
karty zvedl ruku jeden ¢lovek. Kolik lidi se pfihlasilo po spatieni Sesté karty? A kolik
po spatfeni sedmé? (Naboj)
Priklad 3. Mirek povédél Kennymu a Pavlovi kazdému jedno pfirozené ¢islo a
déle jim sdélil, Ze jejich ¢isla jsou ruzna a jejich souctem je dvojciferné cislo. Pak se
mezi Kennym a Pavlem odehrala nasledujici konverzace:

Kenny: ,Nedovedu urcit, kdo z nds md vétsi éislo.“

Pavel: »Ani jd to nedovedu urcit, ale prozradim, Ze moje cislo je délitelné 17.¢

Kenny: LAha, tak ted uZ umim jednoznacné urcit, jaky je soucet nasich éisel.“
Urcete soucet jejich cisel. (Naboj)

Priklad 4. Anna ma ¢islo a, Bill mé ¢islo b, pficemz a, b jsou pfirozend ¢isla lisici
se o 1.

Anna: »Nezndm tvé céislo.“
Bill: »Ja taky ne.
Anna: »Jd uZ ano.“

Bill: ,Ja také.

Najdéte ¢islo, které néktery z nich mél.

Priklad 5. Anna, Bill a Cath maji na Celech pfilepené karty s pfirozenymi ¢isly.
Pritom védi, ze soucet dvou téchto ¢isel dava to treti.

Anna: »Nezndm své ¢&islo.“
Bill: »Ja taky ne.“

Cath: »Jd taky ne.“

Anna: »Ha, moje ¢islo je 50.

Jaka jsou ta zbyla dvé?
Priklad 6. Je zndmo, Ze a, b jsou pfirozend disla spliiujici 1 < a < b, navic

a + b < 100. Pavel zné souéin ab a Sara soucet a + b.

Pavel: »Nezndm ta pivodni cisla.“
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Sdra: , Védéla jsem, Ze je neznds.“
Pavel: ,UZ je znam.“
Sdra: »Ja uZ taky.“

Priklad 7. Dostali jste se do findle televizni soutéZe. Pred sebou vidite troje za-
viené dvefe. Za jednémi je nové auto, za zbylymi dvéma koza. Miuzete ukazat na
jedny dvere. Pak moderator otevie jiné, za nimiz bude koza, a d4 vAm mozZnost vasi
difvéjsi volbu dvefi zménit. Vyplati se to?! (Monty Hall)

Priklad 8. V jihoafrickém kmenu Bongo-bongo ma kazdy domorodec na ¢ele mod-
rou nebo Cervenou tecku. Tisicileta tradice pravi, ze kdykoli nékdo zjisti barvu své
tecky, musi si nasledujici den vzit zivot. Jednou pfijde do vesnice cizinec a na vefej-
ném shroméazdeéni sdéli vSem svij objev: ,Nékdo méa na ¢ele modrou tecku.“ Ukazte,
ze tim odstartuje vlnu sebevrazd, kterd skonéi smrti Gplné vSech domorodci.

(folklor)

Vézni

Véznum vzdy zaddme na prvni pohled skoro nemozny tkol. Oproti pfedchozim tlo-
ham je tu ale jeden velky rozdil: vychytrali vézni si pfedem mohou domluvit strategii.
Maji Sanci?

Priklad 9. Sto véznu stoji v fadé. Kazdy ma na hlavé ¢erny nebo bily klobouk a
vidi vSechny pred sebou. Kat jde postupné odzadu a pta se na barvu klobouku. Kdyz
fekne vézen svou, prezije, jinak je popraven. Vsichni slysi odpovédi vSech ostatnich
i jejich osudy. Navrhnéte taktiku, pfi které co nejpravdépodobnéji prezije co nejvice
vézit, pokud se na ni mohou domluvit pfedem. (folklor)

Piiklad 10. Reste piedchozi piiklad pro klobouky n barev.

Priklad 11. Deset vézit sedi v kruhu, kazdy méa na ¢ele napsané ¢islo od 1 do 10
(ne nutné kazdy jiné). Kazdy vidi éisla vSech ostatnich. Na povel vSichni souc¢asné
vykiiknou ¢islo. Pokud nékdo vykfikne to své, jsou vsichni osvobozeni. Navrhnéte

taktiku, pfi které budou vézni jisté osvobozeni, pokud se mohou domluvit predem.
(folklor)

Piiklad 12. Ve vézeni sedi 100 véziii. Reditel véznice se rozhodl, Ze jim da $anci
na svobodu. Do 100 ocislovanych Suplikii ve své obrovské kancelari proto nahodné
umistil jména vézna, do kazdého Supliku pravé jedno. Vézni budou jeden po druhém
chodit do kancelare. Kazdy z nich se mize postupné podivat do 50 Suplikti. Pokud
se vSem véziiim povede nalézt sva jména, jsou propusténi, jinak je feditel necha
popravit. Pfed zac¢atkem hry se navic mohou domluvit. Vymyslete pro vézné takovou
strategii, aby jejich Sance na propusténi byla alespon 1— (5—11 + % + -+ Wlo) > %.

(folklor)

L Auto je lepsi nez koza.
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Priklad 13. V kruhu sedi n véznt. Kouzelnik si u kazdého hodi spravedlivou
minci a podle toho mu da ¢erveny, nebo modry klobouk. Kazdy vézen vidi klobouky
ostatnich, ale ne ten sviij. Poté vSichni najednou feknou néjaka realna ¢isla. Vyhraji
pravé tehdy, kdyz bude soucet jejich ¢isel kladny a cervenych kloboukt bude sudy
pocet, nebo pokud bude soucet jejich ¢isel zaporny a ¢ervenych kloboukti bude lichy
pocet. Mohou si ov§em predem domluvit strategii. V zavislosti na n naleznéte nejvétsi
mozné p, pro které existuje strategie takové, Ze vézni vyhraji s pravdépodobnosti
. (iIKS-5-C7)

Piiklad 14. V kruhu sedi n > 3 véziid. Soudce si u kazdého vézné hodi spraved-
livou minci a podle toho mu d4 bud modry, nebo ¢erveny klobouk. Kazdy z vézit
pak soudci bud poSeptd ,cerveny“, ,modry*, nebo ,nevim“. Aby nebyli odsouzeni,
musi se alespoii jeden vézen trefit a Zadny se nesmi splést. Navrhnéte strategii, pfi
které uspéji s maximalni pravdépodobnosti.

Kouzelnici

Nyni se dostavame k dloham, ve kterych vystupuji rtzni kouzelnici se svymi pro-
myslenymi triky.

Priklad 15. Kouzelnik Arutyun a jeho asistent Amayak pfedvedou nésledujici
supertrik. V mistnosti je ruleta. Divaci na ni vyznaci 2007 bodt a Amayak jeden
z nich smaZe. Potom se Arutyun vrati do mistnosti a uhodne pilkruZnici, na které
smazany bod lezel. Jak mohou tento trik provést? (ARO 2007)

Priiklad 16. Dva kouzelnici Adam a Bonifac byli uvéznéni a zalainik Emil s nimi
chece hrat débelskou hru. Na stole v cele je pevné postavena Sachovnice n x n. Emil
odvede Boniface pry¢ a po svém navratu na kazdé policko Sachovnice polozi minci,
na jejiz vrchni strané je bud panna, nebo orel. Nasledné ukaze Adamovi své nejobli-
benéjsi policko a Adam pak musi otocit pravé jednu minci. Poté je Bonifac pfiveden
zpét. Uhodne-li Bonifac Emilovo oblibené policko, budou oba kouzelnici propusténi.
Pro kterd n lze Emila prelstit? (ITAMO 2013)

Piiklad 17. Arutyun a Amayak ukazuji dalsi zézrac¢ny trik. Divaci napisi na tabuli
posloupnost n cifer 0, 1,...,9 a Amayak dvé sousedni zakryje ¢ernym diskem. Posléze
Arutyun pfijde a dvé zakryté ¢islice bezchybné uhodne véetné jejich poradi. Pro které
nejmensi n takovy trik mohou predvadét? (ARO 2007)

Priklad 18. Jsou déna pfirozend n a k spliujici n > k > 2. Hrajeme hru proti
zlému carodéji. Ten mé 2n pexesovych karet, tj. balicek obsahuje n dvojic stejnych
karet. Tyto karty carodéj umisti do fady, ¢imz hra zac¢ina. V kazdém tahu mtzeme
otocit k karet. Pokud mezi nimi jsou dvé stejné, okamzité vyhravame. V opacném
ptipadeé je ¢arodéj podle své nalady néjak zamicha a umisti zpét do fady. Pro které
hodnoty k umime uréité v koneéném poctu tahtt vyhrat? (USAMO 2016)
Priklad 19. Kenny s Pepou se domluvili, Ze veéer pfi ohni pfedvedou trik. Pepa
nechal Olina vybrat pét pisni ze zpévniku se 124 pisnémi. Sdm pak z téchto péti
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pisni vybral ¢tyri a urcil, v jakém poradi se budou hrat. Na to zavolali Kennyho a
ony ¢tyfi pisné mu v daném poradi zazpivali. Jakmile dozpivali, Kenny ihned zacal
zpivat zbyvajici patou. Jak to Pepa s Kennym mohli udélat? (PraSe-30-1-8)

Kédy

Plynule pokracujme v feSeni dalSich problémi, ve kterjch je také potfeba najit
néjaké chytré kédovani.

Priklad 20. Na obvodu rulety jsou na n pozicich napsané cifry 0 a 1. Vétsina kola
je vSak skrytd, vidét je jen k néasledujicich pozic. Cifry jsou ale na kole napsané tak
chytte, ze z téchto k cifer vZdy umime poznat, jak je ruleta natocena. V zavislosti
na k naleznéte maximalni n, pro které je to mozné.

Priiklad 21. Dva dobfi pratelé si piSi zpravy sestavajici vidy pfesné z k pismen
n-pismenné abecedy. Aby se nemohlo djit k Zddnému nedorozuméni, musi se kazda
dvé pouzivani slova lisit alespoil na dvou pozicich. UkaZte, Ze mohou pouzivat k™!
riznych slov. (KMS 05/06 Z3 12)

Priklad 22. Medvéd mél sen o polynomu p s nezdpornymi celymi koeficienty.
Kdykoli Liska fekne ¢islo z, Medvéd ji prozradi hodnotu p(z). Kolik nejméné otazek
Liska potiebuje k tomu, aby urc¢ila Medvédav polynom? (PraSe-36-4-6)

Piiklad 23. Dva rusti a jeden americky $pion se potkali v Moskvé u particky
karet. Maji sedm riznych karet, kazdy Rus si lizne t¥i a na Ameri¢ana zbude jen
jedna. Rusové by radi jesté pred zacatkem partie zjistili, kdo drzi které karty. To
chté&ji provést tak, aby si American stale nebyl jisty vlastnikem zadné dalsi karty.
Muze mit ruska rozvédka takovy protokol, ktery jim to umozni bez ohledu na to,
zda jej American zna? (Moskva 2000)

Nekonecna jizda

Zkusme nakonec fesit dalsi hadanky s vézni, ve kterych vSak bude vystupovat néjaké
to nekone¢no?.

Priklad 24. Ve vézeni sedi 100 véziil, ¢as od ¢asu vezme bachaf nékterého z nich
na vyslech. Ve vyslechové mistnosti je jen jedna Zarovka s vypinacem, ktery vézni
mohou pfepinat. Kterykoli vézen muze pii vyslechu prohlésit: , Uz jsme byli vSichni
vyslechnuti, takze nds nemate diivod dal zadrzovat!“ Je-li to pravda, budou vSichni
propusténi, v opa¢ném piipadé ihned popraveni. Bachar si pfitom musi vyslechy
pfedem naplanovat tak, aby kazdého vézné potencidlné vyslychal nekonecnékrat.
Mohou se vézni bezpec¢né dostat na svobodu?

Priklad 25. Reste piedchozi tilohu s nasledujici obtizi: Pfedem je déno pfirozené

k a bachaf smi az k-krat zménit stav zarovky.

2Kdykoli to hraje roli, véfime v aziom vybéru.
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Predchozi ptiklad ma velmi zajimava zobecnéni, kterd véznim umoznuji skoro
libovolnou komunikaci. My se vSak radéji pustime do dalsich priklada jiného razu.

Priklad 26. Za sebou sedi prasitka postupné ocislovana ptirozenymi ¢isly, pficemz
kazdé vidi vSechny pted sebou. Kazdé mé na hlavé klobouk v néjakém odstinu edé?.
Naraz vSechna musi vykfiknout barvu svého klobouku. Existuje takovéa strategie, aby
se spletlo pouze kone¢né mnoho z nich? (folklor)

Priklad 27. Krél ma ve sklepeni svého hradu za kazdé piirozené ¢islo pravé jednu
truhlu s hromadou zlata néjaké realné hmotnosti. Jednoho dne zadal svym 100 ko-
mornikiim nelehky tikol. Komornici budou po jednom chodit do sklepa. Kazdy ko-
mornik se pak mtize podivat do libovolné mnoha truhlic, ale ne do vSech. Pfi vystupu
ze sklepa pak musi oznamit ¢islo néjaké truhly, kterou neoteviel, a vahu zlata v ni.
Pokud se splete nejvyse jeden komornik, budou vSichni bohaté odménéni. Mizou se
komornici pfedem domluvit tak, aby to zvladli?

Priklad 28. V fadé stoji vézni, ktefi jsou postupné oznaceni pfirozenymi Cisly,
pricemz kazdy vidi pravé vézné s vyssimi Cisly. Kazdy vézen ma na zédech svého
obleceni k = 0,1,...,n Cernych prouzkt. Dozorce postupné prochézi kolem a pta
se véznu na pocet jejich prouzku. Kazdy z véznu pritom slysi odpovédi svych pred-
chidcti. Kdo odpovi spréavné, je propustén. Zachrante jich co nejvic!

Priklad 29. Stépan poslal Filipovi a Radovi dva provazky spolu s informaci, jak
jsou dlouhé. Poté se odehrala néasledujici mailova konverzace:

Steépdn: ,Poslal jsem vam dva rizné dlouhé provazky, jejichz délka v centimetrech
je
1 1
T 3b gbtotl?

kde a, b, ¢ jsou prirozend cisla.“

Filip: » 10 je zajimave. Ale neumim vict, ktery z nich je delsi.“

Rado: »Jad taky ne.“

Filip: »Jad taky ne.“

Rado: »Jad taky ne.“

Stépdn: »Je jedno, kolikrdt si tohle reknete, stejne nebudete vedet, ¢i je delsi.”
Filip: »To je fakt zajimavd informace. Ale porad nevim, kdo md vétsi délku.“
Rado: »Ja taky ne.“

Filip: »Ja taky ne.“

Stépdn: ,Opét, je jedno, kolikrdt si tohle Teknete, stejné nebudete védeét, ktery
z provdzky je delsi.

Filip: »Ha. No, furt nevim, kdo md ten delsi.“

Rado: »Jad taky ne.“

3Kazdy takovy odstin odpovida néjakému realnému éislu z intervalu od 0 do 1.
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Filip: »Jd taky ne.“

Rado: »Jad taky ne.“

Stepdn: , Ve skutecnosti, je jedno, kolikrdt udeldme tento maly rozhovirek, kde
budete cik-cak tvrdit, Ze nevite, kdo md delsi provdzek, a jda vam teknu,
Ze je jedno, kolikrdt si to Teknete a Ze to stejné nezjistite, protoZe to ani
z tohoto prohlaseni nezjistite. Navic, pokud bych zopakoval predchozi vétu
jesté jednou, byla by stale pravdivd. A to dokonce i kdybych ji zopakoval
ne jednou, ale i dvakrdt, trikrdt, ba i tisickrat.“

Filip: ,To je fakt super informace. Ale porad neumim fTict, ktery z nich je
delsi. «

Rado: »Jd taky ne.“

Filip: »Jad taky ne.“

Stepdn: ,Jo, potdd je jedno, kolikrdt si ted navzdjem veknete, Ze to furt nevite,
potdd to nebudete védét. A i kdyZ vdm ted tuhle vétu feknu dvatisicese-
dmnadctkrdt, pordd to védét nebudete.“

Filip: LZajimavé. Ale porad nevim, kdo md vétsi kus.“

Rado: »Jd taky ne.

Filip: »Jd taky ne.“

Rado: »Ja taky ne.

Filip: LAha! Tok uz vim, ¢i provdzek je delsi!“

Jak dlouhy byl Filiptv provézek? (iKS-7-C5)

Navody

1. Rozebirejte.

2. Po prvnim zvednuti ruky ostatni okamzité védi, Ze tento ¢lovek drzel jako prvni
a jako patou vyznacné karty.

3. Prvni dvé véty jim davaji pouze Cisla 17 a 34, diky tfeti vété jsou rtiznd, soucet

je tedy 51.

4. Prvni otdzka zakazuje 1 pro Annu, druha 1,2 pro Billa. Potom ale musel mit
jeden z nich 3.

© ® N @

Reseni je (a,b,c) = (50,20, 30).

Vyjde 4 a 13, ale da to hodné rozebiraci prace.

Jen koza by nezménila pravdépodobnost vihry z § na ;...
Indukce dle po¢tu modrych tecek.

Parita, splést se muze jen prvni.

10. Pocitani modulo n, splést se mlze jen prvni.
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11. Kazdy si zabere jeden souc¢et modulo 10.

12. Vézni si mohou oznacit Supliky svymi jmény a podle nich je prochézet.

13. Naleznéte strategii, ktera se rozbije pouze tehdy, kdyz jsou vsechny klobouky
cerveneé.

14. Predstavte si n-dimenzionéalni krychli. Vymyslete strategii, kterd bud funguje,
nebo se spletou vsichni.

15. Orientujte si kruznici a soustifedte se na nejdelsi oblouk.

16. Jde to pouze pro n = 2*. Adam a Bonifac si ¢tverecky oznadi &isly ve dvojkové
soustavé a chytre vyuziji jejich XOR. Pro jina n kédovani nevyjde kvuli délitelnosti.
17. Diky nutnosti jednozna¢ného kédovani odhadnéte n > 101. Pro 101 si hrajte
se souctem sudych a souc¢tem lichych pozic modulo 10.

18. V jednom pfipadé si vyrobte karty, které znate. V druhém piipadé to zvolte
tak, aby to nevyslo.

19. Jetfeba z kazdé pétice pisni odebrat jednu tak, abychom kazdou ¢tvefici dostali
24krat. Z kazdé pétice sefazenych pisni odeberte tolikatou, jaky dava jejich soucet
zbytek modulo 5.

20. Uvazte orientovany graf, jehoz vrcholy jsou (k — 1)-tice nul a jedni¢ek a hrany
odpovidaji jejich prekryvani na (k — 2) nasledujicich pozicich. V§imnéte si, Ze vyro-
beny graf je eulerovsky.

21. Vyberte ta slova, jejichz soucet pismen je stejny modulo k.

22. Dvé otazky sta¢i — nejdiiv se zeptdme na p(1l) a posléze na hodnotu v tak
obrovském c¢isle k£, abychom méli k dispozici jednoznacény zapis v soustaveé o zadkladu
k.

23. Vyzradi soucet své ruky modulo 7, coz stile neurcuje pozici zadné z karet.

24. Vézni si mezi sebou zvoli poctare, kterému pfedaji zpravu o svém vyslechu
rozsvicenim zhasnuté zarovky.

25. Kazdy vézen posle 2k + 1 rozsviceni poctéari, ktery nahlasi tspéch po 100(2k +
1) — k spoctenych zarovkach.

26. Z kazdé skupinky posloupnosti, které se od néjakého indexu shoduji, se pra-
satka (vybavend axiomem vybéru) domluvi na jednom reprezentantovi.

27. Vyfeste si to nejdiiv pro dva.

28. Kazdé posloupnosti prifadte néjaky zbytek modulo n + 1 tak, aby se posloup-
nosti s koneénym poctem rozdila lisily pravé o soucet téchto rozdili.

29. Délka provazki odpovida lexikografickému uspofadani ¢isel a, b, ¢. Chodte ve
tFirozmérné krychlickové miiZce se soufadnicemi odpovidajicim (a, b, c).
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Sachovnice

Vikl NEMECEK

ABSTRAKT. Kolik nejvice se da do tabulky 5 x 20 umistit ¢tvercu 2 x 2 tak, aby jejich
hrany lezely na hranach policek? Intuice by radila, ze maximalné 20, prestoze prosté
vydéleni obsahu vede k ¢islu 25. Jak pomoci obarveni ukazat, Ze je feSenim opravdu
20, se dozvite v tomto prispévku.

Umluva. Tabulkou, resp. Sachovnici 2 x y budeme rozumét tabulku resp. achov-
nici, kterd mé z sloupct a y fadkd.

Umluva. Pokud se budeme ptat, zda lze tabulku pokryt néjakymi ttvary, & kolik
danych atvarid se na ni vejde, mame na mysli pouze ta rozmisténi, kde hrany atvart
lezi na hranach policek tabulky.

Resend tlohy z abstraktu. Tabulku si obarvime ¢ernou a bilou barvou tak, ze ¢ernou
barvu bude mit druhy a ¢tvrty fadek, bilou potom prvni, tfeti a paty. Nyni si jen
vSimneme, ze kazdy Ctverec 2 X 2 musi obsahovat pravé dvé Cerna a pravé dvé bila
pole. Cernych poli je ale pouze 40, tedy ¢tverctt miizeme umistit nejvyse 20. Ze je
dvacet opravdu fesenim této tilohy uz snadno ukézeme konstrukci.

Velkou skupinou tloh fesitelnych pomoci obarveni je pokryvani. V téchto alohach
mame typicky ¢tvercovou ¢i obdélnikovou tabulku, ve které dokonce néktera policka
mohou chybét, a mame za kol rozhodnout, zda ji lze vyplnit atvary daného typu.
Nez se ale podivame na tlohy, bude se nam hodit jesté nékolik pojmi.

Umluva. Standardnim obarvenim tabulky budeme mit na mysli obarveni achov-
nicové. Tedy takové, kde levé horni pole je bilé, a dale kazdé bilé pole sousedi jen
s ¢ernymi poli a naopak.

Definice. Objektu, ktery vznikne postupnym spojovanim cétvercti, fikdme polyo-
mino. Chceme-li zdliraznit, ze se sklada pravé z n ¢tverecki, pouzijeme termin n-
polyomino. Specidlné n-polyomina pro n = 1,2, 3,4, 5 nazveme po fadé monomino,
domino, triomino, tetromino, pentomino.

Pro kostky tetromina pouzivame oznaceni I, L, O, S, T, coz pfipominé vsech 5
typu kostek. Podobné u triomin mame I a L.

~evs

Priklad 1. Lze vyplnit tabulku 8 x 8 s chybé&jicimi dvéma protéjsimi rohy dominy?

Priklad 2. Lze vyplnit tabulku 10 x 10 T-tetrominy?
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Priklad 3. Lze Sachovnici 7x 7 preskakat koném tak, abychom na kazdé pole §lapli
pravé jednou a skoncili na misté, kde jsme zacali?

Priklad 4. Pro kterd pfirozena n lze tabulku 2™ x 2™ s jednim chybé&jicim rohem
vyplnit L-triominy?

Piiklad 5. Je mozné z péti tetromin (od kazdého druhu jedno) vytvorit obdélnik?
Priklad 6. Lze vyplnit tabulku 10 x 10 I-tetrominy?

Priklad 7. Lze vyplnit tabulku 10 x 10, z niZ od¥izneme jeden 5 x 5 velky roh,
I-triominy?

Priklad 8. Kolik lze nejvice umistit do tabulky 8 x 8 utvard vyrobenych ze tii
¢tvereckt tak, Ze se prvni a druhy ¢tverecek dotykaji rohem, druhy a tieti taktéz a

N

ve druhém ctverecku se jedné o protéjsi rohy?

Priklad 9. Dlazdi¢ vydlazdil obdélnikovou podlahu pomoci O-tetromin a I-tetro-
min. Pak se mu ale jedna z polozenych dlazdi¢ek rozbila. Bohuzel mu uz zbyla jen
jedna dalsi dlazdicka, a ta je druhého typu, nez ta rozbita. Ukazte, Ze nelze polozené
dlazdicky preskladat tak, aby dlazdi¢ podlahu opravil pomoci zbylé dlazicky.

Priklad 10. Tabulce 7% 7 chybi jedno policko. Pro které pozice chybéjiciho policka
jiz lze zbytek tabulky pokryt I-triominy?

Méné evidentni aplikace

Priklad 11. Na Sachovnici 8 x 8 jsou zapsana ¢isla 1,...,64, pficemz kazda dvé
po sobé jdouci ¢isla lezi na polickach sousedicich hranou. Jaky je nejmensi mozny
soucet Cisel na diagonale, ktera spojuje bila rohova policka?

Priklad 12. Michal a Tonda hraji na tabulce 5 x 5 nasledujici hru: Michal ve svém
tahu vzdy polozi jedno monomino, Tonda jedno triomino. Pokud jiz Tonda nemtize
tahnout, Michal polozi monomina na vSechna prazdna pole. Hru vyhrava ten, jehoz
polyomina zabiraji vice ¢tvereckti. Rozhodnéte, kdo bez ohledu na to, ktery z kluk
zacina, vyhraje, pokud Tondova triomina jsou:

a) I-triomina
b) L-triomina

Priklad 13. Michal a Rado hréli hru. Nejprve k sobé stranou slepili dva rovno-
stranné trojuhelniky a potom na né nakreslili pravidelnou trojuhelnikovou sit tak,
ze policka méla n-krat kratsi stranu nez piivodni trojuhelniky. Nasledné si stoupli
do protilehlych vrcholovych polic¢ek. V kazdém tahu si kazdy z klukt vybral néjaké
policko, které sousedilo stranou s polickem, na némz praveé stal, a posunul se na néj.
Hraci se stfidali po tahu a Michal zacinal. Pfedem se dohodli, Ze zvitézi ten, kdo
bud jako prvni stoupne na poli¢ko, kde uz stoji ten druhy, nebo jako prvni dorazi
na misto, odkud ten druhy vyrazel. V zavislosti na n urcete, kdo mé vyhrévajici
strategii.
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Piiklad 14. Na 8Sachovnici stoji dva nerozlisitelni princové!. V tazich se nemusi
stiidat. Existuje takova posloupnost povolenych taht, ze princové navstivi kazdou
moznou polohu pravé jednou?

Nebarvici Glohy na Sachovnici

Priklad 15.
a) Kolik nejvice po dvou se neohrozujicich kralt lze umistit na Sachovnici 2n x 2n?

b) Ukaite, ze takovych rozmisténi je méné, nez (n+1)", pro n > 1 dokonce ostfe.
Priklad 16. Na kazdém poli¢ku Sachovnice o rozmérech 8 x 8 sedi jedna beruska.
Kdyz Stépan zapiska, piesune se kazda beruska na nékteré policko, které stranou
sousedi s polickem, na némz byla dosud. Kolik nejvice poli¢ek miize byt po Stépanové
zapiskani volnych?

Priklad 17. Na Sachovnici 2015 %2015 stalo 2015 vézi, z nichZ se zddné dvé neohro-

zovaly. Nahle se vSechny proménily v koné, udélaly jeden tah jako koné a proménily
se zpét ve véze. Dokazte, Ze nyni se nutné néjaké dvé z nich ohrozuji.

Navody

1. Tabulka méa pfi standardnim obarveni riizny pocet cernych a bilych poli.

2. Pokud by tabulku vyplnit Slo, tetromin by byl lichy pocet. Co z toho vyplyva?
3. Kun pii kazdém tahu zméni barvu pole, na némz se nachazi. Cesta ma ale lichou
délku.

4. Pro vSechna. Dokazte indukci.

5. Opét nam pomuze standardni obarveni.

6. Najdéte mnozinu policek, kterych nebude 25, ale ze kterych bude muset kazdé
tetromino v pfipadném pokryti pravé jedno obsahovat. Diagonéla je dobry zacatek.
7. Podobné jako predchozi ptiklad.

8. Obarvéte si tieti a Sesty fadek.

9. Obarvéte si pole s obéma souradnicemi sudjmi.

10. Najdéte dvé raznd (vici sobé symetrickd) obarveni takova, Ze kdybychom po-
kryvali tabulku triominy celou, muselo by kazdé triomino obsahovat pravé jedno

barevné pole. Barevnych poli pfitom v kazdém z nich bude 17. Pak ukazte, Zze pro
libovolné pole, které je barevné v obou obarvenich, uz rozmisténi existuje.

11. Vsimneme si, ze celd jedna ptulka Sachovnice musi byt v okamziku, kdy za-
plnime posledni pole na diagonéle, jiz vyplnéna. Musi byt ale zaplnéno maximalné
o jedno bilé pole vice, nez kolik je zaplnénych cernych.

IPrinc je figurka, ktera miize tahnout na libovolné hranou sousedici pole, tedy kréal bez diago-
nalnich taha.
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12. 'V ¢asti a) zkuste opét najit mnozinu poli takovou, Ze jich bude nejvyse osm
a pritom kazdé triomino musi alespoii jedno obsahovat. V ¢asti b) vAm obarvovani
jiz nejspise nepomuze, zkuste néktery z klasickych trikt z teorie her. Napfiklad
vymyslete, jak kazdému Michalové tahu pfifadit Tonduv tah tak, aby vzdy bylo
alesponi 5 triomin umisténo.

13. Tentokrat nam opét bude stacit standardni obarveni.

14. Podivejte se, kolik je pozic, v nichz pfi standardnim obarveni stoji princové na
stejné, resp. rizné barevnych polich.

15. Pruhy 2 x 2n a Dirichlet. V ¢asti b) zkuste tlohu nejprve vyfesit pro tabulku
2 X 2 a potom pro 2n x 2.

16. Rozdélte si sachovnici na 10 oblasti. Dokazte, ze v kazdé z nich jsou 2 berusky,
které ji neopusti a které neskon¢i na stejnych polich.

17. Podivejte se na soucet souradnic vSech vézi.

Literatura a zdroje

[1] Anicka Dolezalova: DldZdéni a obarvovdni, Sklené, 2015.
Podékovani

Timto bych chtél podékovat Ani¢ce Dolezalové, z jejihoz piispévku jsem prevzal
priblizné polovinu tloh.
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Ciferné soucty

JACHYM SOLECKY

ABSTRAKT. V tomto pfispévku se podivame na razné typy uloh obsahujici ciferné
souty a ukazeme si techniky, které nam s jejich feSenim pomiizou. Na konci se podi-
vame 1 na jednu vlastnost cifernych sou¢tt v jinych soustavach.

Ciferné soucty se v olympiddnich tlohach neobjevuji ¢asto, ale jednou za ¢as je
v néjaké uloze najdete. Obecné neni mnoho typu uloh, které lze na ciferné soucty
vymyslet, a tak tady (az na ty nejbrutélnéjsi) projdeme téméf vSechny.

Nejprve ale pfiblizime, co pfesné znamend ciferny soucet a jak ho v tomto pii-
spévku budeme znacit.

Definice. Cifernym souctem ¢isla n rozumime ¢islo, které dostaneme seCtenim
vsech cifer ¢isla n v jeho desitkovém zapisu. Tedy, pokud desitkovy zapis ¢isla n je
Anonlo, tj- n = ag - 10F +agx_1 - 10F71 .. 4 a; - 10 + ag, pak jeho ciferny soudet je
S(n) =ar + ags1 + -+ + ao.

Ciferny soudet ¢isla n budeme znacit S(n).

Priklad 1. Necht d je pocet cifer v desitkovém zépise ¢isla n. Pokud oznac¢ime ny
Cislo, které vznikne smazanim poslednich k cifer z ¢isla n, dokazte vztah

n:S(n)+9n1+9n2+~'+9nd_1

(APMO 2001)

Pisemné scitani, prechod pres desitku

Vétsina technik, které budeme pouzivat, je pomérné intuitivni a my zacneme tou

nejintuitivnéjsi — co se stane pfi pisemném scitani s cifernym souctem v zavislosti

na prechodech pres desitku.

Piiklad 2. Najdéte ¢islo n, pro které jsou S(n) i S(n + 1) délitelnd sedmi.
(PraSe 36-7-3)

Priklad 3. Mg¢&jme déno prirozené ¢islo n, jehoz cifry jsou ostfe rostouci zleva

doprava. Uréete ciferny soucet ¢isla 9n. (PraSe 23-6-2)
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Priklad 4. Skripta MFF jsou ¢islovana Sesticifernymi ¢isly, pfi¢emz jsou povoleny
nuly na zadatku. Stastnymi nazveme ta z nich, kterd maji stejny ciferny soudet
prvnich t¥{ a poslednich t¥{ cifer. Dokazte, Ze soudet oznaceni vSech $tastnych skript
je délitelny sedmi. (PraSe 23-6-3)

Priklad 5. Dokazte, Ze mezi 39 po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly mtzeme vzdy
najit néjaké, jehoz ciferny soucet je délitelny 11. (Sovétska MO 1961)

Priklad 6. Najdéte pfirozena ¢isla a, b, ¢ takova, Ze
S(a+b) <5, Sb+c)<b, Slc+a)<b, Sla+b+c)>50.

(PraSe 32-1-6)

Nerovnosti

Pomoci pisemného s¢itdni mizeme taky ukézat nasledujici nerovnost, druhéd pak
nasleduje indukci.

Tvrzeni 7.

(1) S(a+1b) < S(a) + S(b)
(2) S(ab) < S(a)S(b).

Piiklad 8. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n plati S(2n) < 25(n) < 105(2n).
(PraSe 23-6-1)

Priklad 9. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu poméru % (PraSe 35-2-8)

Kritéria délitelnosti

Ciferné soucty se daji obcas pouzit jako jednoduchda kritéria délitelnosti. Urcité
vichni znate naptiklad kritérium délitelnosti deviti. Cislo n je délitelné deviti pravé
tehdy, kdyz je délitelné deviti ¢islo S(n). Co uz neni tak zndmé, je, Ze toto kritérium
mizeme jedoduse rozsitit na vSechny zbytky:

Tvrzeni 10. S(n) =n (mod 9)

Samoziejmé co plati pro devitku, plati taky pro vSechny jeji délitele, v tomto
pfipadé pro trojku, takze S(n) =n (mod 3).

Devitku jsme ale nevybrali jen tak nahodou. Tato kongruence plati pravé proto,
7e zdklad nasi soustavy (desitka) je kongruentni s 1 modulo 9. Takze pokud bu-
deme pracovat s cifernymi soucty v jiné soustavé, napriklad o zékladu ¢, pak nase
kongruence bude platit pro ¢ — 1.

Priklad 11. Vezmeme pfirozena ¢isla od jedné do bilionu a kazdé z nich postupné

zredukujeme na jednociferné ¢islo tak, Ze jej opakované nahradime jeho cifernym

souctem. Dostaneme vic jednicek nebo dvojek? (Sovétska MO 1964)
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Priklad 12. Existuje pfirozené &islo n takové, ze S(2") = S(2"+1)?
Priklad 13. Je mozné najit 19 riiznych ptirozenych ¢isel takovych, Ze jejich soudet

je 1999 a vSechna maji stejny ciferny soucet? (Ruska MO 1999)

Priklad 14. Najdéte vSechny mozné hodnoty ciferného souc¢tu druhych mocnin
prirozenych isel. (domaéci kolo MO 1993)

Priklad 15. Najdéte vSechna piirozené éisla d takové, ze libovolné pfirozené ¢islo
délitelné d zapsané ve 2003-kové soustavé ma ciferny soucet délitelny d.
(PraSe 23-6-4)

Maximalni ciferny soucet

Principem této techniky je poznatek, Ze ze vSech n-cifernych ¢isel méa nejvétsi ciferny
soucet Cislo 99...9. MiZeme tedy jednodusSe shora omezit ciferny soucet velkych
Cisel, u kterych zname pocet cifer, prestoze je neumime jednoduse charakterizovat
jako takova.

Piiklad 16. Na tabuli je napsané ¢islo 20182918, KdyZ jej 2018-krat nahradime
jeho cifernym souctem, jaké ¢islo nam na tabuli zbyde?

Priklad 17. Urcete hodnotu vyrazu S(S(S(44444444))). (IMO 1975)

Dalsi vSemoZzné alohy

Piiklad 18. Naleznéte ¢islo n, které je délitelné S(n) + 2017. (PraSe 36-7-1)

Piiklad 19. Mg&jme déano pfirozené ¢&islo n takové, ze S(n) = 100 a S(44n) = 800.
Najdéte hodnotu S(3n). (Ruskd MO 1999)

Piiklad 20. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho ¢isel n takovych, ze S(n) >
2018 - S(3n).

Piiklad 21. Necht fi(n) = [S(n)]? a frr1(n) = f1(fr(n)). Uréete hodnotu vyrazu
f1991(21990). (IMO Shortlist 1990)

Piiklad 22. Necht f(n) = S(n) + n. Existuje ¢éislo takové, ze f(n) = 19807 Do-
kazte, Ze pro kazdé pfFirozené ¢islo m miizeme najit éislo n takové, ze bud f(n) = m
nebo f(n) =m+ 1. (Sovétska MO 1980)

Pfiklad 23. Je ddn polynom P(n) s celo¢iselnymi koeficienty. Oznacime s,, ciferny
soucet ¢isla P(n). Dokazte, Ze alespoii jedna hodnota se v posloupnosti s,, vyskytuje
nekonecné mnohokrat. (Polskd MO 1987)
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Navody

1. Pouzij definici ciferného souctu.
2. O kolik se S(n + 1) snizi oproti S(n) + 1 s kazdou cifrou, kterd pfi pfi¢teni
jednicky prejde pres desitku?

Které cifry pfi pisemném scitani prejdou pres desitku?

Jaky tvar maji stastna ¢isla? Maji néjakého spoleéného délitele?

3
4
5. Co mizeme Tict o ciferném souctu ¢isel délitelnych 10?7
6. Uvazujz =a+b, y=b+ca z=a+ c. Pak se podivej na S(z +y + 2).
8. Pro druhou nerovnost: co je S(10n)?

9. Co je S(10000n)?

11. Uvazuj mod 9.

12. Uvazuj mod 3.

13. Uvazuj mod 9 a pak zkus nejmensi varianty.

14. Uvazuj mod 9.

15. Hledas cisla, kterd ve 2003-kové soustavé davaji kritérium délitelnosti cifernym
souctem.

16. Kolik maximélné cifer ma 20182°187 Jakou nejvyssi hodnotu tak mtiZe mit
(201820187

17. Uvazuj horni odhad kazdého z cifernych souctu.

18. Nech S(n) + 2017 byt mocninou desiti.

19. Uvazuj pfechod pfes desitku pfi nasobeni.

20. Najdi jedno a nésob ho deseti. Abys ho nasel, zkus vydélit velké ¢islo s malym
cifernym souctem tfema.

21. Najdi f199s(11). (Coz byla mimochodem tloha na AIME 1988.)

22. Pii pfechodu pres desitku se f(n) zmensi, ale pfesto se dostane libovolné vy-
soko.

23. Nasob mocninami deseti.

Literatura a zdroje

Prednasku jsem zalozil na piispévku Lenky Slavikové ze soustiedéni v Dobré Vodé
2010. Do néj jsem pridal nékolik dalsich tloh, které se v poslednich letech na toto
téma objevily. Jinak jsem cerpal ze stranek PraSatka a rtznych dalsich matematic-
kych olympiad a soutézi.
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Tématické grafové ulohy

KuBA SvoBODA

ABSTRAKT. Podivame se na grafové tlohy, za¢neme zlehka stromy, abychom si zvykli
na terminologii a praci s grafy, potom se podivame na kliky a na hamiltonovské cesty.
Projedeme tlohy od trivialnich cviceni az po jednodussi IMO tulohy. Pfispévek je urcen
jako dvouprednaskovy.

Definice a Gvod

Definice. Graf G je uspofddand dvojice G = (V, E) kde V je neprédzdnd mnoZina
a F je mnozina dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Mnoziné V fikdme vrcholy
a mnoziné F fikdme hrany.

Definice. Dva vrcholy u a v jsou sousedni, pokud {u,v} € E, tedy vede mezi nimi
hrana.

Definice. O vrcholu v fekneme, ze méa stupen deg(v) = d, pokud je obsazen pravé
v d hranach.

Definice. Cesta v grafu G je konec¢na posloupnost rtznych vrchola vy, v1, ..., v,
takové, Ze pro kazdé 0 < ¢ < ¢ plati {v;_1,v;} € E. Nékdy minimalnimu takovému ¢
fikame délka cesty.

Definice. Pokud v cesté dovolime opakovat vrcholy a hrany, dostaneme sled.

Definice. Cyklus v grafu G je konecna posloupnost riznych vrcholi vg, Vi, ..., vy,
tak ze pro kazdé 0 < ¢ < n plati {v;_1,v;} € E a zarovei {vg,v,} € E.
Definice. Graf je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta.

Definice. O grafu fekneme, Ze je klika nebo Ze je uplny, pokud pro kazdou dvojici
vrchold plati, Ze jsou spojeny hranou.

Definice. Graf G je bipartitni, pokud dokadzeme vrcholy G rozdélit na dvé dis-
junktni mnoziny V7,V takové, Ze pro kazdou hranu {u, v} plati, ze u € V; a v € Va.

Definice. Pro graf G = (V, E) nazveme G = (V, E) doplnék grafu, kde pro kazdou
dvojici vrcholil u, v plati {u,v} € E pravé kdyz {u,v} & E.
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Definice. Graf G' = (V' E’) se nazyva podgrafem G, pokud plati V! C V a
E' CE.

Véta. (Princip sudosti)

Z deg(v) = 2|E]|.

veV

Uloha 1. Necht A(G) je nejvétsi stupeni mezi vrcholy G. Popiste, jak vypadaji
grafy s A(G) <2 a A(G) =2.

Uloha 2. Necht G je nesouvisly graf. Dokaite, Ze G je souvisly.

Uloha 3. Necht G je souvisly graf. Dokazte, Ze dvé nejdelsi cesty v grafu maji
spole¢ny vrchol.

Uloha 4. Nechf G je souvisly. O hrané e fekneme, Ze je most, pokud by se jejim
smazénim graf stal nesouvisly. Dokazte, Ze e neni most pravé tehdy, kdyZ lezi na
(libovolném) cyklu.

Uloha 5. Dokaizte, ze graf je bipartitni pravé tehdy, kdyZ neobsahuje cyklus liché
délky.

Uloha 6. Nechf n je liché ¢islo. Chceme obarvit vrcholy a hrany tiplného grafu na
n vrcholech tak, aby kazdy vrchol mél jinou barvu, kazdy vrchol mél jinou barvu
nez vSechny hrany, které z né€j vychazeji a kazdé dvé hrany, které sdili vrcholy mély
jinou barvu. Kolik barev potfebujeme? (Italie 2007)

Stromy a ridké grafy

Definice. Strom nazveme graf G, ktery je souvisly a zarovenn neobsahuje zadny
cyklus.

Uloha 7. Graf G = (V, E) je souvisly:
(1) |E| =|V| -1, pravé kdyz G je strom.
(2) Pro kazdou dvojici vrcholli z G existuje pravé jedna cesta, kterd je spojuje,
pravé kdyz G je strom.
(3) Odstranénim libovolné hrany z G se G stane nesouvislym, pravé kdyz G je
strom.

Uloha 8. Ukaite, e kazdy strom obsahuje list, vrchol se stupném jedna.
Uloha 9. Ukazte, Ze pocet listl stromu je alespoii nejvétsi stupeti v grafu.

Uloha 10. Necht § > 2 je minimélni stupen. Ukazte, Ze potom graf obsahuje
kruznici na § + 1 vrcholech.

Uloha 11. 20 fotbalovych tymt hralo prvni den zapas vzdy s néjakym jednim

tymem a druhy den stejné tak. Ukazte, Ze existuje 10 tymia takovych, ze kazda

dvojice z nich jesté nehrala zadny zapas. (Turnaj mést 1986)
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Kliky a husté grafy

Uloha 12. Ve skole se psal test o n otazkich. Pro kazdou otazku platilo, Ze ji
odpovédéli spravné tii studenti a kazdou dvojici otdzek odpovédél spravné praveé
jeden student. Jaké nejvétsi mohlo byt n? (Alberta 2007)

Uloha 13. Na party je 2n + 1 lidi. Pro kazdou podmnozinu nejvyse n lidi existuje
nékdo mimu tuto podmnozinu, ktery zné (znat se je symetrické) vSechny lidi v této
podmnoziné. Dokazte, ze existuje ¢lovék, ktery zna vSechny ostatni.

Uloha 14. (Turanova véta) Necht graf G na n vrcholech neobsahuje kliku velikosti
m. Ukazte, ze potom pocet hran je nejvyse

2
oLy
2 m—1

Uloha 15. Na party je n lidi, kazda dvojice se bud zné nebo ne. Ukazte, ze kazdy
zna stejny pocet lidi, kdyz plati:

(1) Nikdo nezné vSechny ostatni.

(2) Kazda dvojice, kterd se neznd, ma pravé jednoho spoleéného pfitele.

(3) Neexistuje trojice, ve které by znal kazdy kazdého.

Uloha 16. Ukazte, Ze pro kazdy graf existuje rozdéleni vrcholii do dvou disjunkt-
nich mnozin V; a V5 takovych, ze alespon polovina hran vede mezi vrcholy z rtznych
mnozin.

Uloha 17. Ukaite, ze mlizeme odstranit dva (nebo méné&) vrcholi z grafu, pro
ktery plati, Ze neobsahuje kliku velikosti 5 a kazda dvojice klik velikosti 3 ma alespon
jeden spolecny vrchol, tak, aby v ném nezbyla zadna klika na 3 vrcholech.

(IMO 2001 shortlist)

s s Y o o p v
Uloha 18. Necht G je graf bez étyfcykli. Ukazte, 7e plati |E| < %(1+\/4|V| -3).
Uloha 19. Na vesnici zije 120 lidi, kteii se vzdjemné znaji nebo neznaji. O ¢tvefici
fekneme, ze je tajnustkarska, kdyz se pravé dva lidi v oné ¢verici znaji. Najdéte
nejvétsi mozny podet tajnistkarskych Gtvefic. (IMO 2002 Shortlist)
Uloha 20. M¢&jme n soutézicich, ktefi tvoii graf znamosti. Vime, Ze nejvétsi klika

ma sudou velikost. Ukazte, ze mtzeme soutézici rozdélit do dvou mistnosti tak, ze
velikosti nejvétsich klik v obou mistnostech jsou stejné. (IMO 2007)

Uloha 21. Necht G je graf na 9 vrcholech a pro kazdy podgraf na péti vrcholech
plati, Ze obsahuje alespon dvé hrany. Kolik nejméné mutze mit G hran?
Japonsko 1997
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Hamiltonovské a eulerovské cesty, cykly

Definice. O grafu G fekneme, Ze je eulerovsky, pokud existuje sled vg, vy, ..., vy,
Ze pro kazdou hranu {u,v} existuje pravé jedno i, Ze v; = u a v;41 = v.

Uloha 22. Graf je eulerovsky pravé tehdy, kdy# je souvisly a vSechny vrcholy maji
sudy stupen nebo pouze dva vrcholy lichého stupné.

Definice. O grafu fekneme, ze ma hamiltonovskou kruznici, pokud existuje kruz-
nice, ktera obsahuje vSechny vrcholy.

Uloha 23. Nechf G je graf na n vrcholech a u, v dva z nich, které jsou nesousedni a
deg(u)+deg(v) > n. Ukazte, Ze G ma hamiltonovskou kruznici, pravé kdyz G+{u, v}
ma hamiltonovskou kruznici.

Uloha 24. Méjme graf na 7 vrcholech, kde na kazdjch Sesti vrcholech existuje
hamiltonovska kruzice. Ukazte, Ze na celém grafu existuje hamiltonovska kruznice.
(Hej, to zndm z celostéatka)

n

Véta. (Diracova) Necht graf G na n > 3 vrcholech ma kazdy vrchol stupné [2].
Potom graf obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Uloha 25. Piedpokladejme, Ze ve vesnici ma kazdy ¢lovék sudé piéatel (a pratelstvi
je vzajemné). Kazdy mtze od svého pfitele bud ziskat minci, nebo mu dét minci.
Ukazte, Ze si muzou predat mince tak, aby kazdy mél na konci tolik, s kolika zacinal.

Uloha 26. Kolem kulatého stolu musime usadit 2n lidi. Vime, e kazdj nenévidi
n—1 lidi a nenavist je vzajemna. Dokazte, ze mtzeme lidi usadit tak, aby nenavidéjici
se dvojice nesedély vedle sebe.

Uloha 27. V Japonsku je hodné zenovych zahradek. Z kazdé zahradky se miizeme
dostat po chodniccich do praveé t¥i dalsich. Minuly rok jsme navstivili vSechny pravé
jednou a skondili jsme tam, kde jsme zacali. Ukazte, Ze ted miZzeme cestovat jinak
(ne po ani proti sméru minulé cesty) tak, Ze navstivime zase vSechny zahradky a
vratime se zpét. (Japonsko 2004)

DalSi hezké alohy

Uloha 28. Nechf G je souvisly graf s m hranami. Ukazte, %e kazdé hrané lze
priradit ¢islo 1, 2, ..., m tak, aby pro kazdy vrchol s vétsim stupném nez 2 platilo,
7e nejvétsi spolecny délitel ¢isel na hranach je 1. (IMO 1991)

Uloha 29. Ukazte, Ze neni mozné obarvit tabulku 11 x 11 étyfmi barvami tak, ze
rohové ¢tverecky zadného obdélniku (strany jsou rovnobézné s osami) nejsou vSechny
obarveny stejnou barvou. (Bélorusko 2005)

Uloha 30. Na celostatku n Gcastnikl Fesilo Sest tloh a zadna tloha nebyla vyfe-
Sena vSemi, ale kazda dvojice tloh byla vyfeSena alespon %" ucastniky. Ukazte, ze

alespon dva tcastnici vytesili pét uloh. (IMO 2005)
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Navody

1. Jaké ma stupné kruznice?

2. Existuje cesta pro dvojici vrchold z jedné komponenty z G7

3. Co kdybychom propojili dva vrcholy disjunktnich cest, nebyla by to delsi cesta?
4. Jestlize hrana neni most, po jejim odebrani graf ztistane souvisly. Zkoumejte

graf po odebrani této hrany.
5. Prosté to rozhazejte do dvou partit nebo najdéte lichy cyklus.

6. Je to n. Indukci obarvujeme, zjistéte jenom jak po pfidani vrcholu prebarvit
graf.

7. Uvédomte si, Ze je to jednoduché.

10. Vydejte se libovolnym smérem z vrcholu s minimalnim stupném.
11. Co jsme si fekli o grafech se stupném 27

12. Je to 4.

13. Postupné piehazujeme lidi ze dvou skupin a jednoho mame uprostied a divame
se, co se déje.

16. Vyberte déleni ndhodné a potom postupujte hladové, presuiite vrchol do druhé
skupiny, pokud zvétsite pocet hran naptic.

19. Disjunktni sjednoceni aplnych grafi.

20. Popis algoritmus, dej vSe na jednu stranu a potom presouvej véci z kliky.
22. Ukazte, ze hrany grafu jde rozlozit na kruznice.

23. Najdéte dva sousedni vrcholy na cesté, jeden je soused u a druhy v.

24. Stupné grafu, princip sudosti, Dirichlet.

25. Co eulerovska cesta, jak nam pomuze?

26. Co umime fict o dopliku grafu, nedokazali jsme pravé néco?

27. Jak vypada graf po odstranéni hran cesty?

Literatura a zdroje

[1] Autor: Adrian Tang, IMO Training, http://euclid.ucc.ie/mathenr/
IMOTraining/2008SummerCamp-AdrianTang-GraphTheory.pdf

[2] Autor: Po-Shen Loh, Graph theory http://www.math.cmu.edu/ lohp/docs/
math/mop2008/graph-theory-soln.pdf

[3] Autor: Jarda Hanél, Grafové wlohy, http://mks.mff.cuni.cz/library/
GrafoveUlohyJH/GrafoveUlohyJH.pdf
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Diofantické rovnice

LUCIEN Sima

ABSTRAKT. Nauéime se zédkladni metody pouzivané k feseni diofantickych rovnic.

Motivace

Co si predstavit pod slovnim spojenim diofantickd rovnice? Jedna se o obycejnou
rovnici, hleddme vsak vSechna jeji feSeni v pfirozenych ¢i celych cislech. Vétsina
uvazovanych rovnic bude mit jen nékolik feSeni (nebo Zadna), proto se naucime
metody, kterymi lze vyrazné omezit pocet kandidatti na feseni.

Umluva. Ve vsech piikladech budeme hledat vSechna feseni dané rovnice a bu-
deme uvazovat, ze a,b,c,d € N, x,y,z € Z.

Pocitani modulo

Jak Tesit diofantickou rovnici? Dost casto se hodi zkouset do ni dosadit par ¢isel a
néco z toho vypozorovat — napriklad zkouset pfijit na to, proc¢ se ¢isla na obou stra-
nach nerovnaji. Prvni metodou, kterou si na prednéasce ukazeme, je poc¢itani modulo.
Pokud se leva a prava strana maji rovnat, musi se rovnat i jejich zbytky modulo né-
jaké ¢islo. Pokud toto ¢islo vhodné zvolime, ¢asto mtizeme ukazat, ze po déleni timto
Cislem davaji strany rovnice rizné zbytky, takze rovnice urcité zadné feseni nema.
Volba vhodnych modult vyzaduje cvik, takze si vyfesime nékolik ptikladi.

Piiklad 1. 322 4 6z + 2 = 391 (Pikomat 2018)

Reseni. Rovnici si upravime na 322 + 6x = 389 a vidime, Ze jeji prava strana je
zfejmé délitelnd tfemi, zatimco ¢islo 389 neni.

Priklad 2. 22 +2=2y+1

Piiklad 3. 722 +5y+14=0

Piiklad 4. 2¢=11+7b

Piiklad 5. Kterd a lze napsat jako a = b? — ¢? pro néjaka b, c?

Piiklad 6. af + b* + ¢ = 1234567 (PraSe 1987)
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RozlozZ to!

Zadana rovnice se d4& mnohdy pékné upravit na soucin. Pokud je navic na jedné
strané prvocislo nebo néjaké konkrétni ¢islo, pak rovnou zname vsSechny jeho roz-
klady. Nejprve si to ukdzeme na prikladé.

Piiklad 7. p + 400 = a? pro p prvoéislo (PraSe 2012)

Reseni. Rovnici upravime do tvaru p = (a — 20)(a + 20). ProtoZe p je prvoéislo,
musi nutné platit a — 20 = 1 a také a + 20 = p. Z toho plyne a = 21 a p = 41, coz
je skutec¢né jedinym FeSenim této rovnice.

Priklad 8. 22 =4y%+13

Priklad 9. zy+yzt+ze=zyz+r+y+=z

Piiklad 10. a?b+ ab® = 2(a® + b3) (PraSe 2002)

Uprava na cCtverec

Dalsi uzite¢nou metodou je upravit jednu stranu rovnice na soucet ¢tvercti (druhych
mocnin néjakych vyrazi). Snazime se mit na druhé strané néjaké konkrétni ¢islo —
nejlépe zaporné (rovnice pak nemd Feseni), nebo malé ptirozené (zbyva jen nékolik
kandid4td na FeSeni rovnice).

Piiklad 11. 2?2 +2x+y?> =1

Reseni. Nejprve k obou strandm rovnice pficteme jednicku — dostaneme 2 4 2z +
1+y? = 2. Déle si v§imneme, Ze vyraz na levé strané lze snadno upravit na étverec:
(x+1)2 +y? = 2. Jedinou moznosti jak rozlozit ¢islo 2 na soucet dvou étverctt je 1 a
1, tedy (z+1)? = 1 ay? = 1, z éehoz mame ¢tyfi celociselnd fesent: » € {—2,0} ,y €
{-1,1}.

Piiklad 12. 22 + 22y +2y? + 6y =1

Piiklad 13. 522 +4xy + 2y? — 2z 4+ 4y = —5

Po sobé jdouci mocniny

Tvrzeni. Neexistuji z, y, a takovd, ze z° < y* < (z 4+ 1)*.

Toto zdanlivé jednoduché tvrzeni méa prekvapivé mnoho uplatnéni. Pokud ma
byt naptiklad néjaky vyraz roven néjaké mocniné (a zd4 se nam, %e tomu tak neni),
pokusime se najit dvé po sobé jdouci mocniny, které ho semknou ostie mezi sebe, a
to nam zaruci neexistenci feSeni.

Priklad 14. a? =02 +b
Reseni. Pro kazdé prirozené ¢islo b plati: b2 < b2 +b < b2 +2b+1 = (b+1)2, tedy

viraz b2 + b nemiize byt ¢tvercem.
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Priklad 15. a? = 4b% +3b+2
Piiklad 16. a2 =947
Piiklad 17. a? =4° 4+ 4b% 4+ 4 (MO 59-A-I1-1)

Nekonecny sestup
Posledni metoda se opird o pomérné jednoduché tvrzeni:
Tvrzeni. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost pfirozenych cisel.

Kdyz chceme ukézat, ze dané rovnice nemé netrividlni feSeni, uvazujeme néjaké
feSeni a dokdzeme (obvykle pomoci nékteré z predeslych technik), Ze pak umime najit
feSeni, které je v néjakém smyslu ,mensi“. Obecné pfifadime n-tici ¢isel prirozené
¢islo urcujici jeji velikost (naptiklad soucet ¢isel v n-tici) a dokézeme, Ze umime
najit feseni s ostfe mensi velikosti. Takto nagenerujeme nekone¢nou posloupnost
feSeni s klesajicimi velikostmi, coz dle predeslého nelze, tudiz zadné feSeni neexistuje.
Abychom tuto metodu pochopili, opét si ji ilustrujeme na piikladeé.

Priklad 18. a® + 2b3 + 4¢® = 2abe

Reseni. Predpokladejme, Ze piirozena éisla a, b, ¢ fesi danou rovnici. Kdyby a bylo
liché, tak bychom méli na levé strané liché cislo, ale na pravé strané je ¢islo sudé.
Proto a = 2a; a rovnici miizeme upravit do tvaru 4a$ + b3 +2¢3 = 2a;bc. Analogicky
zjistime b = 2by, a tedy 2a3 +4b3 +c = 2a,b;c. Nakonec ze stejného diivodu musi byt
¢ = 2c1, a proto a3 +2b3 +4c} = 2a1byc;. Nagli jsme tedy feseni rovnice s poloviénim
(tedy mensim) soudtem, kterym je ay, by, ¢1. Stejnymi kroky bychom mohli neustale
zmensovat FeSeni, ale to podle uvedeného tvrzeni neni mozné délat do nekonecna a
puvodni Feseni a, b, ¢ tedy nemuze existovat. Rovnice nemé v prirozenych ¢islech
zadné feseni.

Piiklad 19. a2 +b% = 7¢2

Priklad 20. Je /2 racionalni?

Piiklad 21. 22 +zy + 3% = 2%y

Navody

2. modulo 2

3. modulo 5

4. modulo 7

5. modulo 4

6. modulo 127

8. Uprav na (z — 2y)(z + 2y) = 13.
9

(2 =Dy - 1)z~ 1)
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10. Pieved na jednu stranu a vytkni vyraz (a + b).

12. Dopli na étverce: (x +y)? a (y + 3)%

13. Doplii na ¢tverce: (2z +y)?, (x — 1)? a (y +2)%

15. Sevii mezi (2b)% a (2b+ 1)2.

16. Sevii mezi (3°)% a (3% + 1)2.

17. Sevii mezi (2°)% a (2° 4+ 1)%

19. Dokaz, ze pokud je (a,b,c) fesenim, pak jsou a, b, c délitelnd sedmi a (7,
je téz fesenim.

20. V podstaté fesime diofantickou rovnici ¢ = V2, neboli a? = 2b2.

b
21. Vazné chces hint k poslednimu piikladu?

a (
a (

%)

|

Literatura a zdroje

[1] Filip Hlasek, Diofantické rovnice, Oldfichov 2012
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Projektivni roviny

LUCIEN Sima

ABSTRAKT. V prvni ¢asti prednasky si definujeme koneéné projektivni roviny a uka-
zeme si jejich zédkladni vlastnosti. V druhé casti se je pokusime zkonstruovat a rozsirime
je na redlnou projektivni rovinu.

Motivace

V roviné plati, ze kazdymi dvéma body lze prolozit pravé jednu primku. Maji kazdé
dvé pfimky praveé jeden prisecik? V roviné nikoliv. Ukadzeme si nejprve konecnou
strukturu, ve které tomu tak je, v druhé ¢asti prednasky si do roviny pfidame ,body
v nekone¢nu“ a sestrojime tak redlnou projektivni rovinu.

Konecné projektivni roviny

Definice. Konecnou projektivni rovinou (déle KPR) rozumime dvojici (X, P), kde
X je konec¢na mnozina a P systém podmnozin X takovou, ze plati nasledujici tii
axiomy:

[AO) (3C C X)|C|=4A(VpeP)|pnC| <2

[Al] (Vp,qe P)Blz e X)x epnyg

[A2] (Vz,ye X)(3pe P)zepAycEp

Vystrasila vas definice? Prestoze je plna matematickych symboli, je celkem intu-
itivni. Mnozinou X myslime mnozinu bodt a systémem P mnozinu pfimek. Druhy a
tfet{ axiom popisuji vzdjemny vztah bodi a pfimek (kazdé dvé pfimky se protinaji
v pravé jednom bodé a kazdymi dvéma body lze prolozit pravé jednu pfimku). Pro¢
vyzadujeme prvni axiom (existenci ¢tvefice bodi v obecné poloze)? Zbavime se tak
degenerovanych pripadi a vSe bude o dost jednodussi.

Piiklad 1. Najdéte vechny dvojice (X, P) spliiujici axiomy [A1], [A2] a nespliiujici
axiom [AQ)].
Priklad 2. Najdéte alespon jednu KPR.

Jak tedy vypadaji KPR (splitujici vSechny t¥i axiomy)? Budeme se nadéle zabyvat
jejich strukturou.
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Tvrzeni. Méjme KPR (X, P). Pak kazdé dvé piimky obsahuji stejny pocet bodu.
Toto tvrzeni nas opraviiuje k zavedeni nésledujici definice.

Definice. Necht (X, P) je KPR. Jejim fddem rozumime |p| — 1, kde p je libovolna
pfimka.
Tvrzeni. Méjme KPR fadu q. Pak plati:

(1) Kazdy bod je obsazen v q + 1 pfimkéch.

(2) [X]=¢*+q+1

(3) [Pl=¢*+q+1

Piiklady

Priklad 3. Rado si hril s KPR tadu ¢ a obarvil nékteré jeji body ¢ervené. V§iml
si, ze kazda primka obsahuje alespori jeden Cerveny bod. Kolik nejméné bodu je
cervenych?
Piiklad 4. Méjme (X, P), kde X mnozina a P mnoZzina vSech podmnozin X a
q € N. Plati nasledujici ¢tyfi podminky:
(1) |X|=¢*+q+1
(2) |Pl=¢"+q+1
(3) Kazda primka obsahuje ¢ + 1 bodd.
(4) Kazdy bod je obsazen v ¢ + 1 pfimkéch.
Je pak (X, P) nutné KPR?
Priklad 5. Ve hie Dobble je 55 karet, pfi¢emz na kazdé karté je 8 symboli a

kazdé dvé karty maji jeden symbol spolecny. Ukazte, Ze ve hie se nachazi alesponi
57 riznych symbolt.

Pfiklad 6. Meéjme KPR (X, P). UvaZujme bipartitni graf s parititami (X, P).
Hrana vede mezix € X ape P& x € p.

(1) Jaka je délka nejkratsi kruznice v tomto grafu?
(2) Kolik kruznic této délky graf obsahuje?

Konstrukce projektivnich rovin

Pro ktera prirozena ¢isla g existuje KPR fadu 7 V této ¢asti prednasky si naznacime,
jak lze nékteré KPR zkonstruovat. K tomu potifebujeme definici télesa.

Definice. Télesem T rozumime mnoZinu 7" spolu s dvéma binarnimi operacemi
+,- na T, které splnuji nasledujici axiomy:
(1) asociativita séitani Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a +b) + ¢ =
a+ (b+c)
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existence nulového prvku Existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro libovolné
ac€Tplatia+0=a

existence opaéného prvku Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, Ze
a+(—a)=0

komutativita s¢itani Pro libovolné prvky a,b € T platia+b=b+a
asociativita nasobeni Pro libovolné prvky a, b, c € T plati (a-b)-c = a-(b-c)
existence jednotkového prvku Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro libo-
volné a € T platia -1 =a

existence inverzniho prvku Pro kazdé a € T existuje a=! € T takové, ze
a-a”l=1

komutativita nasobeni Pro libovolné prvky a,b € T platia-b=10b-a
distributivita Pro libovolné prvky a,b,c€ T platia-(b+c¢)=a-b+a-c
netrivialita |T] > 1

Téleso je tedy mnozina s dvéma specidlnimi prvky 0, 1 a binarnimi operacemi
sC¢itani a nasobeni, kterd spliiuje vyse popsané axiomy — tedy operace a specialni
prvky se chovaji, tak jak bychom chtéli. Tato sada axiomd nam umoziuje provadét
operace, které nad redlnymi ¢isly provadime zcela automaticky. Ukazeme si to na
prikladé.

Chceme vytesit rovnici 4+ 11 = 18. Zapomeiime na chvili, Zze TeSeni je na prvni
pohled vidét a zkusme se k nému dobrat jen pomoci axiomu télesa. Nejprve pfi¢teme
zprava k obéma strandm rovnice ¢&islo (—11). Dostavame:

(x+11) + (—11) = 18 + (—11)

Dalsim krokem je prezavorkovani levé strany a vypocet souctu na pravé strané:

z+ 11+ (-11)) =7

Ted mtzeme zavorku vypocitat:

zr+0=7

Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze  + 0 = = a dostavame:

x=17

Abychom si ujasnili definici télesa, zkusime si nékolik lehkych piriklada.

Priklad. Jsou tyto obory se standardnimi operacemi a 0, 1 télesy?

(1)
(2)
3)

nezaporn cisla
Z

Priklad. Zkonstruuj étyfprvkové téleso.

Existenci ne€kterych téles nam dava nasledujici véta.
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Véta.

(1) Reélna cisla spolu s klasickymi operacemi (s¢itani a nasobeni) tvoii téleso.

(2) Pro kazdé prvocislo p je mnozina 0,...,p — 1 spolu s operacemi séitani a
nasobeni modulo p télesem.

(3) Pro kazdé prvocislo p a k € N existuje téleso majici p* prvkii.

Nyni mame vse potfebné ke konstrukci projektivnich rovin. Méjme T téleso. K za-
vedeni bodi a pfimek se nam budou hodit takzvané homogenni souradnice. Témi ro-
zumime prvky 72\ {0,0,0} a7 na skalarni nasobek, tj. bod se soutadnicemi [u : v : w]
je totoZny s bodem se soufadnicemi [z : y : 2] pravé tehdy, kdyZ existuje 0 £t € T
takové, ze: x = tu,y = tv a z = tw.

Necht X je mnozina boda o vSech (vySe popsanych) homogennich soufadnicich.
Stejné definujeme mnozinu primek P. Musime jesté popsat jejich vzajemny vztah -
v definici KPR vyzadujeme, aby P byla mnozina podmnozin X. Bod z = [z : y : 2]
bude lezet na piimce p = [a : b : ¢|, pokud ax + by + ¢z = 0 (pro libovolny nésobek
soufadnic).

Tvrzeni. Pro libovolné téleso T' jsme vySe popsanym postupem dospéli k mnozi-
ném X a P, pro néz plati axiomy [A1] a [A2].

Pokud za téleso T zvolime redlnd isla, ziskali jsme (vySe popsanym postupem)
redlnou projektivnd rovinu. P¥i dosazeni télesa T o p* prvcich dostavame KPR fadu
p", kde p je prvoéislo a k pFirozené ¢islo. Zda pro zbylé fady KPR existuje, je otevieny
problém.

Literatura a zdroje

[1] Sbirka dloh z matematiky, fhttps://kam.mff.cuni.cz/sbirkq
[2] Libor Barto: Skripta z linedrni algebry

66


https://kam.mff.cuni.cz/sbirka

Primitivni prvek

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Pro tspé$ného olympionika je nutnosti rozumét tomu, jak se pfi mo-

duleni chovd umocnovani. Pokrocilejsim, ale dulezitym pojmem v této kapitole je

Prerekvizity

Definice. Uplnou sadou zbytki myslime mnozinu {0, 1, 2, ..., n — 1} zbytké mo-
dulo n. Znacime ji Z,,. Kdyz v ni s¢itdme nebo nasobime, tak myslime automaticky
s¢itani a nasobeni modulo n. Redukovand sada zbytkid je podmnozina Z,, obsahujici
vechna ¢isla nesoudélnd s n. Znaéime ji Z¥ a ma ¢(n) prvki, kde ¢ je Eulerova
funkce.

Definice. Cislo a € Z} je kvadraticky zbytek, pokud 22 = a (mod n) pro n&jaké

13
x € Z,,. Pokud takové x neexistuje, fikdme, ze a je kvadraticky nezbytek.

Definice. Pro kazdé ¢islo a € Z7, existuje pravé jedna inverze modulo n, tj. prvek

a' € 7 takovy, ze aa’ =1 (mod n). Obvykle inverzi zna¢ime a 1.

Definice. Pro a € Z} nazveme 7dd prvku a modulo n nejmensi k € N takové, ze
a* =1 (mod n). Znac¢ime ho ord, (a).

Tvrzeni. Proa € Z}, x,y € Ny plati
a®*=a' (modn)<=z=y (modord,(a)).

Dusledek. Necht a € Z}, x € Ny. Pak a® =1 (mod n), pravé kdyz ord, (a) | .

Dusledek. Pokud a® = 1 (mod p) a zaroveri a¥ = 1 (mod p), pak téz a(*¥) =1
(mod p).
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Primitivni prvek

Definice. Cislo a € Z} nazveme primitivni prvek, pokud ord,(a) = ¢(n).

*
n’

Poznamka. Primitivni prvek g je tedy ¢islo, které ,generuje“ celou Z}, neboli

{g° mod n, g* mod n,¢* mod n,...} = Z:.

Tvrzeni. Plati

Z o(d) = n.

d|n

Véta. (Lagrangeova) Necht P je nenulovy polynom stupné n s koeficienty ze Z,,.
Pak md rovnice P(z) =0 (mod p) maximdlné n kofenii modulo p.

Véta. Primitivni prvek existuje pravé pro modula tvaru 2,4, p¥, 2p*, kde p je liché
prvocislo a k € N.

Tvrzeni. Pokud existuje primitivni prvek g modulo n, pak existuje pravé p(¢(n))
(navzéjem nekongruentnich) primitivnich prvkii — jsou to g* pro 1 < k < n —1
spliujici (k, p(n)) = 1.

Pfiklad 1. Nechtf (a1,as,...,a,) je permutace ¢isel od 1 do n takovd, Ze soucet
a;+a;41+---+a; neni délitelny n+1 pro véechna 1 <i < j <m,aznai=1Aj = n.
Najdi takovou permutaci pro n = 22. (Crux Mathematicorum)

Priklad 2. Necht p je liché prvoéislo. Najdi vSechna takova k, Ze
pl1F+28 4.+ (p—1)~

(Hungary-Israel Math Competition 2009)

Piiklad 3. Necht p je prvocislo splitujici p = 3 (mod 8) nebo p = 5 (mod 8).
Necht navic p = 2¢ + 1, kde ¢ je také prvoéislo. Spoéti w? + w?* + --- + w2p71,
kde w € C spliiuje w? =1, w # 1.

Piiklad 4. Pro prvodislo p uréi, jaky je soudet vSech kvadratickych zbytkt mo-
dulo p. Jak je to s kvadratickymi nezbytky?

Priklad 5. Pro kazdé liché prvocislo p polozme

p—1
“— 1 [F(p)
Fp) — 120 _
W= m0 =g - {2
k=1
kde {z} =z — |z]. Uréi f(p). (Chinese TST 1993)
Priklad 6. Budp prvocislo a ay,as,...,a, riznd prirozend ¢isla mensi nez p. Pred-

pokladejme, ze p | a¥+- - -+ak pro viechna k € {1,2,...,p—2}. Uréi {a1, as, ..., a,}.
(Mathematical Reflections)
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Priklad 7. DokaZ, Ze soudin vSech primitivnich prvka modulo p je kongruent-
ni 1 mod p.

Priklad 8. Ukaz, Ze 2 je primitivni prvek mod 3™.

Piiklad 9. Dokaz, ze pokud je p Fermatovo prvoéislo (tedy tvaru 22" 11 pro
néjaké k € N), pak je kazdy kvadraticky nezbytek modulo p sou¢asné primitivnim
prvkem.

Priklad 10. Necht n € N. Ukaz, Ze existuje nekone¢né mnoho prvoéisel p takovych,
ze nejmensi primitivni prvek p je vétsi jak n.
Piiklad 11. Jsou-li p, g prvodisla, pak kongruence 27 = 1 (mod p) mé prévé jedno
feseni (v Z,), pokud ¢ tp — 1, a pravé ¢ feseni, pokud ¢ | p — 1. Dokaz.

Jak je to s pocty FeSeni obecné&jsi ulohy z? = a (mod p)?
Priklad 12. Pro a € Ny definujme n, = 101la — 100 - 2°. Pro 0 < a,b,c,d < 99
ukaz

Ng +1p =ne +ng  (mod 10100) = {a, b} = {c,d}.

(Putnam 1994)

Priklad 13. Uréi podet vSech posloupnosti redlnych cisel {a,}>2 ; takovych, Ze
pro vSechna pfirozend ¢isla m, n plati a,, - a, = @py., @ zaroven a,, = Gn42011-

(MKS 30-6-8)
Priklad 14. Necht p = 4k + 3 je prvocislo a g je takovy jeho primitivni prvek, Ze
g?> =g+ 1 (mod p). Dokaz, ze g — 2 je také primitivni prvek modulo p.

Priklad 15. Ukaz, ze existuje nekoneéné mnoho ptirozenych n takovych, Ze ¢is-
lo n* + 1 m4 prvoéiselného délitele vétstho nez 2n. (MKS 30-2-8)

Priklad 16. Najdi vSechna dvojcifernd pfirozena ¢isla n (kde n = 10a + b, a # 0,
a,be {0,1,...,9}) takova, Ze k* = k® (mod n) pro viechna k € Z.
Piiklad 17. Bud S = {ny,na,...,n;} mnoZina pfirozenych ¢isel, ktera jsou kva-
dratickymi zbytky modulo p. Najdi nejmensi mozné k, aby existovala podmnozina A
mnoziny S velikosti k, soucin jejichz prvka je 1 mod p.
Priklad 18. Necht p je liché prvodislo, m,n € N nejsou délitelnd p, s € Ny a
p | m? +n?. Dokaz, ze pak p =1 (mod 25*1).
Priklad 19. Necht p je liché prvodislo a A, B dvé rtizné neprazdné podmnoziny
{1,2,...,p — 1} spliiujici
(i) AuUB={1,2,...,p— 1},
(ii) pokud a,b € A nebo a,b € B, pak abmod p € A,
(iii) pokud a € A a b € B, pak abmod p € B.

Najdi v8echny takové mnoziny A, B. (Indickd MO)
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PRIMITIVNI PRVEK

Navody

1. Vezmi primitivni prvek a umocnuj.

2. Zapis ¢isla 1,...,p — 1 pomoci jednoho primitivniho prvku a vyuzij vzorecek
pro soucet geometrické fady.

3. Dokaz, ze 2 je primitivni prvek modulo p a adekvatné interpretuj exponenty
uw.

4. Kvadratické zbytky jsou ptesné ty prvky Zg;, u kterych ma primitivni prvek
sudy exponent.

5. Doplii sumaci az do p — 1, pfeved sumu na soudet mocnin primitivniho prvku a
rozeber piipady p — 11120, p — 1| 120.

6. Poloz a; = g%, kde g je primitivni prvek, a uvazuj polynom z®* + --- 4+ x%n.
7. Inverzni prvek k primitivnimu prvku je opét primitivni.

8. Indukci podle n. Musi platit ¢(3") = ords«(2) | ordsn+1(2) | ¢(3"1). Dalsi
indukei vylu¢ ptipad ordgni1 = 2- 371

9. Kvadratické zbytky nemohou byt primitivnimi prvky. Kolik méa p primitivnich
prvka?

10. Staci, aby 1,2,...,n byly kvadratické zbytky modulo p. Cinsk4 zbytkova a
Dirichletova véta.

11. Poloz x = g%, kde g je primitivni prvek a i € N, a zaméf se na exponenty.
V obecnéjsim pripadé€ navic poloz a = ¢7.

12. Rozdél na kongruenci modulo 100 a modulo 101, vyuzij 2!%° = 1 (mod 101)
a nakonec skutecnost, Ze 2 je primitivni prvek modulo 101.

13. Ukaz, ze posloupnost obsahuje pouze ¢isla —1,0,1. Vezmi primitivni prvek g
modulo 2011 a vSechny ¢leny aZ na ag vyjadii pomoci ag.

1)2k+3 =

14. Inverzni prvek ke g je také primitivni a je to g — 1. Plati (g — g—2

(mod p).

15. Dokaz, Ze prvocislo p = 8k+1 déli n&jaké ¢islo tvaru n +1. Vyuzij Dirichletovu
vétu.

16. Uvaz prvodislo p | n a n&jaky jeho primitivni prvek g, ten dosad za k. Douro-
zebirej.

17. Prok < Bt uvaz S = {¢% ¢2,...,¢%}, kde g je primitivni prvek modulo p. Pro
k> % rozepis prvky S pomoci primitivniho prvku a hledej podmnozinu exponentii
se spravnym souctem.

18. Umocni na 2° kongruenci g¥ = mn=! (mod p) (g prim. prvek).

19. Musi byt AN B = ). Do které mnoZiny padne primitivni prvek?
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Fibonacciho Cisla a zlaty rez

MicHAL TOPFER

ABSTRAKT. Zlaty fez je jednim z ¢isel, kterd se velmi casto vyskytuji v pfirodé. O

tom ale tento prispévek pojednavat nebude, budeme se zabyvat spiSe tim, co to je

zlaty fez a jaka je jeho souvislost s Fibonacciho ¢isly.
Piiklad 1. (Motiva¢ni uloha) Co se stalo? Jak je mozné, Ze druhy trojihelnik ma
v sobé diru 1 x 17

// ///
B NN -
] NN B NN

Fibonacciho cisla

Definice 2. Fibonacciho ¢isla jsou posloupnost celych ¢isel definovana nasledujici
rekurenci:
FO = 0
=1
Fn+2 :Fn+1+Fn
Prvnich nékolik Fibonacciho ¢isel je tedy: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Priklad 3. (Fibonacciho kralici) Jeden muZ umistil jeden par kréaliki do pros-
totu obehnaného ze vsSech stran zdi. Kolik pard kralikti vznikne z tohoto paru,
predpokladame-li, ze kazdy par zplodi kazdy mésic novy par, ktery zac¢ne plodit
potomky druhy mésic po narozeni?

Priiklad 4. Prfedstavme si, Ze chceme vyjit na schodisté, které mé n schodu. Pritom
mizeme udélat krok o jeden schod nahoru a nebo krok natdhnout a postoupit o dva
schody nahoru. Kolika zptusoby se mtuzeme dostat az nahoru?
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Priklad 5. Kolika zptisoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech 2 X n pomoci
dlazdic 1 x 27

Priklad 6. Dokazte, 7e F1 + Fo+ -+ F,, = F10 — 1.
Priiklad 7. Dokazte, Ze

Iy + 3+ -+ Fopgr = Fopgo,
1+ Fo+ Fy+ -+ Fop = Fopy.

Piiklad 8. (Cassiniho identita) Dokazte, ze F,,_1 - Fy1 — F2 = (—1)".
Priklad 9. Dokazte, Ze 4n-té Fibonacciho ¢islo je délitelné tfemi.

Cvi€eni 10. Dokazte, ze Fy | For -

Zlaty fez

Definice 11. Rozdélme tsecku na dvé cCasti tak, ze pomér delsi ¢asti ke kratsi
Casti je stejny jako pomér celé tsecky k delsi ¢asti. Tento pomér nazyvame zlaty rez
(nékdy té7 zlaté ¢islo) a zna¢ime ho .

Uloha 12. Najdéte hodnotu .

Reseni.  Vyjdeme z definice. BUNO nechf del3i ¢ast tisecky mé délku 1, délku celé

tsecky oznacime x. Tim dostaneme rovnici ﬁ = 7. Tu upravime do tvaru kvad-

ratické rovnice 2 — z — 1 = 0, kterd mé dvé Feeni: z, = 1+T\/g axry = 1_2—\/5
Zaporny kofen nés v tomto piipadé nezajima (ale déle se jesté bude hodit, takze

si ho oznacime @), takze dostavame, Ze

1+V5
2

= 1,618 .

Poznamka 13. Zlaty fez je ¢asto povaZovan za nejkrasnéjsi pomér. Proto ho vy-
uzivaji malifi pfi ndvrhu kompozice obrazt a také architekti jako pomér naptiklad
mezi délkou a sitkou budov.

Ptiklad 14. Ukazte, ze p? = ¢ + 1.
Priklad 15. Ukaite, 7e ¢ =1+ é.

vvvvvv

diky pfedchozimu pfikladu mizeme zapsat jako
1
p=1+—7F
1+L
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Priklad 17. Zlaty obdélnik je obdélnik, ktery m4 strany v poméru zlatého fezu.
Co se stane, kdyz zlaty obdélnik rozdélime na dvé casti tak, aby jedna z nich byla
Ctverec?

Véta 18. (Binetova formule)

1+v6) [1-V5) | _¢"—¢"
2 2 V5
Dikaz. Pro dukaz staci ovétit, ze formule splituje definici Fibonacciho ¢isel (tedy

rekurzivni rovnost F, o = F, 11 + F,, a platnost pro Fy a F). Podrobné rozepsani
si mizete vyzkouset jako cviceni. O

1
Fnzi
V5

Poznamka 19. Podobné jako zlaty fez muzeme definovat také zlaty thel. Plny
thel rozdélime na dvé ¢asti obdobné jako pri definici zlatého fezu. Jako zlaty whel
se oznacuje mensi z téchto dvou ¢asti, ktera odpovida priblizné 137.5°. Zajimavy je
jeho vyskyt v prirodé, napiiklad listy byvaji na stonku Casto umistény ve spirdle s
otocenim praveé o zlaty thel.

Vztah Fibonacciho Cisel a zlatého fezu

Pojdme nyni prozkoumat vztah Fibonacciho ¢&isel a zlatého fezu. Definujme ¢¢ = 1

adélegpnzl—}—@l_l.

Véta 20. (Vztah Fibonacciho ¢isel a zlatého fezu) Pomér dvou po sobé jdoucich
Fibonacciho cisel se blizi zlatému rezu. Formalné

l. Fﬂ,
im =p.
n—oo [y _q
Diikaz. Limitu oznacime L a upravujeme:
F, F F,+ F,_ F F_ 1
L= lim —" zlimn—H:hmM:hm—n—i— Uk R

Tim jsme dostali rovnici L =1+ %, po tpravé L2 — L —1 = 0, coZ je piesné rovnice,
kterou jsme méli pti vypoctu zlatého fezu. Limita je zfejmé kladnd, takze nés stejné
jako v ptipadeé zlatého fezu zajimé pouze kladny z kofenti. O

Priklad 21. Urcete, k jakému ¢islu se blizi pomér %

Navody
10. Vyuzijte lemma: F,, = Fy41 - Fro—p + Fr - Fro—i—1 -
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