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Aritmetické funkce

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. V této prednasce si zavedeme pojem aritmetickych funkci, které obvykle
kéduji rizné Ciselné teoretické informace, a ukazeme si nékolik zakladnich vztaht mezi
nimi. Specialné zavedeme diilezity pojem Dirichletovych konvoluci.

Definice. Aritmetickou funkci nazveme libovolnou funkci z pfirozenych do reél-
nych (nebo i komplexnich) éisel.

Zd4 se, ze pojem aritmetické funkce splyva s pojmem posloupnosti (ke kazdému
prirozenému ¢islu méme v obou pfipadech pfifazené néjaké libovolné ¢islo). Aritme-
tické funkce budeme ale pouZivat v jiném kontextu — klasicky to totiz budou funkce,
které vyjadiuji néjakou ¢iselné teoretickou vlastnost. Uvedme si nejdfive nékolik
prikladu.

(1) ¢(n): Eulerova funkce udavajici pocet ptirozenych ¢isel nesoudélnych s n a
mensich nebo rovnych n.
(2) m(n): Prvociselnd funkce udévajici pocet prvoéisel mensich nebo rovnych n.
(3) 7(n): Pocet délitelt ¢isla n.
(4) o(n): Soucet délitelu &isla n.
Tvrzeni. Pro vSechnan € N plati 3, ¢(d) = n.

Dusledek. Pro kazdé prvodislo p existuje primitivni prvek (pfirozené a takové, zZe
mocniny a probihaji vSechny nenulové zbytky po déleni p).

Zavedme si novou aritmetickou funkci definovanou ponékud zvlastné:

Definice. Mdbiovou funkci p(n) nazveme aritmetickou funkci, ktera je pro bez-
étvercové n rovna (—1)*, kde k je pocet prvociselnych délitelt éisla n, a 0 jinak.

Tvrzeni. Plati Zd|n p(d)=1pron=1a Ed‘n u(d) = 0 jinak.

Tvrzeni. Pro vSechna piirozend n plati p(n) =3_,,, n(d)%.

Disledek. Pro vSechna pfirozend n plati ¢(n) =n][,, (1 - %)

Dirichletovy konvoluce

Definice. Dirichletovou konvoluci (té7 Dirichletovym soucdinem) dvou aritmetic-
3



ARITMETICKE FUNKCE

kych funkci f, g mame na mysli aritmetickou funkci A definovanou
n
h(n) =" fldyg (%).
d|n

Znacime h = f x g.

Priklad. Pokud I oznacime funkci, ktera je rovna 1 pro n = 1 a nula jinak, u
konstantni jednotkovou funkci a N identickou funkci, pak plati N = pxu, [ = p*u,
p=pu*xN.

Tvrzeni. Aritmetické funkce, které nejsou v jedni¢ce rovny 0, spolu s Dirichletovou
konvoluci tvori komutativni grupu.

Dusledek. (Mébius inversion formula)  Pokud pro dvé aritmetické funkce f, g a
pro vSechna piirozena n plati

) =3 g(d),
d|n

pak pro vsechna prirozena n mame:

g(n) =" Fdu (%) -

dln

Multiplikativni funkce

Definice. O aritmetické funkci f fekneme, Ze je multiplikativni, pokud pro vSechna
pfirozena ¢isla m, n takova, ze (m,n) = 1, plati f(m)f(n) = f(mn) a zroveii neni
identicky nulova. Navic fekneme, Ze je uplné multiplikativn?, pokud dokonce pro
vSechna pfirozend m, n plati f(m)f(n) = f(mn).

Priklad. Aritmetické funkce ¢, pu, N, u, I jsou vSechny multiplikativni. Z nich
pouze N, u, I jsou uplné multiplikativni.

Tvrzeni. Multiplikativni aritmetické funkce tvori podgrupu grupy vSech aritme-
tickych funkci spolu s Dirichletovym nasobenim.

Poznamka. Uplné multiplikativni funkce podgrupu netvoii.

Tvrzeni. Pokud je f dplné multiplikativni, pak f * (fu) =1I.

Literatura a zdroje

[1] Tom M. Apostol: Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag,
1976.

[2] Josef Svoboda, Stépan Simsa: PraSeci seridl Teorie ¢isel 2014,
http://mks.mff.cuni.cz/archive/33/uvod3s.pdf
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Kruhova inverze

FiLip BIALAS

ABSTRAKT. Kruhova inverze je geometrické zobrazeni, které umi ménit kruznice na
pfimky a naopak. Podivame se, jakd ,magie“ se za tim skryva, a na prikladech si
ukézeme, kdy a jakym zplusobem je vhodné inverzi pouzit.

Umluva. Rovinu roz$iiime o jediny bod oo, o kterém tvrdime, Ze lezi na vsech
primkach.
Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni dané kruznici k se stfedem O
a polomérem r, které bodu X prifadi bod X’ dle nasledujicich pravidel:

(i) Kdyz je X = O, potom X’ = 0.

(ii) Kdyz je X = oo, potom X' = O.

(iii) Jinak je X’ bod polopfimky OX, pro ktery plati |OX| - |OX'| = r2.

Cviceni. Rozmyslete si nésledujici pozorovani o kruhové inverzi:
(i) Body kruznice k jsou samodruzné.
(ii) Body, které leZely uvniti kruznice, se zobrazi ven a naopak.

(iii) Dvakréat provedend kruhovd inverze dle stejné kruznice je identita.

Tvrzeni. (Konstrukce obrazu) Je ddna kruznice k a bod X vné této kruZnice.
Tec¢ny ke kruznici k vedené bodem X se ji dotykaji v bodech T, U. Pak obraz X'
bodu X v kruhové inverzi podle kruznice k je stfed usecky TU.

Tvrzeni. (Tétivové ¢tyfahelniky) Je ddna kruZnice k se stiedem O a body A, B
takové, Ze nelezi na jedné piimce s O. Oznacme A’, B’ obrazy bodii A, B v inverzi
podle k. Pak body A, B, A’, B’ lezi na jedné kruznici.

Lemma. (Pfepocitavaci lemma) Je ddna kruznice k(O,r) a body X, Y. Oznacme
X', Y’ obrazy bodi X, Y v inverzi podle kruznice k. Pak

(i) |[<OX'Y'| = |<XY O,

7"2

i) (XY =|XY| —————.



KRUHOVA INVERZE

Tvrzeni. (Stézejni) UvaZme kruhovou inverzi uréenou kruznici k se stiedem O.
Pak

obrazem primky prochazejici bodem O je ona sama,
obrazem primky neprochazejici bodem O je kruznice prochazejici bodem O,
obrazem kruznice prochézejici bodem O je pfimka neprochazejici bodem O,

obrazem kruznice neprochazejici bodem O je kruznice neprochazejici bo-
dem O.

Cviceni. Jak vypadaji kruznice, které kruhové inverze zobrazi na sebe samotné?

Priklady

Nyni zbyva dodat nékolik zavérecnych rad a nésledujicim prikladim jiz nic nestoji
Vv cesté.
(1) V celé fadé tloh nezavisi na poloméru kruznice, dle které se provadi inverze.
Dilezity byva hlavné jeji stied.
(2) Jako stfed byva zpravidla vhodné volit bod, jimz prochdzi podeziele velké
mnozstvi kruznic.

(3) Casto se vyplati hledat inverzi, ktera prevadi néjaky objekt ze zad4ni na jiny.

Priklad 1. Pfimka p protne kruznici k v bodech A a B. Ozna¢me S stfed jednoho
z obloukt AB. Uvazme dvé pfimky prochazejici S, které protnou kruznici k£ v bodech
C a D a pfimku p v bodech F a F. Dokazte, ze body C, D, E a F lezi na kruznici.

Priklad 2. Je déan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym tthlem u vrcholu C. Necht
D a FE jsou body na useckach AC' a BC. Dokazte, ze paty kolmic vedené z bodu C'
na piimky AB, AE, BD a DF leZi na jedné kruznici.

Priklad 3. KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se dotyka jeho stran BC, CA a
AB po fadé v bodech D, E a F. Necht X je bod uvnitf trojihelnika ABC' takovy,
ze kruznice vepsand trojuhelniku ABX se dotyka jeho stran v bodech D, G a H.
Dokazte, ze body E, F', G, H lezi na kruZnici. (IMO shortlist 1995)

Priklad 4. Nechf w je kruZnice opsané trojihelniku ABC. Uvazme kruZnici I,
kterd se dotyka stran AB, AC' a navic kruznice w v bodé T. Déale méjme kruZnici
pripsanou trojuhelniku ABC proti vrcholu A, ktera se dotyka strany BC v bodé V.
Dokazte, ze |<<BAT| = |[<CAV].
Piiklad 5. (Ptolemaiova véta) Pro étyfuhelnik se standardnim znacenim délek
stran a tthlopficek dokazte, ze

ac+bd > ef,
pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je ctyrihelnik tétivovy.
Priklad 6. Jsou dany dvé pevné kruznice k a [, které se protinaji v bodech A a

B. Necht m a n jsou kruznice, které maji s k& vnéjsi dotyk, s [ maji vnitini dotyk,
6
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navic se samy dotykaji v bodé X. Ukazte, ze bod X lezi na kruznici nezavislé na
volbé m a n. (MKS)

Priklad 7. Necht © je kruznice opsand trojihelniku ABC. Uvazme kruznici w,
kterda se dotyka stran AC, BC' a navic mé vnitini dotyk s 2 v bodé P. Pfimka
rovnobéznd s AB se dotykd w uvnit¥ trojuhelniku ABC' v bodé Q. Dokazte, ze
|<ACP| = |<QCB]. (EGMO 2013)

Priklad 8. Necht k1, ks, k3 a k4 jsou kruZnice takové, Ze k; a ks maji vnéjsi dotyk
v P a ko a k4 maji rovnéz vnéjsi dotyk v P. Oznaéme A, B, C, D druhé prusecéiky
k1 s ko, ko s ks, k3 s k4 a k4 s k1. Dokazte, zZe plati

|AB|-|BC| |PBJ?
|AD|-|CD| — |PD|*

(IMO shortlist 2003)

Priklad 9. Necht k& a [ jsou dvé kruZnice protinajici se v bodech A a B. Te¢na ke
k vedend bodem A protne [ podruhé v bodé C'. Te¢na k | vedend bodem A protne
k podruhé v bodé D. Necht E je bod na polopiimce AB takovy, ze |AE| = 2|AB|.
Dokazte, ze body A, C, E a D lezi na kruznici.

Priiklad 10. KruZnice k1, ko a k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Kruznice [; mé vnéjsi
dotyk s kruznicemi ki, ke a ks v bodech K, L a M. KruZnice ls mé s kruznicemi
k1, ko a k3 vnitini dotyk v bodech P, @ a R. Dokazte, Ze se pfimky K P, LQ) a M R
protinaji v jednom bodé.

Piiklad 11. Kruznice k1, ks a k3 maji po dvou vnéjsi dotyk. Navic se vSechny tii
dotykaji pfimky [. Kruznice k o poloméru jedna mé vnéjsi dotyk s k1, s ko i s ks,
ale nemé zadny spole¢ny bod s pfimkou /. Jaka je vzdalenost stfedu kruznice k od
primky [7

Literatura a zdroje:

Prispévek byl neotiele zkopirovan od Martina Hory z jarniho soustiedéni 2016, kte-
rému timto dékuji.

[1] Archiv MKS, http://mks.mff.cuni.cz/archive

[2] http://www.artofproblemsolving.com

[3] http://www.imomath.com/

[4] http://mathcircle.berkeley.edu/



Factoring lemma

Fiip CERMAK

ABSTRAKT. Factoring lemma je jednoduché, ale zaroven velice uziteéné lemma, které
nam pomize vytesit nékteré priklady z teorie cisel.

Motivacni priklad

Méjme a, b, ¢, d prirozena cisla takova, ze ab = cd. Dokazite, ze a + b+ ¢+ d je
slozené.

Lemma. Necht a, b, c, d jsou pFirozena cisla, ktera spliiuji ab = cd. Potom existuji
prFirozend ¢isla m, n, p, q takovd, Ze ged(n,p) =1 a

a=mn, b=pq, c=mp, d=ngq.

Diikaz. PrepisSme podminku ab = cd jako

Zlomky < a % umime prevézt do stejného zdkladniho tvaru %. Ptepisme vzniklé

rovnice a definujme ¢isla m a ¢ vztahem
c d
n

Ziejmé m a q jsou prirozena Cisla, a tedy m, n, p, ¢ maji pozadované vlastnosti.
|

Reseni. N&s§ motivaéni pifklad se tedy bude Fesit nasledovné: Z factoring lemmatu
vime, Ze existuji prirozena Cisla m, n, p, q takova, ze a = mn, b = pg, c = mp a
d = nq. Potom

a+b+ct+d=mn+pg+mp+qn=(m+p)lg+n),

coZ je pro prirozena m, m, p, q slozené ¢islo.
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Diofantické rovnice

Uloha. Méjme po dvou nesoudélna piirozena ¢isla a, b, ¢ splijici a® + b = 2.

Ukazte, ze pokud je navic a liché, pak umime nalézt takova pfirozend u, v, ze

a=u%>—v?ab=2uv.

Reseni. Piepisme si prvni rovnici jako
2 _
b* = (c—a)(c+a).

Diky nasemu lemmatu vime, Ze existuji pfirozena cisla m, n, p, g takova, ze
b=mn =pq, ¢c—a = mpac+a = ng. Znovu s vyuzitim lemmatu mame, ze
existuji ptirozena cisla z, y, z, w takova, ze m = xy, n = zw, p = xz, ¢ = Yyw.
Tedy dostaneme b = zyzw a
ng —mp

5 = %(w2 —2?).

Jelikoz vime, Ze a je liché a navic w? a x? jsou modulo 4 kongruentni s 1 nebo 0, tak

dvojka déli pouze yz. AvSak pokud se podivime na pfedeslou rovnici, pak yz | 2a a
zérovenl yz | b = zyzw.
7 toho tedy uz nutné plyne, ze yz = 2. Tim je dikaz hotov.

Priklad 1. Mejmé po dvou nesoudélnd piirozend &isla a, b, ¢ spliiujici rovnici
a® + b? = 2¢2. Dokaite, Ze pak existuji pfirozena ¢isla u a v takova, Ze
a=u?—v?+ 2uv,
b=v?—u?+ 2uw,

c=u? 40
Priklad 2. DokazZte, Ze neexistuji t¥i pfirozena ¢isla x, y, z takova, Ze

2(z* —y*) = 22

SOS a z[i]

Piiklad 3. Necht (a,b) a (¢,d) jsou dvé riizné neuspoiadané dvojice pfirozenych
¢isel spliujici a? + b? = c® + d? = k. Dokaite, ze k je slozené.

Lemma 4. Pokud mame a,b,c,d € 7Z. Dokazte, ze existuji cela ¢isla m, n, p, q
takova, ze

2a = mn + pq, 2b =mp —nq, 2c =mp+ng, 2d = mn — pq.

Tvrzeni 5. Factoring lemma plati také v Euklidovském okruhu Z[i], coZ se nam
obcas miize hodit.
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Lemma 6. Pokud mame a, b, c, d pfirozena ¢isla spliiujici a® +b? = cd, pak ukazte,
Ze existuji takova cela cisla x, y, z, w, t, aby platilo

c=tx*+y?), d=t(z* +w?), a=t(xz+yw), b=tlzw+yz).
Piiklad 7. Necht a, b, ¢ jsou pFirozena &isla takova, Ze ab = ¢ + 1. Dokaite, Ze a

i b mohou byt zapsana jako soucet dvou ¢tverct.

Priklad 8. Dokazte, ze kazdé prvocislo tvaru 4k + 1 mtze byt zapsédno jako soucet
dvou ¢tvercti.

Ted uZ jenom poditani ...

Piiklad 9. Najdéte vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 2% 4 3y? = 22.

Piiklad 10. Dokazte, 7e pokud a, b, ¢, d jsou pfirozena &isla, N = a? + 2b% =
= c? +2d? a {a,b} # {c,d}, pak N je slozené.

Priklad 11. Dokazte, ze zadné ¢tyfi ¢tverce nemohou vytvorit nekonstantni arit-
metickou posloupnost.

Pfiklad 12. (IMO Shortlist, 1998) Najdéte vSechna pfirozena ¢isla n, pro kterd
existuje prirozené m takové, ze

2" —1|m?+9.

Priklad 13. Mgéjme piirozend cisla a, b, ¢, d a celé &islo x, pro které plati
(a+b—2x)(a+ b+ x) =2ab a ac = bd. Dokazte, ze ad + be je slozené ¢islo.

Piiklad 14. Najdéte viechna celodiselnd FeSeni rovnice 7z2 + 3% = 22,

Piiklad 15. Najdéte vSechna piirozend ¢&isla a, b, ¢, pro kterd plati, Ze a® + 1 i
b% +1 jsou prvocisla a (a? +1)(b* + 1) = ¢® + 1.

Priklad 16. Najdéte vSechna prvocisla p, q takova, Ze
P+l=q —¢
Priklad 17. Méjme licha pfirozena éisla a, b, ¢, d, kde a < b < ¢ < d a ad = be.

Dokazte, 7e pokud a 4+ d = 2F a b+ ¢ = 2™ pro néjaka piirozena ¢isla m a k, pak
a=1.

Priklad 18. Pro pfirozend éisla a, b, ¢, d, r, s plati rab = scd. Dokazte, Ze
r(a® 4+ b%) + s(c® + d?) neni prvoéislo.
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Literatura a zdroje

[1] Turie Boreico, Roman Teleuca: A Factoring Lemma, Mathematical reflecti-
ons, 2007.

[2] Art of problem solving: https://artofproblemsolving.com/community

[3] Hana Bendova: Factoring lemma,
https://mks.mff.cuni.cz/library /FactoringLemmaHB/
FactoringLemmaHB.pdf

Navody

Factoring lemma.

Vezméte si nejmensi trojici a zkuste pouzit factoring lemma na nalezeni mensi.
Predchozi ptriklad.

Rozklad v Z[i].

Lemma 6.

® NS kb

Wilsonova véta.
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Harmonické ctverice

Tonpa CESIK

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s konceptem harmonickych pomértu v planimetrii.
Uvadi tvrzeni, diky nimz lze harmonické konfigurace nachéazet v geometrickych tlo-
hach olympiaddniho typu a pouzivat je k ¢asto rychlému a elegantnimu feseni. Kazda
kapitolka obsahuje nékolik uloh k procviceni dané techniky.
Umluva. Symbolem AB budeme znaéit tradiéné pfimku prochazejici body A, B
a nékdy navic i délku orientované usecky s krajnimi body A a B.

Dvojpomér a promitani na primky

Méjme piimku AB a na ni bod X. Polohu bodu X vzhledem k A a B muZeme
vyjadiit tzv. délicim pomérem.

Definice. Necht X je bod na pfimce AB rizny od bodt A, B. Délici pomér bodu

X vzhledem k bodiim A a B je ¢slo (AB, X) = 4X.

Cviceni. Rozmyslete si, ze pro dané body A, B je poloha bodu X hodnotou
(AB, X) jednoznacné urc¢ena. Kdy je (AB,X) > 07

Vzajemnou polohu ¢tyf bodd na pfimce mizeme popsat podobnou veli¢inou.
Definice. Dvojpomér bodi A, B, C, D (v tomto pofadi) lezicich na jedné pfimce
je ¢islo
(AB,C)  AC-BD

(4B,CD) = (AB,D) ~ AD-BC-

Cvicéeni. Dokazte, ze
1 1 1
AB,CD)= (CD,AB) = (BA,DC) = = =
(AB,CD) = (CD, AB) = (BA, DC) (AB,DC) (DC,AB) (BA,CD)-

Posledni cvi¢eni nam tika, ze vyznacné hodnoty dvojpoméru jsou 1 a —1. Z rov-
nosti (AB,CD) = 1 ovSem plyne, ze A = B nebo C = D, takZe nds bude vice
zajimat hodnota —1.

Definice. Body A, B,C,D lezici na pfimce tvoii harmonickou c¢tverici, pokud
(AB,CD) = —1.
Cviceni. Rozmyslete si, jak zhruba harmonické ¢tverice vypadaji. V jakém potadi
mohou na pfimce lezet jejich body?

12



TONDA CESIK

Tvrzeni. Jsou dany piimky p, ¢ a bod X mimo né. Bodem X prochéazeji ¢tyfri
piimky, které protinaji pifimku p postupné v bodech A, B, C, D a piimku q postupné
v bodech A’, B', C', D'. Potom plati (AB,CD) = (A'B’,C'D").

My budeme toto tvrzeni pouzivat hlavné pro promitani harmonickych étveric.
Prislusné ¢tyti primky tvoii v tom ptipadé harmonicky svazek.

Jak poznat harmonickou Ctvefici?
To nam velmi usnadni nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. V nasledujicich béznych konfiguracich se vyskytuji harmonické ¢tverice:
(i) Pokud M je stied AB, pak (AB, Moo) = —1.
(ii) Cevidny AD, BE, CF se protinaji v P. Oznacme D' = EF N BC. Pak
(BC,DD') = —1.
(iii) Na priméru AB kruZnice k se stfedem O je dan bod X . Je-li X' jeho obraz
v kruhové inverzi podle k (tj. plati-li |OX|-|OX'| = |OA|*> = |OB|?), pak
(AB,XX') = —1.

Tvrzeni. (,Dvé ze t¥i“) Necht A, B, C, D lezi na pfimce a P mimo ni. Pak
z libovolnych dvou nasledujicich bodi plyne treti:
(i) (AC,BD) = -1,
(ii) |<APC|=90°,
(iii) |<BPC|=|<CPD|, kde ihly chdpeme orientované.

A konecné jsou tady. ..

Ulohy |

Uloha 1. Mg¢jme trojahelnik ABC, bod I je jeho vepsisté, bod I, jeho A-pfipsisté,
D je prusecik osy thlu u A a strany BC'. Dokazte, ze (AD,I1,) = —1.

Uloha 2. Cevidany AD, BE, CF se protinaji v P. Ozna¢me Q = BC N EF,
R=ADNEF,S=CFNBRaT = DFnN BR. Ukazte, Ze

(QR,EF) = (AP,DR) = (CS, PF) = (BS,RT) = —1.

Uloha 3. Body D, E, F jsou zvoleny postupné na stranach BC, CA, AB troji-
helniku ABC tak, 7e ADN BENCF = K. Pfimka F'D protind pfimku BE v bodé
X, P je stied usecky AK a EP protind pfimku AB v bodé Y. Dokazte XY || AD.

Uloha 4. Na piimce p jsou dany body B, D, C v tomto pofadi. Dokazte, Ze viechny
body A takové, ze AD je osa thlu BAC, lezi na pevné kruzmici (tzv. Apolloniové
kruznici).
Uloha 5. (Blanchet Theorem) Na A-vysce AD trojihelnika ABC je dan bod P.
Ozna¢me X = BPNAC,Y = CP N AB. Dokazte |[<XDA| = |[<YDA|.
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HARMONICKE CTVERICE

Uloha 6. Je déan trojihelnik ABC, body dotyku kruznice vepsané se stranami
BC, CA, AB ozna¢me postupné D, E, F. Bod X lezi uvnitf trojuhelniku ABC' tak,
ze kruznice vepsana trojuhelniku X BC' se dotyka jeho stran v bodech D, Y a Z.
Dokazte, ze E, F', Y, Z lezi na jedné kruznici. (IMO Shorlist 1995)

Uloha 7. V trojahelniku ABC ozna¢me D patu osy uhlu u A a I, I, vepsisté
trojuhelniki ABD, ACD.
(1) Je-i Q@ = BC N 1Ipl., dokazte |[<<DAQ| = 90°. (Sharygin 2013)
(2) Oznacime-li pruseéiky I,I. s AB, AC postupné M, N, dokazte, ze MC a
N B se protnou na AD.

Uloha 8. Je déna kruznice w se stfedem O a tétivou AB (O ¢ AB). Bod C lezi na
w tak, ze AC puli tse¢ku OB. Ozna¢me D = ABNOC a F = BC N AO. Dokazte,
ze |AF| = |CD|.

Harmonické ctyiahelniky
Uzite¢nym nastrojim neni zdaleka konec. Co zkusit promitat na kruznice?

Tvrzeni. Je dan bod P leZici na kruznici k a mimo pfimku p. P¥imky a, b, ¢, d
protnoup v A", B, C', D" ak v A, B, C, D. Pak plati

AC|-|BD|
A/B/ C/D/ — | 1
Definice. Rekneme, ze tétivovy étyfuhelnik ABCD je harmonicky, pokud pro
délky jeho stran plati ac = bd.

Pozorovani. S pouzitim pfedchoziho tvrzeni si snadno rozmyslime, Ze ¢tyitahelnik
ABCD vepsany do kruznice w je harmonicky pravé tehdy, kdyz pro libovolny bod
P c w tvoii pfimky PA, PB, PC, PD harmonicky svazek.?

Tvrzeni. (O harmonickych ¢tyfuhelnicich) Bud D bod na oblouku BC' kruznice
k opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje bod A. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:
(i) Ctyitihelnik ABDC' je harmonicky.
(ii) Pfimka AD je A-symedidna v AABC (tedy piimka symetrickd s A-téznici
podle osy thlu u A).
(iii) Pfimka AD a tec¢ny ke k skrz B a C prochazeji jednim bodem.

Cviéeni. Uhlopiicky tétivového étyithelniku ABCD se protinaji v P. Dokaizte, Ze
pokud je BP symedidna v ABC', pak AP je symediana v ABD.
(Rumunsko TST 2006)

1Obecnéjsi tvrzeni bez absolutnich hodnot také plati, ale potiebovali bychom k jeho formulaci
komplexni ¢isla.
2Pokud napiiklad P = A, uvazujeme misto PA teénu k w v bodé A.
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TONDA CESIK
Pojdme to vyzkouset!
Ulohy II

Uloha 9. Kruznice vepsani rovnoramennému trojthelniku ABC (|AB| = |AC|)

se dotykd AC v E. Pfimka rtizna od BFE vedena bodem B protina kruznici vepsanou

v bodech F, G. P¥imky EF, EG protnou BC v K, L. Dokazte |BK| = |CL]|.
(MEMO 2008)

Uloha 10. V trojahelniku ABC plati |AC| = 2|AB|. Oznaéme P prisecik tecen
k jemu opsané kruznici w vedenych body A a C. Dokazte, ze prusecik pfimky BP a
osy strany BC' lezi na kruznici w. (CR TST 2012)
Uloha 11. Paty kolmic z bodu D tétivového &tyfuhelniku ABCD na piimky
BC,CA, AB ozna¢me postupné P,Q, R. Dokazte, 7e |PQ| = |QR| pravé tehdy,
kdyz se osy uhlid <ABC a <ADC protinaji na thlopti¢ce AC. (IMO 2003)

Uloha 12. V tétivovém pétithelniku ABCDE plati AC | DE a stfed M tétivy
BD spliwje |[<<AM B| = |<BMC|. Dokazte, ze BE puli tétivu AC.

Navody

1. Vyuzijte tvrzeni ,dvé ze tii“.

2. Vzdy najdéte spravny bod, z néjz promitat.

3. Najdéte harmonicky svazek vychézejici z Y.

4. Dokreslete ¢tvrtého do party k B, D, C a vyuZijte tvrzeni ,dvé ze t¥i“.

5. Zkombinujte konfiguraci ,,Ceva—Mene* a tvrzeni ,dvé ze t¥i“.

6. Ctvrty do party k B, D, C' a mocnost.

7. (1) Kde je ¢tvrty do party k II. a X = AD N [,I.? (2) Pokud maji dvé har-

monické ctvefice spolecny bod, pak spojnice zbylych t¥i odpovidajicich si dvojic
prochéazeji jednim bodem.

8. Dokazte sporem(!), ze OB || F'D.

9. Oznacte zbylé body dotyku, najdéte harmonicky ¢tyitahelnik a promitnéte ho.
10. Dokazte, ze BX, kde X je prunik osy BC' a w, je symediana v ABC.

11. Dokazte, ze oba vyroky jsou ekvivalentni s tim, ze ABC'D je harmonicky.

12. Zacnéte tim, ze AC je symedidna v ABD.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je zkracenou verzi prispévku Davida Hrusky, kterému timto dékuji.

[1] David Hruska: Harmonické ¢tvefice, Sbornik MKS, Zasada 2014
[2] Pepa Tkadlec: Dvoupomeér a poldry, Sbornik iKS, 2013
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Zakladni grafové algoritmy

PETR GEBAUER

ABSTRAKT. Na pfednaSce se sezndmime s nékolika algoritmy, které nam pomaéahaji
udélat si lepsi predstavu o struktufe grafu, napf. nam jej rozdéli na ¢asti s néjakou
vlastnosti, urci vzdalenosti v ném nebo ndm zvoli nejmensi ¢ast, ktera né€jakym zpu-
sobem drzi graf pohromadé.

Prosvistime si slovicka:

Ne/orientovany graf, podgraf, sled, tah, cesta, délka cesty, ne/orientovany cyklus,
silna souvislost, slaba souvislost, vzdalenost, strom; asymptotickd ¢asova a asympto-
tickd pamétova slozitost.

Definice. Topologické uspordddni orientovaného grafu G = (V, E) je prosté zob-
razeni t : V — {1,2,...,|V]} takové, Ze pro kazdou hranu (u,v) € E je t(u) < t(v).
Neformélné se na néj miazeme divat jako na poradi jeho vrchold.

Definice. Orientovany graf G = (V, E) je slabé souvisly, pokud je souvisly neo-
rientovany graf G’ = (V,E'), kde {u,v} € E' & (u,v) € EV (v,u) € E. Déle
fekneme, ze G je silné souvisly pokud pro kazdé dva razné vrcholy u, v existuje v G
orientovana cesta z u do v a orientovana cesta z v do u.

Definice. Komponenta (silné nebo slabé souvislosti v pfipadé orientovaného grafu)
grafu G = (V, E) je takovy podgraf K = (V', E’), ktery je souvisly, ale pro kazdy
vrchol v € V je kazdy podgraf obsahujici vSechny vrcholy mnoziny V' U {v} nutné
nesouvisly.

Umluva. Vsechny grafy, které budeme uvazovat, jsou konec¢né.

Dekompozice a cykly

Cviceni. Rozmyslete si, Ze orientovany graf ma topologické uspofadéni praveé tehdy,
kdyZ neobsahuje (orientovany) cyklus.
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Algoritmus. (DFS — prohledavani do hloubky aka Depth-first search):
Vstup: Graf G = (V, E) a pocéateéni vrchol vy € V.

(1) Pro vSechny vrcholy wv:

(2) stav(v) < nenalezeny,
(3) in(v), out(v) « nedefinovéno,
(4) T « 0.

(5) Zavolame DFS-Névstéva(vg).
Procedura DFS-Navstéva(v):

(1) stav(v) < otevieny,

(2) T+ T+1,in(v) < T.

(3) Pro v8echny néasledniky w vrcholu v:

4) Je-li stav(w) = nenalezeny, zavolame DFS-Navstéva(w).
(5) Stav(v) « uzavieny,

(6) T+ T+1,out(v) < T.

Algoritmus. (DFSr — opakovana (repeat) verze DFS):
Vstup: Graf G = (V, E).

(1) wo ¢ libovolny vrchol G,

(2) DFS(vo),

(3) Pro kazdy vrchol v € V:

(4) Je-li stav(v) = nenalezeny, zavoldme DFS-Névstéva(v).

Poznamka. DFS bézi v case O(n + m).

Definice. Klasifikujme si hrany podle stavu koncovych vrcholi v okamziku, kdy
DF'S hranou poprvé prochézi.
Hranu (u,v) nazveme:

e stromovou, pokud byl v nenalezeny - pak in(u) < in(v), out(u) > out(v),

e zpétnou, pokud byl v otevieny, pak in(u) > in(v), out(u) < out(v),

e doprednou, pokud byl v uzavieny a in(v) > in(u), pak out(u) > out(v),

e piicnou, pokud byl v uzavieny a in(v) < in(u), pak out(u) > out(v).
Tvrzeni. Méjme acyklicky orientovany graf G (DAG — directed acyclic graph).
Spustme DFSr na G. Pak sefazeni vrcholu sestupné podle out(v) je topologické
usporadani GG.

Cviéeni. M¢é&jme orientovany graf G. Oznaéme G’ graf, jehoZ vrcholy jsou kompo-
nenty silné souvislosti G a z vrcholu u do vrcholu v grafu G’ vede hrana pravée tehdy,
kdyz existuje v G hrana vedouci z komponenty v do komponenty v. Rozmyslete si,
ze G' je acyklicky.
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Definice. Komponentu nazveme zdrojovou, pokud do ni nevede zddné hrana, a
stokovou, pokud nevede Zadna hrana z ni.

Tvrzeni. Necht C1, Cs jsou komponenty grafu G takové, ze z Cy do Cy vede
hrana. Pak pri spusténi (opakovaného) DFS na grafu G plati max,cc,out(v) >
maxyec, out(v).

Dtikaz rozborem podle poradi prochazeni Cy, Cs.
Cviceni. (lehké) Mgjme graf G. Necht GT' znadi graf, ktery vznikne z G oto¢enim
sméru viech hran. Rozmyslete si, ze G mé stejné komponenty jako G.

Speciélné tedy vrchol s nejvétsim out(v) lezi ve zdrojové komponenté.

Algoritmus. (KompSilnéSouvislosti)
Vstup: Orientovany graf G.

(1)
(2) Z + prazdny zasobnik.
(3)
(4)

Sestrojime graf G s obracenymi hranami.

Pro vSechny vrcholy v nastavime komp(v) ¢+ nedefinovano.

Spoustime DFS v G7 opakované dokud neprozkoumame vsechny vrcholy.
Kdykoliv pritom opoustime vrchol, vlozime ho do Z. Vrcholy v zasobniku
jsou tedy setfizené podle out(v).

(5) Postupné odebirdme vrcholy ze zdsobniku Z a pro kazdy vrchol v:
(6) Pokud komp(v) = nedefinovéno:

(7 Spustime DFS(v) v G, pfi¢emz vstupujeme pouze do vrcholti s nede-
finovanou hodnotou komp(...) a tuto hodnotu pfepisujeme na v.

Vystup: Pro kazdy vrchol v vratime identifikdtor komponenty komp(v).
Uvedeny algoritmus najde komponenty silné souvislosti v ¢ase O(n + m).

Kratce o nejkratSich cestach

Cviceni. Najdéte (neohodnoceny) graf a dva jeho vrcholy u a v tak, Ze pfi néjakém
poradi prochazeni hran v ném DFS najde cestu z u do v, kterd nebude nejkratsi.

Algoritmus. (BFS — prohleddvani do $ifky aka Breadth-first search):
Vstup: Graf G = (V, E) a pocateéni vrchol vy € V.
) Pro vsechny vrcholy v:
) stav(v) < nenalezeny,
) D(v) =0, P(v) « 0.
4) Stav(vg)  otevieny,
) D(vg) «+ 0.
) Zalozime frontu @ a vlozime do ni vrchol vg .
)

Dokud je fronta @) neprazdna:
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Odebereme prvni vrchol z @ a oznacime ho v.
Pro vSechny nésledniky w vrcholu v:
) Je-li stav(w) = nenalezeny:
) stav(w) <« otevieny,
12) D(w) < D(v) + 1, P(w) + v.
) Pridame w do Q.
) Stav(v) < uzavieny.
i. Rozmyslete si, ze BFS bézi v ¢ase O(m + n).

Definice. Ohodnocenim hran v grafu G = (V, E) nazyvéame zobrazeni d : F —
R. Délkou cesty p obsahujici pravé hrany ej,...,e; vzhledem k ohodnoceni d je
d(er) + - -+ + d(eg). Vzdalenost z vrcholu w do vrcholu v v ohodnoceni d je délka
nejkratsi cesty z u do v vzhledem k ohodnoceni d.

Cviceni. (pro pokro¢ilé) Meéjme graf G, ve kterém jsou hrany ohodnocené k riz-
nymi nezdpornymi ¢isly (k je pomérné malé). Najdéte algoritmus, ktery pro dva
rizné vrcholy u, v z G najde nejkratsi cestu z u do v v ¢ase O(k - (n +m)). Jak to
udélat v ¢ase O(log(k) - (n+m))?

Par priklada

Cviceni. Upravte DFS tak, aby pro zadany graf G a jeho hranu e zjistilo, zda se
e nachazi v néjakém cyklu G.

Cvicéeni. Méjme orientovany graf a nékteré vrcholy v ném oznacené. Najdéte al-
goritmus bézici v ¢ase O(n + m), ktery zjisti, zda néktery z oznalenych vrcholi je
v orientovaném cyklu. Pro¢ nefunguje primocaré pouziti DFS?

Cviceni. Rozmyslete si, které grafy maji jednoznacné topologické usporadani.

Cviceni. Orientovany graf nazveme polosouvislym, pokud pro kazdé dva rtzné
vrcholy u,v v ném existuje orientovand cesta z v do v nebo z v do u. Navrhnéte al-
goritmus, ktery umi zjistit, zda je zadany graf polosouvisly. Pro¢ nepozaduji rozklad
na komponenty polosouvislosti?

Minimalni kostry

Definice. Kostra (neorientovaného) grafu je jeho podgraf, ktery je strom a ob-
sahuje vSechny vrcholy. Minimalni kostra vzhledem k ohodnoceni hran je takova
kostra, kde soucet ohodnoceni vsech jejich hran je ze vSech koster nejmensi.

Definice. Mgéjme graf G = (V, E). MnoZinu R C F nazveme fezem, pokud graf
(V, E'\ R) neni souvisly. Pokud existuje mnozina M C V takova, ze kazdd e € R mé
jeden konec v M a druhy v V'\ M, nazyvame R elementdrnim.
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Budeme uvazovat pouze grafy, ve kterych zadné dvé hrany nemaji stejné ohod-
noceni.

Lemma. (fezové) Necht G je souvisly graf s unikdtné ohodnocenymi hranami a
R jeho elementdrni fez. Pak kazdd minimélni kostra obsahuje nejlehéi hranu R (tj.
hranu R s nejmensim ohodnocenim).

Algoritmus. (Jarnikav)
Vstup: Souvisly graf s vahovou funkei w.
Pro vSechny vrcholy v:

stav(v) < mimo,

h(v) < +oo,

p(v) + nedefinovano,

(=21

T < strom obsahujici vrchol vy a zddné hrany,

EN|

stav(vg) < soused,
h(UQ) +~ 0.

)
)
)
)
) wvg ¢ libovolny vrchol grafu,
)
)
)
) Dokud existuji néjaké sousedni vrcholy:

—
(=}

Ozna¢me u sousedni vrchol s nejmensim h(u).

Stav(u)  uvnit¥,

[—
Do

pfiddme do T hranu {u,p(u)}, pokud je p(u) definovéano.

—
S

Je-li stav(v) € {soused, mimo} a h(v) > w(uv):

—
Ut

stav(v) < soused,

[
(=2}

)
)
)
13) Pro vSechny hrany wwv:
)
)
) h(v) + w(uv),
) p(v) < w.

Vystup: Minimélni kostra 7T'.
Jarniktv algoritmus s haldou bézi v ¢ase O(m - log(n)).

Cviceni. Rozmyslete si, Ze minimalni kostra grafu s unikatné ohodnocenymi hra-
nami je jednoznacné urcena.

Literatura a zdroje

[1] Martin Mares, Tomas Valla: Privodce labyrintem algoritmi, CZ.NIC, 2017
(v dobé& prednasky dostupné z https://knihy.nic.cz/files/edice/
pruvodce_labyrintem_algoritmu.pdf)
[2] Cvigeni Vikiho Némecka z ADS a cvi¢eni Martina MareSe z programovani
na Matfyzu.
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Svrékiv bod

»MADAM VERCA“ HLADIKOVA

ABSTRAKT. Piispévek shrnuje zakladni vlastnosti stfedu oblouku kruznice, tzv. Svré-
kova bodu. Tento bod figuruje v mnoha geometrickych tlohach a jeho dobra znalost je
tedy pro uspéch pri feseni velmi uziteéna. To vSe v prispévku ilustruje fada prikladu.

Jesté nez stoéime pozornost ke Svrékovu bodu, pfipomeneme si nékolik zaklad-
nich vlastnosti os thlu, stfedu kruznice vepsané a stredd kruznic pripsanych. Poté
zformulujeme a dokaZzeme par uziteénych tvrzeni o Svrékové bodu a vyuzijeme je pii
feSeni tloh.

Definice a znaceni

Definice. Necht je trojuhelnik ABC vepsany do kruznice w. Stfed oblouku BC,
ktery neobsahuje A, ozna¢me S, a fikejme mu Svrékiv bod trojihelnika ABC vzhle-
dem k A. Body 55, S. definujme analogicky.

V trojahelniku ABC' oznaéme w kruznici opsanou, I stfed kruznice vepsané, S,
Sy, S, odpovidajici Svrékovy body, E,, Ey, E. odpovidajici stfedy kruznic pfipsa-
nych s poloméry r,, 1, 7. a konecné AD, BE, C'F osy uhli v AABC, kde D € BC,
E e AC, F € AB.

Osy uhlu, stiedy kruZnice vepsané a kruZnic pripsanych

Tvrzeni 1. Kolem stiedt kruznice vepsané a kruznic pfipsanych jsou tihly
(i) |<BIC|=90°+ ¢ a|<«BIF|=90°— ¢,
(ii) |<AE,B| =7 a |[<BE,C|=90° — 2.

Tvrzeni 2. (O ose vnitifniho thlu)

|BD|  |AB|
|DC| — |AC|
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Tvrzeni 3. V trojuhelniku ABpY se osa uhlu BAC a osa strany BC' protinaji na
kruznici w. Jejich prisecikem je S,.

Tvrzeni 4. Body B, C, I, E, lezi na jedné kruznici se stiedem S,. Plati tedy
|SoI| = |SeB| = |9.C| = |SaFul

Tvrzeni 5. (Shooting lemma) Bodem S, vedme poloptimky p a ¢, které protnou

stranu BC' postupné v bodech X a Y a kruznici w protnou podruhé postupné v Z
aW. Pak body X,Y, Z, W lezi na jedné kruznici.

Tvrzeni 6. V trojithelniku ABC plati |S,D| - |S,A| = [S.I|? = |S.C|? = |S.B|?.

Tvrzeni 7. Je dan trojuhelnik ABC' a kruZnice wq, ktera ma vnitini dotyk s kruz-
nici w v bodé A a se stranou BC v bodé D'. Pak D = D’.

Priklady

Priklad 8. Je dan trojihelnik ABC. Ozna¢me O stfed kruznice opsané trojuhel-
niku BCI. Dokazte, ze |[<OKB| = |<OLC]|, kde K, L jsou body dotyku kruZnice
vepsané ABC' po fadé se stranami AB, AC. (China girls 2012/5)

Piiklad 9. Ctyiahelnik ABCD je vepsan do kruznice w. Stfedy sousednich ob-
loukt AB, BC, CD, DA ozna¢me postupné S,, Sy, S¢, Sq. Dokazte, ze pfimky 5,5,
a SpSy jsou na sebe kolmé.

Priklad 10. V trojahelniku ABC' s béZnym znacenim ukazte, Ze I je ortocentrem
trojuhelnika S, 55S..

Piiklad 11. Oznaéme S' prisecik osy vnéjsiho thlu u vrcholu A a osy protéjsi
strany. UkaZte, Ze tento ,, AntiSvrk“

(i) lezi na kruZnici opsané trojthelniku ABC),

(ii) lezi ve stiedu E,E.,

To+Te

(iii) jeho vzdélenost od piimky BC' je ™3

Priklad 12. Je dén trojahelnik ABC se stfedem kruZnice vepsané I a vnitfnim
bodem P. Plati
|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC|+ |<PCB].

Ukazte, ze |AP| > | Al|, pfiGemZ rovnost nastava, pravé kdyz P = 1. (IMO 2006)

Priklad 13. Necht jsou AL a BK osy thli nerovnoramenného trojtihelnika ABC

(L lezi na strané BC, K lezi na strané AC). Osa tsecky BK protne pfimku AL

v bodé M. Bod N lezi na ptimce BK a plati, ze LN je rovnobéznéd s M K. Dokazte,

7e [LN| = |NA|. (Junior Balkan 2010)
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Priklad 14. KruZnice wy a wy maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé se vnitiné dotykaji
kruZnice w postupné v bodech R a S. Bud @ druhy priise¢ik RT a w. Ukazte, Ze
|<QST| = 90°. (KMS)

Priklad 15. Necht BC je prumér kruznice k se stfedem O. Déale bud A bod na k
takovy, ze |[<TAOB| < 120°, a D bud stfed toho oblouku AB, ktery neobsahuje C.
Rovnobézka s DA vedena bodem O protne AC v bodé I. Osa tisecky OA protne k
v bodech E a F. Ukazte, ze I je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CEF.
(IMO 2002)

Priklad 16. V trojuhelniku ABC dokazte pfi zavedeném znaceni nasledujici me-
trické vztahy:

(i) |AS.|-|AD| = |AI|-|AE,| = |AB]| - |AC],
(i) |[[A]-|E.D| = |EaA| - |ID].

Piiklad 17. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik (|AB| # |AC|). Kruznice nad
prumérem BC protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me O
stied strany BC a R prisecik os uhli BAC a M ON. Dokazte, ze kruznice opsané
trojthelnikim BM R a CNR se protinaji na strané BC. (IMO 2004)

Piiklad 18. Trojuhelnik ABC spliiuje vztah |AC|+|BC| = 3| AB|. Kruznice jemu
vepsand se stiedem I se dotykéd stran BC a C'A postupné v bodech D a E. Necht
K, L jsou obrazy bodu D, E ve stfedové soumérnosti podle I. Ukazte, Ze body A,
B, K a L lezi na jedné kruznici. (IMO shortlist 2005)

Priklad 19. Je dan trojuhelnik ABC se stfedem I kruznice vepsané a kruZznici
opsanou I'. Pfimka ATl protne kruznici I' podruhé v bodé D. Bud E bod na oblouku
BDC a F bod na tisecce BC takovy, ze |[<BAF| = |<CAE| < 1|<BAC|. Déle bud
G stied tsecky IF. Dokazte, ze pfimky EI a DG se protinaji na kruznici I'.

(IMO 2010)

Priklad 20. Pfimka ¢ protina kruznici I' v bodech A, B. KruZnice I'; a I's jsou
vepsané do stejné tiseCe urcené piimkou ¢ a maji vnéjsi dotyk. Dokazte, zZe jejich
vnitini spole¢na tec¢na prochézi pevnym bodem, pohybuji-li se I'y, I's; ve vymezené
Usedi. (Prasolov)

Priklad 21. Je dén trojuhelnik ABC, jeho kruZnice opsand w a bod D na strané
BC. Bud w; kruZnice dotykajici se tisecky AD v bodé F, strany BC bodé E a
kruZnice w v bodé K. Dokaite, ze stied I kruznice vepsané AABC' lezi na pfimce
EF. (Sawayama-Thebault theorem, PraSe 29/mys$mas)

Navody

8. Vsimnéte si, Ze na poloze bodu B, C piilis nezalezi, tloha je symetricka podle
osy uhlu.
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9. Uhel mezi 5,5, a Sp5, je soucet velikosti oblouki nad S.S, a nad S.S,. Jakou
¢ast kruznice tyto oblouky dohromady zabiraji?

10. Uhel mezi S;S. a AS, je soucet velikosti oblouktt nad AS, a nad S,S,. Jakou
¢ast kruznice tyto oblouky dohromady zabiraji?

11. (ii) Pouzijte stfedni pficky v trojuhelniku E,FyE. (pfipadné kruznici deviti
bodu).

12. Dokazte, ze P lezi na kruznici opsané trojuhelniku BIC, a vyuzijte trojthel-
nikovou nerovnost.

13. Ukaite, ze M je Svrékiiv bod néjakého trojihelniku, a pak to ukazte i pro N.

14. Protnéte spoleénou teénu wy, wo s kruznici w a dokazte, Ze @ je Svrékiv bod
néjakého trojuhelniku.

15. Bod A je Svrékiv bod v trojuhelniku CEF, takze staéi dokazat, ze I lezi na
kruznici se stfedem v A prochézejici body E, F. Dokazte, ze |AF| i |AI| je polomér
kruznice k.

16. Hledejte podobnosti trojuhelniku.

17. Ukazte, Ze R je Svrékfv bod trojuhelniku AMN.

18. Tipnéte si, kde lezi stied kruznice, a pfevedte tlohu na pocitani vzdélenosti.
19. Dokreslete E,, abyste se zbavili bodu G.

20. Pouzijte tvrzeni 7, tvrzeni 5 a mocnost bodu ke kruznici.

21. Protnéte osu thlu u vrcholu A s EF (dokreslete i Svréktiv bod) a vyuzijte
tvrzeni 6. Po vyuziti mocnosti bodu ke kruznici a tvrzeni 7 uz staci jen tuhlit.

Literatura a zdroje
Tento piispévek je z vétsi ¢asti prevzaty z pifspévku Svrékidv bod od Stépana Simsy,
jemuz timto dékuji.

[1] Stépan Simsa, Svrékiv bod, 2015 Staré mésto,

[2] Martina Vavackova, Svrékiv bod, http://mks.mff.cuni.cz/library/,

[3] Michal Rolinek, Josef Tkadlec: The S point, www.onlinemathcircle.com.
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Honza ,FANDA® KREJCE

ABSTRAKT. Cilem této pfednasky je ukazat, k ¢emu jsou dobré fady predevsim pii
aproximaci funkci. Pfednéaska je predevsim zamyslend jako motivacni, tedy nékteré
véci nebudou dokazany.

Jak uz bylo zminéno v abstraktu, koneénym cilem bude aproximace funkci na
okoli bodu. Za¢neme tim, Ze si fekneme néco o posloupnostech ¢isel a pak zacneme
aproximovat. Ukézeme si Taylortiv polynom a co vlastné takova véc umi. Zadari-li
se, tak dokonce néco sami zaproximujeme.

Rady ¢isel

Priklad. Jak sé¢itat mocniny?
(1) Jaky je soudet 1+2+---+n?
(2) Acol? 422+ +n??

(3) Nakonec, v zavislosti na prvnich k& — 1 souctech, jaky je soudet

17428 ke

Definice. (Posloupnost) Formalné feceno, posloupnost je zobrazeni, které kazdému
prirozenému ¢islu prifadi néjaké realné cislo: n +— a,. Posloupnost také znacime
{an}22 ;. Rekneme, ze posloupnost konverguje k ¢éislu A, pokud

Ve > 03ng, tak, Zze Vn > ng, |A — a,| < e.

Neformalné si lze posloupnost predstavovat jako uspofddanou mnozinu prvku.
Posloupnost pak konverguje k A, pokud pro libovolné siroky interval (A — ¢, A + ¢)
najdeme index tak, Ze zadny prvek z posloupnosti, ktery mé index vyssi nez ng,
z tohoto pasu nevypadne.

Cviceni. Co pro posloupnost celych ¢isel znamend, Ze konverguje?

Piiklad. (soudet aritmetické a geometrické posloupnosti) Dokazte pro a,c € R,

q#1:

(1) a+(a+c)+(a+2c)+ -+ (a+(n—-1)c) =% (2a+ (n—-1)c),
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2 n—-1_ _¢"—1
(2) atag+ag®+---+ag" ' =al .

Poznamka. Posloupnosti, kterou séitame jako prvni v piikladu vyse, se fika arit-
metickd posloupnost a té druhé geometrickd posloupnost. Cisliim ¢ a q se postupné
tiké diference a kvocient.

Priklad. Jak jsou na tom s konvergenci posloupnosti:

(1) {n}pZ:,
@ {2,
(3) geometricka posloupnost (v zavislosti na kvocientu),
(4) vVn+1—+/n?
To je hezké, ale jsou na to i priklady v olympiadé?

Priklad. Vime, Ze celd éisla a a b spliiuji, Ze pro kazdé n je 2"a+b ¢tverec néjakého
celého ¢isla. Ukazte, Ze pak a = 0. (Polské vybérko)

Piiklad. Méjme realné polynomy f a g stejného stupné. Pro kazdé realné x plati:
pokud f(z) je celé &islo, pak je i g(x). Dokazte, Ze existuji celd m, n, pro kterad
g(x) = mf(x) + n pro vSechna redlna z. (Bulharska olympiada)
Definice. (fada) Méjme posloupnost {a,}. Symbolem ) .7, a; oznac¢ujeme neko-
neénou fadu. Déle, vztahem S,, = >.© | z; definujeme n-ty cdstecny soucet této
fady. Rekneme, ze fada S je konvergentni a mé soucet M, pokud lim, o, S, = M.
Rekneme, 7e fada je absolutné konvergentni, pokud je konvergentni fada oo lagl.

Véta. (vztah konvergence a absolutni konvergence) Je-li Fada absolutné konver-
gentni, pak je také konvergentni.

Pfiklad. (nutnd podminka konvergence fady) Pokud je soucet fady koneény, pak
lim,, o an = 0.

Pfiklad. Jaky soudet ma fada > po o(—-1)fF=1-1+1-1+4...7

Véta. (rozdil mezi absolutni a neabsolutni konvergenci) Méjme fadu Y .o, a;.
Konverguje-li fada absolutné, pak i jeji libovolné prerovnani konverguje absolutné a
ma stejny soucet. Pokud fada konverguje, ale nekonverguje absolutné, pak pro kazdé
dislo s € RU {£o00} existuje takové preusporadani fady, Ze jeji soucet je roven s.

Rady funkci

Tak jako jsme zavedli ne/kone¢né fady ¢isel, umime stejné zavést fady funkci. Rada
je pak také funkci, jejiz funkéni hodnota v bodé je dédna souc¢tem hodnot funkci rady
v daném bodé. Je dilezitou otdzkou, zda je tato hodnota vibec definovéna (viz
S (1)),
Jednoduchym pfipadem (koneéné) fady jsou polynomy. Vzhledem k tomu, Ze
polynom je soucet kone¢né mnoha ¢isel, tak jemu odpovidajici fada je definovana
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na celé redlné piimce. U fad, kde neméme pouze kone¢né mnoho nenulovych ¢lend,
je otazka toho, kdy je soucet fady definovan, tézsi.

Aproximace pomoci polynomt

Motivace. Jednou z dulezitych otazek ¢asti matematiky je, jak aproximovat slozity

objekt jednodussim. V pripadé realnych funkci je to napf. aproximace funkce pomoci
polynomu.

Priklad. Méjme danou (dostateéné hladkou) funkci f definovanou na intervalu
[-1,1]. My o ni v8ak vime jenom to, jak se chovd v bodé 0. Cilem je najit polynom
stupné nejvyse n, ktery co nejlépe aproximuje funkci na okoli bodu 0.

Idea je vcelku jednoduché. Abychom dosahli co nejlepsi aproximace, chceme, aby
se funkéni hodnota polynomu v nule shodovala s funkéni hodnotou f. Pak budeme
chtit, aby se funkéni hodnoty polynomu na okoli daného bodu ménily stejné rychle
jako dand funkce (aby ndm z néj neutikala moc rychle nebo pomalu). Budeme-li mit
dale volnost, budeme chtit, aby rychlost zmény polynomu byla stejné jako u samotné
funkce, atd. No a nakonec uvidime, co nam z toho vypadne.

(1) pro n =0 je situace jednoducha, lepsi tip nez P(x) = f(0) nemame.

(2) pron =1 je situace horsi, nicméné dobrou aproximaci ndm davé polynom
P(z) = f'(0) - x + f(0), kde f'(0) je derivace funkce v bodé 0. VSimnéme
si, ze plati lim,_,q V(ga);& =0.

| @) =P(@)|

3

@D

’ 1" () . ()
o=@+ L0 L0z 100, SN0,

(3) pron > 1, lze ukdzat, Ze polynom s vlastnosti lim,,_, =0 je

K prikladu vyse se hodi nékolik poznamek. Zaprvé, dostatecné hladka v tomto
kontextu znamenad, ze derivace vSech potfebnych rfadid existuji a jsou konecné. Je
dobré si uvédomit, ze pfi derivovani polynomu pfirozené dochéazi k tomu, ze vyssi
mocniny maji vétsi vliv na hodnotu nez nizsi, protoze pii jejich derivaci pired né
vypadne vyssi koeficient. Pfesné proto jsou u téchto derivaci koeficienty %, aby
tento efekt potlacily.

Dale se naskyta otazka, zda s rostoucim n je aproximace skutecné lepsi. Vzhledem
(x_a)rz+k
(z—a)™
zda 1ze najit jiny polynom @ stupné nejvyse n, ktery nema tvar vyse, ale plati pro néj

f(@)—Q(z) [@)=Q@) _
(x—a)™ (x—a)™ ’
pak uz Q = P,. To znamen4, Ze uvazujeme-li o ,nejlepsich* aproximacich ve smyslu
f@)—P(z) _ ; Zené i e
G—a)" 0, tak ty jsou urcené jednoznacné.

Na zavér bychom také radi védeéli, jak dobrou aproximaci jsme nasli. D4 se

ukdzat, ze pokud f ma v kazdém bodé [a,z] koneénou (n + 1)-ni derivaci, pak

J(@) = Po(@) = oo S0 (©) (@ — )™, kde € € (a).
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Vzhledem k tomu, Ze vime, Ze pfesnost aproximace roste se stupném polynomu,
pak déva smysl (pro dostatecné hladké funkce) misto polynomu definovat Taylorovu

Q) ; . ) . .
fadu > .2, ! n!(b) (z — b)". M4 to jen dva drobné nedostatky — zaprvé ne vSechny
funkce maji derivace vSech radt a za druhé existuji funkce, které maji derivace
vsech tadu, ale nejsou rovny své Taylorové fadé. Napiiklad funkce f, ktera je 0 pro

xSOauf(av):efT1 pro xz > 0.

Exponenciala, logaritmus a vylet do historie

Prvni z elementarnich funkci je exponencialni funkce. Motivace pro jeji pouziti byl
rozvoj obchodu a financi. Pfedpokladejme, Ze nékomu pujéime 1 korunu s trokem
100% na 1 rok. Budeme-li chtit, aby se ¢astka zurocila jednou, pak jisté na konci
roku dostaneme dvojnasobek ptivodni ¢astky. Nicméné, mizeme taky chtit c¢astku
uro¢it 2x pokazdé s poloviénim trokem, tj. chceme (1+ %)2 = % > 2, 3x s tfetinovym
urokem, tj. (14 %)3 = % > %. Nastava otazka, jak se Groceni chové, pokud bychom
chtéli trocit ,,spojité“, tj. uvazovat lim,, (1 + %)” Ukazuje se, Ze tento vyraz ma
limitu, kterou z nedostatku lepsich napadii, oznacujeme e a je to Eulerova konstanta
(=~ 2,72). V principu se jedna o funkci jejiz rist je roven jeji hodnoté, coz mtzeme
s pomoci derivace rovnéz zapsat jako a'(t) = x(t), t € R, 2(0) = 1.

Miizeme si zkusit rozmyslet, Ze mocninna fada > -, %T spliiuje tuto diferen-
cidlni rovnici. D4 se ukazat, ze fada je definovana na celé redlné primce a fesSeni
predchozi diferencialni rovnice je jednoznacné, tedy tato fada je jejim jedinym feSe-
nim. Nakonec jesté poznamenejme, ze existuje jesté tfeti moznost, jak exponencialu
jednoznaé¢né definovat a to pomoci pozadavku e*T¥ = e - e¥ a e(0) = 1.

Dalsi dilezitou funkei je pfirozeny logaritmus. K jeho definici doslo v souvislosti
s kvadraturou hyperboly. Pfedmétem studia bylo urc¢it obsah atvaru, ktery je vy-
tnuty hyperbolou xy = 1 a polopfimkami prochéazejicimi poc¢atkem a protinajicimi
hyperbolu v bodech (a, 1), (b, +). Ukazuje se, ze pokud A(t) ozna¢ime obsah mezi
body a =1 a b =t, pak plati A(tu) = A(t) + A(u). Jinak Feceno, funkce prevadi na-
sobeni na s¢itani. Pro nase potfeby je ovSem lepsi definovat logaritmus jako inverzni
funkci k exponencidle. Tedy je to funkce definovand na kladnych redlnych cislech
spliujici log(e*) = x.

Pfiklad. Spocti Taylorovu fadu pro log(1 + x).
Priklad. Aproximuj log2.

Literatura a zdroje

[1] S. Hencl, L. Pick, J. Spurny a M. Zeleny: Matematickd analyjza 1,
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[3] The force, universe,

[4] Pavel Turek: Konvergentni posloupnosti v N, soustfedéni iKSka, Kunzak
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Generujici funkce

JAKUB LOwWIT

ABSTRAKT. V prednaSce se naucime pracovat s takzvanymi generujici funkcemi,
které tvori pevny most mezi kombinatorikou a analyzou. Jejich znalost ndm d& po-
meérné koncepc¢ni vhled do nékterych kombinatorickych tloh. Ziskana intuice se muze
hodit necekané casto.

Motivacni okénko

Zakladni myslenku generujicich funkci muZzeme dobfe ilustrovat na néasledujicich
cvicenich.

Cviceni 1. Jaky koeficient ma polynom (1 + 2° + 27)%° u élenu x17?

Cviceni 2. Mame tii kosiky s vejci. V prvnim jsou dvé zlutd, v druhém dvé modra
a ve tfetim tii ¢ervena vejce. Kolika zpusoby lze vybrat 4 vejce?

V prvnim priklad€ si misto ,roznasobeni® zavorek zjevné situaci chceme pouze
kombinatoricky predstavit, zatimco druhy pfiklad lze pfimocafe prevést na nasobeni
trojice polynomt a eliminovat tim moznost chyby. V tuto chvili by samoziejmeé
kdokoli mohl fict, Ze jen slovickafime a pocitame triviality. Korespondenci mezi
kombinatorickymi a analytickymi tilohami 1ze ale dotdhnout mnohem dal, a v tu
chvili za¢ne byt prekvapivé uzite¢na. Tak vzhiru na to!

Hodi se védét

Shrneme par spisSe jednoduchych véci, které se bude hodit mit na paméti.
ntl_q
r—1

Tvrzeni. Pro libovolné x € R, n € Ny plati 1 +x + 2% +--- + 2" = £
Tvrzeni. Pro libovolné x € R, n € N plati (3) + (})z + (5)a® +--- 4+ (})a™ =
=(z+1)".

Jediny nekonecény soucet, ktery budeme do zacatku potfebovat znat, je soucet
nekone¢né geometrické rady.!

Tvrzeni. Pro vSechna x € (—1,1) plati ﬁ =3,

1Samoziejmé se hodit i dalsi; my si ale uzijeme dost zabavy i tak.
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V pfipadé z = 0 v pfedchozim tvrzeni pfitom pouZivime konvenci 0° = 1. A kdyz
uz jsme se dostali k tém nekoneénym souc¢tium, bylo by dobré védét, co takova
nekonecnd fada Y-, a,z™ vlastné je. Na takovou fadu se lze divat dvéma zpisoby.
Piedné sena ) . a,2z" mizeme divat jenom jako na formdini radu, tj. posloupnost
jejich koeficientd ag, a1, as, .. ., za kterymi jsou symboly z™. Takovéto formalni rady
si muzeme sc¢itat i nasobit jako by to byly polynomy. To odpovida kombinatorické
strané nasi teorie.

Zaroven by se nam ale mohlo chtit za x dosazovat. Pokud by to slo, odpovidala
by fada > -, a,z" néjaké funkei f(z), kterd ¢slu « ptifadi onen nekone¢ny soudet.
O radé bychom pak fikali, ze konverguje. To ale bohuzel nefunguje vzdycky — pokud
se koeficienty a; chovaji nepékné, takovy soucet viibec nemusi davat smysl.

Tvrzeni. Konverguje-li fada f(z) = .. a,a™ pro vSechna x € (—¢,¢) pro né-
jaké dostatecné malé € > 0, pak jsou jeji koeficienty jednoznacné urceny hodnotami
funkce f(x).

_ "™

Koeficienty a,, se pak daji zrekonstruovat pomoci derivovani jako a, = ~—;-.

Protoze nés ale zajimé spis kombinatorickd strana mince, konvergencemi se moc
zabyvat nebudeme. K tomu, aby fada konvergovala na néjakém (—e, £) napfiklad bo-
haté staci, aby pro vSechna n € N platilo a,, < K™ pro né&jaké pevné ¢islo K. Jakmile
tedy koeficienty a,, rostou dostateéné pomalu, jsou jednoznaéné urceny funkci f(x).
V takovém piipadé séitani a nasobeni téchto funkci odpovidd formalnimu séitani a
néasobeni pivodnich fad.?

Definice.? At ag, a1, as,... je posloupnost redlnych ¢&isel. Jeji generujici (¢asto téz
vytvorugict) funkei rozumime mocninnou fadu

o0
g anpx”.
n=0

Pointa je nasledujici. Mame-li néjakou posloupnost ¢isel, kterd nas zajiméa, mi-
zeme z ni vytvofit pfislusnou generujici funkci. Tu ale s trochou stésti dokazeme
vyjadfit v uzavieném tvaru, tfeba tak jako to umime udélat pro nekonecné geo-
metrické fady. Kombinatorické ¢i algebraické vlastnosti ptivodni posloupnosti jsou
pak uschovany ve velmi kompaktnim tvaru, ve kterém s nimi umime jednoduse ma-
nipulovat — a pokud pfislusné fady konverguji, umime se kdykoli beztrestné vratit
Zpét.

2Pokud Té fady zajimaji, urcité se o nich do¢te$ v kazdé kniZce o matematické analyze.
3Lze uvazovat i jiné druhy generujicich funkci, které se hodi k jinym téeltim — my si ale vystacime
s témito.
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Seznameni

Cviceni 3. Kolika zpiisoby lze ¢islo n € N zapsat jako soucet k celych nezépornych
Cisel, jestlize zalezi na jejich potadi?

Cviceni 4. Jakou generujici funkci ma posloupnost ag, ay,as, ..., kde a, odpo-
vida poctu zpusobi, jak zaplatit n korun pomoci korunovych, dvoukorunovych a
pétikorunovych minci? Umite ji napsat v uzavieném tvaru?

Cviceni 5. Méjme posloupnosti ag, a1, az,... a bg,bi,ba,... a jejich generujici
funkce a(x), b(z). Dokédzete pomoci nich vyjadfit generujici funkci posloupnosti,
jejiz i-ty Clen je s; = agb; + a1b;—1 + - -+ + a;bo?

Cviceni 6. Posloupnost ag, a1, as, ... mé generujici funkei g(z). Jakou generujici
funkci pak bude mit posloupnost ¢asteénych souc¢ti ag, ag + a1, a9 + a1 + as,...?7

Ulozky

Zac¢neme nékolika péknymi tlohami, které nevyuzivaji zadnou komplikovanou teorii
— jenom trikovou préaci s posloupnostmi a jejich generujicimi funkcemi. Ackoli se muze
hodit znat postupy z dalsich ¢asti prednasky, pravé nyni bychom mohli pochopit,
o co vlastné jde, a naucit se generujici funkce intuitivné pouzivat.

Uloha 7. Pro n € N spoctéte Z?:O(—l)i(’?)Q.

i
Uloha 8. Mame pytel jablek, hrusek, pomeranéii a bananti. Chceme vyrobit salat
z n kust ovoce, aby

(1) pocet jablek byl sudy,

(2) pocet hrusek byl délitelny péti,

(3) byly v ném nejvyse 4 pomerance,

(4) byl v ném nejvyse jeden banan.

Kolika zptusoby to lze udélat?

Uloha 9. Hraci kostka je krychle, jejiz stény jsou popsané néjakymi p¥irozenymi
¢isly. Navrhnéte dvojici kostek, jejichz hozeni je ekvivalentni hodu dvojici béznych
kostek, tj. aby se vSechny mozné soucty se objevovaly stejné casto. A dokazete urcit,
kolik takovych dvojic kostek existuje?

Uloha 10. Pro x € R, |z| < 1 dokaite

=R+

kde napravo vystupuje nekonec¢ny soucin.
Uloha 11. Pfirozena ¢isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickymi posloupnostmi
s diferencemi r1,r2, ..., r,. Dokazte, Ze % + % + -4 % =1.
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Uloha 12. Rozkladem ¢&isla m € N rozumime rozlozeni ¢isla m na soudet piiroze-
nych ¢isel, jejichz potfadi nas nezajima. Dokazte, ze pocet rozkladu ¢isla m na rizna
¢isla je stejny jako pocet rozkladi m na licha disla.

Uloha 13. Po celjch ¢&islech skace kobylka. Za¢ina v ¢&isle 1 a pokazdé se ndhodné
rozhodne zda sko¢i na ¢islo o jedna mensi ¢ na ¢islo o dvé vétsi. S jakou pravdépo-
dobnosti se nékdy dostane do 07

Uloha 14. Pro sudé n € N dokazte rovnost

O(_l)k(nz2> (2(nn_f)1+ 1) _ (n+ 1)2(n+ 2).

|3

k=

(VIIMC 2014)

Uloha 15. Je dano rostouci posloupnost ag,ai,as,... v Ny takova, Ze kazdé
m € Ny lze vyjadfit pravé jednim zpisobem jako a; + 2a; + 4ay. Urcete aiggs.
(IMO Shortlist 1998)

Uloha 16. Najdéte vSechny disjunktni rozklady Ng = A U B takové, 7e pro kazdé
n € Ny mé rovnice x + y = n, < y stejné fesSeni v A x A jako v B X B.

Uloha 17. Existuje podmnoZina pfirozenych &isel X takova, Ze vSechna dosta-
te¢né velkd prirozena cisla lze vyjadrit jako soucet dvou prvkt z X stejnym poctem
zpusobu?

Uloha 18. Vrcholy pravidelného n-tihelniku jsou obarveny nékolika barvami. Vr-
choly kazdé barvy navic opét tvori pravidelny mnohothelnik. Dokazte, Ze dva z nich
maji stejny pocet vrcholt.

Uloha 19. Dokazte, Ze > ( f ) = F,, 11, kde na levé strané s¢itame pres vSechna
n—k +
smysluplné k a F; znadi i-té Fibonacciho ¢islo.

Derivace

Jednim ze Sikovnych zpusobu, jak si uleh¢it praci, je derivovani a integrovani. Jeli

totiz fada > -, an,x™ konvergentni na néjakém neprazdném intervalu, jejim zderi-

vovanim dostaneme fadu > - (n+ 1)a,412". Zintegrovanim piivodni fady naopak
o0

ziskdme fadu ¢+ > La,_12"™ pro ngjaké redlné c.

Uloha 20. Pro n € N spoététe hodnotu Y-/ _o k(7).

Uloha 21. Pfirozena ¢isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickymi posloupnostmi
s diferencemi po fadé ri,rs,...,r, a poCateénimi Cleny po fadé ai,as,...,a,. Do-
kazte, ze & 4 %o 4 ... 4 90 — n—l

T1 T2 2

T
Umét fady derivovat a integrovat se spolecné s dalsimi postupy hodi docela ¢asto.
Predchozi dvé tlohy tvorily jen lehkou ochutnavku — v dalsich ¢astech prednasky
nabyté znalosti znovu vyuzijeme.
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Rekurence

Pomoci generujicich funkci lze pfimocare fesit razné rekurence. Pro rizné specialni
druhy rekurenci existuji prehlednéjsi zptsoby reseni, generujici funkce lze ale pouzit
dost obecné.

Uloha 22. Definujme ag = 0, a;1 = 2a; + 1 pro i > 1. Vyjadfete explicitné a,,.

S pouzitim stejného piistupu a trochy hrubé sily lze vyjadfit i ¢leny jinych re-
kurentné zadanych posloupnosti. Casto je pfitom ale potifeba rozkladat vielijaké
racionélni funkce na parcidlni zlomky. Pfedvedme si to na nékolika piikladech. Ac-
koliv je tfeba trochu pocitat, neni se ¢eho bat.

Uloha 23. (Fibonacciho ¢isla) Af Fp =1, Fy =1aF, =F, ;+F, 5 pron > 2.
Vyjadrete explicitné Fi,.

Vytvorujici funkce ale za¢nou byt skutecné potieba, jakmile rekurence pfestanou
byt linedrni. Samoziejmé pokud FeSeni umime tipnout, typicky je trividlni feSeni
dokon¢it indukci. Takovy tip ale vibec nemusi byt lehky — a generujici funkce ho
umi ud€lat samy.

Uloha 24. Spoctéte explicitné ¢leny posloupnosti splitujici ,, 4o — 62,41 — 9, =
= 2" 4+ n pro n € Ny, pricemz x; = x¢g = 0.

Ponaucenim z této ¢asti by tedy mélo byt, Ze pocitani ¢lentt mnoha rekurentnich
posloupnosti jde jednoduse prevést do jazyka generujicich funkci, které pak resime
jako ,,bézné rovnice“. Pokud nam pritom pieje Stésti a mame zkusenosti, z vyjadreni
generujicich funkci zvlddneme zpétné vycist hledanou posloupnost. Az budeme mit
vice znalosti, vyfeSime si i par zajimavéjsich rekurenci.

Zobecnéna binomicka véta
r) _ r(r=1)--(r—k+1)
k!

Definice 25. Pro libovolné r € R, k € N ozna¢me (k
vame ho zobecnéné kombinacni c¢islo.

Tvrzeni 26. Proz € (—1,1) plati (1+ )" = (;) + (})z + (5)2® + -

. Nazy-

Pro r € N je tedy predchozi tvrzeni bézna binomicka véta. Pro » € Z nebo
obecnéji r € Q ale dostavame nové rovnosti, ve kterych najednou napravo vystupuji
nekonecné rfady. Kromé souctu nekonecné geometrické fady tedy explicitné zname
dalsi druh souctu, diky ¢emu se umime mnohem lépe vyporadat s nékterymi dalSimi
generujicimi funkcemi.

Jakmile tedy pri vypoctech dospéjeme ke generujicim funkcim, kde se vyrazy
(14z)" vyskytuji ve jmenovatelich ¢i dokonce v odmocninéch, uz z nich budeme umét
explicitné vyjadrit ¢leny prislusné posloupnosti. V mnoha pfipadech se samoziejmé
da zobecnéné binomické vété vyhnout, ¢asto ale podstatnym zpiisobem pomiize.
Uloha 27. V kosiku je 30 modrjrch, 40 Gervenych a 50 bilych mickt. Kolika zptisoby

Ize vybrat 70 micka?
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Uloha 28. Vyjadiete explicitné soucet 12 + 22 + ... 4+ n?2.

Pokud se nudite, postup predchozi tlohy lze bez problému pouzit na zjisténi
souctt tvaru 1% 4+ 23 + ... + n3, nebo i jakékoli vyssi mocniny, kterou si predem
vyberete.

Uloha 29. S jakou pravdépodobnosti padne pii hodu 12-ti hracimi kostkami piesné
307

Uloha 30. Kolik existuje slov z pismen a, b, ¢, d délky n, ve kterych se nikde vedle
sebe nevyskytuji pismena a, b7

Uloha 31. (Catalanova ¢isla) Mame &tverec n x n rozdéleny na jednotkové ¢tverce.
At ¢, znadi pocet cest z levého dolniho do pravého horniho rohu ptivodniho ¢tverce,
které vedou po hranach mensich ¢tvereckti smérem doprava ¢i nahoru a zustavaji
celou dobu pod diagonélou (mtZou se ji dotknout). Spoctéte c,,.

Navody

Clenu z" v (z + 1)"(z — 1)™.
Jsou to koeficienty fady ﬁ, saldt z n kusd ovoce lze proto pfipravit n + 1
zpusoby.

1. Tento koeficient se da kombinatoricky vyjadrit jako (210) . (129) = w = 3420.
2. Nasobte (1 + 2+ 22)(1 +z + 22)(1 + 2 + 22 + %), koeficient u z* je 8.

n+k—1
3. (M5

1

4. (1—z)(1—22)(1—x5)
5. a(x)-b(x)
6. g 9(@)
7.
8.

9. Rozlozte polynom f = x+ 2%+ 2% +2* + 25+ 25, jak jen to jde. Souéty po hodu
dvéma kostkami pak odpovidaji polynomu f2.

10. Jednoznac¢né vyjadreni ¢isel ve dvojkové soustave.
11. RozepiSte do rovnosti geometrickych fad, vynasobte (z — 1) a dosadte 1.

12. Nahlédnéte, Zze pocet rozkladii méa generujici funkci danou nekoneénym sou-
¢inem geometrickych fad [],_, ﬁ Pomoci stejnjch metod prevedte lohu na
ovéfeni néjaké rovnosti nekonecnych soucini.

13. Oznacme a; pocet posloupnosti skokt zac¢inajicich v 0, které se dostanou do 0
poprvé po i skocich. Déle at b; znadi stejny pocet pro posloupnosti zaéinajici v ¢isle
3. Vsimnéte si vztahu mezi generujicimi funkcemi.

(1—+)m =0 (mnji 1')a?. Interpretujte levou

stranu zadani jako néjaky koeficient souc¢inu dvou vhodnych rad.

14. Nejprve si vSimnéte rovnosti

. . . 7’ 7’ k v 7 .
15. Uvazte funkei > ;=) 2%. Zkuste si hrat s dosazenim z = y? a nekoneénymi
souciny.
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20. Derivujte binomickou vétu, dosadte 1. Vyjde n27 1.

21. Zderivujte, dosadte 1 a pouzijte identitu pro soudet prevracenych hodnot dife-
renci.

22. Vyjde 2™ — 1.
23. Po delsim vypoctu vyjde (1 + x + 22)(z + 22 + 23)(1 + z)(1 + z).
28. Vezmeéte geometrickou fadu. Derivujte, derivujte!

31. Nahlédnéte rekurentni vztah c,, = coc,,—1+- - -+cp_1¢0, se kterym pak pracujte
v Teéi generujicich funkci.

Literatura a zdroje
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[3] AoPS Art of Problem Solving
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Teleskopické soucty a souciny

ANNA MLEZIVOVA

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva metodou teleskopickych sou¢tt a soucinti a obsahuje
nékolik prikladt na jeji procviceni.

Princip metody teleskopickjch souc¢tid a soucinti je zaloZen na cileném rozsifeni
daného souctu nebo soucinu nékolika ¢isel takovym zptsobem, aby jej nasledné bylo
mozné vyrazné zjednodusit.

Umluva. V celém piispévku budeme poéitat s n > 1.

Pti metodé teleskopickych souctt se obvykle snazime kazdy ze sCitanct prepsat
ve tvaru rozdilu tak, ze vétsina ¢lend takto upraveného souc¢tu se nakonec navzajem
odecte.

p 1 1 1
Uloha. Urcete hodnotu vyrazu 15 + 33 4+ m

Uloha. Uréete hodnotu vyrazu 1!-1+2!-24--- +n!-n.

Pri teleskopickych soucinech chceme jednotlivé ¢leny upravit tak, aby se jich co
nejvic zkratilo a ztistal ndm pouze jednoduchy vyraz.

1 1 1
Uloha. Dokaite, 7 1+—)-(1+—) - ([1+ ——- 2.
ona Oa“’ze<+1-3> <+2.4> (+<n—1>-<n+1>><

P 1 1 1 1
Uloha. Dokazte, ze (1 — 4) . (1 — 9) <1 — n2> = n2—|7—1 .

Piiklady

1 1 1
Priklad 1. ¢ete hodnotu vy .
rikla Urcete onouvyrazu1'2.3+2'3.4+ +n-(n+1)-(n—|—2)

1 1 1
Priklad 2. Dokazte, Ze plati 5 + 32 + -+ o} <1.

1 1
74_..._’_7:9
VI++v2 V99 + /100
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1 1 1
Priklad 4. Dokazte, ze 1 e <2
rikla okazte, ze +1+2+1+2+3+ +1+2+---+n<
Priklad 5. Dokazte, ze latl 1 —|— 1 + - 1 < L
. zte, 7 —+ — =.
P 3.7 T on—1)-@n+3) 3

Piiklad 6. Dokazte, Ze

3 4 2019 1
P¥iklad 7. Dokaite, 7 <=
A okazte, Ze o s o s 4l 20171+ 20181 + 20190 © 2

1 1 1 1 1
Priklad 8. Urcete hodnotu \/1 + 1+ Jr\/l +ot ot IS+
4 4 9 n2 (n+1)

Priklad 9. Zjednoduste

1 1 1

1) VIitl Vidtl @+)ve+2.vasl Tt vatn Vil

224+1 3341 1
Piklad 10. Dokate, 76 '+ o0+ Zer <2
= F,
Priklad 11. Uréete hodnotu = .
Z [
1
Priklad 12. Uréete hodnotu _—
Z n 1° Fn+1

Literatura a zdroje

Tento prispévek je z velké ¢asti pfevzaty z prednasky Adély Kostelecké, které bych
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Konecné automaty

Viki NEMECEK

ABSTRAKT. Jednim z hlavnich objektt, které zkouma teoretickd informatika, jsou
Turingovy stroje. Protoze o Turingovych strojich je ale za jednu prednasku obtizné
dokézat cokoli zajimavého, podivame se na jejich (o nékolik stupiiti) slabsi brasky —
kone¢né automaty.
V teoretické informatice Casto feSime, jak slozité je pro rizné mnoziny retézct
rozhodnout, ktery fetézec do nich patii a ktery ne. Abychom ale mohli mluvit o fe-
tézcich, musime nejprve nadefinovat terminologii.

Definice. Koneéné mnoziné znakt budeme fikat abeceda a budeme ji znacit X.
Abeceda mize byt napfiklad {a,b,c,...,z}, ale taky tfeba mnoZina obsahujici #,
@, § a !. My vSak budeme nejéastéji pouzivat bindrni abecedu {0, 1}, ¢i dokonce
unarni abecedu obsahujici pouze nulu nebo pouze jednicku. Prvkiim abecedy budeme
ifkat znaky abecedy, nebo prosté znaky. Retézec pak bude koneéné (klidné prazdnd)
posloupnost znakt. Délkou retézce w budeme rozumét pocet jeho znakil a budeme
ji znacit |w|. Retézec délky 0 budeme znadit e. Mame-li fetézce u a v, budeme uv
nebo u - v znacit jejich zfetézeni, tedy fetézec w takovy, ze |w| = |u| + |v| a ve
w jsou nejprve vSechny znaky u v tom samém poradi jako v v a potom obdobné
viechny znaky v. Podobné budeme u* pro k € Ny znaéit fetézec u k-krat zietézeny
sdm za sebe (tedy napiiklad zdpisem 1(10)® budeme rozumét fetézec 1101010). Pro
fetézec v budeme u® znadit ten samy fetézec pozpatku. Mame-li fetézec w, tak pro
k € N,k < |w| budeme w[k] znacit k-ty znak Fetézce w.

Dale budeme potiebovat terminologii a znaceni mluvici o mnozinach fetézci.
Dovolime si jistou formélni nepiesnost a budeme tam, kde to déva smysl, volné
zaméiiovat Fetézec s jednoprvkovou mnozinou, kterd obsahuje pravé tento Fetézec!

Dovolime si podobné, jako zietézujeme fetézce, zfetézovat i mnoziny. Tedy napii-
klad {0,1}-{2,3} = {02,03,12,13}. Dale pokud M je mnozina fetézcti, M* budeme

znacit libovolny pocet opakovani néceho z M, tedy
M*={e}UMUM*uUM3U...

Napriklad ¥* je tedy mnozina vSech moznych konec¢nych fetézct nad abecedou .
{01,02}* obsahuje napiiklad ¢, 01, 01020102, ale ne 010.

ITaké budeme zamériovat znak a fetézec délky jedna obsahujici pravé tento znak.
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Definice. Jazykem nad abecedou ¥ budeme znacit mnozinu L C ¥*. Jejim prvkam
budeme fikat slova jazyka L.

Piikladem jazyka nad abecedou {0, 1} mtze byt napiiklad mnozina vSech fetézct,
které reprezentuji ve dvojkové soustavé ¢islo mensi nez 42. Nebo mnozina vSech fe-
tézc1, které reprezentuji prvocislo. Nyni vSak jiz koneéné méme vse, co potfebujeme,
abychom nadefinovali koneény automat.

Definice. Koneény automat je pétice (S, 3, 0,s, A), kde:

e S je kone¢na mnozina stavi,

e Y je konecéné abeceda,

e 0:5x3X— S jeprechodova funkce,
e s € S je pocatecni stav,

e A C S je mnozina piijimajicich stavi.

Vypocet konecného automatu nad Fetézcem w probihéd nasledovné: Automat za-
¢ne v pocatefnim stavu s. Poté pfecte prvni znak Fetézce w([l] a pfejde do stavu
s1 = o(s,w[l]) (ne nutné rizného od s). Dale pfecte znak w(2] a piejde do stavu
s9 = o(s1,w[2]). Tak pokracuje, dokud nepfecte posledni znak w a neptejde do stavu
S|w|- Pak Ffekneme, Ze automat fetézec w prijal, pokud vypocet ukonil v pfijimajicim
stavu, tedy pokud s),,| € A.

Jazyk L(A) prijimany automatem A je mnozina vSech slov z ¥*, které automat
pfijme.

Pribéh vypoctu si tedy muzeme predstavit tak, ze automat cte fetézec znak po
znaku a do svého stavu si uklada néjakou informaci o tom, co uz precetl. Ve vétsiné
pripadu si vSak naptiklad nemiize ulozit celou ¢ast Fetézce, kterou uz precetl, protoze
jeho stav mutze nabyvat jen kone¢né mnoha rtéznych hodnot, kdezto fetézce mutizou
byt obecné libovolné dlouhé.

Protoze takovyto zépis automatu je (obzvlast u vétsich automatt) velmi nepfe-
hledny, ¢asto se pouziva ilustrace automatu pomoci orientovaného grafu, kde vrcholy
odpovidaji staviim automatu a orientované hrany oznacené znaky abecedy precho-
dové funkci. Mé&jme napiiklad automat nad abecedou {0, 1}, ktery ma mnozinu stavi
{50, 51},kde sg je pocatecni stav a s; jediny pFijimajici stav. Pfechodova funkce Fika,
Ze pri precteni nuly zlistaneme v témze stavu a pri precteni jednicky prejde do dru-
hého z mozZnych stavi. Tento automat by téz Sel popsat nasledujicim obrazkem:
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Priklad 1. Jaky jazyk automat na obrazku vlastné pifijima?

Piiklad 2. Nakreslete koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijima pravé
ta slova, kterd reprezentuji binarni zapis sudého ¢isla. Co ¢isla délitelna trojkou?

Piiklad 3. Nakreslete koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijima pravée
slova se sudym poc¢tem nul. Pak nakreslete automat, ktery prijiméa ta, v nichz je pocet
jednicek délitelny tfemi. Nakonec najdéte automaty, které ptijimaji slova splnujici
alespon jednu z téchto vlastnosti, respektive obé tyto vlastnosti.

Definice. O jazyku fekneme, Ze je reguldrni, pokud existuje konecny automat,
ktery prijima prave tento jazyk.

Priiklad 4. Dokazte, Ze pro libovolné dva regularni jazyky Li, Lo nad abecedou
¥ jsou jazyky L1 U Lo, L1 N Ly a ¥* \ Ly také reguldrni.

Priklad 5. Rozmyslete si, Ze libovolny koneény jazyk je regulérni.

Pumping lemma

Doted jsme pouze konstruovali automaty, ale chybély ndm prostiedky, jak dokazat,
ze né€jaky jazyk regularni neni. K tomu ndm poslouzi pumping lemma.

Véta. (Pumping lemma) Pro kazdy reguldrni jazyk L existuji konstanty k a ¢,
takové, Ze pro kazdé slovo u € L, kde |u| > {, existuji Fetézce w, x a vy, takové, Ze:
e u=w-x-y,
o |w-z| <Kk,
e fz[=1,

e pro kazdé n € Ny je slovo w - 2™ - y také v jazyce L.

Myslenka dikazu. Méame-li regularni jazyk, pak existuje koneény automat, ktery ho

prijim4. Tento automat ma |S| stavii a je nad |X|-prvkovou abecedou, takze pokud

ma slovo alespoii |S|-|X|+1 znak, musi se z Dirichletova principu néjaka kombinace
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¢teného znaku a stavu stroje zopakovat (dokonce jiz mezi prvnimi |S|-|2|+1 znaky).
Cést slova mezi témito opakovanimi je ale mozné vynechat & naopak libovolnékrat
zopakovat, protoze pokud stroj ¢te tyz znak a je v témze stavu, bude se vzdy chovat
stejné bez ohledu na to, co jiz precetl.

Uloha. Rozhodnéte, zda jazyk L = {0’ | j je mocnina dvojky} je reguldrni.

Reseni. Jazyk regularni neni. Pro spor piipustme, Ze by regularni byl. Pak existuji k
a /s vlastnostmi ze znéni pumping lemmatu. Najdeme n takové, ze 27! > max(k, £).
Pak slovo 02" lze rozdélit na slova w, z a y podle pumping lemmatu. Protoze
ale k < 271 tak 1 < |o| < 277 tedy w-y = w- 2" -y je v L, ale soucasné
271 < |w - y| < 2", coz je ve sporu s definici L. Jazyk L tedy neni reguldrni.
Pfiklad 6. O nésledujicich jazycich rozhodnéte, zda jsou regularni: (Prostfedky,
které k tomu mate, jsou jednak pumping lemma a jednak uzavienost regularnich
jazykt na doplnék, prinik a sjednoceni.)

(1) Ly = {07 | p je prvoéislo},

(2) Lo ={0"-1™|n,m € N},

(3) Ly={0" 1" | nen},

(4) Ly={0"-1™|n,m € N,n>m},
(5) Ls ={0"-1™|n,m € N,n # m},
(6) Lg={w-wf|we{0,1}*}.

Nedeterminismus

Doted jsme méli pouze koneéné automaty, které vzdy védély, co maji délat. Co
kdybychom jim ale dali na vybér?
Definice. Nedeterministicky koneényg automat je pétice (S, X, 0, s, A), kde:

e S je konefnad mnozina stav,

e Y je konecna abeceda,

e 0:Sx(ZU{A}) — P(S) je pfechodova funkce,

e s C S je mnozina startovnich stavi,

e A C S je mnozina pfijimajicich stavi.

Vypocet konecného automatu nad Fetézcem w probihéd nasledovné: Automat za-
¢ne v néjakém pocitednim stavu ze s. Poté piecte prvni znak Fetézce w[l] a pfrejde
do néjakého stavu s; € o(s,w[l]) (ne nutné razného od s). P¥ipadné muize také
necist znak, ale pfejit do né&jakého stavu z mnoziny o(s, A) (a v pFistim kroku opét
C¢ist prvni znak; tomu fikdme, Ze automat vyuzil A pfechod). Takto pokracuje ve vy-
poctu, dokud neptecte posledni znak a pripadné jesté nevyuzije néjaké A\ prechody.
Pak fekneme, Ze automat retézec w ptijima, pokud existuje vybér pocatecniho stavu
a stavd v prubéhu vypoctu takovy, ze automat skonéi v néjakém stavu z A.
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Pokud béhem vypoctu nastane situace, Ze je automat ve stavu s, ¢te znak z a
o(s,z) = 0, vypodet se povazuje za neprijimajici.
Véta. Pro kazdy nedeterministicky konecny automat existuje deterministicky ko-
necny automat, ktery prijima ten samy jazyk.

Myslenka dukazu. Nejprve si rozmyslime, ze A pfechody umime odstranit po-
mérné jednoduse. Potom sestrojime konecny automat, jehoz stavy jsou vSechny
podmnoziny mnoziny stavi pivodniho nedeterministického automatu. Rozmyslete
si, jak nadefinovat prechodovou funkci.

Priklad 7. Nechf K; a K5 jsou regularni jazyky. Pak rozhodnéte, zda jsou nésle-
dujici jazyky regularni (pro kazdou volbu K; a Ks):

(1) le{w|wT€K1},

(2) ng{w* |’UJEK1},

(3) L3 = K7 —tento priklad se od pfedchoziho lisi tim, Ze v pfedchozim p¥ipadé
se pozaduje, aby w bylo pofad stejné, zde se za sebe miizou fetézit rizna
slova K7,

(4) Ly={w-v]we Ky,ve Ky},

(5) Ly={w-v|v-we K}

Navody

4. Jazyky Ly a Lo jsou regularni, tedy mate konecné automaty, které je prijimaji.
Zkuste z nich tedy vyrobit automat, ktery by pfijimal jazyky Li U Lo a Ly N Lo.
Bude se vam hodit rozmyslet si, jak vypada ,kartézsky souc¢in“ dvou automatii.

6. Jazyk Lo je jediny reguldrni. V &&sti (5) si uvédomte, ze doplnék Lj je jazyk
vSech fetézci, které vypadaji jinak, nez néjaké nuly a pak jiny pocet jednicek. Kdyby
ale Ls byl regularni, je regularni i jeho doplnék a nasledné pranik jeho doplitku s Lo,
coz je presné Lg. V ¢asti (6) si miizeme vzit napiiklad w = 0”1 pro néjaké dostatecéné
vysoké n.

7. Jazyk Lo neni regularni, myslenka diikazu je podobna Lg ze cviceni 6. Ostatni
regularni jsou, popiste konstrukci nedeterministického automatu.
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Jensenova nerovnost

ToMAS NOVOTNY

ABSTRAKT. Jensenova nerovnost je jednim z velmi silnych nastroji pro feSeni nerov-
nosti. Jeji t€inné pouziti je vSak Casto zalozeno na volbé spravné konvexni ¢i konkavni
funkce. V pfispévku se podivime na techniky, které lze pro hledani téchto funkci
vyuzit, a procvi¢ime si je na dikazech jinych standardnich nerovnosti a nékolika sku-
tecnych piikladech.

Konvexni kombinace
Definice. Nechf x1,...,2, € R, A\1,..., A\, € (0,1) a navic A\; +---+ A\, = 1. Pak
¢islo Aiz1 + - -+ + A\px, nazyvame konvexni kombinaci Cisel xq, ..., x,.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pokud je 1 nejmensi a x,, nejvétsi z Cisel x1,...,x,,
lezi kazda konvexni kombinace téchto ¢isel v intervalu (1, zy,).

Pro praci s Jensenovou nerovnosti je klicové porozumét konvexnim kombinacim
(boddl) v roviné.

Definice. Necht [x1,91],...,[Tn, yn] jsou soufadnice n bodid v roving, A,..., A, €
(0,1) a Ay + - - -+ A\, = 1. Pak bod o soutadnicich

[)\1331 + -+ )\nﬁcny >\1y1 R /\nyn]

nazyvame konvezni kombinaci bodi [z1,y1], .- -, [Tn, Yn]-

Cvi€eni. Co je mnozinou vSech konvexnich kombinaci danych dvou (t, ¢tyf, atd.)
bodt v roviné? A co v prostoru?
Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht I C R je interval a f: I — R je funkce. Pokud pro kazdou dvojici
z,y € I akazdé \ € (0,1) plati

fAz+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)f(y),

fekneme, ze f je konvexni na I.
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Duélné (s opa¢nou nerovnosti) definujeme konkdvni funkci. Pokud pro A € (0,1)
plati ostra varianta uvedené nerovnosti, mluvime o ryze konvexni (resp. ryze kon-
kdvn?) funkei.

Cviceni. Rozmyslete si, co nerovnost definujici konvexitu (resp. konkavitu) zna-
mena geometricky.

Cviceni. Zjistéte, které z elementarnich funkei jsou na nékterych intervalech kon-
vexni (resp. konkavni). Jaky je vztah mezi konvexnosti a konkdvnosti funkce f a —f?

Nyni mzeme konec¢né prejit k samotné nerovnosti.

Jensenova nerovnost

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je konvexni funkce na intervalu I. Potom
pro libovolnd x1,...,x, € I a A1,..., A, € (0,1) takovd, Ze Ay + --- + A, = 1, plati

Mf(x) + -+ Af(xn) > fax + - 4+ Apzy).

Casto nam bude stadit specialni pfipad, ve kterém jsou si véechny \; rovny:

flay) 4+ f(xn) Zf(x1+---—|—xn>.

n n

Cviceni. Interpretujte obé strany nerovnosti geometricky pomoci konvexnich kom-
binaci bodd a uvédomte si, Ze tvrzeni se tim stava témér trividlnim.

Cviceni. Rozmyslete si, kdy v Jensenové nerovnosti nastava rovnost.

Nyni si mtizeme blahopfat, nebot jsme téméf zadarmo ziskali velmi obecné vyhli-
zejici nerovnost, kterd se ukaze byt silnou zbrani. Ke spravnému pouziti Jensenovy
nerovnosti je tfeba umét rozhodnout, zda je dand funkce konvexni (resp. konkavni).
K tomu se v praxi pouziva nasledujici lemma.

Lemma. Ma4-li funkce f na intervalu I nezédpornou (resp. nekladnou) druhou de-
rivaci, je f na I konvexni (resp. konkdvni).

Pokud jste o derivaci (natoz néjaké druhé derivaci) neslySeli, nezoufejte. U jed-
noduchych funkei se d4 konvexita/konkdvnost dobfe odhadnout z grafu, pfipadné
Ize pouzit vhodny matematicky software. P¥isné korektni zdivodnéni se v tomto
pfipadé nevyzaduje ani v MO. O jednoduchych funkcich se povazuje za zndmé, zda

1

jsou konvexni ¢i konkavni. Konvexni jsou naptiklad %, 7z ha R+ nebo sudé mocniny

x na R. Typické konkévni funkce jsou y/z nebo log(x) na RT.
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Motivacni priklady

Koneéné se dostavame k uloham. Zacneme zlehka:

Priklad. Ukazte, Ze pro kazdé realné x > 1 plati:

+=+ >

1 1 1 3
r—1 o zx+1 xT-

Reseni. Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkei f(x) = 1/z, kterd je konvexni
na RT, a konvexni kombinaci kladnych ¢&isel x — 1, =,  + 1 s koeficienty

1
/\12)\2:)\3:§.
Dostavame
11 11N 1 11 1,1 3
3\z—-1 =z x+1 _%_1+§—|—%+1_x =1 2« z+4+1~ z-

Jisté by vam nedé€lalo problém tuto nerovnost dokazat zcela piimocaie rozna-
sobenim. Zkusime tedy néco tézsiho — zastupce typické skupiny tloh feSitelnych
Jensenovou nerovnosti:

Priklad. Jsou-li «, 3, vy velikosti ithlu v trojuhelniku, dokazte

3V3

sina + sin 8 + siny < 5

Reseni. Jensenovu nerovnost aplikujeme na funkci f(r) = sinz, ktera je konkavni
na intervalu (0, 7). Plati «, 8,7 € (0, 7), tedy

a+5+’7) _@

Lina s Lsing s Leing <
— S1n & — Sin — Sin Sin =
3 ST = 3 2 .

3 3

U této nerovnosti bychom jiz pfimocarejsi pfistup hledali tézko. Jensenova ne-
rovnost je pro dokazovani nerovnosti pro tthly v trojuhelniku ¢asto uziteéna, nebot
zndme jejich soucet (a tedy i tu nejjednodussi konvexni kombinaci).
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Logaritmus

Obcas se pfi pouzivani Jensenovy nerovnosti setkdme s logaritmem. Uzite¢ny pro
nas bude zejména tim, Ze svym zpusobem pfevadi nasobeni na s¢itani a mocnéni na
nasobeni. Presnéji o tom hovori néasledujici poznamka.

Poznamka. Necht je realné éislo a > 1. Funkce f(z) = log,(x) definovan na R*
jako inverzni funkce k g(z) = a® mé nésledujici vlastnosti:

(i) f je rostouci ryze konkévni funkce na R*,
(i) flxy) = f(z) + f(y),

(iii) f(3) = —f(2),

(iv) f(z¥) = yf(2).

Jensenova nerovnost je ve skutecnosti velmi silnd metoda — lze s ni napiiklad
dokazat vétsinu bézné pouzivanych nerovnosti:

Véta. (trojihelnikova nerovnost) Pro redlna ¢isla x1, s, ..., x, plati:

|z1| + |z2| 4+ - 4 20| > o1 + 22+ + 2y

Véta. (AH nerovnost) Pro kladnd éisla x1, s, . .., x, plati:
23 1
Véta. (AG nerovnost) Pro nezéporna Cisla x1, xa, ..., z, plati:
T+t
DATTI s wE T
n
Véta. (Cauchy-Schwarzova nerovnost) Pro libovolnd redlna c¢isla x1,xa,...,Zn,

Y1,Y2,-..,Yn Dlati:
(x%—i——km%) (y%++y’r21) > ($1y1+---+$nyn)2.

Ndpoveda: Dokazte nerovnost pro nenulovéd y;. Rozmyslete si, kdy nastava rov-
nost.
Nyni uz vime dost, abychom se mohli pustit do feSeni skutec¢nych tloh. Nezapomerite,
Ze Jensenova nerovnost plati pro kazdou konvexni (resp. konkévni) funkci, takze
pokud kyzena nerovnost hned napoprvé nevyjde, neni dtivod hazet Jensena do zita
— prosté zkuste jinou funkci. Tak hura do toho!
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Ulohy na rozehfati

Uloha 1. Ukaite, Ze pro libovolna realné é&isla a, b € (—1,1) plati

V1—a2+1-02<\/4—(a+0)2

Uloha 2. Dokazte, ze pro kladna realna &isla a, b spliiujici a + b = 1 plati

+12+ b+12>25
- = - 22
a b) — 2.

Uloha 3. Dokazte, Ze pro viechna p¥ipustna = € R plati

Vo +1++v2x—3++/50 -3z <12

Uloha 4. Pro o, 3, v tihly v trojihelniku dokazte nerovnosti

. « 15} y 3V3
— . - —
(ii) cos 5 + cos 5 + cos 5 =5,

(i) tg3+tg§+tg%z\/§,

2 2
3V3

(iv) sinasin Bsiny < 5.
Uloha 5. Ukazte, Ze pro thly o, 3, 7, 6 v tétivovém ¢tyithelniku plati
4sin% +3sin§ +251n% +sind < 3+2V2.
Uloha 6. Pro kladné a, b, ¢ dokazte
V27 (@7 + 67 +¢7) > Va7 + VT + Ve,

Uloha 7. Kladna realna éisla z, y spliiuji « + y = 1. Dokazte

T Y 1
+ >
1+y 1+2— 1422y
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Poradné alohy

Uloha 8.

Uloha 9.

Uloha 10.

Uloha 11.

Uloha 12.

Uloha 13.

Navody

Ukazte, ze v ostrouhlém trojihelniku plati

a+b+c>V2bccosa + v/2accos B + \/2abcos .

Pro kladna a, b, ¢ dokazte

a n b " c S 9
(b+c)?  (c+a)? (a+b)? " 4la+b+c)-
Pro a,b > 0 dokazte
a n b > a+b
VP2P+1 Va2+1 7 Vab+1-

(MO 63-111-6)
Pro a,b,c > 0 dokazte

<a2+b2+c2>a+b+c>aabbcc> <a+b+c>a+b+c

a+b+c 3
Pro realna xq,...,x, > 1 dokazte
1 1 n
ot >
1 +1 Ty +1 VATRERE NS S

(IMO Shortlist 1998)

Pro kladna a, b, ¢ dokazte
a n b n c -1
VaZ +8bc Vb2 +8ac 2 +8ab

(IMO 2001)

4. V poduloze (iv) vyuzijte budto funkci log (sin ), nebo jen log x a dfive dokazané

tvrzeni.

8. Pouzijte kosinovou vétu a substituci a =/ +y, b=y + 2, c =z + x.

1
9. Pouzijte funkci —
x .

11. Plati, ze f(x) = zlogz je pro x > 0 konvexni.

12. Vsimnéte si, ze pro x; < 1 tvrzeni neplati. Hodi se substituce y; = log z;.

1
13. Pouzijte funkci —

\/5.
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Zdroje

Prispévek je z vétsi ¢asti zalozen na drivéjsich prednaskach Davida Hrusky a Mar-
tina Topfera. K tézsim tlohdm byly pfidany hinty a zménéna byla predevsSim cast
o standardnich nerovnostech a goniometrickych tlohach.
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AG nerovnost

MARIAN POLJAK

ABSTRAKT. V prispévku jsou obsazena zdkladni i pokro¢ild uziti AG nerovnosti.

Ué¢inné pouzivani nerovnosti patii k zakladnim dovednostem ¢lovéka tc¢astniciho
se matematickych soutézi. Prestoze je tento text zaméfen primarné na feSeni nerov-
nosti, soustavy rovnic jsou s jejich pomoci také ¢asto hracka a silné odhady neziidka
vyFesi i nealgebraickou ulohu. Jednou ze (dvou) stézejnich nerovnosti je nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym prameérem (zkrédcené AG nerovnost). V této dvoj-
prednésce se s ni seznamime a ukazeme si vSechny mozné nekalé triky, které s ni
mizeme provadét.

Véta. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezaporné ¢isla 1, 3, ..., x, plati

T+ T2+ Ty
n

2 Yy To Ly

Poznamka. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz 1 = 29 = -+ = x,.
Priklad.
(1) a®+ b% > 2ab,
2) (a+b+o)(t+1+1)>0,
(3) 223 +y3 > 32%y.
Cviceni. (Zékladni figle.) Pro z, y, z kladna dokazte:
1) ¢4+b>2
) 2® +y®+ 2% > 3ryz,
) a?+2>3,
) L +y+z>3,
) L4+L42>3,
) 2@ 4y +2)(2? +y? +22%) > 2% + 43 + 2% + 15ayz,
)

z z Yy
sty tiz2
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Priklad. Necht a, b jsou kladné redlné éisla takova, ze a > b. Najdéte minimum

vyrazu
1
=)

Priklad. Najdéte vSechna kladnd realna feseni (a, b, ¢, d) spliwujici a+b+c+d = 12
a abed = 27+ ab+ ac + ad + be + bd + cd.

7 7w

Séitani AG nerovnosti a michani ¢lenu

Jak jste si mozna vSimli, vétsina dosud dokazovanych nerovnosti méla spole¢nou
jednu véc — ¢lend na jedné strané nerovnosti bylo hodné, zatimco na druhé strané
jeden. To samoziejmé (pfi letmém pohledu na AG nerovnost) neni ndhoda. Co kdy-
bychom ale chtéli AG utilizovat i pro boj s nésledujici nerovnosti?

w3+y3+z3 2x2y+y2z+22x

Neni tézké ovéfit, ze nerovnost (konkrétné jeji trojndsobek) miizeme ,namichat®
souc¢tem nerovnosti 223 + y3 > 322y a jejich cyklickych zdmén.
Ukazme si, jak na spravné namichani ptijit!

Priklad. Dokazte, Zze pro kladna redlnd x, y, z plati
z?’y + y3z + 2%z > w2yz + y2z:c + zQxy.

Cviceni. (Michaci.) Pro z, y, z kladna dokazte (a urcete, kdy nastava rovnost):
1) 22 +9%+22 >y +yz+ 2z,
) @t oyt zt > ety oyt 4 e
) aty +yte 4+ 2te > a?yPr + 2% + 220y,
2 vt 2
) THL+ LT zrtytz
) 2T +1> 2% + 28,
(6) %—&—%-ﬁ-? > xy +yz + 2z,
Posledni cviceni ukézala, ze rozlozit nepiijemnou nerovnost na soucet nékolika

lehéich nerovnosti muze casto vést k reseni. Musime si vSak dat pozor na to, aby

tyto leh¢i nerovnosti platily. Pojdme si techniku ,,Rozdél a panuj!“ ukdzat na riz-

norodéjsich prikladech!

Priklad. Dokazte, ze pro kladnd redlnd x, y, z plati
3,13, .3
a’+b"4+c¢+6>3(a+b+c).
Priklad. Dokazte, Ze pro kladna redlnd x, y, z plati

(@ +y)(y +2)(z +z) > Bryz.
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Priklad. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost
2
glatbto)> Vab + Vbe + Yea — 1.

Poznamka. Pomali¢ku zacina pfituhovat a budeme bojovat se slozitéj$imi vyrazy.
Abychom se v ipravéich neztratili, vyzbrojime se znakem tzv. cyklické sumy. Funguje
to néjak takto: chc a=a+b+c, chc zy? = xy? + yz2 + z2?. Napiiklad jedno
z prvnich cviceni lze zapsat nasledovné:

2 Zm Z(L’Q 22x3+15xyz.

cyc cyc cyc

Lehké odhady na tézké nerovnosti

Asi nejvétsi vyuziti AG nerovnosti spoc¢iva v tvorbé odhadt, ,mezivyrazi“, které
vypadaji rozumnéji nez leva a prava strana a které se mezi né proto pokousime
vklinit. Mnohdy je vztah mezi levou a pravou stranou nerovnosti natolik slaby, ze
i ne moc dobry odhad tlohu vyfesi. U tézsich nerovnosti jsou silné odhady casto
nutnosti (a jejich pouzivani vyzaduje notnou davku praxe). Oboji si ukazeme.

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost

1 1

- < —
E: 3 3 =

cyca + b3 +abc ~ abe

Poznamka. (Nendpadnd, ale dulezitd.) Pii dokazovani neostrjch nerovnosti ma
smysl pouzivat pouze takové odhady, u kterych se zachovaji pripady rovnosti.

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokaZte nerovnost
(a® —a®+3)0° —b* +3)(c® = +3) > (a+ b+ )

(USAMO, 2004)

AG vs. zlomky

Na tlohy se zlomky je vétsinou silnou zbrani Cauchyho-Schwarzova nerovnost (ta
druhé stéZejni nerovnost). Nicméné i AG lze na zlomky pouzit piekvapivé dobie
— stadl secist zlomek s jeho jmenovatelem (funguje zejména u slabsich nerovnosti).
Pii feSeni nezapomeinime na poznamku o rovnosti!

Priklad. Pro a,b,c > 0 dokazte nerovnost

a® v A
—+—+—=2>atb+ec
bc  ca ab
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Priklad. Dokazte, ze pro kazda a,b,c > 0 plati

Z a? Satbte
o (a+b)(a+c) — 4

Priklad. Pro a, b, ¢ kladna dokazte

Z a® >a—|—b+c
Cycb(Qc—i—a)_ 3

VazZena verze AG nerovnosti

K jejimu dtkazu je tfeba vyssitho matematického aparatu. Ale plati a jeji obecnost
se muze hodit.

Véta. (Vazend AG nerovnost) Pro libovolna redlnd nezdporna ¢isla x1, xa, ..., @y
a realna nezaporna wy, wa, ..., w, s kladnym souc¢tem w. Pak plati

wW1T1 + waxos + -+ - +wWpT
nn oS w xqinl.;w...xﬁn_
w

Poznamka. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz vSechny x;, pro kterad je w; > 0,
maji stejnou hodnotu.

Poznamka. Prow; =wy = --=w, = % dostavame klasickou AG nerovnost.

Priklad. Dokazte, Ze pro kladnd redlnd a, b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 3 plati

abbc® < 1.

Ulohy na procviceni (trivialni aZ stfedné obtizné

Uloha 1. Anicka nasla 4 kladna relna ¢isla — soucet dvou z nich je 42 a soudet
druhych dvou je 4. Jaky nejvyssi mtze byt soucin vSech téchto ctyr Cisel?

Uloha 2. Urcete vSechna kladn4 redlné z, y, z spliwjici 2 +y + z = 6 a zyz = 8.

Uloha 3. Dokazte, ze pro kazdé pfirozené n > 1 plati

1+2+ + n n> n"
2 3 n+1 n+1

922 sin 22 +4
z sinx
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Uloha 5. Dokaizte, e pro kladna redlné z, vy, z plati

P+ 2>+ 2 yVa? + 22
Uloha 6. Nechf zyz = 32, kde z, y, 2 jsou kladné reélné. Najdéte minimum vyrazu
22 + dzy + 4y? + 222,

Uloha 7. Dokaite, 7e pro 0 < a < b < ¢ plati (a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) > 60abc.

Uloha 8. Na kazdé strané ¢tverce o strané 1 zvolime bod. Tyto body vytvoii
¢tyiahelnik o stranich a, b, ¢, d. Dokazte, Ze plati 2 < a? + b2 + 2 +d? < 4 a
2v2<a+b+c+d<A4

Uloha 9. Dokazte, ze pro kladna a, b, ¢ plati

1 n 1 S 1
(a+0)2  (b+¢)?2 =~ b2 +ac

Uloha 10. Dokaz, Ze pro kladné ay, asg, ..., an, jejichz souéin je 1, plati
a n as n n an > 1 1
1+a;  (1+a1)(1+a2) (I4+a)(1+4a2) - (1+a,) — 2n’

Uloha 11. Dokazte, Ze pro a, b, c > 0 spliwjici abc = 1 plati

a 3
2 iTaa 1

cyc

Uloha 12. Dokaite, Ze pro a,b,c > 0 plati
2
a b ¢ 1 1 1
c+-+-) 2(a+b+o)(=-+-+-].
b ¢ a a b ¢

Té&zsi alohy
Uloha 13. Nechf a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, Ze plati

2a 2b 2c
4 4 4
a*+b"+c +a+b+c+b2+02+a2+02+a2+b2 > 9.

Uloha 14. Ukaste, ze pro kazdou trojici kladnjch éisel a, b, ¢ splitujici abe = 1
plati
> i S
5 1 pb =
e o + b° 4+ ab
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(IMO shortlist, 1996)
Uloha 15. Pro a, b, ¢ kladna plati a + b+ ¢ = 1. Dokazte, ze

1
Val—apl—bol—c < —
a cmes 3
(Rakousko, 2008)
Uloha 16. Nechf n > 2 je pfirozené ¢islo a 1, 3, ..., &, jsou kladna realna &isla.

Ukazte, ze

<
; 3 + Tj— lxszH-l Z mzx7+1 Xy + x1+1)
(6. série A3, 6. ro¢nik iKS)
Uloha 17. Nechf n > 2aas, as, ..., a, jsou kladna realna ¢isla splitujici podminku
asas - - - an = 1. Dokazte, Ze plati

(1+az)?*(1+a3)® - (1+a,)" >n"

(IMO 2, 2012)
Uloha 18. Necht a,b,c > 0 a a + b+ c = 1. Dokazte, ze plati

3
Za2+2622
cyca + bc

Uloha 19. Ukaite, Ze pro kazdé pFirozené n a kazdou n-tici kladnjch realngych
Gisel zq, =3, ..., T, plati

A+z)A 4z +2) (L +z+ao+-+x,) >V (n+ 1)z, ..z,

(35. roénik MKS, findlni mySmas)

Uloha 20. Méjme ostrothly trojihelnik ABC' a jemu opsanou kruznici se stiedem
O a polomérem R. Ozna¢me D druhy prusecik pfimky AO s kruznici opsanou BOC,
FE druhy prisec¢ik primky BO s kruznici opsanou AOC' a F' druhy pruasecik primky
CO s kruznici opsanou AOB. Dokazte

|OD| - |OE| - |OF| > 8R®.

Uloha 21. Necht a,b,c > 0 a abc = 1. Dokazte, Ze plati

a b c <a2—|—b2—|—62.

2b+62+2c+a2+2a+b2_ 3
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Uloha 22. Nechf a,b,c > 0 a plati

1 1 1
a+b+0:§+b72+072.

Dokazte, ze plati

2a+b+c) > V7a2b+ 1+ Y102+ 1+ V7c2a + 1,

a urdete, pro které trojice (a, b, ¢) nastava rovnost.

Uloha 23. Nechf a,b,c >0 a a + b+ ¢ = 1. Dokazte, ze plati

a? + abc 1
SRCATIIE
g c+ab 2V abc

Navody

Dvé lehka AGcka, vyjde 41—1.

Kdy nastava pfi AG nerovnosti rovnost? :)

Je to vlastné AG nerovnost.

Substituce a = x sin x, pomize, vysledek je 12.
2?4+ (y + 2%) =

(x + 2y)? > 8y, mélo by vyijit 96.

Podminky je tfeba vyuzit — zkus po roznasobeni zmensit levou stranu tak, aby
byl priklad ekvivalentni jediné AG nerovnosti.

8. Miize se hodit 2(a? + b%) > (a + b)2.
9. Roznéasobit a dvé AGdka.

10. Dokaz indukci, Ze leva strana je

Ne ok whN e

(14a1)(14a2)--(14+a,)—1
(1+a1)(1+a2)--~(1+an) :

11. Zkus v AGc¢ku vyrusit jmenovatele — pozor, aby nastavala rovnost!

12. Po roznéasobeni se miize hodit substituce z = 3.
13. b224‘_1c2 + % +a? > ... je dobry zacatek. :)
14. Pouzij odhad a® + b° > a3b? + a?b>.

15. Je tieba pouzit vazenou AG nerovnost.

16. Pouzij tilohu 9 na odhad ¢lenti levé strany a upravuj.

17. Znam4 substituce umi odstranit podminku. Potom napf. (zz + x3)* = (% +

+22 4 23)% >
be(l—a)
a?+bc

18. Po upravé do tvaru chc > 1 jde roznasobit.
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19.
. n— i+ 2)n 2 .
Itz +- )" 2> En—i+1;n—i+1(1 Far e ae)
20. Dokaz “23 L‘? B = =m \Efglom pouzij vzorec 2|S fl = R a trochu goniometrie.

AGcko je az posledni krok.

21. Odhadnout jmenovatele, zatnout zuby a nebét se homogenizovat pro a = z°.

22. a+a+ —7= + a2 > . Alternativné lze Fe$it pomoci tzv. Hdlderovy nerovnosti.

23. Je ekv1valentn1

(a+b+c)a+b)(b+c)c+a).

[N

Za(aJr b)v/bela+ ¢)(a+b) <

cyc

Odhadni odmocninu hezkym AGckem, zatni zuby a pokracuj.

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Pavel Salom: Zdoldvdni nerovnosti, Univerzita J.E. Pur-
kyné, 2012.

[2] Samin Riasat: Basics of Olympiad Inequalities.
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Catalanova cisla

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Catalanova ¢isla jsou vedle kombinac¢nich ¢isel jedny z nejéastéji se vy-
skytujicich posloupnosti ¢isel v kombinatorice. V tomto prispévku si predstavime, co
to vlastné je, a podivame se na prekvapivé mnozstvi uloh, kde hraji roli.

Definice. Obdélnikem m x n rozumime obdélnik ve ¢tvercové miiZce, ktery je m
policek vysoky a n policek Siroky. Cestou v obdélniku pak nazyvame trasu z levého
dolniho do pravého horniho rohu, kterd vede po hranach m¥izky, a to pouze doprava
a nahoru.

Cvigeni. Dokaite, Ze v obdélniku m x n existuje ("™) rizngch cest.

Definice. Uhloprickou ve ¢tverci n x n nazveme tsecku spojujici levy dolni roh
s pravym hornim.

Definice. Symbolem C,, budeme znacit n-té Catalanovo cislo, které si definujeme
jako pocet cest ve ¢tverci n x n, které jsou celé pod uhlopfickou (smi se ji dotykat).

2n 2n 1 2n
O/"/ = —_ = —
n n+1 n+1l\n
Diikaz. (ndznak diikazu) Ve &tverci n x n spocitdme poclet nevyhovujicich cest,

tj. takovych cest, které prekroc¢i diagonalu, a tento pocet pak odec¢teme od celkového
poctu cest.

Tvrzeni.

| L
— s
’ ’
# 5
A 7|
/ ’
S N N E——
s '
e pd
s 74
- > #
A A
/ /
iz 3 ’
s i

P A P 4
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Méjme libovolnou nevyhovujici cestu a podivejme se na misto, kde se poprvé
dostane nad diagondlu. V momenté, kdy poprvé prekro¢ime diagonalu a ujdeme
krok smérem nahoru, zbytek cesty pfevratime, jak naznacuje obrazek (z cest na-
horu se stanou cesty doprava a naopak). Nové vznikl4 cesta bude obsahovat n + 1
krokti smérem nahoru a n — 1 krokid smérem doprava, bude tedy cestou v obdélniku
(n+1) x (n —1). Pfeklopenim nazpétek ve stejném misté dostaneme jednoznadné
urcenou puvodni cestu, tedy toto zobrazeni je prosté.

Stejné tak mizeme z libovolné cesty v obdélniku (n + 1) x (n — 1) analogickym
preklopenim ziskat nevyhovujici cestu v obdélniku n x n a toto zobrazeni je rovnéz
prosté. Existuje tedy bijekce mezi cestami ve ¢tverci n x n prekracujicimi thlopticku

a cestami v obdélniku (n + 1) x (n — 1), kterych je (anl). O
Poznamka. Casto se definuje i Cy = 1. Prvnich nékolik Catalanovych &isel je

postupné 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, ...

Piiklad 1. Kolik existuje rtznych cest v obdélniku m x n, které jsou celé pod
thlopfickou levého ¢tverce m x m?

Rekurentni vzorec

Tvrzeni. Méjme posloupnost (a,)n>0 spliiujici vztahy

Pak a,, = C,,.

Uloha. Kolik existuje rtiznych triangulaci konvexniho n-tthelnika'?

Zobecnéni

Vratime-li se k ptivodni definici Catalanovych ¢isel, je pfirozené se zeptat, jaka Cisla
dostaneme, pokud dany obdélnik nebude ¢tverec. To vede k rozsiteni Catalanovych
Cisel.
Definice. Definujeme C(n, k) pro 0 < k < n jako pocet cest v obdélniku k x n,
které vedou celé pod diagonélou levého ctverce k x k. Volbou k = n dostaneme
pravé C,,.

Rozsitenim prvniho dukazu identity charakterizujici Catalanova ¢isla dostaneme

podobny vztah, konkrétné

1Rozdéleni na n — 2 trojuhelniki, jejichz vrcholy jsou vrcholy piivodniho n-tthelnika.
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cwn= (1) (7Y

Pfirozena struktura této konstrukce ndm dovoluje vytvofit Catalaniv trojuhelnik,
ktery je znazornény na obrazku.

132 -

42 132 -+

5 14 28 48 ---

2 5 9 14 20 .-

Cislo C(n,k) je v (n + 1)-nim sloupci a (k + 1)-nim fadku. Catalanova &isla jsou
presné na diagonéle.

Z faktu, ze cisla jsou definovana jako pocet cest, neni jiz tézké piejit k rekurent-
nimu vztahu C(n, k) = C(n,k — 1) + C(n — 1,k) pro 0 < k < n. Ten k4, Ze ¢islo
v Catalanové trojuhelniku je souctem ¢isla pod nim a nalevo od néj, coz jsou presné
mista odkud muzeme k danému vrcholu dojit nami definovanymi cestami. Tento
trojuhelnik ma, stejné jako ten Pascaliiv, mnozstvi péknych vlastnosti. Naptiklad si
Ize v8§imnout, Ze soucet kazdého sloupce dava Catalanovo ¢islo.

Konetné néjaké priklady

Priklad 2. Kolik existuje korektnich uzavorkovani n paru zavorek?

Piiklad 3. Kolik existuje posloupnosti délky n splitujicich 1 < a; < ag < --- < ay,
a navic a; < 1?7

Priiklad 4. Kolika zpisoby si muze 2n lidi podat ruce pres stul tak, aby se zadné
dva péary rukou nekiizily (kazdy ¢lovék podavé préavé jednu ruku jinému ¢lovéku)?
Priklad 5. Kolika zptsoby lze vyplnit tabulku 2 x n ¢isly 1 az 2n tak, aby ¢isla
v obou fadcich i ve vSech sloupcich byla rostouci?

Priklad 6. Nechf n je pfirozené ¢islo. Kolik existuje cest v kartézské soustavé
soutadnic, které vedou z bodu (0,0) do bodu (2n,0), takovych, Ze z libovolného
bodu (z,y) cesta pokracuje bud do bodu (z + 1,y + 1), nebo do bodu (x+ 1,y —1)?
Kolik z téchto cest nikdy neklesne pod osu z?

Priklad 7. Kolika zptsoby je mozné navrsit mince na hromadku, je-li ve spodni
fadé n minci? Na obrazku jsou vSechny mozné hroméadky pro n = 3.
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500 &0 oD & &

Piiklad 8. Kolik existuje binarnich stromt? na n vrcholech? Rozlisujeme , pravé*
a ,levé“ syny.

Priklad 9. Kolik existuje zakofenénych stromt (rozliSujeme pofadi synit) s n vr-
choly?

Priklad 10. Kolika zptusoby je moZno postavit schodisté o n schodech pomoci n
obdélnikt? Na obréazku je schodisté o 4 schodech postavené ze 4 obdélniki.

-

-
L |

Piiklad 11. Kolik je permutaci mnoziny {1,...,n}, které neobsahuji klesajici pod-
posloupnost délky vétsi nez 27

(Oznacime-li permutaci p, pak neexistuji ¢, 5,k € {1,...,n} takové, ze i < j < k a
zéroven p(i) > p(j) > p(k).)

Priklad 12. Pro kterd n je C), liché?

Piiklad 13. Polyomino® nazveme neklesajici, pokud je kazdy jeho sloupec sou-
visly (tj. neni rozdélen na vice ¢4sti oddélenych prazdnymi étverecky), pozice hor-
niho ¢tverecku v kazdém sloupci se zleva doprava nesnizuje a obdobné se v kazdém
sloupci nesnizuje pozice nejnizsiho ctverecku zleva doprava. Kolik existuje neklesa-
jicich polyomin s obvodem délky 2n? Obrazek zachycuje piipad pro n = 4.

Priiklad 14. Kolik existuje uplnych parovani vrchol na Sestitithelnikové pyramidé

~ Ny

sitky n? Uplné parovani na Sestitthelnikové pyramidé siiky 4 muize vypadat napiiklad
takto:

"'/\{'\\

2Pokud nevis, co to znamena, neboj se zeptat pienasejiciho!
3Utvar vznikly slou¢enim nékolika jednotkovych &étverc dotykajicich se hranou.
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Navody

2. Pfeved si to na podet cest pod diagonalou nebo rekurzi podle prvni korektni
podposloupnosti.

3. Pfeved na hledani cest pod diagonalou — divej se na vodorovné hrany.

5. Bijekce na cesty pod diagonalou. Potadi pohybu danymi sméry.

7. Rekurze, nejpravéjsi mezera v druhé vrstvé odspodu.

9. Zakdduj si strom pomoci 1 a 0 (resp. zavorek) a pieved na piiklad 2.

10. Dveé rizné policka na thlopficce nemizou byt ve stejném obdélniku. Roh.

11. Zaznaé si permutaci to tabulky n x n a najdi pomoci permutace cestu nad/pod
diagonalou.

12. Pouzij rekurentni vztah a indukci.

13. Koukni se na horni a dolni trasu z levého dolniho do pravého horniho rohu
polyomina. Poskladej pomoci nich trasu pod diagonalou ¢tverce.

14. Otoc si obrazek o 150° po sméru hodinovych rucicek. V kazdé vrstvé svislych
hran je na parovani pouzita praveé jedna hrana. Po otoceni jde vidét prirozena bijekce
mezi volbou téchto hran a hledani cest pod uhloptickou.

Literatura a zdroje
Velké ¢ast prispévku je prevzatd z pfednasek Martina Hory a Anci Chejnovské, jimz
bych timto chtél podékovat.

[1] Martin Hora, Catalanova ¢isla, 2012 Domasov

[2] Anca Chejnovskd, Catalanova éisla, 2015 Staré Mésto

[3] Richard P. Stanley, Exercises on Catalan and Related Numbers,
http://www-math.mit.edu/~rstan/ec/catalan.pdf

[4] Tom Davis, Catalan Numbers,
http://www.geometer.org/mathcircles/catalan.pdf
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Extremalni princip

MARTIN RASKA

ABSTRAKT. Prfispévek obsahuje nékolik pfikladd vhodnych na procviceni jedné ze
zékladnich dikazovych metod — extremalniho principu.

Extremalni princip je zakladni dikazovou metodou. Spociva v tom, Ze nalezneme
néco, co je v n&jakém slova smyslu maximalni (nebo minimalni), a zamyslime se,
co z toho vyplyva. Velmi ¢asto kombinujeme extremalni princip s diikkazem sporem.
Napftiklad uvazime nejdelsi tisecku a ukézeme, ze pak by musela existovat i néjaka
delsi, ¢imz ziskdme spor. Pojdme si ukdzat pouziti extremalniho principu na tloze.

Uloha. V nekoneénych rovinatych tajgach Moravskoslezského kraje rostou v pra-
videlné ¢tvercové siti zakrslé smrky, pricemz vyska kazdého je primeérem vysSek vSech
Ctyt kolem stojicich stromti. Pokud vysky nabyvaji prirozenych hodnot, ukazte, ze
jsou stromy stejné vysoké.

Reseni. (Néaznak) Protoze vysky stromt jsou pfirozené, existuje (ne nutné jeden)
strom s nejmensi vyskou. Néjaky takovy si vyberme a oznac¢me S. VSichni ¢tyfi
jeho sousedi musi mit vysku stejnou nebo vyssi. Kdyby byl ale néjaky vyssi, vyska
stromu S by nebyla primérem vysSek okolnich stromu. Proto vSichni jeho sousedi
maji stejnou vysku jako S. Indukci pak snadno ukézeme, Ze vSechny stromy jsou
stejné vysoké.

Nyni se mizeme pustit do samostatného pocitani.

Piiklady

Priklad 1. Lenicka dokazala, Ze prvocisel je koneéné mnoho. UkazZte, Ze se spletla.

Priklad 2. Michal Zije v kraji, kde jsou mésta vystavena v takovych rozestupech,
ze trojthelnik s vrcholy v libovolnych tfech méstech méa rozlohu mensi nez 390 000
km?. Ukazte, Ze vSechna mésta se vejdou na plochu mensi, nez ma Mongolsko.!

Priklad 3. Eva si do seSitu nakreslila koneéné mnoho bodi. P¥igli k ni Martin
s Albertem a v8imli si, Ze kazda pfimka, kterd prochézi skrz dva body, prochézi i
néjakym tfetim bodem. Ukazte, ze vsechny body lezi v jedné piimce.

1Poradim, ze Mongolsko mé rozlohu 1 566 500 km?.
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Priklad 4. Jonas dal Vagkovi za tikol najit aspon jedno celoéiselné feSeni rovnice
a? +b? = 3(c? + d?). Pomozte mu a najdéte dokonce vSechna takova feseni.

Priklad 5. V Pszczynie jsou vSechny silnice jednosmérné a kazdé dvé kiizovatky
jsou propojeny pravé jednou silnici. Ukazte, ze existuje kfizovatka, do které se da
dostat z kazdé jiné bud pFimo, nebo po dvou silnicich.

Priklad 6. Na Petrové oslavé narozenin se kazdy pohadal s nejvyse tfemi lidmi.
Je mozné ucastniky slavnosti rozdélit do dvou skupin tak, aby kazdy mél ve své
skupiné nejvyse jednoho jiného ¢lovéka, se kterym se pohadal?

Priklad 7. Ondiej, Adam a jejich pét kamarada sedi kolem kruhového stolu.
Kazdy pfed sebou ma pohar s mlékem. Dohromady maji mléka tfi litry. Nejdfiv
prvni z nich vstane a rozdéli své mléko rovnomérné mezi ostatni. Pak postupné
proti sméru hodinovych rucicek totéz udélaji i zbyvajici spolusedici. Kdyz skondi,
mé kazdy z nich tolik mléka, kolik mél na zacatku. Kolik to je?

Priklad 8. Pepa s Radkem hrali 3D Sachy a pfitom je napadla otazka, kolik
nejméné vézi je potieba, aby ohrozovaly vSechna policka Sachovnice n x n x n. Kolik
to je?

Priklad 9. Mésta na Kubé nelezi na jedné ptimce. Ukazte, Ze pak existuje pfimka,
ktera prochézi jen pres dvé z téchto mést. Platilo by to, i kdyby bylo mést nekonec¢né
mnoho?

Priklad 10. Daniel dokézal, Ze prvocisel ve tvaru 6n—1 je koneéné mnoho. UkaZte,
Ze se spletl.

Priklad 11. V Praze je n hradd a n studen takovych, Ze zadné tii stavby nelezi
na jedné piimce. Adéla s Karolinou se shodly, Ze by bylo vhodné kazdy hrad spojit
s jednou studnou pfimou cestou aniz by se cesty kiizily. Je mozné to provést?

Priklad 12. Lucka si na zahradce stoupla ke ¢tvereckovanému zéhonu n x n a
rozestavila na néj kvétinace s chryzantémami. Potom pfiSel Zdenék a vsiml si, ze
kdykoli mame v zadhonu prazdny ¢tverecek, tak v fadku a sloupci, které dany ¢tve-
recek obsahuji, je dohromady alesponi n chryzantém. Dokazte, ze Lucka rozestavila

alespon % chryzantém.

2
Priklad 13. Po drtivém utoku Humpolce na americky Pentagon byla podstava této
budovy zdeformovdna do tvaru obecného  konvexniho  pétithelniku.
Matéj ukazal, ze i tak z ni jde vybrat tfi thlopficky, z nichz lze vytvorit trojuhelnik.
Ukazte to taky!

Priklad 14. Tomés tvrdi, Ze kazdy mnohostén mé alespont dvé stény se stejnym
poc¢tem hran. Petr mu to ale odmita vérit. Kdo z chlapct mé pravdu?

Priklad 15. Matej namaloval na rovinné platno n > 3 pfimek takovych, ze zddné
dvé z nich nejsou rovnobézné a prusecikem kazdych dvou prochazi i tfeti primka.
Ukazte, ze se pak vSechny protinaji v jednom bodé.
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Priklad 16. Ostrava se déli na obydlené a neobydlené ¢asti. Honzovi se zdélo,
7e spojime-li iiseckou dvé obydlené ¢asti, bude tato tisecka obsahovat i neobydlenou
¢4st a naopak. Ukazte, ze pak viechny ¢asti lezi na piimce. Césti vesnice povazujeme
za body a predpokladame, Ze jich je kone¢né mnoho.

Uloha 17. Pomozte Majdé najit véechna kladna feSeni dané soustavy rovnic:

2 2
T+ 22 =23, T2+ T3 =2y,

2 2
T3+ T4 =27, Tg+2x1 =25

Uloha 18. Lucka si do notysku napsala kladna ¢isla takova, ze soucet soucinii
vSech jejich dvojic byl roven jedné. Kacka se pak rozhodla, zZe ji trochu poskadli a
jedno ¢islo skrtne. Ukazte, ze miize Skrtnout takové, aby soucet zbylych ¢isel byl
mensi nez /2.

Uloha 19. Klatra si vzala svjch Sest oblibenych kruhti a nakreslila je tak, aby
se vSechny protinaly v alespon jednom spoleéném bodé. Ukazte, ze jeden z téchto
kruhti obsahuje stied dalsiho kruhu.

Literatura a zdroje

Tento prispévek je témér kopii prispévku Martina Sykory z jarniho soustiedéni 2017,
za coz bych mu chtél timto podékovat.

[1] Arthur Engel: Problem-Solving Strategies, Springer, 1997.
[2] Aléa Skélova: Extremdlni princip, Blansko-Obtirka, 2011.
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Apolloniova kruznice

JACHYM SOLECKY

ABSTRAKT. Tento pfispévek predstavuje Apolloniovu kruznici a jeji vlastnosti. Ob-
sahuje par uloh, které Apolloniovu kruznici vyuzivaji, a na konci uvadi nékteré dalsi
spojitosti s body v trojuhelniku.
Tvrzeni. (Osa vnitiniho tthlu) Osa vnitiniho tihlu u vrcholu A protind protéjsi
stranu trojuhelnika ABC' v bodé D tak, ze plati

|BD| _ |AB|
|DC| — JAC|

Tvrzeni. (Osa vnéjsiho thlu) Je ddn trojihelnik ABC' takovy, ze |AB| # |AC).
Pak osa vnéjsiho tihlu u vrcholu A protina piimku BC' trojihelnika ABC v bodé D
tak, ze plati

|BD| |AB|

|DC|  |AC|”

Uloha 1. V kartézské soustavé soutadnic jsou dany body A = [5,0] a B = [20,0].
Najdéte na primce AB dva body, které jsou dvakrat blize k A nez k B. Zkuste najit
dal$i body mimo pfimku AB. Dokéazali byste je néjak popsat vSechny?

Tvrzeni. (Apolloniova kruznice) V roviné jsou ddny body A, B. Mnozina bodi
X, pro které je pomér | X A| : | X B| roven dané kladné konstanté ¢ # 1 je kruznice
se stiedem na primce AB.

Uloha 2. Body A4, B, C jsou v tomto pofadi dany na pifmce. Uréete mnozinu
bodu X, ze kterych jsou tsecky AB a BC vidét pod stejnymi thly.

Uloha 3. V roviné jsou dany ¢tyii riizné body A, B, C, D nelezici na stejné piimce.
Sestrojte vSechny body X, pro néz plati AABX ~ ACDX.

Uloha 4. V roviné jsou dany é&tyfi riizné body A, B, C, D lezici v tomto poradi
na jedné pfimce. Sestrojte vSechny body X, pro néz plati |[<AXB| = |<BXC| =
= |[<«CXD|.
Uloha 5. Je déan trojihelnik ABC a dva rtzné body X, Y takové, Ze plati
|[AX| : |BX| : |CX| = |AY| : |BY] : |CY|. Dokazte, ze pfimka XY prochazi
stfedem O kruznice opsané trojuhelnika ABC'.
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Uloha 6. V roviné jsou dany body A, B, C neleZici na jedné piimce. Zkonstruujte
kruznici k prochéazejici skrz body A, B takovou, Ze te¢ny z bodu C na ni sviraji
thel 60°.

Uloha 7. Na priiméru kruznice k jsou dany body A, B. Vepiste do kruznice k
rovnoramenny trojuhelnik tak, aby body A, B leZely na jeho riznych ramenech.

Uloha 8. V roviné jsou dany dvé kruznice ki(Si,71) a ka(S2,72), kde
|S152] > 71 + ro. Najdéte mnozinu vSech bodi X, které nelezi na pfimce S;.52
a maji tu vlastnost, ze tsecky 51X, S X protinaji po fadé kruznice k1, ko v bodech,
jejichz vzdalenosti od pfimky S1S2 se rovnaji. (MO 63-A-11-2)

Uloha 9. V roviné je déna kruznice k a bod A mimo ni a jeji stied. Necht A’ je
obraz bodu A ptes kruhovou inverzi podle k. Ukazte, Ze kruznice k je Apolloniovou
kruZnici kolem bodd A a A’.

Uloha 10. V roviné jsou dany body A, B, C nelezici v pfimce a je dana kladna
konstanta k # 1. Necht m je Apolloniova kruznice definovana jako mnozina bodu
X pro které |XA| : | XB| = k a necht n je kruznice opsana trojuhelniku ABC.
Oznac¢me T', U body, kde se m a n protinaji. Dokazte, Ze teény na m a n v bodé T,
resp. U, jsou na sebe kolmé.

Uloha 11. (Izodynamické body) V roviné je dan trojihelnik ABC. Necht k, je
Apolloniova kruznice kolem bodi B a C' prochazejici bodem A, tj. mnozina bodu
X takovych, ze |XB| : |XC| = |AB| : |AC|. Této kruznici se ¥ikad A-Apolloniova
kruznice. Obdobné definujme k;, a k. jako B-Apolloniovu kruznici a C-Apolloniovu
kruznici. Ukazte, ze k,, ky a k. se potkévaji ve dvou bodech.

Smés zajimavosti — Izodynamické body, Lemoinova a Brocardova pfimka

Vétsinu téchto zajimavosti bohuzel nejde snadno dokézat syntetickou geometrii a
k diikaztim se pouzivaji trilinedrni soutadnice, ale prijde mi p€kné ukazat, jak spolu
vSechno v trojuhelniku souvisi.

V posledni tloze jsme ukazali existenci tzv. izodynamickych bodi. Oznac¢me je S
a §’. Cim jsou tyto body zajimavé?

(1) Vzdalenosti od izodynamickych bodii k jednotlivym vrcholtim trojihelnika
jsou v inverznim poméru k délkdm protilehlych stran, tj. |[SA| - |BC| =
= |SB|-|AC| = |SC|-|AB| a |S’A| - |BC| = |S'B| - |AC| = |S'C| - |AB].

(2) Pokud z izodynamickych bodt spustime kolmice na jednotlivé strany troj-
thelniku, dostaneme rovnostranny trojuhelnik.

(3) Izodynamické body jsou si navzijem obrazem pfi kruhové inverzi podle
kruznice opsané trojuhelniku ABC.

(4) Pokud pomoci kruhové inverze pfes kruznici se stiedem v nékterém izo-
dynamickém bodé prevratime vrcholy A, B a C, dostaneme rovnostranny
trojuhelnik.
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APOLLONIOVA KRUZNICE

Primka, na které tyto body lezi, se nazyva Brocardova primka. Na této
pfimce lezi kromé izodynamickych bodi také stfed kruznice opsané a Le-
mointiv bod (priiseéik symedidn trojihelnika ABC).t

Stred usecky spojujici oba izodynamické body je obrazem pravé Lemoinova
bodu pfi kruhové inverzi podle kruznice opsané trojuhelniku ABC.
Protoze se vSechny Apolloniovy kruznice protinaji v izodynamickych bo-
dech, jejich stfedy lezi na jedné primce. Tato pfimka se nazyva Lemoinova,
je kolma na Brocardovu pfimku a protina ji v bodé popsaném vyse.
Izogonédlnimi kamarady izodynamickych bodt jsou tzv. Fermatovy body.
Ty jsou zajimavé tim, ze pokud z nékterého z nich povedeme pirimky skrz
vrcholy trojihelnika ABC, tyto pfimky budou svirat thel 60°. To taky
znamena, ze ten Fermattv bod, ktery je uvnitf trojuhelnika ABC), je bodem
s nejmensim souc¢tem vzdalenosti od vrcholi tohoto trojuhelnika.

1 '\
| Lemoine \
\
\
\
1

Brocard

2. Pouzijte tvrzeni o ose vnitfniho thlu.

3.

4.
5.
6.
7.

Zname pomér délek jedné dvojice odpovidajicich si stran podobnych trojtahel-
nik.

Pouzijte dvakrat alohu 2.

Podivejte se na obrazek z pohledu bodi X a Y.

Zkonstruujte nejprve jeji stied O.

Cim bude v takovém trojihelniku spojnice hlavniho vrcholu se stiedem kruz-
nice k7

1Pokud byste se o symedianach a Lemoinové bodu chtéli dozvédét vice, doporucuji procist 3. dil

serialu z roku 2016/17 o Geometrii trojuhelnika (https://mks.mff.cuni.cz/archive/36/uvod3s.pdf).
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8. Pokud jsou Y; a Y, body dotyku s kruznicemi k; a ko, tak jsou trojihelniky
X 5155 a XY1Y5 podobné.

9. Podivej se do Filipova prispévku jak se definuje obraz bodu A.
10. Ukaz, ze trojuhelniky OT A a OBT (kde O je stfed kruznice m) jsou podobné.
11. Ukaz, ze prusecik dvou téchto kruznic lezi i na té tieti.

Zdroje a literatura

[1] Pavel Salom, Pepa Tkadlec: Cévova véta, seminai AoPS, 2014.

[2] Kimberling, Clark: Encyclopedia of Triangle Centers,
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html.
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Nahodné prochazky

JACHYM SOLECKY

ABSTRAKT. V tomto pfispévku se seznamime s ndhodnymi prochizkami a do detaila
prozkouméame priklad gamblerovy zkazy. Prispévek je myslen jako nadstavba na serial
z roku 2018/19 o pravdépodobnosti.

Motivace (a alohy na procviceni ;) )

Piiklad 1. Kobylka skac¢e mezi vrcholy trojihelniku, pficemz kazdym skokem pie-
sko¢i na jeden ze zbylych dvou vrcholl se stejnou pravdépodobnosti. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze po n skocich bude kobylka na tom samém vrcholu, na kterém zacala?

Piiklad 2. Na fece mezi dvéma bfehy lezi 99 leknint. Na 30. z nich (po¢itdno
zleva) sed{ Zzéba, kterd kazdou minutu ptresko¢i na leknin doprava nebo doleva se
stejnou pravdépodobnosti.

(1) Jaké je pravdépodobnost, Ze zaba skoé¢i na levy bfeh feky diiv, nez sko¢i
na pravy bieh?

(2) Jaka je stfedni hodnota poctu skokil, nez zaba na néktery bieh skodi?

Priklad 3. Kolem kruhového jezera se nachdzi N mést oznacenych od 0 do N — 1.
Turista, ktery se pravé nachazi ve mésté 0, se kazdou hodinu pfesune o mésto po
sméru nebo proti sméru hodinovych rucicek se stejnou pravdépodobnosti.

(1) Jaké je stfedni hodnota doby, za kterou turista projde vSechny mésta na
jezete?

(2) Pro kazdé k = 1,2,...,N — 1, jakd je pravdépodobnost, ze mésto k je
posledni turistou navstivené?

Piiklad 4. (Gamblerova zkidza) Gambler opakované hraje hru, ve které vyhraje
1 korunu s pravdépodobnosti p a prohraje 1 korunu s pravdépodobnosti ¢ =1 —p
(nezévisle na ostatnich hrach). Kasino opusti, kdyz ztrati vSechny penize nebo bude
mit M korun. Jaka je pravdépodobnost, ze odejde s prazdnou, pokud ma na zac¢atku
obnos n korun?
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Vsechny tyto tlohy jsou v principu stejné a predstavuji priklady obecnéjsi t¥idy
néhodnych procest, kterym fikdme ndhodné prochdzky'. Pfedstavme si blechu, ktera
se ndhodné pohybuje grafem. P¥i kazdém kroku (nebo skoku) se milze posunout
na néktery jiny vrchol tohoto grafu, podle pravidel, které urcuji kam a s jakou
pravdépodobnosti se z daného vrcholu muize blecha posunout. Dilezité je, ze tato
pravidla zéavisi pouze na tom, kde se blecha nachazi pravé ted, a nikoliv na jejich
diivéjsich pozicich.

N&ahodné prochazky pak mizeme pouzit k modelovani mnoha situaci z realného
svéta, napriklad pohybu ¢astice v plynu nebo kapaliné, cesté zvifete za jidlem nebo
cenach na burze kazdé pondéli rano. Na této prednéasce se podrobné podivame na
ptiklad 4. — gamblerovu zkazu.

Par definic na Gvod

Definice. Pravdépodobnostni prostor je usporddand trojice (2, F, P), kde Q je
mnozina elementédrnich jevlt daného experimentu, F je mnoZina jevi (tj. podmnozin
Q) aP: F — (0,1) je funkce, kterd kazdému jevu pfifadi jeho pravdépodobnost.

Definice. Je dan pravdépodobnostni prostor (Q, F, P) a A,B € F jsou jevy

takové, ze P(B) # 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal
jev B, definujeme jako

P(ANB)

P(A|B) = ———
Véta. (O uplné pravdépodobnosti) Je ddn pravdépodobnostni prostor (2, F, P)
a disjunktni jevy By, Ba, ... takové, ze By U By U--- = Q a P(B;) > 0 pro vSechna

i. Potom pro libovolny jev A plati
P(A) =P(ANB1) + P(ANBa) + -
=P(By) - P(A|B1) + P(Bz) - P(A|B2) + - - .
Této véte se také rika rozkladova véta, protoze jevy B; tvoii rozklad mnozZiny Q.

Definice. Méjme pravdépodobnostni prostor (2, F, P). Ndhodnd velid¢ina X na
tomto prostoru je libovolna funkce z Q do R. Pak jev {w € Q| X (w) = z} znacéime
také {x = X} a jeho pravdépodobnost P(X = x).

Definice. Oborem hodnot ndhodné veliéiny X myslimé mnozinu ImX = {z €
R|P(X = z) > 0}2.

Definice. Méjme nédhodnou veli¢inu X definovanou pro prostor (2, F, P). Potom
stredni hodnotou X myslime vyraz

E(X)= ) z-P(X=u)

zelmX

1Ob¢as taky celkem trefné pouzivame termin opilcova prochdzka.
20znaceni I'm pochézi z anglického image.
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Cvi€eni. Rozmyslete si, ze pro koneénou mnozinu Q = {wy,ws,...,w,} tato defi-
nice odpovida definici v seridlu, tj. ze

E(X) =P(w1) - X(w1) + P(w2) - X(wa) + -+ + P(wn) - X(wp).

Definice. Mgéjme ndhodnou veli¢inu X definovanou pro prostor §2. Potom podmi-
nénou stredni hodnotu X za podminky, Ze nastal jev B definujeme jako

E(X|B)= > x-P(X =uz|B).

zelmX

Véta. (Rozkladova véta pro stfedni hodnotu) Je ddna ndhodnad veli¢ina X defino-
vand pro prostor ) a disjunktni jevy By, Ba,... takové, Ze By U By U--- =  (tj.
tvorici rozklad prostoru 1) a P(B;) > 0 pro vSechna i. Potom plati

E(X) = E(X|B:) - P(B1) + E(X|Bs) - P(B3) +

= Z (Z P(X = z|B;)P( z)) [dle véty o tplné pravdépodobnosti]
r€lmX

S S eP(X =2|B)P(B))

z€ImX 1

:ZP@) ( Y 2P(X = gc|BZ-)>

zelmX

:ZE(X|Bi)P(Bi>'

Gamblerova zkaza

Priklad. Gambler opakované hraje hru, ve které vyhraje 1 korunu s pravdépodob-
nosti p a prohraje 1 korunu s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p (nezavisle na ostatnich
hrach). Kasino opusti, kdyz ztrati vSechny penize nebo bude mit M korun. Jaka je
pravdépodobnost, Ze odejde s prazdnou, pokud mé na zac¢atku obnos n korun?

Oznacime si tuto pravdépodobnost u, a podle vysledkd prvni hry mtzeme diky
vété o uplné pravdépodobnosti pozorovat:
u, = P(bankrot|vyhra v 1. hie) - P(vyhra v 1. hie) +

+ P(bankrot|prohra v 1. hie) - P(prohra v 1. hte).
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Pokud gambler vyhraje prvni hru, tak diky nezdvislosti jednotlivych her je nyni
situace stejnd jako kdyby gambler za¢inal s obnosem {n+ 1} korun. Podobné pokud
prohraje prvni hru, tak je to stejné jako kdyby zaéinal s obnosem {n — 1} korun.
7 toho vyplyva, ze

Up = Plnt1 + GUn—1,

coz plati pro 1 < n < M — 1. Zaroven mame také okrajové podminky ug =1 a
Upr = 0.

Toto je priklad takzvaného rekurentniho vztahu druhého stupné. Na konci této
prednasky je nastinény postup, kterym se takovéto vztahy fesi (je to velmi podobné
napf. diferencidlnim rovnicim nebo rekurentnim posloupnostem druhého stupné),
ale to neni hlavnim pfedmétem této pfednasky, takze my tento postup pouzijeme
jen na nas vztah pu,41 — up + quy—1 = 0.

Charakteristicka rovnice je v tomto piripadé

P\ —A+q=0,

coz se da roznasobit na

un:A—|—B<q>
p

pro néjaké konstanty A a B, které mizZeme zjistit dosazenim okrajovych podminek:

takZze mame A = € nebo \ = 1.
Pokud p # q, tak

M
u=1=A+B a uM—O—A—i—B<q) ,
p

coz dava
M
(1;1)) )
A=-——272 B =

(5 )
() - ()"
- ()

Cviceni.? Zkontrolujte, ze pro p = q = % dostaneme

Takze

Up =

n
Up =1— —.

M

3Toto je ¢ast (1) pifkladu 2 v prvni kapitole.
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Délka prochazky

Priklad. Jaké je stfedni hodnota poc¢tu her odehranych pied tim, nez gambler
opusti kasino?

Stejné jako jsme pouzili rozkladovou vétu pro sestaveni rekurentniho vztahu pro
pravdépodobnost, pouziijeme rozkladovou vétu pro stfedni hodnotu k sestaveni re-
kurentniho vztahu pro ocekavanou délku tohoto procesu.

Zavedeme si ndhodnou veli¢inu X udévajici pocet krokt (v nasem piipadé ode-
hranych her) a oznaéime e,, stfedni hodnotu X, pokud gambler zac¢inal s obnosem
n korun. Pak plati

en =p - E(X|vyhra v 1. hie) 4+ ¢ - E(X|prohra v 1. hfe).

Zamysleme se ted nad podminénymi stfednimi hodnotamy v tomto vyrazu. Pokud
v prvni hfe gambler vyhraje, pak odehrdl jednu hru a nasledné je tiloha stejna jako
kdyby zacal s obnosem {n + 1} korun. TakZe dostaneme

E(X|vyhra v 1. hie) = 1 + e,41.

Podobne taky
E(X|prohra v 1. hie) =1+ e,_1.

Takze dostaneme rekurentni vyraz
en =p(1+ent1) +q(l+en-1),
ktery mizeme upravit na
Peny1 —€n+qepn1=—p—q=—1

s okrajovymi podminkami ey = ep; = 0. VSimnéme si, ze tento vyraz je stejny,
jako kdyz jsme pocitali pravdépodobnost, ale neni homogenni. Obecné feseni homo-
genni rovnice je tedy stejné. Podivame se na pfipad p # g, pro ktery:

wn:A—|—B<q>
p

Jako partikularni feSen{ zkusme v,, = Cn (zkouSet konstantu nemd smysl, protoze
kazd4 konstanta je feSenim homogenni rovnice), pak mame

pC(n+1)—Cn+q¢C(n—1) = -1,
takze C = —1/(p — q). Dohromady dostavdme

en:Aw(q) -
p p—q
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Dosazenim okrajovych podminek ziskdme

Mo
60:0:A+B, €M=0:A+B<q) -,
p p—q

a po vyreSeni pro A a B dostaneme vysledek

M 1-(q/p)" n

"p—ql—(¢/p)™ p—gq

prol<n<M-—1.

Cviéeni.* Najdéte vyraz pro stfedni hodnotu odehranych her v ptipadé p = ¢ = %

Do nekonecna

Na zavér se podivame, co se stane, kdyz odebereme horni hranici na M. Uvazujeme
tedy, ze nas gambler opusti kasino jenom tehdy, kdyz prohraje vSechny své penize.
Nyni méme ndhodnou prochéazku po celych ¢islech zac¢inajic na nékterém n > 0.
Projde tato prochazka nulou, anebo zistane donekonec¢na v kladnych c¢islech?

Matematicky miizeme odebrani této hranice docilit tak, ze uvazujeme limitu pro
M jdouci do nekonecna. Pak dostaneme, ze

lim %—, DIOp#q 4 "
u M=oo 1-(%) _ p) » Prop>gq.
n =
N}im 1- 3, prop=q=5; 1, prop < gq.
— 00

Po rigoréznim zavedeni pravdépodobnosti mtizeme dokézat, ze tato limita ndm
opravdu da pravdépodobnost, Ze ndhodna prochéazka po celych ¢islech projde nulou.
To znamena, ze prochazka méa nenulovou pravdépodobnost, ze se udrzi v kladnych
¢islech, prave tehdy, kdyz p > q.

Appendix: Rekurentni vztahy

Definice. Rekurentni (nebo diferenéni) vztah k-tého stupné ma tvar
k
Z ajuntj = f(n),
3=0

kde ao,...,a; jsou konstanty nezévislé na n a ag # 0 a ap # 0. Resenim takového
rekurentniho vztahu je posloupnost (uy)n>0 spliiujici vztah vyse pro vSechna n > 0.

4Toto je ¢ast (2) pifkladu 2 v prvni kapitole.
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Definice. Rekurentni vztah je homogenni, pokud f(n) = 0.

Pfi feSeni rekurentnich vztaht musime nejprve najit obecné feseni (w,)n>0 pro
homogenni vztah
k
E ajunq; = 0.
j=0

Pak najdeme jedno konkrétni, tzv. partikuldrni, feseni (v,,)n>o0 naseho nehomo-
genniho rekurentniho vztahu a obecnym feSenim tohoto vztahu je pak posloupnost
Uy = VUp + Wy

Tvrzeni. Homogenni rekurentni vztah prvniho stupné
Unp41 = QUR,

ma obecné reseni tvaru

n
Uy = Aa”,

kde A je konstanta.

Definice. Je dan homogenni rekurentni vztah druhého stupneé w,, 1 +au,+bu,_1 =
0. Jeho charakteristickd rovnice ma tvar A2 + aX + b = 0.

Tvrzeni. Je dan homogenni rekurentni vztah druhého stupné
Up41 + AUy + buy—1 = 0.

Necht' A1, A2 jsou koreny jeho charakteristické rovnice. Pokud \; # )Xo, pak m&
obecné reseni tvar
up, = ANT + BAY,

kde A, B jsou konstanty. Pokud A\ = Ay = A\, pak ma obecné FeSeni tvar
up = (A + Bn)\",

kde A, B jsou konstanty.

Pro hledéni partikularniho feSeni zkus postupné dosadit polynomy jednotlivych
stupnil. Nejcastéji vyjde ten se stupném o 1 vyssi, nez jaké je obecné feseni homo-
genniho vztahu.

Priklad. Najdéte obecné feseni rekurentniho vztahu
Up41 — 2Up + Up—1 = 1.

Reseni. Homogenni vztah je Upt1 — 2Uyp + Up—1 = 0 s charakteristickou rovnici
A2 —2)\+1 = 0, kterd m4 jeden dvojity kofen A = 1. TakZe obecné feseni homogenni
rovnice ma tvar
(A+ Bn)1" = A+ Bn.
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7 partikuldrniho feseni vidime, ze jakékoliv konstantni i linedrni posloupnost je
automaticky fesenim homogenniho vztahu, takze zkusime kvadratickou posloupnost
v, = Cn?. Dosazenim dostaneme

Cn+1)2—-20n*+C(n—-1)?2=1,

coz dava C = % Takze obecné feseni ma tvar

1
A+ Bn+ §n2.

Navody

1. Napis si prvnich par pravdépodobnosti a zkus z toho vykoumat rekurentni vztah
(a pak si ho odtivodnit :))

3.1. Jak vypada mnozina navstivenych mést tésné potom, co turista navstivi nové
mésto?

3.2. Pred tim, nez turista navstivi mésto k, musi navstivit bud mésto k — 1, nebo
k + 1. Co se muselo stat pak?

Literatura a zdroje

[1] James Martin: Prelims Probability. Oxford University Mathematical Insti-
tute, 2018.

[2] Danil Kozevnikov, Véclav Rozhoi: Pravdépodobnost, seridl MKS, 2018/19.
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MicHAL TOPFER

ABSTRAKT. V dnesni dobé je naprosto normélni, Ze se pomoci internetu prihlasujeme
ke svému bankovnictvi a uskutec¢nujeme platby. Malokdo ale vi, jak tyto véci opravdu
funguji a jak je mozné, ze se k vasim datum, kterd bance posilate, nedostane nikdo
cizi. Za tim vSim stoji matematika, konkrétné pocitani s 600 a vice cifernymi &isly.
V tomto prispévku se nejprve podivame na obecny uvod do kryptografie a pak se
zamétfime na protokol RSA a teorii ¢isel, kterd za nim stoji.

Kryptograficka primitiva

Predstavte si nésledujici situaci: Alice chce Bobovi posilat zpréavy. JenZe vSechny
zpravy, které Alice posle, si cestou muze precist i Eva. Jak to Alice muze zafidit,
aby Bob jeji zpravy precetl, ale Eva se nedozvédéla nic o tom, co se v nich piSe?

Alice bude zpravy sifrovat. Pofidi si tedy néjaké krabicky F a D.! Krabicka E
udéla z puvodni zpravy zaSifrovany tex. Krabicka D naopak ze zaSifrovaného textu
vyrobi puvodni zpravu. Protoze dobrych Sifrovacich algoritmi je méalo, je vhodné je
parametrizovat klicem. Obecné je dobré uchovavat v tajnosti co nejméné informaci,
idealné takové, které se daji snadno zménit.

Symetrické Sifry

Symetrické Sifry vyuzivaji pro Sifrovani i desifrovani stejny klic. Je proto potieba si
tento kli¢ predat jesté pred zacatkem komunikace néjakou jinou cestou. Podstatnou
vyhodou symetrickych Sifer je jejich nizkd vypocetni naroc¢nost.

Jednoduchym piikladem symetrické Sifry je Caesarova Sifra. Jeji hlavni princip
spoc¢iva v tom, ze kazdé pismeno zpravy posuneme o pevny pocet pozic v abecedé.
Tato Sifra samoziejmé neni prili§ bezpecnd, protoze je velmi snadné zkusit vSech 26
moznych posunt a jednim z nich zpravu desifrovat.

1Pismena jsou odvozena z anglickych termint Encrypt a Decrypt.
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Asymetrické Sifry

Pro asymetrické $ifry plati, ze vyuzivaji riizné klice pro Sifrovani a deSifrovani. Sifro-
vaci kli¢ je typicky vefejny, takZe zpravy muze zaSifrovat kdokoliv. Naopak desifro-
vaci kli¢ si drzime v tajnosti, abychom zpravy mohli desifrovat jen my. VSimnéte si,
ze timto odpada nutnost znalosti spole¢ného tajemstvi pro posilani zprav. Diilezité
je, aby z jednoho kli¢e neslo efektivné odvodit druhy.

Asymetrické sifry se daji vyuzit i opac¢né, ¢imz vznikne podpisové schéma. Jeho
cilem neni zasifrovat zpravu, aby si ji Gtocnik nemohl precist, ale zafidit, aby ji
cestou nemohl zménit. Predstavte si napiiklad, Zze Alice chce Bobovi poslat plan
néjaké akce. Chceme zajistit, aby Bob dostal plan pfesné v takové podobé, v jaké
ho Alice poslala, a aby Eva plan nemohla po cesté néjak upravit. Alice proto zpravu
s planem podepise. Podpis je odvozeny ze zpravy, takze pokud by ji Eva néjak
zmeénila, tak podpis nebude odpovidat. Bob tedy dokaze ovérit, jestli dostal ptivodni
zpravu beze zmény.

Pro podpisové schéma budeme mit deSifrovaci kli¢ vefejny a Sifrovaci soukromy.
Potom muzeme soukromym kli¢em zasifrovat zpravu a zvefejnit ji. Kazdy muze
zpravu desifrovat a tim ovérit, Ze jsme ji opravdu zasifrovali my. Nikdo jiny nez
Alice nezna jeji soukromy kli¢, takze nedokaze zpravu podepsat jejim jménem.

Hesovaci funkce

Hesovaci funkce umi z libovolného vstupu vytvorit vystup konstantni délky. Dilezité
je, aby z hese neslo efektivné zjistit ptivodni zpravu a ani najit zpravu, kterd bude
mit stejny hes. Kolizim (zpravam se stejnym heSem) nejde zabranit, nebot pocet
moznych vystupt je omezeny a pocet vstupi neni, ale dilezité je, aby nebylo snadné
je hledat.

Pojdme se podivat na konkrétni pfiklad velmi jednoduché hesovaci funkce: po-
sledni ¢islice ciferného souctu ¢isla. Z libovolné velkého ¢isla na vstupu nam jako
hes vyjde vzdy jedna cislice. Je vidét, Zze z heSe neni mozné ptivodni hodnotu ¢isla
zrekonstruovat. Nicméné tato hesovaci funkce je Spatnd, protoze hledat kolize je
snadné. Zkuste si néjaké sami najit.

Vyuzit je miZzeme k vylepSeni podpisového schématu: Misto zpravy podepiSeme
jeji hes a pfipojime ho k pivodni zpravé. Jednak tim cely proces podepisovani zrych-
lime, protoZze pocitani heSe je (z bezpeénostnich davodt popsanych nize) daleko
rychlejsi nez asymetrické sifrovani, a jednak nebudeme muset fesit, jak celou zpravu
rozdélit na dostatecné malé Casti, aby je asymetrickd Sifra zvladla. Navic je pak
mozné puvodni zpravu precist i bez nutnosti desifrovani.

Kombinace primitiv

Jesté zminime, jak se daji kryptografickd primitiva kombinovat. Pomérné casté je

spojeni symetrického a asymetrického Sifrovani. Symetrické sifry maji tu vyhodu, ze

jsou mnohem méné naro¢né na vypocetni vykon nez asymetrické. Asymetrické zase
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tu, Ze nepottebuji pfedem dohodnuty tajny kli¢, ktery by znaly obé strany. D4 se
tedy udélat to, ze pomoci asymetrické Sifry si preneseme kli¢, ktery pak vyuzijeme
pro Sifrovani a deSifrovani zprav symetrickou Sifrou. Pfeneseni kli¢e nezabere tolik
Casu, protoze jeho délka je obvykle vyrazné mensi nez délka zpravy.

Samoziejmé je také Casté kombinovat Sifrovani a podepisovani. Tim si zajistime
jednak to, Ze nase zpravy si nikdo nemuze precist, a jednak to, ze si dokazeme po
prijeti ovérit, ze je nikdo cestou nezménil. Tady je dilezité pouzivat pro Sifrovani a
podepisovani rtizné klice, jinak si vystavujeme velkému riziku jejich prolomeni.

Cviceni

Priklad 1. Alice a Bob jsou ubytovani ve stejném hotelu v oddélenych mistnostech,
které nemohou opustit. Jedinad moznost, jak si mohou néco predat, je pomoci poslicka
Evy. Bob chce poslat Alici prstynek, ale boji se, Ze by ho Eva mohla ukrast. Oba
milenci maji na svych pokojich nékolik trezort, visacich zadmkd a odpovidajicich
klicd. Zamcéené trezory mizeme povazovat za nedobytné a navic vime, Zze Eva celé
trezory nekrade. Jak to maji udélat, aby se prstynek bezpecné dostal k Alici?

Teorie Cisel a konstrukce asymetrickych Sifer

V této ¢asti prednasky si povime néco o protokolu RSA. K jeho vybudovani ale
nejprve potfebujeme par poznatkt o délitelnosti a prvocislech.

Definice. Nejuétsi spolecny délitel ¢isel m a n znaéime ged(m,n).
Pokud ged(m,n) = 1, fekneme, Ze ¢isla m a n jsou nesoudélnd.

Definice. Necht m je pfirozené ¢islo. Jestlize dvé celd ¢isla a, b splituji m | a — b,
pak fikame, Ze a a b jsou kongruentni modulo m, coz zapisujeme takto:

a=b (modm).

Pokud jsou dvé ¢isla kongruentni modulo m, tak to znamend, ze davaji stejny
zbytek po déleni ¢islem m. Specidlné m | @ miizeme zapisovat jako a =0 (mod m).
S kongruencemi se da az na vyjimky pracovat stejné jako s normalnimi rovnicemi.

Véta. (Mala Fermatova) Méjme prvocislo p a a takové, Ze p  a. Pak
a*”' =1 (mod p).
Diikaz. Uvazme mnoziny

A:{1727 7p_1}7

B ={1a,2a,...,(p—1)a},
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pfifemz v mnozing B poditdme ¢isla modulo p. Protoze p f a a pro zddné
be {1,2,...,p—1} neplati p | b, tak ani b-a #Z 0 (mod p), a tedy zddny prvek
mnoziny B neni 0.

Sporem ukazeme, ze zadné dva prvky mnoziny B nejsou shodné. Pfredpokladejme
ax = ay (mod p) pro néjakd z,y € {1,2,... ,p— 1} ,x # y. To znamend p | a(z—vy).
Ale pta a také ziejmé z —y Z 0 (mod p).

Mnoziny tedy nutné obsahuji pravé stejné hodnoty, a proto i soucin jejich hodnot
je stejny:

1-2-...-p—1=la-2a-...-(p—1)a (mod p).
Zkracenim rovnosti postupné ¢isly 1 az p — 1 dostédvame pozadovanou vlastnost:
1=a?"! (mod p). O
Definice. (Eulerova funkce) FEulerova funkce ¢(n) je definovand jako pocet pFiro-
zenych &isel k takovych, ze 1 < k < n azaroven ged(k,n) = 1 (éisla jsou nesoudélnd).

Cviéeni 2. Rozmyslete si, ze

(i) () =1,
(ii) pro p prvoéislo je p(p) =p — 1,

(iii) pro p prvoéislo a m € N je o(p™) = (p — 1) - p™ 1,
(

iv) pro n, m nesoudélnd plati p(mn) = ¢o(m) - o(n).

RSA

Jednou z nejznaméjsich a nejpouzivanéjsich asymetrickych sifer je protokol RSA. Je
pojmenovany po svych autorech, ktefi ho v roce 1978 publikovali. Byli to panové
Ronald Rivest, Adi Shamir a Leonard Adleman.

Zakladni myslenka je pomérné jednoducha. Protokol vyuziva toho, Ze nasobit
dokézeme velmi rychle, ale pro opac¢ny postup, tedy rozklad ¢isla na prvocinitele,
neni zndmy zadny efektivni algoritmus. Pokud méame zadana ¢isla n a e, tak je velmi
jednoduché spocitat pro m hodnotu m¢ (mod n). Ale udélat to naopak vibec neni
snadné. Pokud ovSsem nezndme prvociselny rozklad c¢isla n. Pokud ho zname, pak
mizeme hodnotu m z m® (mod n) najit pomérné snadno, jak si za chvili ukdzeme.

Formalni zavedeni RSA

Generovani kli¢e
Nejprve si musime zvolit délku klice. V soucasné dobé se nejcastéji pouzivaji
hodnoty b = 2048 nebo b = 4096.

(1) Zvolime si (ndhodné vygenerujeme) dvé velkd prvocisla p a ¢ (kazdé s b/2
ciframi).
(2) Spocitame jejich souéin n =p-q.
(3) Spocitdme hodnotu Eulerovy funkce ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1).
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(4) Zvolime ¢islo e mensi nez p(n) a nesoudélné s ¢(n).
(5) Najdeme ¢islo d, pro které plati ed =1 (mod ¢(n)).
Vefejnym kli¢em je dvojice P = (n,e).
Soukromym kli¢em je dvojice S = (n,d).
V pétém bodé vyuzijeme rozsifeny Eukleidiv algoritmus na hodnoty ¢(n) a e
(kterym soucasné ovéfime nesoudélnost pozadovanou v bodé 4).

Algoritmus. (Rozsifeny Eukleidtv algoritmus)
Pro dana dvé ¢isla a, b nalezneme ged(a, b) a také koeficienty = a y, pro které plati
ax + by = ged(a, b).?
Budeme postupné podcitat ¢leny posloupnosti {¢;}, {r:}, {s:} a {t;}, pfi¢emz
chceme zachovat platnost vztahu r; = s;a + t;b.
Nastavime ro = a, r;1 = b. Z toho nutné plyne so =1, s1 =0, tg =0, t; = 1.
Dalsi ¢leny definujeme rekurzivneé:

qi =Ti—2/Ti1 (celociselné déleni),
Ty =Ti—2 = Ti—1 " 4i,
8i = Si—2 — Si—1 " G,

ti=1ti—2 —ti—1-q.
Tento postup opakujeme, dokud r; # 0. Ve chvili, kdy r; = 0, mame vysledek
ng(CL b) =Tri_1 = S8;—10+ tiflb.

Podrobnéjsi rozbor algoritmu naleznete napiiklad v [4].

V patém bodé tedy aplikujeme rozsifeny Eukleidiv algoritmus na hodnoty ¢(n)
a e, ¢imz dostaneme ged(p(n),e) =1 =s;_1-p(n) +ti—1-e =t;_1 - e (mod p(n)).
Vezmeme d =t;—1 (mod ¢(n)).
Sifrovani

Ep(m) =m® (mod n).
Desifrovani

Ds(c) = c? (mod n).
Priklad 3. Jisté jste si v8imli, Ze v tuto chvili muzeme jako zpravy posilat pouze

cela ¢isla z rozsahu 0 az n—1. Jak to zafidit, abychom mohli posilat libovolné textové
zZpravy?

2Tato identita je znama jako Bézoutova rovnost.
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Dukaz spravnosti

Chceme ovéiit, ze Dg (Ep(m)) = m. Umime posilat jen zpravy kratsi nez n, takze
stacl pracovat modulo n. Vime, ze

Dg (Ep(m)) = Dg(m®) =m® (mod n).

Z toho, jak jsme generovali kli¢, mdme ed = 1 (mod ¢(n)), tedy existuje néjaké
ke Ztak, ze ed=1+k-(p—1)(¢ —1). To mizeme dosadit:

met = m . mFe—D=1) — ;. (mp—l)k(q—l).
Pokud p t m, mtizeme pouzit Malou Fermatovu vétu:
mP~t =1 (mod p),
m =m - (mP~ ) = iy (1)) = 1y (mod p).

V opacéném piipadé dostaneme trividlné stejny vysledek: m®? =0 =m (mod p).
Obdobné postupujeme i pro g:

me = m - mFEDE — g (YR = g (mod g).

Nyni mame p | m®? —m a q | m®® —m, z éehoZ nutné i pg | m*® — m, protoze p a
q jsou nesoudé€lnd. Tedy
ed —

m m  (mod pq).

Ukazka pouziti
Nejprve si vygenerujeme klice:
(1) p=5,¢g=11.
(2) n=5-11=55.
(3) ¢(55) =(5—1)(11 —1) = 40.
(4) e=3.
(5) gcd(40,3)=1=1-40—-13-3=—-13-3 (mod 40), tedy d = —13 = 27.

Jako vefejny kli¢ tedy zvefejnime dvojici (55,3) a sami si tajné uschovame sou-
kromy kli¢ (55, 27).

Reknéme, Ze nam chce nékdo jako zpravu poslat ¢islo 18. Staéi, aby spoéital
hodnotu E553)(18) = 18% (mod 55) = 2. Tim zprévu zaSifroval a miZe nam ji
poslat.

My dostaneme ¢islo 2 a chceme z néj deSifrovat puvodni zpravu. To udélame
snadno: D55 07)(2) = 227 (mod 55) = 18. Tim jsme skutecéné dostali ptivodni zprévu
a zaroveti si ji cestou nikdo jiny nemohl piecist.>

3No ...
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Piedpoklddejte, ze mibij vefejny kli¢ je (629,17) a ze pro kédovani zprav pouzivim
ASCII (tedy napfiklad pismena A az Z se kéduji postupné na 65 az 90 a mezera se
kéduje na 32).

Piiklad 4. Zasifrujte zpravu ,MKS“ (po pismenech).

Priklad 5. Zachytili jste zaSifrovanou zpravu:

247,337,322, 463, 15, 73, 440, 15, 342, 323, 435.

Zkuste ji rozlustit.

Bezpecnost RSA a mozZné Gtoky

Obecné je algoritmus RSA pii pouziti dostateéné velkého kli¢e povazovan za bez-
peény. V dnesni dobé je vhodné pouzivat minimalné 2048-bitové klice. Bezpecénost
algoritmu je zalozena na tom, ze pro rozklad ¢isel na prvocinitele neni znamy zadny
efektivni algoritmus.

Nicméné pokud je algoritmus pouzit Spatné, existuje hned nékolik moznosti, jak
ho prolomit. Zde zminime jen nékteré z nich:

(1)

(2)

(4)

Pokud je pouzita nizkd hodnota e a nizkd hodnota m, mize se stat, ze
vysledek m® je mensi nez n. Pak je deSifrovani snadné, protoze staci vzit
e-tou odmocninu ze zaSifrovaného textu.

RSA je deterministicka Sifra, takze ito¢nik muze zkusit Sifrovat pravdépo-
dobné zpravy a porovnavat je se zaSifrovanym textem. Také to znamena,
7e stejné zpravy se zaSifruji stejné, takze ttoc¢nik muZe poznat, Ze se zprava
opakuje.

Plati, ze soucin zasifrovanych textl je roven zaSifrovani soucinu puvodnich
zprav: m§-m§ = (mimz)® (mod n). Je tedy mozné provést ttok s vybérem
pivodniho textu. Pokud chceme rozlustit zprévu ¢ = m® (mod n), mizeme
adresata pozadat o desifrovani nevinné vypadajici zpravy f = cr®¢ (mod n)
pro ndmi vybrané r. Desifrovani zpravy f je potom mr (mod n), z éehoz
uz zjistime i m. Tento typ Gtoku se zda na prvni pohled tGplné nerealny,
nicméné RSA se pouzivd i pro podepisovéani zprav, takze miiZzeme obéti
zkusit podstréit k podepsani nami vybranou zpravu. Proto byste nikdy
neméli pouzivat stejny kli¢ pro Sifrovani a podepisovéani!

Pokud je stejnéd zprava zasifrovana pomoci e nebo vice vefejnych kli¢d se
stejnym e, je mozné ji rozlustit pomoci Cinské zbytkové véty.

Vétsiné z téchto ttok dokdzeme zabranit pomoci paddingu. Ptvodni zpravu pred
zaSifrovanim doplnime néjakymi ndhodnymi bity, takZe tfeba dvé stejné ptvodni
zpravy dostanou ruzny padding, a tedy se nezaSifruji stejné. Paddingové schéma
muze vypadat tfeba takto: 00 02 NAHODNE 00 ZPRAVA. Dvojka pfed nahodnymi
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bity ndm zajisti to, ze budeme vzdy Sifrovat dostatecné velké ¢islo. Poc¢et nahodnych
bitt miZeme volit tak, abychom délku celé zpravy zarovnali na ndmi pozadovanou
hodnotu.

Navody

4. Meélo by vam vyjit 247, 75, 440. Pro po¢itani hodnot pouzijte Wolfram Alpha.
5. 629 =17 - 37. Pak postupujte jako pfi generovani klice a néasledné desifrujte.
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ABSTRAKT. Zajimalo vas nékdy, jak funguje komprese zvuku a obrazu ve formétech
MP3 a JPEG? Na pozadi se skryva pomérné zajimava matematicka struktura zvana
Fourierova transformace. V tomto pfispévku se podivame na to, co to Fourierova
transformace je a jak ji (rychle) spocitat.

Pripomenuti komplexnich cisel

Definice. Mnozinou komplexnich ¢isel rozumime C = {a + bi | a,b € R}.

Séitani a nasobeni zavedeme piirozend, pficemz vyuzijeme i% = —1.
Definice. (Komplexné sdruzené ¢islo) Pro z = a+bi zavedeme komplezné sdruZené
Cislo Z = a — bi.
Definice. (Absolutni hodnota) |z| = vz - 7, tedy |a + bi| = Va2 + b2.
Definice. (Goniometricky tvar) z = |z|- (cos¢ + isin¢), pro néjaké ¢ € (0, 27).
Tvrzeni. (Eulerova formule) ¢ = cosp + isin .

Posimnéme si, ze pokud nechame thel ¢ bézet od 0 do 27, pohybujeme se proti
smeéru hodinovych rucicek po jednotkové kruznici.

Odmocniny z jednicky

Odmocnovani v komplexnich ¢islech neni jednoznaéné. Vezméme napiiklad rovnici
x* =1, kterd m4 &ty¥i fefeni: 1, —1, i, —i.

Podivejme se podrobnéji na kofeny rovnice 2™ = 1. Plati |2"| = |z|", tedy nutné
|#| = 1. Diky tomu vime z = €*¢ pro néjaké ¢. Nyni si rovnici zapiseme v goniome-
trickém tvaru:

1 =2" = ™" = cos on + i sin pn.

To plati pro cos pn = 1, tedy pn = 2kn, kde k € Z.
Celkem dostavame n rdznych n-tych odmocnin z jedné. Konkrétné
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Pokud feSeni zakreslime do Gaussovy roviny, tyto body tvoii vrcholy pravidelného
n-thelniku:

Definice. Komplexni ¢islo w je primitivni n-t4 odmocnina z 1, pokud w™ =1 a

7adné z ¢isel w!,w?, ..., w™ ! neni rovno 1.

Priklad 1. Které ze ¢tyt vyse zminénych odmocnin z 1 jsou primitivni?

Pro obecné n > 2 vzdy existuji alesponn dvé primitivni odmocniny z 1, konkrétné
isla w = €™/ a @ = e~ 27/" Plati totiz w’/ = ?27I/",
Umluva. Ve zbytku textu budeme piedpokladat, 7e w je né&jaka pevné zvolena
primitivni n-t4 odmocnina z 1.
Priklad 2. Rozmyslete si, ze w? # w” pro 0 < j < k < n.
Priklad 3. Ukaizte, ze pro sudéa n plati w? = —1.

Diskrétni Fourierova transformace

Umluva. Piedpokladejme, Ze n je mocnina dvojky.
Umluva. Pokud neni uvedeno jinak, vektory maji n slozek.

Definice. Diskrétni Fourierova transformace (DFT) je zobrazeni F : C" — C",
které vektoru & prifadi vektor ¢ dany predpisem

n—1

ik

Yj = E g - W
k=0

Vsimnéme si, Ze tato definice pfesné odpovidd maticovému nésobeni (je to linedrni
zobrazeni). Pro w primitivni n-tou odmocninu z 1 definujme matici Q2 takto: Q; ; =
= w’k (indexujeme od 0). Pak

F(@)=Q-2

Toho vyuzijeme pii hledani inverzni Fourierovy transformace. Sta¢i najit inverzni
matici k Q. K tomu vyuzijeme matici 2, ktera vznikne stejné jako €, pouze s pouzitim
w (tato matice obsahuje komplexné sdruzena ¢éisla k prvkam ).
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Priklad 4. Ukazte, Ze fQ je inverzni matici k .

Priklad 5. Spoditejte Fourierovy obrazy nésledujicich vektoru z C™:

a) (z,.. )

) (1,— 1, -1),

) (2,0202020)

d) (W w! CwTh),
e) (wo,w ywh o wPn T,

Priklad 6. Najdéte pro kazdé j vektor, jehoz Fouriertiv obraz mé na j-tém misté
jednicku a vsude jinde nuly.

Odbocka ke spojité Fourierové transformaci

Fourierova transformace se dé zavést i spojité, staci misto sumy uvazovat integral.
DFT pak odpovida tomu, Ze si poznamename hodnoty funkce jen v nékterych bodech
a s nimi pak pracujeme. Nasledujici definici uvadim spise pro tplnost. d

Definice. Nechf f : R — C je integrovatelna funkce. Pak Fourierova transformace

funkce f je
©= [t

Pro lepsi pochopeni toho, co Fourierova transformace znamenéa je dobré podivat
se na vizualizaci, kterou najdete na strance http://michal.topfer.matfyz.cz/fourier.
Uvnitt integralu mame dva éleny. Clen e~27%%¢ zajistuje pohyb po jednotkové kruz-
nici po sméru hodinovych rucicek. To je tim, Ze argument tohoto komplexniho ¢isla
obsauje hodnotu z, podle které integrujeme, takze bézi od minus nekoneéna do ne-
konec¢na. Prvni ¢len v integralu zajisti to, ze vzdalenost od nuly odpovida velikosti
funkéni hodnoty v pfislusném bodé. Celkove si to tedy mtizeme piedstavit jako na-
motév:ini funkce dokola kolem poéétku

pro libovolné redlné &.

narni soufadnice je prave hodnotou Fourierovy transformace pro zadanou hodnotu
&. 'V definici tedy ¢ odpovida frekvenci ,namotavani“ a x je defini¢ni obor ptvodni
funkce (¢as).
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Vyuziti DFT
Fourierova transformace méa pomérné Siroké uplatnéni. Fyzikalné totiz odpovida
spektralnimu rozkladu signalu na siny a cosiny o rtznych frekvencich.

Na tom jsou zaloZeny napiiklad algoritmy pro filtrovani zvuku. A souvisi s tim
i komprese zvuku (MP3) a obrazu (JPEG). Zvuk se ukladd s né&jakou vzorkovaci
frekvenci, pak se rozdéli na bloky (po fadové 1000 vzorcich). Na blok se aplikuje DET
a koeficienty se ulozi s pozadovanou pfesnosti (rizna presnost pro rizné frekvence —
lidské ucho nevnimé vSechny frekvence stejné). Pii prehravani se pouzije IFT, ¢imz
dostaneme zvuk, ktery je velmi podobny tomu ptavodnimu.

Dalsim pouzitim je rychlé nasobeni polynomi, ale k tomu si nejdiiv budeme muset
ukézat, jak ji spocitat rychle.

Nasobeni polynomii

Definice. Polynom je vyraz typu
n—1
P(Qj) = Zpl : 1,17
i=0

kde x je proménnd a py aZ p,—1 jsou koeficienty polynomu. Vektoru (po, ... ,pn—1)
budeme fikat vektor koeficienti.

Definice. Stupném polynomu nazveme nejvyssi mocninu s nenulovym koeficien-
tem.

Vsimnéte si, ze doplnénim koeficientti p,, a vyssich nulami se hodnota polynomu
nezmeéni.
Podivejme se nyni, jak se polynomy nasobi.

n—1 n—1
R(z) = P(z) - Q(z) = (Z pi xl) A g a7 | =D pigia™,
=0 7=0 i,j

tedy koeficient ry = E?:o DiQk—i-
Pokud bychom polynomy nésobili podle této definice, potiebujeme na to O(n?)
krokd.

Jiny pohled na polynomy

Rozmyslime si, kdy polynomy povaZujeme za stejné. MuZzeme se na né divat jako
na vyrazy. Pak o nich fekneme, Ze jsou identické, pokud maji po normalizaci stejné
vektory koeficientu.

Druhé mozZnost je divat se na polynomy jako na funkce. Polynomy P a @ jsou si
rovny pravé tehdy, kdyz Vo € R : P(z) = Q(z). Identické polynomy jsou si rovné i
jako funkce a plati to i naopak:

89



FOURIEROVA TRANSFORMACE

Véta. Budte P a @) polynomy stupné nejvyse d. Pokud plati P(z;) = Q(x;) pro
navzajem riuzna cisla xg, ... ,xq, pak P a @ jsou identické.

Diky této vété mtizeme polynom reprezentovat také pomoci vektoru funkénich
hodnot, této reprezentaci fikdame graf polynomu. Pokud mame alespon degP + 1
bodd, je polynom P grafem urcen jednoznacné.

V grafové reprezentaci je nasobeni polynomu trivialni: sou¢in polynomi P a
mé v bodé z hodnotu P(z) - Q(z). Staci tedy grafy vynasobit po slozkéach.

Pro prevod do grafové reprezentace vyuzijeme Fourierovu transformaci. Ozna¢me
p vektor koeficient?i polynomu P. Pak jeho Fourierova transformace F (p) je grafem
tohoto polynomu v bodech w°, ... ,w" L. Zbyva tedy ukazat, jak pocitat Fourierovu
transformaci efektivné.

Piiklad 7. Pomoci Fourierovy transformace spoé¢téte souéin polynomt P(z) =
=z+1aQ(z)=22%+1.

Rychla Fourierova transformace (FFT)

Pro vypocet vyuzijeme metodu Rozdel a panuj. Budeme vyhodnocovat polynom P
v n bodech, které si zvolime tak, aby byly spdrované, tedy aby tvorily dvojice liSici
se znaménkem:

:tIo, :l:l’l, ey :‘:IL‘%_l.

Polynom P pak miiZzeme rozlozit na ¢leny se sudym a lichjym exponentem:
P(z) = (poa° + pax® + -+ 4 pn2z™ ) + (p1z’ + psz® + -+ + pp_1z” ).
A z druhé zavorky vytkneme x:
P(x) = (por® + p2a® + - + pp2a”™ %) + @ - (pra° + psa® + - + pora” ).

Tim mame v obou zévorkach pouze sudé mocniny, a tedy muzeme kazdou z nich
povazovat za vyhodnoceni polynomu velikosti n/2 v bodé 2%

P(x) = Py(a?) + - Pi(a?),

kde P; a P, jsou polynomy se sudymi a lichymi koeficienty P. Navic také snadno
vypoc¢teme hodnotu v bodé —z:

P(—z) = Py(2%) — - P(2?).

Tim jsme vyhodnoceni polynomu P v bodech +zg,+z1,...,+xz_1 prevedli
na vyhodnoceni dvou polynomt polovi¢ni velikosti v bodech x%,x7%,... ,xfl J2-1°
Toto vyhodnoceni udélame rekurzivné, ¢imz dohromady dostaneme ¢asovou slozitost

O(nlogn)!.

ITo plyne z Kuchaikové véty (Master Theorem).
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Ale na jednu véc si musime dat pozor! Pro spravnou funkénost rekurze potiebu-
. v, 2 92 2 y / / ~ « « .
jeme, aby ¢isla zg, 71, . .. T a1 byla opét sparovana. Presné k tomu potfebujeme
vyuzit komplexni ¢isla.

Polynom budeme vyhodnocovat v bodech w?® w?,... w™ 1. Navic plati, ze w? je
primitivni $-t4 odmocnina z jednicky, takze rekurzivni volani funguje.

1

n—1

Priklad 8. Ovéite, ze jsou é&isla w®, w!, ... ,w sparovana.

FFT v konecnych télesech

Fourierovu transformaci nemusime zavadét jen nad C. Sta¢i nam libovolné téleso,
ve kterém mame primitivni n-tou odmocninu z jednicky. V konecnych télesech Z,
pro p prvodislo plati, Ze jejich multiplikativni grupa (mnozina nenulovych prvki
s operaci nésobeni) je cyklickd, tedy vSech p — 1 nenulovych prvki télesa lze zapsat
jako mocniny né&jakého ¢isla g (generatoru grupy). Mezi ¢isly ¢°, g, ..., gP 2 se
kazdy nenulovy prvek grupy vyskytuje pravé jednou, takze g je primitivni (p — 1)-ni
odmocnina z jednicky.

Vhodné jsou napiiklad hodnoty p = 216 +1 = 65537, g = 3. Takze mtizeme vyuzit
w=3an=2',

Vyhodou této varianty FFT je, ze jsou méné zatizené zaokrouhlovacimi chybami
(komplexni odmocniny z jednicky mivaji obé slozky iracionalni).

Navody
v . v k —q
2. Uvédomte si, ze <5 = wh™J #£ 1.
3. Jaké jsou mozné hodnoty w? = /1?7

4. Spoctéte (Q -ﬁ)j , & ukazte, Ze vyraz je roven 0 pro j # k an pro j = k. Bude
se vam hodit vzorec pro soucet geometrické rady:

n
Y=g
k=0
5 a) Vyuzijte podobnou myslenku jako v pfedchozim piikladu,
b) je to kosinus s frekvenci n/2,
¢) soulet b) s konstantni 1,
d) y; = Z;Ol whwik = Zz;é (wj“)k, coz je nenulové pro j = —1 (mod n),

e) stejné jako d), akordt vyjde j + 2.
6. Zobecnéte posledni dvé podilohy predchoziho prikladu.

7. Vsimnéte si, Ze vdm staci n = 4. Asi nejpiehlednéjsi je pro vypocet vyuzit
nasobeni maticemi Q2 a .
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